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Aui  deW  Aec.  Pont.:    Atti  dell*  Accademia  Pontaniana.     Roma.     XX. 
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XXVIII. 

Belg,  Bull.:  Bulletin  de  TAcad^mie  Royale  des  sciences,  des  lettres  et 
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Berl  Abh.:  Abhandlungen  der  Kgl.  Preussischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin.    Berlin.   4*. 
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Berl.  Phya.  Ges.  Verk.:  VerhaDdluDgeo  der  physikalischen  Gesellschaft  zu 
Berlin.    Berlin.    G.  Reimer.  8^  IX. 

Besso  Per.  mal.:  Periodico  di  matematica  per  Tinsegnamento  secondario. 
Roma.   8^.    V. 

BiJbl.  Math. :  Bibliotheca  Mathematica,  herausgegeben  von  Gustaf  Eoeström. 
Stockholm.  (2)  IV. 

Böklen  Min.:  Mathematisch  -  naturwisseDSchaftltche  Mitteilungen,  heraus- 
gegeben von  Dr.  0.  Böklen.    Tübingen.  Fr.  Fues.  8°.   III. 

Bologna  Mem.:  Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  deir  Istituto 
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Bologna  Bend.:  Rendiconto  delle  sessioni  dell'  Accademia  delle  scienze 
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Bordeaux  Mim.:  Memoires  de  la  Soci^te  des  sciences  physiques  et  natu- 
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Brit.  Ass.  Rep.:  Report  of  the  meeting  of  the  British  Association  for  the 
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Brklärang  der  Citate.  y 

CiciUng, :  Der  CivilingeDienr.  Orgao  des  sächBisohen  logeniear-  and  Archi- 
tekten-Vereins. Unter  Mitwirkung  etc.  herausgegeben  von  Dr.  E.  Hartig. 
Leipzig.  Arthur  Felix.  4».  (2)  XXXVI. 

Colorado  Stitdiet:  Colorado  College  Studies.  Papers  read  before  the  Colo- 
rado College  scientific  Society.     Colorado  Springs.  8^  I. 

C.  B.:  Comptes  Rendus  hebdomadaires  des  s^ances  de  TAcad^mie  des 
Sciences.    Paris.  4*.   CX,  CXI. 

Darboux  BuU,:  Bulletin  des  sciences  matb^matiques ,  r^dig6  par  MM.  G. 
Darbonx  et  J.  Tannery  avec  la  collaboration  de  MM.  Andrö,  Batta- 
glini  etc.    Paris.  Gauthier- Villars  et  Fils.  8*.  (2)  XIV. 

Dtlfl  Ann,  d.  r£c,  Polyt.:  Annales  de  Tficole  Polytechnique  de  Delft. 
Leiden.   E.  J.  3rill.    VL 

Deutsche  Bauztg.:  Deutsche  Bauzeitung.  Verkündigungsblatt  des  Ver- 
bandes deutscher  Architekten-  und  Ingenieurvereine.  Redacteure  K.  E. 
O.  Fritscb  und  E.  W.  Busiog.    Berlin.    E.  Toeche.     XXIV. 

Dubiin  /Voe.:    Proceedings  of  the  Royal  Irish  Academy.    Dublin. 

Dublin  Tran».:  Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy.   Dublin.   XXIX. 

EdM.  M.  S.  Proc.:  Procoedings  of  the  Edinburgh  Mathematical  So- 
ciety.   S«».  VIIL 

Edmb,  Proc:  Proceedings  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh.  Edin- 
burgh. 8*.  xvm. 

Edinh.  Tran»,:  Transactions  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh.  Edin- 
burgh.  40.   XXX  VL 

Ed.  TYmet :  Mathematical  questions,  with  their  Solutions  from  the  ^Educa- 
tional  Times*  with  many  papers  and  Solutions  not  published  in  the 
,,Edncational  Times."  Edited  by  W.  J.  C.  Miller.  London.  8<>. 
Francis  Hodgson.  LH,  LUI. 

Exher  lUp.:  Repertorium  der  Physik,  herausgegeben  von  Ezner.  Müncheu 
und  Leipzig,    gr.  8'.  XXVI. 

G^nie  civil:  Le  G^nie  civil.  Revue  g6n^rale  hebdomadaire  des  indnstries 
frangaises  et  ^traugöres.    Paris.     XVII. 

Gßtt.  Abh.:  Abhandlungen  der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen.    Göttingen.    49,     XXXVI. 

Oott  Nachr.:  Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften und  der  Georg- Augusts -Universität  zu  Göttingen.  Göt- 
tingen.   8*.    1890. 

Ilamb.  Mut.:  Mitteilungen  der  Hamburger  Mathematischen  Gesellschaft. 
Hamburg.   8<>.   II. 

Uannov.  Zeitschr,-.  Zeitschrift  des  Architekten-  und  Ingenieurvereins  zu 
Hannover,  redigirt  von  Keck.  Hannover.  Schmorl  u.  Seefeld.  4°.  XXXVI. 

Uoffmann  Z.:  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen 
Unterricht.  Unter  Mitwirkung  von  Fachlehrern  herausgegeben  von 
J.  G.  V.  Hoffinann.    Leipzig.   Teubner.   8^    XXL 

Hoppe  Areh. :  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  den  höheren  Lehranstalten, 
gegründet  von  J.  A.  Grunert,  fortgesetzt  von  R.  Hoppe.  Leipzig. 
C.  A.  Koch.    8».     (2)    VIII,  IX. 

Japan  Joum.:  Journal  of  the  College  of  science,  imperial  university,  Japan. 
Published  by  the  university.    Tokyo.    4^. 

J.  de  r£e.  Pol.:  Journal  de  r£cole  Polytechnique,  publik  par  le  conseil 
d'instraction  de  cet  Etablissement.  Paris.  Gauthier -Villars  et  Fils.  4^ 
Gab.  LX. 

J.  de  Math.  iUm.:  Journal  de  Math^matiques  El^mentaires  i  Tusage  de 
tons  les  candidats  aux  Ecoles  du  Gouvernement  et  des  aspirants  au 
baccalauröat  es  sciences,  publik  sons  la  direction  de  MM.  de  Longchamps, 
Lncien  LEvy.    Paris.    Delagrave.  8".  (3)  IV. 


VI  Erklärang  der  Citate. 

J.  de  Math,  spfc:  Journal  de  Mathömatiqnes  spöciales  ä  Tasage  des  can- 
ditats  aaz  Ecoles  Polytechnique,  Normale  et  Centrale,  pabli6  Boua  la 
direction  de  MM  de  LongchampSi  Locien  L6yy.  Paris.  Delagrave.  8^. 
(3)  IV. 

J.  für  Math. :  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik.    In  awang- 
*   losen  Heften.     Herausgegeben  unter  Mitwirkung  eto.  von  L.  Eronecker. 
Berlin.    G.  Reimer.    4«.  OVl.  CVIL 

Jordan  Z,  f.  V, :  Zeitschrift  für  Yermessungswesen.  Organ  des  dentscben 
Geometervereins. .  Unter  Mitwirkung  ?on  C.  Steppes  und  R.  Oerke  her- 
ausgegeben von  W.  Jordan.    Stuttgart.    8^    XIX. 

Joum.  de  Math,:  Journal  de  Matb^matiques  pures  et  appliqu6ee,  fond^  en 
1836  et  publik  jasqu'en  1874  par  J.  Liouville.  Publik  ^ar  C.  Jordan 
avec  la  Kollaboration  de  G.  Haiphen,  M.  L^vy,  A.  Mannheim,  fi.  Picard, 
H.  Poincar^,  H.  Resal.  Paris.  49.  (4)  VI. 

Kasan  Ber,:  Sitzungsberichte  der  mathematischen  Section  des  Natar- 
forschenden  Vereins  zu  Kasan.    (Russisch.)    VIII. 

Kasan  Ges.:  Sammlung  der  Mitteilungen  der  physikalisch -mathematischen 
Gesellschaft  zu  Kasan.    (Russisch.)   VII,  VIII. 

Krak,  Ber.:  Sitzungsberichte  der  mathematisch  -  naturwissenschaftlichen 
Section  der  Krakauer  Akademie.    Krakau.  (Polnisch.)    XX. 

Krak,  Denksehr,:  Denkschriften  der  Krakauer  Akademie  der  Wissen- 
schaften.   Krakau.    (Polnisch.)    XVII. 

Leipz,  Abh,:  Abhandlungen  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Leipzig.     Mathematisch  -  physische    Klasse.     Leipzig.     4^. 

Leipz.  Ber. :  Berichte  über  die  Verhandlungen  der  Konigl.  Sächsischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  zu  Leipzig.  Mathematisch  -  physische 
Klasse.    Leipzig.    8^    XLII. 

Leopold.  Akad.:  Verhandlungen  der  Kais.  Leopoldinisch  -  Carolinischen 
Deutschen  Akademie  der  Naturforscher.    Halte,    gr.  4^  LV. 

Lihge  Mim.:  M^moires  de  la  Soci6t6  Royale  des  sciences  de  Liege. 
Bruzelles.    Hayez;  Paris.  Roret.  (2)  Y. 

Lisboa  Jörn,:  Jornal  de  Sciencias  Mathematicas,  Physicas  e  Naturaes 
publicado  sob  os  auspicios  da  Academia  Real  das  Sciencias  de  Lisboa. 
Lisboa. 

Lomb.  Ist.  Rend.:  Reale  Istituto  Lombardo  di  scienze  »  lottere.  Rendi- 
conti.   Milano.  8*.   (-2)  XXIII. 

Lond,  M,  S.  Proe.:  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society. 
London.  8».  XXL 

Lond,  Phil.  Trans.:  Philosophical  Transactions  of  the  Royal  Society  of 
London.    London.    4*.  GLäXXI. 

Lond.  R.  S.  Proc:  Proceedings  of  the  Royal  Society  of  London.  London.  8^ 
XL VII,  XLVIII. 

Manchester  Proc:  Memoirs  and  Proceedings  of  the  literary  and  philoso- 
phical Society  of  Manchester.    Manchester. 

Math.  Ann.:  Mathematische  Annalen.  In  Verbindung  mit  C.  Neumann  be- 
gründet durch  R.  F.  A.  Glebsch.  Unter  Mitwirkung  der  Herren  P.  Gordan, 
0.  Neumann,  K.  YonderMühll  gegenwärtig  herausgegeben  von  F.  Klein, 
W.  Dyck  und  A.  Mayer.  Leipzig.  Teubner.  8».  XXXV,  XXXVI, 
XXXVH. 

Mathesis:  Mathesis,  Recueil  math^matique  ä  Pusage  des  öcoles  speciales  et 
des  etablissements  d*instruction  moyenne  publik  par  P.  Mansion  et  J.  Hea- 
berg.   Gand.   Hoste;  Paris.  Gauthier- Villars  et  Fils.   8^    X. 


firkläning  der  Citate.  yil 

Mim.  Sao.  £tr.:  Memoire«  prötent^B  par  divers  savanta  ä  TAcad^mie  des 
Sciences  de  riostitut  de  France  et  imprim^s  par  son  ordre.  i9,  (2)  XXXI. 

ifets,:  The  Messenger  of  Mathematics.  Edited  by  J.  W.  L.  Glaisber. 
London  and  Cambridge.    Macmillan  and  Co.  8*.  (2)  XIX,  XX. 

MeL  Zeiudir.:  Meteorologische  Zeitschrift  Heransgegeben  von  der  oster- 
reich. Gesellschaft  für  Meteorologie  und  der  deutschen  Meteorol.  Gesell- 
schaft, redigirt  von  J.  Hann  a.  W.  Eoeppen.     Berlin,    gr.  8°.  VII. 

MuL  üb,  Art.  u.  Genie:  Mitteilungen  über  Gegenstande  des  Artillerie-  und 
Oenie  -  Wesens.  Herausgegeben  vom  K.  E.  technischen  u.  administra- 
tiven Militär-Corait^.    Wien.  R.  v.  Waldheim.  8^.  XXL 

Modena  Mem,:  Memorie  della  Regia  Accademia  di  scienze,  lettere  ed 
aiü  in  Modena.    Modena.    4^    (2)    VII. 

Monatth.  /.  Math. :  Monatshefte  für  Mathematik  und  Physik.  Mit  Unter- 
stützung des  hohen  E.  E.  Ministeriums  für  Caltus  und  Unterricht  her- 
ausgegeben von  G.  V.  Bscherich  und  Em.  Weyr.     Wien.    8^    I. 

Motk.  Math.  Samml,:  Mathematische  Sammlung,  herausgegeben  von  der 
Mathematischen  Gesellschaft  in  Moskau.    (Russisch.)  XIV,  XV. 

Müneh.  Abk.:  Abhandlungen  der  Egl.  Bayerischen  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  München.    Zweite  Elasse.    München.    49.  XVII. 

Müneh.  Ber.:  Sitzungsberichte  der  mathematisch-physikalischen  Elasse  der 
Egl.  Bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  München.  München. 
8».    XX. 

Napoli  Rend.:  Rendiconto  dell' Accademia  delle  scienze  fisiche  e  matema- 
tiche  (Sezione  deUa  Societtl  Reale  di  Napoli).    Napoli.  4*.    (2)  IV. 

Naiure:  Nature,  a  weekly  illustrated  Journal  ofscience.  London  and  New 
York     Macmillan  and  Oo.  4^  XLI,  XLIL 

Natur/.  Oes.  Bremen:  Verhandlungen  der  Gesellschaft  dentsoher  Natur- 
forscher und  Aerzte.  63.  Versammlung  zu  Bremen  15.  -  20.  Septbr.  1890. 
I  u.  II.    Herausg.  von  O.  Lassar.    Leipzig.    F.  C.  W.  Vogel.    1891.  8®. 

Nieuw  Architf:  Nieuw  Archief  voor  wiskunde  uitgegeven  door  het  Wiskundig 
Genootschap.    Amsterdam.  8^.  XVII. 

NowB.  Ann.:  Nouvelles  Annales  de  math^matiques.  Journal  des  candi- 
dats  anx  ficoles  Polytechnique  et  Normale,  rödigö  par  MM.  Gh.  Brisse 
et  E.  Rouch6.    Paris.    Gautbier  Villars  et  Fils.  8*.  (3)  IX. 

Nmwo  Cimento:  II  Nnovo  Gimento.  Gioroale  fondato  per  la  fisica  e  la 
chimica  da  G.  Matteucci  e  R.  Piria,  continuato  per  la  fisica  esperimen- 
tale  e  mafematica  da  E.  Betti  e  R.  Felici.  Pisa.  Salvioni.  gr.  8^.  (3) 
XXVII. 

N^  Tidst.  for  Math.:  Nyt  Tidsscrift  for  Mathematik.  Redigeret  af  P.  T. 
Foldberg  og  C.  Juel  (Abteilung  A  für  elementare,  B  für  höhere  Mathe- 
matik.)    Kjobenhavn.    8^.    1. 

Odessa  Oes.:  Denkschriften  der  mathematischen  Abteilung  der  neu- 
russischen  Gesellschaft  der  Naturforscher.  (Russisch.)  X,  XI. 

Padova  Atti:    Atti  della  Reale  Accademia  di  scienze,  lettere  ed   arti   di 

Padova.    Padova.  (2)  VI. 
Palermo  Rend.:    Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo.     Palermo. 

gr.  8«.     IV. 
Petersb.  Ahh.:    Abhandlungen  der  Kais.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 

St  Petersburg.    St.  Petersburg.   LXII. 
PhU.  Maa.:  The  London,  Edin'burgh  and  Dublin  philosophical  magazine  and 

Journal  of  science,  by  Kane,  Thomson,  Francis.  London.   8*.  (5)  XXIX, 

XXX. 
Phys.  Ges.  St.  Petertb.:    Journal    der   physiko- chemischen   Gesellschaft   zu 

St.  Petersburg.    (Russisch.)    (2)  XXII. 
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Phy8,-Math,  Wt88.:  Die  physiko-mathematischeD  WissenschafteD.  Journal 
der  reinen  and  angewandten  Mathematik,  Astronomie  und  Physik,  her- 
ausgegeben von  W.  W.  Bobynin.     Moskau.    (Russisch.)    IX.    (1890) 

Pisa  Ann.:  Annali  della  Reale  Scuola  Normale  Superiore  di  Pisa.  Scienze 
fisiche  e  matematiche.     Pisa.    8*. 

Poßke  Z,:  Zeitschrift  für  den  physikalischen  und  chemischen  Unterricht. 
Unter  der  besonderen  Mitwirkung  von  E.  Mach  und  B.  Schwalbe,  her- 
ausgegeben von  F.  Poske.     Berlin.    J.  Springer,    gr.  8^    III. 

Pr.  SB  Programmabhandlung,  Gymn.  =  Gymnasium,  Realgymn.  =  Realgyok- 
nasium,  etc. 

Prace  mat.-ßz.:  Prace  matematycsno-fizyczne.  (Mathematische  und  phy- 
sikalische Abhandlungen,  hrsg.  in  Warschau  von  S.  Dickstein,  W.  Go- 
siewski,  E.  u.  W.  Natanson.)    gr.  8^.    (Polnisch.)    IL 

Prag,  Äbh,:  Abhandlungen  der  Königl.  Böhmischen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  Prag.  Selbstverlag  der  Königl.  Böhmischen  Gesell- 
schaft.   40. 

Prag.  Ber.:  Sitzungsberichte  derEgl.  Böhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften.   Prag.  8°.  1890. 

Quart.  J. :  The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics.  Edited 
by  N.  M.  Ferrers,  A.  Cayley,  J.  W.  L.  Glaieher,  A.  R.  Porsyth.  London. 
8'.    XXIV,  XXV. 

Rev.  cPArt:  Revue  d'Artillerie  paraissant  le  15  de  chaque  mois.  Paris. 
8«.  XXXV,  XXXVI. 

Rev.  des  Queat.  sc:  Revue  des  Qnestions  scientifiques,  publice  par  la  So- 
cial scientifique  de  Bruxelles.    Bruxelles.    gr.  8^     XXVII,  XXVIII. 

Rom.  Aec.  L.  Mem.:  Memorie  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Roma, 
gr.  4*.    (4)  VI. 

Rom.  Acc.  L.  Rend.:  Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Rendiconti. 
Roma   4<^.  (4)  VI.     (Zwei  Semester,  unterschieden  als  Vli  und  VI3.) 

Rom.  Acc.  P.  </.  N.  L.:  Atti  della  Accademia  Pontificia  dei  Nuovi  Lincei. 
Roma.   4«.     XLII,  XLIII. 

Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L.  Mem.:  Memorie  della  Pontificia  Accademia  dei 
Nuovi  Lincei.    Roma.    4°.     V,  VI. 

Schl'ömtlch  Z. :  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  unter 
verantwortlicher  Redaction  von  Schlömilch,  Kahl  und  Cantor.  Leipzig. 
Teubner.  8°.   XXXV. 

Hl.  A.:    Historischlitterarische  Abteilung  (besonders  paginirt). 

Schweiz.  Bauztg.:  Revue  Polytechnique;  Schweizerische  Bauzeitung,  Wochen- 
schrift für  Bau-,  Verkehrs-  und  Maschinentechnik,  Organ  des  Schweizeri- 
schen Ingenieur-  und  Architekten  -  Vereins  etc.  Herausgegeben  von 
Waldner. 

Silliman  J.:    The  American  Journal  of  science.    Editors:    J.  D.  and  E.  S. 

Dana.    (3). 
8.  M.  F.  Bull.:    Bulletin  de  la  Soci^t^  Math^matique  de  France  publik 

par  les  secr^taires.    Paris.  8*.  XVIIL 

Soc»  Philom.  Bull:    Bulletin  de   la  Soci6t^  Philomathique  de  Paris.     Paris. 

8°.  (8)  II. 
Stockh.  HandL:    Handlingar  af  Kongl.   Svenska  Vetenskaps-Akademiens. 

Stockholm. 

Stockh.  Öfv.:    öfversigt  af  Kongl.   Svenska  Vetenskaps-Akademiens  För- 

handlingar.    Stockholm. 
Stockh.  Vetensk.  Bihang:  Bihang  tili  Kongl.  Svenska  Vetenskaps-Akademiens 

HandUngar.   Stockholm.    8«.    XV. 
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Teizeira  J.:  Joroal  de  ScieDcias  Mathematicas  e  Astronomicas  publicado 
pelo  Dr.  F.  Gomes  Teixeira.    Goimbra.  8*.    IX,  X. 

Tokio  Math.  Ges.:  Tokyo  sagakn  botsorigaka  kwai  kiji  (Zeitschrift  der 
Physiko-Mathematischen  Oesellschaft  in  Tokio.  Englisch  n.  Japanisch.) 
Tokio.    8»     IV. 

Torino  AtH:  Atti  della  Reale  Accademia  di  Torino.  Torino.  8o.  XXV,  XXVI. 

Torino  Mem.:  Memorie  della  Reale  Accademia  delle  scienze  di  Torino. 
Torino.    4°. 

Toulouse  Ann,:  Anoales  de  la  Facolt^  des  Sciences  de  Toulouse  pour  les 
scieDces  math^matiqaes  et  les  sciences  physiques,  pabli^es  par  un  comit6 
de  r^daction  compos^  des  professeurs  de  matb^matiques,  de  physiqae 
et  de  chimie  de  la  facült^  etc.    Paris.    Gauthier- Villars  et  Fils.  4^  IV. 

Toulouse  Mim,:  M^moires  de  TAcademie  des  sciences,  inscriptions  et 
belles  lettres  de  Toulouse.    Toulouse.    Donladoure-Privat.  8°. 

Ungar.  Ber.:  Mathematische  und  naturwissenschaftliche  Berichte  aus  Un- 
garn. Mit  Unterstützung  der  üng.  Akad.  der  Wissensch.  und  der  Königl. 
Ung.  naturwisseuschaftlichen  Gesellschaft  hrsg.  von  Baron  R.  Gotvös  etc. 
Redig.  V.  I.  Fröhlich.     Budapest.   8^ 

Ken.  Aieneo:  L'Ateneo  Veneto.  Rivista  mensile  di  scienze,  lottere  ed  arti 
diretta  da  A.  8.  de  Kiriaki  e  L.  Gambari.  Venezia.  8^.  (14)  I,  II. 

Ven.  Ist.  Aai:  Atti  del  Reale  Istituto  Yeneto  di  scienze,  lettere  ed 
arti.     Venezia.    8^.   (7)  I. 

Ven.  Ist.  Mem.:  Memorie  del  Reale  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed 
arti.     Venezia.    4*.    XXIII. 

Warsch.  Nachr.:  Nachrichten  der  Warschauer  Universität.  Warschau. 
(RoBsisch.) 

Wiedemann  Ann. :  Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Unter  Mitwirkung  der 
Physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin  und  insbesondere  des  Herrn 
H.  ▼.  Helmholtz  herausgegeben  von  G.  Wiedemann.  Leipzig.  Barth.  8^ 
XXXIX,  XL,  XLI. 

Wien.  Bauztg.:  Allgemeine  Bauzeitung  gegründet  von  Chr.  L.  Förster. 
Redigirt  unter  Mitwirkung  etc.  von  A.  Köstlin.    Wien.    R.  v.  Waldheim. 

Wien.  Ber.:  Sitzungsberichte  der  mathematisch -naturwissenschaftlichen 
Klasse  der  Eaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien.  Zweite  Ab- 
teilung.   Wien.   8^  XCIX. 

Wien.  Denhschr.:  Denkschriften  der  Eaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Wien.   Mathematisch-naturwissenschaftliche  Klasse.  Wien.   4^  LVil. 

Woehenschr.  f.  Astr.:  Wochenschrift  für  Astronomie,  Meteorologie  und 
Geographie.  Redigirt  von  Hermann  J.  Klein.  Halle.  H.  W.  Schmidt. 
8«.    (2)    XXXI -XXXIII. 

W.  Oestr.  Ing.  u.  Arch.:  Wochenschrift  des  Oesterreichischen  Ingenieur- 
and  Architekten- Vereins.     Redacteur  F.  Kortz.    Wien.    4^ 

Wolf  Z.:  Vierteljahrsscbrift  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich 
von  R.  Wolf.    Zürich.  8^  XXXV. 

Z.  dtseh.  Ing.:  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  herausgegeben 
von  Th.  Peters.    J.  Springer.    Berlin.   4«.  XXXIV. 

Z. /.  Bauwesen:  Zeitschrift  für  Bauwesen,  herausgegeben  im  Ministerium 
der  oiTentlichen  Arbeiten.  Redacteure  0.  Sarrazin  u.  0.  Hossfeld.  Berlin. 
Ernst  u.  Sohn.  4^  XL. 

Z.  Oestr.  Ing.  u.  Arch.:  Zeitschrift  des  Oesterreichischen  Ingenieur-  u.  Ar- 
chitekten-Vereins.   Redacteur  P.  Kortz.     Wien.    4^ 


Vergleichende  Uebersicht 

der  im 

Jahrbuche  bestehenden  Verteilung  des  Stoffes  mit  dem 
„Index  du  rdpertoire  bibliographique  des  sciences  mathä- 
matiques^,    publik    par    la    commission    permanente   du 

r^per  toire.  *) 


I.  Abschnitt.    Oesebichte  und  Pbilosophie:  Klasse  V. 

1.  Capitel.     Oesebichte:     V2  bis  VIO. 

A.  Biographisch  •  Litterarisches. 

B.  Geschichte  einzelner  Disciplinen. 

2.  Capitel.    Philosophie  and  Pädagogik:  VI. 

A.  Philosophie. 

B.  Pädagogik:  Via. 

II.  Abscbnitt.    Algebra:  Klasse  A,  B,  dann  C,  D,  I,  J. 

1.  Capitel.     Oleichnogen.     (Allgemeine  Theorie.    Besondere  algebrai- 
sche and  transcendente  Gleichungen):  122,  DGj,  A2,  A3»  A^. 

2.  Capitel.    Theorie  der  Formen  (Invariantentheorie) :  C4a,  B4  bis  B 11. 

3.  Capitel.    Elimination  and  Sabstitation.     Determinanten,  symmetri- 
sche Functionen:  B3,  B2,  J4,  Bl,  C3,  A3b,  H12c. 

III.  Abschnitt.    Höhere  und  niedere  Arithmetik:  Klasse  A  und  I. 

1.  Capitel.    Niedere  Arithmetik:  Ala,  Alb,  Alc/9,  A5a,  11. 

2.  Capitel.    Zahlentheorie:  Klasse  I. 

A.  Allgemeines:  12  bis  15,  17  bis  111,  119. 

B.  Theorie  der  Formen:  112  bis  118,  120  bis  122. 

3.  Capitel.     Kettenbrüche:  D2d,  D2e,  D2f,  123. 


*)  Paris,  Gauthier- Villars  et  Pils,  1893.  XIV-+-80S.  gr.S«.  Vergl. 
den  Bericht  in  F.  d.  M.  XXI.  1889.  2.  —  Die  «Klassen«  werden  dorch 
grosse  lateinische  Bachstaben  von  A  bis  X  bezeichnet,  Unterklassen  durch 
angefügte  Exponenten,  z.  ß.  M^  Die  Klassen  werden  in  , Divisionen**  ge- 
teilt, welche  darch  arabische  Ziffern  gekennzeichnet  werden;  die  DivisiooeD 
spalten  sich  in  „Sectioneu".  darch  einen  kleinen  lateinischen  Buchstaben 
bezeichnet.    Endlich  können  noch  „Subsectionen*  einen  griechischen  Bnch- 

staben  erhalten.  Das  Ganze  wird  durch  ein  Rechteck  eingerahmt:  |L'3,bn|. 

Vergleiche  das  auf  S.  XIII  folgende  Verzeichnis  der  Klassen  des  B6pertoire. 
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IV.  Abschnitt.     Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Combinations- 
lehre:    Klasse  J  (Jl  und  J2),  Q4b,  Q4c. 

V.  Abschnitt.    Reihen:  Aus  Klasse  A,  G,  D,  I. 

1.  Capitel.    AllgemeiDefl:  D2a,  D2c,  Gle,  H12d. 

2.  Capitel.     BeBoodere  Reihen:  D2b,  Ala,  Ale,  A5b,  125. 

VI.  Abschnitt.     Differential-  und  Integralrechnung: 

Klasse  C,  E,  H,  J. 

1.  Capitel.  Allgemeines:  Cla,  Ol. 

2.  Capitel.  Differentialrechnung.   (Differentiale,  Functionen  von  Diffe- 
rentialen, Mazima  nnd  Minima.}:  Cl,  C4b,  C4c,  C5,  Ol. 

3.  Capitel.  Integralrechnung:  C2a  bis  C2g. 

4.  Capitel.  Bestimmte  Integrale:  C2h  bis  C21,  E2  bis  Eö,  02a,  03c, 
05a,  05b. 

5.  Capitel.  Gewöhnliche  Differentialgleichungen:  Hl  bis  H6,  H12. 

6.  Capitel.  Partielle  Differentialgleichungen:  H7  bis  HIO,  J4. 

7.  Capitel.  Variationsrechnung:  J3. 

VII.  Abschnitt.    Functionentheorie:  Klasse  B,  D,  E,  F,  O,  I,  J. 

1.  Capitel.    Allgemeines:  J5,  HU,  B12a,  B12f,  B12g,  Dl,  D3,  D4, 
D5,  D6a,  G6. 

2.  Capitel.    Besondere  Functionen. 

A.  Elementare  Functionen  (einschliesslich  der  Gammafanctionen 
und  der  hypergeometrischen  Reihen):  D6b,  D6c,  D6d,  El, 
H5f,  H5g^,  124. 

B.  Elliptische  Functionen:  Fl  bis  F8. 

C.  Hyperelliptische,  Aberscbe  und  verwandte  Functionen:  Gl 
bis  G5. 

D.  Kugel-  und  verwandte  Functionen:  D6e,  D6f,  D6g,  D6b, 
H5gft,  H5i. 

VIII.  Abschnitt.    Reine,  elementare  und  synthetische  Geometrie: 

Klasse  K  bis  Q. 

1.  Capitel.    Principien  der  Geometrie:  Ql. 

2.  Capitel.    Continuitatsbetrachtungen.     ( Analysis  situs) :    J  Ic,  K  14b, 
K14g.  Q3,  Q4a. 

3.  Capitel.    Elementare  Geometrie.  (Planimetrie,  Trigonometrie,  Stereo- 
metrie): Kl  bis  E5,  K8  bis  K21. 

4.  Capitel.    Darstellende  Geometrie:  K22,  K23. 

5.  Capitel.    Neuere  synthetische  Geometrie. 

A.  Allgemeines:  K7,  MM,  PI,  P2a. 

B.  Besondere  ebene  Gebilde:  LU  bis  Li21,  MU  bis  WS. 

C.  Besondere  räumliche  Gebilde:  L',  M^  M^ 

D.  Gebilde  in  Räumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen:  Q2. 

E.  Abzählende  Geometrie:  NM,  N«2. 

IX.  Abschnitt.     Analytische  Geometrie:  Klasse  K  bis  Q. 

1.  Capitel.     Allgemeines  (Lehrbücher  etc.):  B12b  bis  B12e,  16,  K6. 

2.  Capitel.    Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

A.  Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curven:  C4d,  Ol,  02. 

B.  Theorie  der  algebraischen  Curven:  MU  bis  M^4. 

C.  Gerade  Linie  und  Kegelschnitte:  LM  bis  L^2l. 

D.  Andere  specielle  Curven :  L>  15,  M15  bis  WS,  W&  bis  Wf,  Wm. 

3.  Capitel.     Analytische  Geometrie  des  Baumes. 

A.  Allgemeine  Theorie  der  Flächen  and  Raumcurven:  C4d,  02 
bis  06. 
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B.  Theorie  der  alfi^ebraischeD  Flächen  und  BaamcnrveD :  M'  1, 
W2,  M>7a,  M^öa,  M'l  bis  MH,  NMe  bis  N^h. 

0.  Raumgebilde  ersten,  zweiten  and  dritten  Grades:  L'l  bis 
L221,  W3,  M»5,  NMa  bis  NMd. 

D.  Andere  speciolle  Raumgebilde:  L*16,  MH  bis  M'9,  M>G, 
M^g  bis  M«l,  M«n,  06. 

E.  Gebilde  in  Bäumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen:  Q2. 

4.  Capitel.    Liniengeometrie  (Gomplexe,  Strablensysteme):  N'lbisNM, 
Sn  bis  N»3,  N»,  07. 

5.  Capitel.    Verwandtschaft,  eindeutige  Transformationen,  Abbildungen. 

A.  Verwandtschaft,  eindeutige  Transformationen,  Abbildungen: 
PI  bis  P6. 

B.  Conforme  Abbildung  und  dergleichen:  D5ca,  P3,  Pö. 

X.  Abschnitt.     Mechanik:  Klasse  R,  8. 

1.  Capitel.    Allgemeines  (Lehrbücher  etc.) 

2.  Capitel.     Kinematik:  OS,  Rl. 

3.  Capitel.     Statik. 

A.  Statik  fester  Körper:  R2,  R3,  R4,  X4. 

B.  Hydrostotik:  Sl. 

4.  Capitel.     Dynamik. 

A.  Dynamik  fester  Körper:  R6  bis  R9,  86. 

B.  Hydrodynamik:  S2,  S3,  85. 

5.  Capitel.    Potentialtbeorie:  R5. 

XL  Abschnitt.     Mathematische  Physik:    Klasse  T,  U  und  aus  S. 

1.  Capitel.     Molecnlarphysik,  Elasticität  und  Capillarität. 

A.  Molecnlarphysik:  Tla,  Tlb. 

B.  filasticitätstheorie :  T2a,  T2b. 

C.  Capillarität:  Tlba. 

2.  Capitel.     Akustik  und  Optik. 

A.  Akustik:  S5b,  T2c. 

B.  Theoretische  Optik:  T3b,  T3c. 

C.  Geometrische  Optik;  T3a. 

3.  Capitel.    Blektricität  und  Magnetismus:  T3c,  TT),  T6,  T7. 

4.  Capitel.     Wärmelehre. 

A.  Mechanische  Wärmetheorie:  84. 

B.  Gastheorie:  S4b,  S5a. 

C-     Wärmeleitung  und  Strahlung:  T4. 

XII.  Abschnitt.    Geodäsie,  Astronomie,  Meteorologie:   Klasse  U. 

1.  Capitel.  Geodäsie:  UIO. 

2.  Capitel.  Astronomie:  Ul  bis  U(>,  U9. 

3.  Capitel.  Mathematische   Geographie    und    Meteorologie:    U  7,  UK, 
UlOb. 

XIII.  Anhang.     XI  bis  X8. 
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der 

Klassen  des  Repertoire. 


Analysis. 

A.  Elementare  Algebra;  Theorie  der  algebraiscbeo  and  transcendeDten 
GleichuDgen;  Galois'sche  Gruppen;  rationale  Brüche;  Interpolation. 

B.  Determinanten;  lineare  Sabstitntionen;  Elimination;  algebraische 
Theorie  der  Formen;  Invarianten  und  Covarianten;  Quaternionen;  Aequi- 
pollenzen  und  compleze  Grössen. 

C.  Principien  der  Differential-  und  Integralrechnung;  analytische  An- 
wendungen;  Quadraturen;  vielfache  Integrale;  Functionaldeterminanten; 
Differeotialausdrucke;  Differential-Operatoren. 

D.  Allgemeine  Theorie  der  Functionen  und  ihre  Anwendung  auf  die 
algebraischen  und  Kreis-Functionen;  unendliche  Reihen  und  Entwickelungen 
einschliesslich  besonders  der  unendlichen  Producte  und  der  unter  dem 
algebraischen  Gesichtspunkte  betrachteten  Rettenbrüche;  Bernoulli'sche 
Zahlen;  Kugel-  und  verwandte  Functionen. 

£.     Bestimmte  Integrale  und  insbesondere  Euler'sche  Integrale. 

F.  Elliptische  Functionen  nebst  ihren  Anwendungen. 

G.  Hypereiliptische,  Abel'sche,  Fuchs'sche  Functionen. 

H.  Gewöhnliche  und  partielle  Differentialgleichungen;  Functional- 
gleichnogen;  Gleichungen  mit  endlichen  Differenzen;   recurrirende  Reihen. 

I.  Arithmetik  und  Zahlentheorie;  unbestimmte  Analysis;  arithmetische 
Theorie  der  Formen  und  der  Kettenbrüche;  Kreisteilung;  complexe,  ideale, 
traoscendente  Zahlen. 

J.  Gombinatorische  Analysis;  Wafarecheinlichkeitsrechnung;  Variations- 
rechnung; allgemeine  Theorie  der  Transformationsgruppen  [unter  Fort- 
lassung  der  Galois'schen  Gruppen  (A),  der  linearen  Substitutionsgrnppen 
(B)  und  der  geometrischen  Transformationsgruppen  (P)];  Theorie  der 
Cantor^schen  Mannigfaltigkeiten. 

Geometrie. 

K.  Elementare  Geometrie  und  Trigonometrie  (Erforschung  der  aus 
Geraden,  Ebenen,  Kreisen  und  Kugeln  gebildeten  Figuren);  Geometrie 
des  Punktes,  der  Geraden,  der  Ebene,  des  Kreises  und  der  Kugel;  dar- 
stellende Geometrie;  Perspective. 

L,    Kegelschnitte  und  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

M.  Algebraische  Curven  und  Oberflächen;  specielle  transcendente 
Curven  und  Oberflachen. 


xiT  VerseichDis  der  KlaBBeo  des  Repertoire. 

N.  Compleze  und  CoDgraensen;  CoDDeze;  Scharen  yon  Cnrven  and 
OberflächeD;  abzahlende  Geometrie. 

0.  Infinitesimale  Geometrie  and  kinematische  Geometrie;  geometri- 
sehe  Anwendungen  der  Differential-  und  Integral-Rechnung  auf  die  Theorie 
der  Carven  und  der  Oberflächen ;  Qnadratnr  nod  Rectification ;  Krämmang; 
asymptotische,  geodätische,  Krümmungs- Linien;  Flächeninhalte;  Raom- 
inhalte;  Minimalflächen;  orthogonale  Systeme. 

P.  Geometrische  Transformationen;  CoUinearität;  Projectivität  and 
Affinität;  Correlation  nnd  reciproke  Polaren;  Inversion;  birationale  and 
andere  Transformationen. 

Q.  Geometrie,  Verschiedenes;  n-dimensionale  Geometrie;  nichtenkli- 
dische  Geometrie;  Analysis  sitns;  Topologie  nnd  geometrische  Arithmetik. 

Angewandte  Mathematik. 

R.  Allgemeine  Mechanik ;  Kinematik;  Statik  einschliesslich  der  Schwer- 
punkte und  Trägheitsmomente;  Dynamik;  Mechanik  der  festen  Körper; 
Reibung;  Anziehung  der  Ellipsoide. 

S.  Mechanik  der  FlussigKeiten;  Hydrostatik;  Hydrodynamik;  Thermo- 
dynamik. 

T.  Mathematische  Physik;  Elasticität;  Festigkeit  der  Materialien; 
Capillarität;  Licht;  Wärme;  Blektricität 

U.    Astronomie,  Mechanik  des  Himmels  und  Geodäsie. 

y.  Philosophie  und  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften; 
Biographie. 

X.  RechnuDgsverfahreo ;  Tafeln;  Nomographie;  graphisches  Rechnen; 
Planimeter;  verschiedene  Instrumente. 
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Erster  Abschnitt 

Geschichte  und  Philosophie. 

Capitel  1. 

Geschichte. 

A.    Biographisch- Litter  arisches. 
6.  Eneström.    Sur  les  bibliographies  des  sciences  math^- 

matiques.      Bibl.  Math.  (2)  IV.  37-42. 

Enthält  eine  Uebersicht  ttber  die  schon  vorhandenen  matbe- 
matischen  Bibliographien  und  einen  Bericht  über  die  grossen 
bibliographischen  Arbeiten,  mit  denen  Herr  6.  Valentin  in  Berlin 
und  die  ^Sociätä  mathematique  de  France^  in  Paris  seit  einigen 
Jahren  beschäftigt  sind.  E. 


P.  RiccARDi.     Saggio  di  una  biblioteca  matematica  ita- 

liana   del   secolo  XIX.     Bologna  Mem.  (4)  X.  6a5-651. 

Der  ungemein  fleissige  und  belesene  Verfasser  hat  seit  1870 
in  mehreren  Bänden  eine  vom  Anfang  des  Bücherdrucks  bis  zum 
19.  Jahrhundert  reichende  Bibl.  mat.  italiana  veröffentlicht  und 
giebt  nun  hier  die  Probe  einer  Fortsetzung  seiner  Arbeit  mit  kurzer 
Darlegung  der  leitenden  Grundsätze.  Tn. 

Poitteltf.  d.  Mtttti.  XXU.  1.  1 
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P.  RiccARDi.     De  propositione  novae  Bibliothecae  mathe- 
maticae  italicae  seculi  XIX.     Bibi.  Math.  (2)  iv.  56. 

Herr  Riccardi,  der  eine  Fortsetzung  seiner  ausgezeichneten 
„Biblioteca  matematica  italiana^  herauszugeben  beabsichtigt,  giebt 
in  der  citirten  Note  Auskunft  über  den  Plan  dieser  Fortsetzung. 

E. 

6.  VicuNA.      Bibliographie   espagnole   de  Thistoire   des 
mathämatiques.     Blbi.  Math.  (2)  IV.  13-21. 

F.  6.  Teixeira.      Sur    les    dcrits   d'bistoire   des   matb^- 
matiques  publiös  en  Portugal.    Bibi.  Math.  (2)  IV.  91-92. 

H.  SuTER.       Bibliographische    Notiz     über    die    mathe- 
matisch-historischen Studien  in  der  Schweiz.  Bibi.  Math. 

(2)  IV.  97-106. 

Fortsetzung  der  Reihe  von  Notizen  über  das  mathematisch- 
historische  Studium  in  verschiedenen  Ländern  (ygl.  F.  d.  M.  XXI. 
1889.3),  redigirt  nach  demselben  Plan,  wie  die  in  der  Bibi.  math. 
1889  publicirten.  Die  Anzahlen  der  in  den  chronologischen  Ver- 
zeichnissen citirten  Schriften  sind  in  der  folgenden  Tabelle  ent- 
halten : 

-1750      1751-1800      1801-1850      1851-1890 
Spanien  —  2*  4  59 

Portugal  —  2  3  9 

Schweiz  8  7  8  36. 

Dem  Decennium  1881—1890  gehören  in  Spanien  27,  in  Por- 
tugal 2,  in  der  Schweiz  18  Schriften  an,  also  ungefähr  die  Hälfte 
der  ganzen  Anzahl  der  Periode  1851-1890.  E. 


G.   ViCüNA.     Sur  quelques  Berits  math^matiques  publiös 
en  Espagne  aux  16®  et  17«  sifecles.     Bibi.  Math.  (2)  iv. 

33-36. 

Notizen  über  9  spanische  mathematische  Arbeiten  aus  dem 
XVI.  und  dem  XVII.  Jahrhundert.  Die  erste  ist  1516,  die  letzte 
1698  gedruckt.  E. 
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W.  BoBTNiN.  Russische  pbysiko-mathematische  Biblio- 
graphie.   I.  (1886-1890.  RasBiacb.) 

Der  erste  Band  des  Werkes,  welches  fQr  die  Geschichte  der 
Mathematik  in  Russland  und  für  die  russische  Bibliographie  eine 
grosse  Bedeutung  haben  wird,  bringt  eine  sehr  eingehende  lieber- 
sieht  aller  Werke  fiber  die  Arithmetik,  Artillerie,  Astronomie, 
Geographie,  Geometrie,  Feldmesskunst,  Mechanik,  Navigation, 
Fortification,  sowie  auch  der  Kalender,  welche  in  Bussland  vom 
Jahre  1587  bis  1763  erschienen  sind.  Der  Band  enthält  auch 
das  Verzeichnis  der  Abhandlungen  physiko-mathematischen  In- 
haltes, welche  in  den  Schriften  der  Kaiserlichen  Akademie  in 
St.  Petersburg  bis  1763  stehen.  Wi. 

W.  BoBYNiN.  Umriss  der  Geschichte  der  Entwickelung 
der  physiko-mathematischen  Wissenschaften  in  Russ- 
land. Phy8.-Malh.  WisB.  VII  (1888),  VIII  (1889),  IX  (1890). 
(Raesisch.') 

Diese  Abhandlung  bildet  die  Fortsetzung  der  Artikel  (vgl. 
F.  d.  M.  XIX.  1889.  2),  welche  frOher  in  derselben  Zeitschrift  er- 
schienen sind,  die  mit  unermtldlicbem  Eifer  von  Hrn.  Bobynin 
seit  dem  Jahre  1886  herausgegeben  wird.  Jetzt  behandelt  der 
Verf.  die  Epoche  der  Förderung  des  wissenschaftlichen  Studiums 
Yon  Seiten  des  Staates,  besonders  die  ersten  Versuche  zur  Er- 
öffnung höherer  Schulen  und  die  Herausgabe  von  Büchern  phy- 
siko-mathematischen Inhaltes  am  Ende  des  XVII.  und  am  An- 
fange des  XVIII.  Jahrhunderts,  ferner  die  pädagogische  und 
litterarische  Thätigkeit,  deren  Mittelpunkt  die  von  Peter  dem 
Grossen^  1701  eröffnete  Schule  der  Mathematik  und  Navigation 
war.  Eine  besondere  Aufmerksamkeit  wird  der  in  Russland  be- 
rühmten Arithmetik  Magnitzky's  gewidmet.  Wi. 

W.  BoBTNiN.  Umriss  der  Geschichte  der  Entwickelung 
der  mathematischen  Wissenschaften  im  westlichen 
Europa  während  der  Periode  der  Aneignung  der 
arabischen  Wissenschaft.    Pb7s.-Math.  Wiss.  vii  (188»),  viii 

(1889).  (anssisch.)  Wi. 

1* 
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S.  DiCESTEiN.  Bibliographische  Notiz  Über  die  historisch- 
mathematischen Studien  in  Polen.  Pracemat-fii.  II.  247-257. 
(Polnisch.) 

Dieser  Aufsatz  erschien  zuerst  französisch  inBibl.  Math.  (2)  III 
(F.  d.M.  XXI.  1889.  3);  hier  wird  er  durch  einige  neue  Angaben 
yerYoUständigt.  Dn. 

J.  BiELiNSKi.  Mathematische  und  physikalische  Wissen- 
schaften auf  der  Universität  zu  Wilna.  Bibliographi- 
scher  Abriss.     Prace  mat.-fiz.  II.  265-432.  (Poloisch.) 

Eine  sorgfältige  Bibliographie  aller  litterarischen  Erschei- 
nungen im  Gebiete  der  Mathematik  und  Physik  und  ihrer  An- 
wendungen während  der  kurzen  Existenz  der  ehemaligen  polni- 
schen Universität  zu  Wilna  (1807 — 1830).  Der  Verfasser  schil- 
dert auch  den  Lebensgang  bedeutender  Professoren,  führt  uns 
die  Programme  ihrer  Vorlesungen  vor  und  fügt  mehrere  wich- 
tige historisch-IitterariRche  Notizen  hinzu.  Die  verdienstliche  Ar- 
beit ist  sehr  wichtig  für  die  Geschichte  der  Mathematik  in  Polen. 

Dn. 

W.  W.  RousE  Ball.     A  history  of  the  study  of  mathe- 

matics   at   Cambridge.       Cambridge.     Uciversity  Press.    XVI  + 

264  S.  8».  (1889.) 

Das  Buch,  dessen  Titel  in  F.  d.  M.  XXI.  5  nur  nach  einer 
Anzeige  in  der  Nature  angeführt  werden  konnte,  behandelt  in 
elf  Capiteln  der  Reihe  nach :  1)  Die  Mathematik  des  MittelalterSf 
2)  die  der  Renaissance,  3)  den  Beginn  der  neueren  Mathematik, 
4)  das  Leben  und  die  Werke  Ncwton's,  ö)  das  Emporkommen 
der  Newton'schen  Schule,  6)  die  spätere  Newton*sche  Schule, 
7)  die  analytische  Schule,  8)  die  Organisation  und  die  Gegen- 
stände der  Erziehung,  9)  die  Uebungen  in  den  Schulen,  10)  die 
mathematischen  Tripos,  11)  Umriss  der  Geschichte  der  Univer- 
sität. Da  in  Cambridge  das  Studium  der  Mathematik  stets  in 
hohem  Ansehen  stand,  so  weist  das  Werk  eine  lange  Reihe  be- 
rühmter  Namen   unter   den  Lehrern    und  Schülern   auf,    deren 
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äasseren  LebensgaDg  and  wissenschaftliche  Thätigkeit  der  Verf. 
immer  knrz  schildert.  Mit  Stolz  rühmt  Hr.  Ball  (S.  253)  von  der 
Cambridger  Universität:  „Die  mathematische  Schule  war  es, 
welche  die  ausgeprägteste  UrsprQnglichkeit  und  Macht  entfaltete. 
Die  Schriften  von  Briggs,  Horrox,  Wallis,  Barrow,  Newton,  Cotes 
und  Taylor  hatten  Cambridge  auf  den  ersten  Rang  europäischer 
Schalen  gebracht  Unter  dem  Einflüsse  der  Newton'schen  Ge- 
danken wurde  die  Mathematik  allmählich  das  vorwiegende  Stu- 
dium des  Platzes,  und  für  die  letztere  Hälfte  dieser  Zeit  beherrsch- 
ten die  Mathematiker  die  Studien  der  Universität  fast  so  unum- 
schränkt, wie  die  Logiker  die  der  mittelalterlichen  Universität 
beherrscht  hatten.^  Die  Namen  der  meisten  Mathematiker  und 
Physiker,  welche  den  Ruhm  Englands  bilden,  sind  daher  unter 
den  Lehrern  oder  den  SchQlern  dieser  altehrwQrdigen  Pflege- 
stätte der  Mathematik  enthalten.  Lp. 


F.  Cajori.     The  teaching  and   history  of  matbematics 

in   the  United  States.      Washington.   Government  printing  office. 
440  S.  8«. 

Hrn.  Cajori's  Forschungen  zur  Vorbereitung  dieses  Buches 
haben  ihn  mehrere  Jahre  lang  beschäftigt  und  sind  hauptsäch- 
lich durch  die  Bibliotheken  von  Baltimore,  Philadelphia  und 
Washington  gefördert  worden.  Er  hat  persönlich  einen  aus- 
gedehnten Briefwechsel  mit  Zöglingen,  mit  früheren  und  jetzigen 
Lehrern  an  den  höheren  Unterrichtsanstalten  geführt  und  ist  durch 
1000  Fragebogen  unterstützt  worden,  welche  das  Unterrichts- 
Bfireau  der  Regierung  zu  Washington  versandt  hat.  Die  Ver- 
öffentlichung ist  unter  Autorisation  derselben  Regierung  erfolgt; 
sie  zeigt  die  allmähliche  Entwickelung  der  Mathematik  in  dem 
civilisirtesten  Teile  der  neuen  Welt. 

Der  Verfasser  hat  den  Stoff  auf  vier  Abschnitte  verteilt. 
Von  ihnen  behandelt  der  erste  die  Colonialzeit  (bis  1776),  der 
zweite  die  Verbreitung  der  englischen  Mathematik  von  1776  bis 
1820,  der  dritte  die  Verbreitung  der  französischen  Mathematik, 
der  vierte  den  mathematischen  Unterricht  der  gegenwärtigen  Zeit 
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(etwa  seit  1880).  In  jedem  Abschnitte  werden  die  Elementar- 
schulen, die  Colleges  und  Universitäten  mit  ihren  Einrichtungen, 
Lehrern,  Lehrplänen  und  Lehrbüchern  besprochen;  dann  folgen 
die  Autodidakten  der  Mathematik  ausserhalb  des  UnterrichtSTer- 
bandes,  die  Zeitschriften.  Die  Darstellung  bewegt  sich  zwischen 
lebendiger  Schilderung,  anekdotenhaft  aneinander  gereihten  Er- 
zählungen persönlicher  Erfahrungen  von  Augenzeugen  und  trockener 
statistischer  Aufzählung.  Aus  dem  reichen  Inhalte  ist  ttber  das 
geistige  Leben  in  Amerika,  insbesondere  Ober  die  Vertreter  der 
Mathematik  viel  zu  ersehen.  Leider  hat  der  Verfasser  es  verab- 
säumt, ein  Personen-  oder  Sachregister  beizuf&gen;  daher  kostet 
es  viel  Zeit,  aus  dem  in  sehr  engem  unterschiedslosem  Drucke 
ausgeführten  Texte  einen  Namen  oder  eine  gesuchte  Stelle  heraus- 
zufinden. Von  den  Ergebnissen  mag  hier  nur  hervorgehoben 
werden,  dass  der  wissenschaftliche  Betrieb  der  Mathematik  im 
europäischen  Geiste  vom  Verfasser  erst  seit  der  Gründung  der 
Johns  Hopkins  University  mit  Sylvester's  Berufung  datirt  wird. 

Die  Seiten  296—360  geben  ein  Verzeichnis  der  168  Unter- 
richtsanstalten, an  welche  die  Fragebogen  verschickt  worden  sind, 
der  vorgelegten  Fragen  nebst  den  darauf  gegebenen  Antworten. 

Ein  fünfter  Abschnitt  tritt  aus  dem  Rahmen  des  Werkes 
heraus,  indem  der  Verfasser  „historische  Aufsätze^  seiner  Feder 
zum  Abdruck  bringt,  nämlich:  a)  Geschichte  der  unendlichen 
Reihen,  b)  ttber  parallele  Linien  und  verwandte  Gegenstände, 
c)  ttber  die  Begründung  der  Algebra,  d)  Unterschied  zwischen 
Napier'schen  und  natörlichen  Logarithmen,  e)  Ereis-Quadrirer. 
Ein  Nachtrag  enthält  eine  Bibliographie  amerikanischer  Werke 
über  Fluxionen  und  Infinitesimalrechnung.  Lp. 


S.  Günther.      Geschichte    des    mathematischen    Unter- 
richts  im   deutschen  Mittelalter   bis  zum  Jahre  1525. 

Berlio.  A.  Hofmann  &  Comp.  (9) -4- VI  4-408  S.  gr.  8^  (18S7.) 

Leider  ist  es  erst  jetzt  möglich  geworden,  dieses  Werk  des 
langjährigen  gelehrten  Mitarbeiters  des  Jahrbuchs  anzuzeigen; 
wir  halten  es  aber  für  so  wichtig,  dass  wir  diese  sehr  verspätete 
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Anzeige  gleichwohl  noch  bringen.  Das  Buch  bildet  den  dritten 
Band  der  „Monamenta  Germaniae  Paedagogica.  Schulordnungen, 
Schnlbttcher  und  pädagogische  Miscellaneen  aus  den  Landen 
deutscher  Zunge^,  herausgegeben  von  Karl  Eehrbach,  und  ist 
,,dem  Geschichtsschreiber  der  deutschen  Pädagogik,  Professor 
Dr.  F.  Paulsen  in  Berlin^,  gewidmet.  Der  Verf.  bewegt  sich 
auf  einem  Forschungsgebiete,  in  welchem  er  seit  langen  Jahren 
erfolgreich  gearbeitet  hat,  Qberreicht  aber  in  dem  Vorworte  mit 
einem  Anfluge  von  Weichheit  die  Schrift  als  eine  Abschiedsgabe 
den  Geschichtsforschern  der  Mathematik,  „nachdem  ihm  eine 
aosgebreitetere  Wirksamkeit  auf  dem  von  ihm  bisher  mit  be- 
sonderer Vorliebe  gepflegten  Arbeitsfelde  künftighin  kaum  mehr 
vergönnt  sein  wird.^  Auch  wir  fügen  hier  unser  Bedauern  hinzu, 
dass  der  vorliegende  Band  des  Jahrbuchs  der  letzte  sein  wird, 
welcher  regelmässige  Berichte  aus  seiner  kundigen  Feder  enthält. 

Wir  müssen  uns,  unter  Hervorhebung  der  Anerkennung, 
welche  das  Werk  bei  in-  und  ausländischen  Forschern  gefunden 
hat,  damit  begnügen,  die  Disposition  des  Stoffes  abzudrucken. 

Cap.  I.  Das  Unterrichtswesen  in  der  ältesten  Zeit  und  die 
kaiserlichen  Palastschulen;  Beda  und  Alkuin. 

Cap.  II.  Der  mathematische  Unterricht  an  den  Kloster-, 
Stifts-  und  Stadtschulen. 

Cap.  III.  Uebersetzungszeitalter  und  scholastische  Periode; 
das  Quadrivium  als  Lehrgegenstand  an  den  Hochschulen. 

Cap.  IV.  Der  Aufschwung  der  Mathematik  zum  selbstän- 
digen akademischen  Nominalfacb. 

Cap.  V.  Verbreitung  arithmetischer  und  geometrischer  Kennt- 
nisse auf  dem  Wege  privater  Unterweisung. 

Nachwort.  Namen-  und  Sachregister.  Verzeichnis  der  mehr- 
fach erwähnten  Schriften.  Lp. 


J.  L.  Hbibbrg.     Beiträge  zur  Geschichte  der  Mathematik 

im  Mittelalter.     SchlömUch  Z.  XXXV.  Hl.  A.  41-58,  81-100. 

Enthält  drei  Beiträge  (41-48;  48-58,  81-98;  98-100):  1)  den 
Abdruck  einer  lateinischen,  vermutlich  von  Gherardo  von  Cremona 
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gefertigten  Uebersetzuog  der  Kvk).ov  fiitQtjaig  des  Archimedy 
entnommen  aas  cod.  Dresd.  lat  D,  b,  86,  sowie  eine  Kritik  dieser 
Uebersetzung;  2)  den  kritisch  gesichteten  Abdrack  einer  lateini- 
schen Uebersetzung  von  Euklid's  Elementen,  sowie  eine  kritische 
Vergleichung  der  diese  Uebersetzung  enthaltenden  Handschriften 
sowohl  mit  einander  als  auch  mit  der  Adelhard-Gampano'schen 
Uebersetzung;  3)  den  Abdruck  einer  mittelalterlichen  Einleitung 
in  das  Studium  der  Mathematik,  entnommen  aus  cod.  Bamb. 
H.  J.  IV,  11  (b  bei  Friedlein).  Tn. 


J.  KöSTLiN.  Die  Baccalaurei  und  Magistri  der  Witten- 
berger philosophischen  Facultät  1538-1546  und  die 
öffentlichen  Disputationen  derselben  Jahre  aus  der 
Facultätsmatrikel  veröffentlicht.     Osterpr.  der  üniv.  Haiie- 

Wittenberg.    Halle.  Max  Niemeyer.  24  S.  8®. 


J.  H.  Graf.  Geschichte  der  Mathematik  und  der  Natur- 
wissenschaften in  Bernischen  Landen  vom  Wieder- 
aufbltthen  der  Wissenschaften  bis  in  die  neuere  Zeit. 
Drittes  Heft  (2.  Abtlg.):  Die  erste  Hälfte  des  XVIII. 

Jahrhunderts.      Bern  a.  Basel.    K.  J.  WysB.    280  S.  8^ 

Ist  Fortsetzung  der  in  F.  d.  M.  XX.  3  und  XXI.  4  angezeig- 
ten drei  Hefte.  Enthält,  aus  dem  Berner  Staatsarchiv  entnom- 
men, Beiträge  zur  Geschichte  der  Akademie  in  Lausanne  bis 
etwa  1750  (S.  1-19),  dann  drei  Lebensbeschreibungen!  die  des 
Lausanner  Professors  und  späteren  Kasseler  Prinzenerziehers 
J.  P.  de  Crousaz  (1663-1750)  (S.  19-49),  die  dessen  Enkels,  des 
Astronomen  und  Astrologen  J.  P.  Loys  de  Gheseaux  (S.  49-68), 
endlich  die  des  Genfer  Geodäten  und  Physikers,  zugleich  „Staats- 
märtyrers« J.  B.  Micheli  du  Crest  (1690-1766)  (S.  68-212),  sowie 
21  Briefe  des  letzteren  (S.  212-273).  Tn. 
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J.  W.  L.  Glaishbr.     Mathematics  aud  physics.    Opening 

address.     Natare  XLII.  464-468. 

Herr  Glaisber  giebt  zur  Eröffnung  der  Sitzungen  der  mathe- 
matischen Section  der  Brit..  Ass.  zu  Leeds  eine  Schilderung  des 
Standes  der  mathematischen  Forschung  und  des  höheren  mathe- 
matischen Unterrichts  in  England  und  flicht  viele  allgemeinen 
Aasblicke  ein.  „Ich  behaupte  nicht,  dass  das  Interesse  an  den 
reinen  Wissenschaften  als  ein  Zeiger  für  die  Thatkraft  und  Macht 
einer  Nation  angesehen  werden  kann;  doch  ist  es  sicher,  dass 
die  mathematische  Forschung  nur  in  einem  kräftigen  Gemein- 
wesen blüht  Das  Trachten  nach  der  abstracten  Wahrheit  um 
ihrer  selbst  willen  ohne  den  leisesten  Gedanken  an  praktische 
Anwendung  oder  Wiederkehr  in  irgend  welcher  Gestalt  und  das 
sehnliche  Verlangen  nach  der  Erforschung  des  Unerkannten  sind 
die  Anzeichen  der  Lebenskraft  einer  Nation,  die  bei  beginnen- 
dem Verfalle  zuerst  schwinden.*'  Lp. 


A.  EiSENLOHR.  Ein  mathematisches  Handbuch  der  alten 
Aegypter' (Papyrus  Rhind  des  British  Museum)  über- 
setzt und  erklärt  von  A.  E.     Zweite  Ausgabe.  (Ohne 

Tafeln.)     Leipzig.  J.  0.  HinrichB.  (1877.)  IH-278S.  4°. 

Rhind  erwarb  in  Aegypten  einen  Papyrus  mathematischen 
Inhalts,  dessen  Entstehung  auf  die  Zeit  2000  y.  Chr.  zurückgeht. 
Unter  Aufwand  von  viel  Zeit  und  Kraft  hat  ihn  Eisenlohr  in 
vierjähriger  Arbeit  entziffert.  Er  giebt  nun  S.  208-233  eine 
Uebersetzuog  des  Werkes  (aus  Einleitung  und  85  Nummern  be- 
8tehend)f  S.  9-208  die  so  notwendige  sprachliche  und  inhaltliche 
Erlftaterung  dazu,  S.  1-9  eine  die  Herkunft,  die  geschichtliche 
Bedeutung  und  den  vermutlichen  Verfasser  des  Papyrus  behan- 
delnde Einleitung,  zwischen  S.  8  und  9  eine  Tabelle  der  vor- 
kommenden Zahlzeichen  und  eine  Erläuterung  über  Masse,  end- 
lieh  S.  233-270  das  Wörterbuch.  Der  geschichtlich  so  überaus 
wertvolle  und  von  Cantor  (1875  und  1880)  vollauf  verwertete 
Inhalt  umfasst  Arithmetik,  Eörperinhalts-,  im  besonderen  Pyra- 
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miden- Berechnungen,    Felderberechnungen  und  eine  Sammlan 
von  24  praktischen  Rechenbeispielen.  Tn. 


nr 


V.  BoBYNiN.     8ur  le  proc^dd  employ^  dans  le  papyrus 
de   Khind   pour  räduire   les   fractions  en   quanti^mes. 

Bibl.  Math.  (2)  IV.  109- 112. 

Im  Papyrus  Rhind   befindet  sich  bekanntlich  eine  Tabelle, 

2  

die  alle  Brüche  von  der  Form  ^      ^    (2  :^  n  ^  49)    als    eine 

Summe  von  StammbrQchen  giebt.  Das  Verfahren,  wodurch  die 
ägyptischen  Mathematiker  diese  Summen  erhielten,  ist  noch  nicht 
wiedergefunden.  Herr  Bobynin  sucht  in  der  citirten  Note  zu 
zeigen,  dass  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  die  von  Leonardo 
Pisano  sogenannte   „regula  universalis  in  disgregatione  partium 

numerorum*'   dabei  angewandt  worden  ist.     Nach  dieser  Regel 

2 

werden  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  - — — r   mit    einer   Zahl 

211+1 

multiplicirt,   welche  > »,   aber   <  4«  +  2   ist,    und    welche   die 

grösste    mögliche  Anzahl    von  Factoren    enthält.     Dann   erhält 

man  durch  passende  Zerlegungen  des  neuen  Zählers  und  durch 

einfache    Reductionen    die    vom    Papyrus    Rhind    angegebenen 

Summen  von  Stammbrdchen.  E. 


G.  LoRiA.      II    periodo    aureo    della    geometria    greca. 

Saggio   Storico.     Torino.  C.  Clansen.  79  S. 

In  dieser  Abhandlung,  welche  aus  den  Memorie  della  Reale 
Accademia  delle  Scienze  di  Torino  (2)  XL  abgedruckt  ist,  giebt 
Herr  Loria  eine  interessante  zusammenhängende  Darstellung 
der  Blütezeit  der  Mathematik  bei  den  Griechen.  Die  neueren 
Untersuchungen  über  das  Zeitalter  des  Euklid,  Archimedes  und 
ApoUonius  sind  benutzt  und  die  Quellen  überall  angeführt.  Die 
Hauptvertreter  dieser  goldenen  Epoche  der  griechischen  Mathe- 
matik, welche  hier  geschildert  werden,  sind  L  Euklid  (5-25), 
IL  Archimedes    (26-46),    IIL   Eratosthenes   (47-49),    IV.  Apol- 
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loDiufl  (49-69),  V.  Hypsikles  (69-71),  VI.  Nikomedes,  Diokles 
und  Perseua  (71-77),  endlich  VII.  Zenodorus  (78-79).  In  ge- 
drängter KQrze  folgen  den  biographischen  Notizen  Charakteristiken 
der  Hauptwerke  der  soeben  genannten  Mathematiker.  M. 


P.  BicCARDi.  Saggio  di  una  bibliografia  euclidea«  Parte 
quarta.  Aggiunte  all'Elenco  cronologico  delle  edizioni 
delle  opere  di    Euclide,    e    scritti    intorno    al    quinto 

postulatO  dei   auoi    Element!.     Bologna  Mem.  (5)  I.  27-84. 

Im  ersten  Teile  der  Bibliographie  über  Euklid  (Bologna 
Mem.  (4)  VIII.  401)  hatte  der  gelehrte  Verfasser  über  Euklid 
und  seine  Schriften  eine  allgemeine  Einleitung  gegeben,  im 
zweiten  Teile  (ebenda  S.  409-523)  ein  chronologisches  Register 
der  Ausgaben  der  Werke  Euklid's.  Ueber  den  dritten  Teil  vergl. 
F.  d.  M.  XXL  1889.  7.  Der  jetzt  vorliegende  vierte  Teil  giebt 
nach  einem  Vorworte  tlber  die  das  fünfte  Postulat  betreffenden 
Schriften  (S.  27-34)  Zusätze ,  Ergänzungen  und  Berichtigungen 
zu  dem  zweiten  Teile,  welche  der  unermüdliche  Sammler  in- 
zwischen zusammengetragen  hat;  in  dieser  Arbeit  hatte  er  sich 
der  Unterstütznng  der  Herren  Narducci,  Jacoli,  Heiberg,  Manga- 
Dotti,  Sommervogel  zu  erfreuen.  Lp. 


G.  W^ERTHEiM.  Die  Arithmetik  und  die  Schrift  über 
Polygonalzahlen  des  Diophantus  von  Alexandria. 
Uebersetzt  und  mit  Anmerkungen  begleitet.   B.  6.  Teub- 

ner.  IX  +  346  8.  S^. 

Das  Buch  bietet  ausser  dem  im  Titel  Angegebenen  die  sämt- 
lichen Zusätze  von  Fermat,  sowie  in  einem  Anhang  (S.  318ff.) 
einen  kurzen  Abriss  der  Lehre  von  den  figurirten  Zahlen,  La- 
grange's  Beweis  über  die  Zerfällung  in  Quadratzahlen  und  die 
46  Epigramme  der  griechischen  Anthologie  sowie  das  Rinder- 
problem des  Archimedes.  Tn. 
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M.  Steinschneider.     Ueber  die  mathematischen   Hand- 
schriften   der    amploniauischen  Sammlung.     Bibi.  Matb. 

(2)  IV.  65-72. 

Ämplonius  de  Berka  legte  gegen  Ende  des  XIV.  Jahr- 
hunderts  eine  Sammlung  von  Handschriften  an,  welche  sich 
jetzt  in  Erfurt  befindet,  und  Über  die  ein  beschreibendes  Ver- 
zeichnis 1887  von  W.  Schum  herausgegeben  worden  ist  Herr 
Steinschneider  teilt  in  der  oben  genannten  Note  verschiedene 
Bemerkungen  mit,  welche  sich  auf  die  in  dieser  Sammlung' 
repräsentirten  arabischen  Mathematiker,  Astronomen  und  Astro- 
logen nebst  ihren  Uebersetzungen  beziehen,  und  welche  aucb 
Berichtigungen  zum  Verzeichnis  des  Herrn  Schum  enthalten. 
Am  ausführlichsten  handelt  er  über  Abraham  Judaeus  und  Abu 
Ali  Jatfja  al-Khajjät.         E. 

M.  Steinschneider.     Miscellen  zur  Geschichte  der  Ma- 
thematik.    Bibl.  Math.  (2)  IV.  107.10a 

Fortsetzung  der  in  Bibl.  Math.  (2)  III  (F.  d.  M.  XXL  1889. 
6)  begonnenen  Reihe  von  vermischten  Notizen  zur  Geschichte 
der  Mathematik. 

5.  Notiz  über  Levi  ben  Gerson  (f  1344)  und  über  seine 
Schrift  vom  „Baculus  Jacobi". 

6.  Bemerkung  über  die  Uebersetzungen  von  Geminos'  nl^A- 
goge".  E. 

G.  Eneström.     Questions  29,  30,  31,  32.     Bibl.  Math.  (2) 

IV.  82,  64,  96,  120. 

Anfragen  über  verschiedene  Punkte  der  Geschichte  der  Ma- 
thematik.   (Vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  4.) 

29)  Ueber  die  Productentafeln,  die  während  des  Mittelalters 
berechnet  worden  sind. 

30)  Ueber  eine  im  XVI.  Jahrhundert  angewandte  Formel, 
um  den  Abstand  zweier  Stellen  der  Erdoberfläche  zu  bestimmen. 

31)  Ueber  den  Mathematiker  Guglielmo  de  Lunis. 

32)  Ueber  die  verschiedenen  Namen  der  sogenannten  „sectio 
aurea"  (Eukl.  Elem.  II:  11).  E. 
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M.  Steinschnbidbr.     Ueber  eine  lateinische  Bearbeitung 
von  Zarkali's  Saphea.   Bibi.  Math.  (2)  iv.  im2. 

Nachricht  über  eine  in  Codex  Vindob.  5280  von  Jacob 
Lateranas  verfertigte  Bearbeitung  von  Zarkali's  ^Saphea^,  die 
aoedirt  and  fast  unbekannt  geblieben  ist.  Die  Bearbeitung 
scheint  vom  Jahre  1504  herzurQhren;  über  Jacob  Lateranus  hat 
Herr  Steinschneider  nirgends  Näheres  erfahren  können. 

E. 

M.  CusTZB.     Kommentar  zu  dem  ^tractatus  de  numeris 
datis^  des  Jordanus  Nemorarius,  Buch  L    Pr.  Gymn.  Thorn. 

1890.  19  8.  4«. 

Curtze  giebt  (S.  5 ff.)  jeweils  links  den  gereinigten  Text 
uDd  rechts  davon  dessen  Uebersetzung  in  heutiger  Wort-  und 
Zeichensprache.  Vorausgeschickt  ist  eine  Einleitung,  welche 
Aber  des  Jordanus  Darstellungsform  sowie  über  den  Hauptgebalt 
seiner  Schrift  Aufschluss  giebt.  Tn. 


A.  Favaro.     Intorno  ad  un  trattato  anonimo  sull'  Astro- 
labio  riconosciuto  opera  di  Prosdocimo  de'  ßeldomandi. 

Bibl.  Math.  C^)  IV.  81-90. 

Herr  Favaro,  der  sich  schon  früher  eingehend  mit  Prosdocimo 
de'  Beldomandi  beschäftigt  hat,  berichtet  hier  teils  über  Fa- 
milienverhältnisse der  Beldomandi,  teils  über  eine  anonym  ge- 
druckte Schrift  mit  dem  Titel:  „Astrolabii  quo  primi  mobilis 
motos  deprehenduntur  canones",  deren  erste  Abteilung  fast  wört- 
lich mit  einer  handschriftlich  aufbewahrten  „Compositio  astro- 
labii**  des  Beldomandi  übereinstimmt.  Bei  der  bibliographischen 
Beschreibung  der  Schrift  bemerkt  Herr  Favaro,  dass  zwar  auf 
dem  Titel  steht  „Instrumentum  Astrolabii  etiam  Impressum  est 
Venetiis  in  officina  Petri  Liechtenstein  Coloniensis  Germani  anno 
1512^,  aber  dass  es  unsicher  ist,  ob  diese  Angabe  sich  auf  das 
Drackjahr  besieht,  oder  ob  sie  nicht  eher  als  Anzeige  einer  an- 
deren Schrift  dient  E. 
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P.  RiccARDi.      Intorno    al    trattato    di    Prosdocimo     de' 
Beldomandi  suU'  Astrolabio.    Bibl.  Math.  (2)  IV.  113*114. 

Mit  Bezug  auf  den  Aufsatz  des  Herrn  Favaro  „Intorno  ad 
un  trattato  anonimo  suir  Astrolabio  riconosciuto  opera  di  Pros- 
docimo de'  Beldomandi^  (s.  das  vorangehende  Referat)  bemerkt 
Herr  Riccardi,  dass  er  die  fragliche  Schrift  in  seiner  „Biblioteca 
matematica  italiana^  unter  dem  Mathematiker  S.  Catena  aufge- 
nommen hat.  Herr  Riccardi  ist  der  Ansicht,  dass  die  Schrift 
vor  1512  gedruckt  worden  ist,  und  dass  die  Worte  auf  dem 
Titel:  „Instrumentum  Astrolabü  . . .  impressum  est  ....  anno 
1512"  ein  späterer  Zusatz  ist.  E. 


M.  FioRiNi.    Gerardo  Mercatore  e  le  sue  carte  geografiche. 

BoU.  deila  Soc.  geogr.  Italiana.  (3)  III.  94-110,  182-196,  243-256,  340-380. 

Im  ersten  Teil  dieser  Abhandlung  wird  kurz  das  Leben  von 
Gerhard  De  Cremer  erzählt:  er  wurde  1512  zu  Rupelmonde  in 
Flandern  geboren,  ist  1594  zu  Duisburg  in  Deutschland  ge- 
storben und  wird  gewöhnlich  mit  dem  Namen  Mercator  be- 
zeichnet, weil  Gremer  im  Flämischen  Hausirer  heisst.  Der  Ver- 
fasser bespricht  ferner  alle  von  Mercator  construirten  Landkarten 
und  giebt  über  dieselben  weite  historisch-bibliographische  Nach- 
richten. 

Im  zweiten  Teile  nimmt  der  Verfasser  auf  sein  Werk  Le 
projezioni  delle  carte  geografiche  (Bologna  1881)  Bezug  und 
bestimmt  die  Kategorien,  denen  die  von  Mercator  gebrauchten 
Projectionsmethoden  angehören.  La. 


M.  FiORiNi.      I    globi   di   Gerardo   Mercatore    in    Italia. 

Ibid.  550-550. 

Diese  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  der  vorigen;  sie  soll  als 
ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  mathematischen  Geographie 
angesehen  werden,  da  sie  einige  Nachrichten  ttber  durch  Mercator 
gebaute  und  sich  in  Italien  befindende  Globen  enthält. 

La. 
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A.  Fayaro.  Bonaventura  Cavalieri  nello  studio  di  Bo- 
logna. Aiti  e  Memorie  della  R  Deputazione  di  Storia  patria  per  le 
Proviocie  di  Bomagoa.  (3)  VI. 

Ref.  in  Bibl.  Math.  (2)  II.  118;  Schlömilch  Z.  XXXIV.  HI. 
A.  76. 


A.  Favaro.  Supplemento  al  carteggio  di  Ticone  Brahe 
con  G.  Ä.  Mazini  nell'  Archivo  Malvezzi  de'  Medici 
in  Bologna.      Ib.  (3)  Vll. 


A.  Favaro.      Ticone    Brahe    e    la    Corte    di    Toscana. 

Archivio  atorico  itoliaoo.  (5)  III.  211-224. 

Briefe  und  DocumeDte,    welche   von   den  Beziehungen  zwi- 
schen Tycho  Brahe  und  Oalileo  Galilei  handeln.  La. 


6.  EnbstrOm.     Om  den  nya  upplagan  af  Galilei's  samlade 
arbeten.    stockh.  öfv.  401-404. 

Bericht  aber  die  von  Favaro  redigirte  neue  Auflage  von 
Galilei's  samtlichen  Werken  und  Uebersicht  über  den  Inhalt  des 
1.  Bandes  dieser  Auflage.  E. 


A.  Favaro.  Raritk  bibliograficbe  Galileiane.  I  e  II. 
Di  nna  rara  edizione  tedesca  e  di  una  rarissima  tra- 
duzione  francese  del  Sidereus  Nuncius.  III.  Sopra 
una  tradnzione  inglese  di  alcune  opere  di  Galileo. 
IV.  Le  operazioni  del  compasso  geometrico  e  militare. 

Rivista  delle  BibUoteche  1889.  81-86,  86-91,  169-173. 

A.  Favaro.     Intorno  alla  licenza  di  stampa  del  Sidereus 

Nnncius   di   Galileo   Galilei.        Rivlsta  delle  Blbliotecbe  1889. 
98-103. 

A.  Favaro.     Serie  quinta  di  scampoli  Galileiani.    Padova 

Atti  (2)  VI. 
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Fortsetzung  einer  Sammlung  von  Nachrichten  und  Docu- 
menten  über  Galilei's  Leben  und  Werke;  die  vorhergehenden 
yier  Teile  der  Arbeit  befinden  sich  in  derselben  Heihe  der  Atti  e 
Memorie,  Bd.  II,  III,  IV,  V.  La. 


Galileo  Galilei.  Unterredungen  und  mathematische 
Demonstrationen  über  zwei  neue  Wissenszweige,  die 
Mechanik  und  die  Fallgesetze  betreffend.  Erster  und 
zweiter  Tag.  Aus  dem  Italienischen  übersetzt  und 
herausgegeben  von  A.  von  Oettingen.  Leipsig.  w.  Bügel- 

mann.  142  S.  8». 

Als  Nr.  11  von  Ostwald's  Klassikern  der  exacten  Wissen- 
schaften enthält  das  vorliegende  BUchelchen  die  beiden  ersten 
Tage  der  Discorsi  Galilei's  in  vortreflflicher  Uebersetzung.     Von 
diesem  Hauptwerke  Galilei's  gelten  vor  allem  die  Bemerkungen 
der  Ankündigung  dieser  Sammlung:  „Während  durch  die  vor- 
handenen Einrichtungen  zwar   die  Kenntnis  des  gegenwärtigen 
Inhalts  der  Wissenschaft  auf  das  erfolgreichste  vermittelt  wird, 
haben  hochstehende  und  weitblickende  Männer  wiederholt  auf 
einen    Mangel    hinweisen    müssen,    welcher   der   gegenwärtigen 
wissenschaftlichen  Ausbildung  jüngerer  Kräfte  "nur   zu   oft  an- 
haftet.    Es  ist  dies  das  Fehlen  des  historischen  Sinnes  und  der 
Mangel  an  Kenntnis  jener  grossen  Arbeiten,   auf  welchen  das 
Gebäude  der  Wissenschaft  ruht Denn  in  jenen  grundlegen- 
den Schriften  ruhten  nicht  nur  die  Keime,  welche  sich  inzwischen 
entwickelt   und  Früchte  getragen   haben,    sondern   es  ruhen  in 
ihnen  noch  zahllose  andere  Keime,  die  noch  der  Entwickelung 
harren,  und  dem  in  der  Wissenschaft  Arbeitenden  und  Forschen- 
den   bilden  jene  Schriften  eine  unerschöpfliche  Fundgrube  von 
Anregungen    und    fördernden    Gedanken."     Das   Nachwort  des 
Herausgebers  berichtet  über  die  Entstehung  und  Bedeutung  der 
Discorsi;  die  Anmerkungen  (S.  130-139)  erläutern,  ergänzen  und 
berichtigen  den  Inhalt.  Lp. 
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A.  Favaro.      De  como  y  quando  el  santo  officio  anulö 
la    prohibicion    del    sistema   copernicano.      Mexico  Soc. 

Alsate  III. 

Historische  Notiz  über  die  Gelegenheit  und  die  Art,  wie  das 
Verbot  des  Copernicanischen  Systems  von  dem  heiligen  Stuhl 
aufgehoben  und  der  berOhmte  Dialog  des  Galilei  aus  der  Liste 
der  verbotenen  Bflcher  gestrichen  wurde.  Tx.  (Lp). 


W.  Laska.     Ueber  Marcus  Marc!   de  Kronland.     Schiö- 

milch  Z.  XXXV.    Hl.  A.  1-3. 

Giebt  ein  Verzeichnis  von  Marci's  physikalischen  Schriften 
(aus  den  Jahren  1639-Ö3),  dann  einzelne  Stellen  und  Capitel- 
Qberschriften  ans  diesen,  um  seine  Bedeutung  für  die  Geschichte 
der  Mechanik  darzuthun.  Tn. 

P.  Tannebt.     Sur  un   opuscule  de  Desargues.      Darboax 

Ball.  (2)  XIV.  248-250. 

Originalexemplare  von  Desargues'  Werken  gelten  meist  als 
nicht  mehr  vorhanden;  Tannery  fand  die  ^Perspective^  (von 
1636)  in  der  Pariser  Kationalbibliothek  und  berichtet  darüber. 

Tn. 

C.  Lb  Paigb.      ün  astroDome  beige   du   XVII®  si^cle. 

Belg.  BolL  (3)  XX.  709-727. 

Gottfried  Wendelin,  geb.  zu  Herck  den  6.  Juni  1580,  gest. 
nach  1660,  hat  zuerst  die  Aenderung  der  Schwingungsdauer  des 
Pendels  gefunden  und  die  stetige  Abnahme  der  Ekliptikschiefe 
festgestellt  Er  hat  mit  einer  grösseren  Genauigkeit  als  seine 
Vorgänger  die  Sonnenparallaxe  berechnet.  Endlich  hat  er 
dazu  beigetragen,  dem  Eepler'schen  System  Geltung  zu  ver- 
Bchafifen.  Mn.  (Lp.) 

M.  DBL  Gaizo.     Contributo  alle  studio  della  vita  e  delle 
opere  di  Giovanni  Alfonso  Borrelli.    Atti  deii'  Acc.  Pont. 

XX.  1-48. 

Forlsehr.  d.  Math.  XXII.  1.  2 
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G.  A.  Borrelli  wurde  in  Neapel  den  28.  Jan.  1608  geboren. 
Er  studirte  als  Jüngling  in  Rom  und  lehrte  in  Messina  von  1635 
bis  1656  und  von  1667  bis  1672,  in  Pisa  von  1656  bis  1667; 
um  1673  suchte  er  Zuflucht  in  Rom,  wo  er  in  Armut  den  31.  Dec. 
1679  starb.  Unter  den  grossen  Männern  des  XVII.  Jahrhun- 
derts, welche  in  Italien  die  6a1ilei*sche  Schule  fortsetzten,  ist  er 
wie  ein  Riese;  in  ihm,  welcher  breite  Bildung  und  wunderbare 
Thätigkeit  mit  dem  Genius  der  Synthese  verband,  schien  die 
starke  Natur  wieder  erstanden,  welche  die  griechische  Weisheit 
oft  so  bewundernswürdig  machte.  Der  wichtige  Anteil,  welchen 
Borrelli  an  der  Stiftung  der  berühmten  „Accademia  del  Cimento^ 
hatte,  und  sein  grosser  Beitrag  zur  Uebersetzung  der  Bücher  V, 
VI  und  VII  der  „Kegelschnitte''  von  Apollonius  aus  dem  Arabi- 
schen in^ateinische  dürften  dem  Studirenden  der  physikalischen 
und  mathematischen  Wissenschaften  die  Schrift  des  Herrn  del 
Gaizo  interessant  machen;  ihr  Wert  wird  durch  die  Angabe 
vieler  und  die  Veröffentlichung  einiger  auf  das  Leben  Borrelli's 
sich  beziehenden  wichtigen  Documente  erhöht.  Von  diesen  Be- 
weisstücken will  der  Verf.  bei  der  Abfassung  einer  neuen,  von 
ihm  vorbereiteten  Biographie  dieses  Gelehrten  einen  grösseren 
Gebrauch  machen.  La. 

Ch.  Hüyqens.  Oeuvres  complfetes  de  Christiaan  Huygens 
publikes  par  la  Sociöt^  hollandaise  des  sciences. 
Tome  III.     Correspondance   1660-1661.  La  Haye.  Mar- 

tinns  Nyhoff.  591  S. 

Dieser  Band  umfasst  den  Briefwechsel  der  Jahre  1660  und 
1661.  Obgleich  der  Zeitraum  kurz  ist,  beläuft  sich  dennoch  die 
Anzahl  der  hier  mitgeteilten  Briefe  auf  246  nebst  24  im  Supple- 
ment. Die  bedeutendsten  Correspondenten  sind:  BouUiau,  Fr. 
van  Schooten,  Hevelius,  Stevin,  Wallis,  Leopold  de  Medicis, 
Heynsius,  die  Brüder  Gonstantijn  und  Lodewijk  Huygens,  Moray, 
Oldenburg,  Thevenot  und  Format.  Es  werden  in  diesem  Brief- 
wechsel die  verschiedensten  Gegenstände  auf  mathematischem 
und  physikalischem  Gebiet  abgehandelt,  u.  a.  die  wichtigsten  Ent- 
deckungen, bei  denen  Gh.  Huygens  das  Seinige  gethan  hat    So 
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liegt  hier  auch  der  vollständige  Briefwechsel  über  die  Erfin- 
dang  der  Pendeluhr  vor,  wobei  Huygens'  Berechtigung  Galilei 
gegenüber  deutlich  hervortritt.  Von  nicht  geringerer  Wichtigkeit 
ist  der  Briefwechsel  Aber  die  Erfindung  des  Fernrohres,  über 
die  Versuche  mit  der  eben  erfundenen  Luftpumpe  und  über  den 
Bing  des  Saturn.  Ein  alphabetisches  Verzeichnis  der  Gorrespon- 
denten  und  der  in  den  Briefen  genannten  Personen  und  Sachen 
ist  wieder  beigegeben.  Dann  folgen  eine  kurze  Angabe  aller 
behandelten  Gegenstände  und  ein  Verzeichnis  der  in  diesem  und 
in  den  beiden  vorigen  Bänden  anzubringenden  Verbesserungen. 
Im  Texte  findet  man  Abbildungen  der  von  Galilei  entworfenen 
Pendeluhren,  eines  von  Hevelius  wahrgenommenen  Halo,  des 
Planeten  Saturn,  wie  Huygens  denselben  zeichnete,  und  eines 
seiner  langen  Fernröhre.  Am  Ende  stehen  Briefe  in  Facsimile 
von  Fr.  van  Schooten  und  Bl.  Pascal.  Die  ganze  Ausstattung 
und  Ausführung  ist  wieder  mustergültig.  G. 


Ch.  Hutghens.      Abhandlung    Ober    das    Licht    (1678). 
Herausgegeben  von  E.  Lommel.     Leipzig,  w.  Engelmann. 

115  S.   (mit   57  Figaren    im  Text).     [Ostwald's  Klassiker  der  ezacten 
WisBeDSchafteo  No.  20.] 

Der  vollständige  Titel  der  hier  zum  ersten  Male  in  deutscher 
Uebersetzung  veröffentlichten  berühmten  Abhandlung,  welche 
1678  verfasst,  aber  erst  1690  veröffentlicht  ist,  lautet  im  Original: 
Trait^  de  la  lumi^re.  Qu  sont  expliquäes  les  causes  de  ce  qui 
loy  arrive  dans  la  r^flexion,  et  dans  la  r^fraction.  Et  parti- 
calierement  dans  Tätrange  röfraction  du  cristal  d'Islande.  Par 
C.  H.  D.  Z.  Avec  un  discours  de  la  cause  de  la  pesanteur. 
A  Leide  chez  Pierre  van  der  Aa,  marchand  libraire.    MDCXC. 

Die  Wichtigkeit  der  Arbeit,  deren  Aufnahme  in  die  Ost- 
wald*sche  Elassikersammlung  freudig  zu  begrüssen  ist,  beruht 
darin,  dass  in  ihr  der  Grund  zu  der  Wellen theorie  des  Lichtes 
gelegt  ist.  Ferner  wird  darin  das  sogenannte  Hujgens'sche 
^  Prineip  entwickelt  und  zur  Erklärung  der  Reflexion  und  Brechung 
angewandt     Von  besonderem  Interesse  ist  das  fünfte  Gapitel, 
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das  die  Gesetze  der  Doppelbrechang  am  Kalkspat  ableitet,  bei 
welcher  Gelegenheit  auch  die  Polarisation  des  Lichtes  durch 
Doppelbrechung  von  Huygens  entdeckt  wurde.  Den  Schluss  der 
Abhandlung,  die  noch  die  atmosphärische  Strahlenbrechung  be- 
handelt, aber  die  Dispersion  mit  Stillschweigen  Qbergeht,  bildet 
ein  Gapitel  Aber  die  Gestalt  der  durchsichtigen  Körper,  welche 
zur  Brechung  und  ZurQckwerfung  dienen.  —  Der  der  Original- 
abhandlung beigefügte  Discours  de  la  cause  de  la  pesanteur  ist 
mit  Recht  in  die  vorliegende  Ausgabe  nicht  aufgenommen. 

Der  Herausgeber  hat  der  Huygens'schen  Abhandlung  An- 
merkungen beigefügt,  die  zunächst  einen  kurzen  Lebensabriss 
von  Christian  Huygens  (Hr.  Lommel  gebraucht  die  alte  Schreib- 
weise Huyghens)  enthalten,  ferner  eine  ausführliche  Analyse 
des  Inhalts  der  Abhandlung,  endlich  litterarische  und  sachliche 
Bemerkungen  zu  einzelnen  Stellen.  Die  Uebersetzung  rührt  von 
Herrn  R.  Mewes  her.  Wn. 


6.  Eneström.     Emanuel  Svedenborg  sasom  matematiker. 

Stockh.  VetoDBk.  Bih.  XV.  29  S. 

Der  berühmte  Geisterseher  und  Naturforscher  Emanuel 
Svedenborg  (geb.  1688,  gest.  1772)  widmete  sich  in  seinen 
jüngeren  Jahren  auch  der  reinen  Mathematik.  Seine  Arbeiten 
auf  diesem  Gebiete,  besonders  sein  Lehrbuch  der  Algebra  („Regel- 
konsten",  1718),  wurden  von  seinen  Bewunderern  als  sehr  hervor- 
ragend bezeichnet;  aber  durch  eine  eingehende  Untersuchung 
zeigt  Herr  Eneström,  dass  der  Wert  dieser  Arbeiten  überschätzt 
worden  ist.  Das  so  eben  genannte  Lehrbuch  der  Algebra  ist 
zwar  in  einigen  Punkten  verdienstlich,  enthält  aber  auch  grobe 
Fehler,  und  die  mathematischen  Aufsätze,  die  Svedenborg  in  der 
Zeitschrift  „Daedalus  Hyperboreus"  (1716-1718)  publicirte,  sind 
wenig  bedeutend.  Von  seinen  nachgelassenen  mathematischen 
Handschriften  ist  nur  ein  kleiner  Aufsatz  über  die  Vorteile  der 
Octonalrechnung  (Rechnung  mit  acht  als  Grundzahl  anstatt  zehn) 
vollendet  worden.  E. 
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FouRiBR.  Oeuvres  de  Fourier  publikes  par  les  soins  de 
M.  GastoD  Darboux  soub  les  auspices  du  minist^re 
de  Tinstruction  publique.     Tome  IL  M^moires  publi^s 

daiiS   divers    recueils.      Paris.   Gauthier  -  Villars  &  Fils.    XVI + 
63«  8.  4« 

Hit   diesem  zweiten  Bande  ist  die  neue  Ausgabe   der   ge- 
sammelten Werke  von  Fourier  geschlossen.    Während  der  erste 
Band  die  analytische  Wärmetheorie  nach  der  Ausgabe  von  1822 
zum  Abdruck  brachte,  jedoch  ohne  die  vielen  Druckfehler  und 
ohne  die  FlQehtigkeitsversehen,  um  deren  Beseitigung  sich  Herr 
Darboux  sehr  verdient  gemacht  hat,  bringt  der  zweite  stärkere 
Band  eine  Auswahl  der  wichtigeren  Arbeiten  aus  periodischen 
Schriften  und  aus  dem  handschriftlichen  Nachlass,  da,  wie  Herr 
Darboux  in  der  Vorrede  erklärt,    „wir  niemals  daran  gedacht 
haben,   die   vollständigen   litterarischen    und   wissenschaftlichen 
Werke  Fourier's  zu  veröffentlichen*'.     Dagegen  giebt  eine  „Liste 
der  wissenschaftlichen  Schriften  Fourier's",  in  welcher  die  nicht 
in  die  Ausgabe  aufgenommenen  besternt  sind,  einen  Weiser,  wo 
man  die  betreffenden  Arbeiten  finden  kann.    So  ist  u.  a.  die  erst 
nach  Fourier's  Tode  herausgegebene,  von  ihm  nicht  mehr  voll- 
endete Analyse  des  äquations  ditermin^es  nicht  aufgenommen. 
Aber  auch  in  der  vorliegenden  Beschränkung  bietet  der  Band 
viel  interessanten  Stoff.    Die  Abhandlungen  umfassen  drei  ver- 
schiedene Gruppen:  die  erste  und  wichtigste  enthält  die  als  Er- 
gänzung  zur    analytischen   Wärmetheorie   anzusehenden   Unter- 
eachongen  über  die  physikalische  Theorie  der  strahlenden  Wärme, 
über  die  säculare  Abkühlung  der  Erdkugel,  Ober  die  Temperatur 
der  Räume  zwischen  den  Planeten.    Eine  zweite  Reihe  bezieht 
sieh  auf  die  Theorie  der  Zahlengleichungen.     Die  dritte  Reihe 
bringt  eine  Auswahl  aus  den  Arbeiten  über  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung,   welche   Fourier   als   Leiter   der   statistischen    Unter- 
suchungen verfasst  hat.    Endlich  ist  aus  dem  Cah.  V  des  J.  de 
r^c.  Pol.  (1796)  das  Memoire  sur  le  principe  des  vitesses  vir- 
tneUea  abgedruckt,  in  welchem  der  jetzt  allgemein  übliche  Be- 
weis zuerst  gegeben  ist.  Lp. 
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R.  Wolf.      Die    von  Gauss   im  Jahre  1815   gehaltenen 
Vorlesungen    über     die    Elemente     der    Astronomie. 

Wolf  Z.  XXXV.  236-251. 

Die  eidgenössische  Sternwarte  besitzt  ein  von  dem  Geologen 
Stnder  geschriebenes  181  Quartseiten  grosses  Kollegienheft  über 
die  im  Titel  genannten  Vorlesungen.  Hr.  Wolf  veröffentlicht  daraus 
die  den  Zweck  und  Plan  dieser  Vorlesungen  darstellende  Ein- 
leitung und  die  nachfolgende  Litteraturübersicht.  Tu. 


ü.  G.  J.  Jacobi.  Gesammelte  Werke.  Herausgegeben 
auf  Veranlassung  der  Königlich  Preussischen  Akademie 
der  Wissenschaften.      V.  Band.     Herausgegeben  von 

K.    Weierstrass.      BerliD.  6.  Reimer.  515  S. 

Der  vorliegende  fttnfte  Band  der  Werke  Jacobi's  enthält 
sieben  Abhandlungen,  welche  sich  auf  die  Theorie  der  Differential- 
gleichungen und  auf  Dynamik  beziehen.  Die  erste:  „Nova 
methodus  aequationes  differentiales  partiales  primi  ordinis  inter 
numerum  variabilium  quemcunque  propositas  integrandi^  (S.  1-189) 
wurde  aus  den  hinterlassenen  Manuscripten  Jacobi's  von  Clebsch 
im  Journal  für  Math.  LX,  1-181  veröffentlicht.  Die  zweite  Ab- 
handlung: „De  investigando  ordine  systematis  aequationum  dif- 
ferentialium  vulgarium  cuiuscunque^  (S.  191-216)  Hess  Borchardt 
in  demselben  Journal  LXIV,  297-320,  drucken.  Die  folgenden 
ftinf  Abhandlungen  sind  diejenigen,  welche  Clebsch  seiner  Aus> 
gäbe  der  Jacobi'schen  ^Vorlesungen  über  Dynamik'',  Berlin, 
G.  Reimer  1866,  hinzufflgte.  Zur  ersten  derselben:  „Ueber  die- 
jenigen Probleme  der  Mechanik,  in  welchen  eine  Krfiftefunction 
existirt,  und.  über  die  Theorie  der  Störungen''  (S.  217-395),  be- 
merkt Herr  Weierstrass  (Anmerkungen,  S.  514),  dass  sie  von 
Jacobi  wahrscheinlich  nur  als  eine  Vorarbeit  fQr  eine  von  ihm 
geplante  ausführliche  und  systematische  Darstellung  seiner  auf 
Dynamik  sich  beziehenden  Untersuchungen  angesehen  sei.  Eini- 
ges darin  Enthaltene  ist  von  Jacobi  in  späterer  Zeit  (—  die  vor- 
liegende Abhandlung  ist  wahrscheinlich  schon  im  Jahre  1836 
oder  spätestens  1837  entstanden  — )  vollständiger  und  genauer 
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entwickelt;  vieles  hat  er  auch  in  andere  Abhandlangen  aufge- 
nommen. Die  letztenvier  Abhandlungen  haben  die  Titel:  „Ueber 
die  Yollständigen  Lösungen  einer  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung"  (S.  397-438),  „lieber  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  vier  Variabein" 
(S.  439-464),  „De  aequationum  differentialium  isoperimetricarum 
transformationibus  earumque  reductione  ad  aequationemdifferentia- 
lem  partialem  primi  ordinis  non  linearem"  (S.  465-482)  und 
, De  aequationum  differentialium  systemate  non  normali  ad  formam 
normalem  revocando"  (S.  483-513).  Die  „  Anmerkungen'^  ent- 
halten ausser  dem  oben  Angefahrten  kurze  Notizen  zu  einzelnen 
Stellen  und  eine  nachträgliche  Berichtigung  zweier  Stellen  im 
dritten  Bande.  M. 

Jaubs  Clerk  Maxwell.      Scientific   papers,    edited    by 

W.    D.   Niven.      2   vols.      Cambridge,  ünivereity  Press. 


F.  Folie.     R.  Clausius:  sa  via  et  ses  travaux.     Rev.  des 

Qaest.  sc.  XXVIL  419-487. 

Biographie  von  Clausius  (ygl.  F.  d.  M.  XX.  1888.  20,  XXI. 
1889.  23),  geb.  den  2.  Jan.  1822  zu  Göslin,  gest.  den  24.  Aug. 
1888  zu  Bonn.  Nach  einander  war  er  Professor  an  der  Ver- 
einigten Königl.  Artillerie-  und  Ingenieurschule  (1850),  am  eid- 
genössischen Polytechnikum  (1855)  und  an  der  Universität  (1857) 
von  Zürich,  an  der  Würzburger  (1867)  und  an  der  Bonner  (1869) 
Uniyersitftt.  Besprechung  seiner  Hauptarbeiten.  Metaphysische 
Foigerongen  aus  dem  Gesetze  der  Zerstreuung  der  Energie. 

Mn.   (Lp.) 

G.  Lais.     Notizie  biografiche  deW  Ing.  Prof.  Vincenzo 

de   Rossi   Re.     Rom.  Acc.  f.  d.  N.  L.  XLIL  83-88. 

Rossi  Re  (1834-88)  war  Ingenieur  und  Architekt,  dann  Lehrer 
der  Geometrie,  stets  treuer  Anhänger  des  Papstes.  13  Arbeiten 
von  ihm  werden  aufgezählt  (S.  87  f.).  Tn. 

J.  LiAGRB.      Notice    sur  Jean  Charles  Houzeau.       Beig. 

Annaaire.  LVI.  207-310. 
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Biographie  des  Agtronomen  J.  Gb.  Houzeau  de  Lehaye,  geb. 
zu  Mona  am  7.  Oct.  1820,  gest  zu  Brüssel  am  12.  Juli  1888. 
Folgendes  sind  seine  Hauptwerke:  1)  Physique  du  globe. 
2)  Regles  de  climatologie.  3)  Geographie  physique  de  la  Bel- 
gique.  4)  Histoire  du  sol  de  TEurope.  5)  J^tudes  sur  les  facultas 
mentales  des  animaux.  6)  Le  ciel  mis  a  la  portäe  de  tout  le 
monde.  7)  L'ötude  de  la  nature,  ses  charmes  et  ses  dangers. 
8)  Uranom6trie  g^nörale.  9)  Repertoire  des  constantes  de  Tastro- 
nomie  ou  vademecum  de  Vastronome.  10)  Traite  ei^mentaire  de 
metäorologie.  11)  Bibliographie  gönärale  de  Tastronomie  (mit 
A.  Lancaster).  Mn. 

E.  PiCARD.     Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Georges- 
Henri  Halphen.    0.  R.  CX.  489-497. 
Wenig  Biographisches,  wesentlich  Würdigung  der  wissen- 
schaftlichen Verdienste  von  Halphen  (1844-89). 
H.  PoiNCARE.      Notice    sur  Halphen.     J.  de  tec.  Pol.  LX. 

137-161. 

Nach  etwas  ausführlicherer  Darlegung  seines  Lebensganges 
und  Kennzeichnung  seines  Wesens  und  Talentes  folgt  (S.  144  ff.) 
in  6  Abschnitten  eine  kritische  Würdigung  seiner  einzelnen  Ar- 
beiten. 
Brioschi.     Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Georges 

Henri    Halpben.      Darboux  Ball.  (2)  XIV.  62-72.  Tn. 


E.   N.  Legnazzi.     .Commemorazione   del   Prof.  Gilberte 

Govi.       Atti  e  Memorie  della  R.  Accademia  Virgiliana  di  Mantova, 
Biennio  1889-1890.  101-153. 

In  dieser  am  6.  Juli  1890  gehaltenen  Rede  findet  der  Leser 
keine  vollkommene  Würdigung  der  Werke  des  betrauerten  Phy- 
sikers, sondern  vielmehr  einen  Bericht  über  seine  verschiedenen 
Aemter  und  ein  von  Freundeshand  gezeichnetes  Gemälde  seines 
Privatlebens.  Diejenigen,  welche  einen  Blick  auf  die  wissen- 
schaftliche Thätigkeit  des  Verstorbenen  werfen  wollen,  erhalten 
eine  Vorstellung  hiervon  aus  dem  Register  der  Veröflfentlichungen, 
welches  als  Anhang  dem  Vortrage  des  Herrn  Legnazzi  beigedrnckt 
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ist  Aas  der  Rede  entnehmen  wir  die  Data  der  vornehmsten 
Lebensereignisse  des  wohlbekannten  Physikers  und  Historikers. 
Gilbert  Govi  ist  in  Mantua  den  21.  September  1826  ge- 
boren. Im  November  1844  ging  er  nach  Padua,  um  seine  Uni- 
versitätsstudien zu  machen,  und  den  Wflnschen  seines  Vaters 
entsprechend,  schrieb  er  sich  in  die  juristische  Facultät  ein;  aber 
eine  Verordnung  der  österreichischen  Regierung,  nach  welcher 
die  Lehrstuhle  der  Mechanik  oder  Physik  nur  den  mathematischen 
Ooctoren  erteilt  werden  sollten,  bewog  Govi,  die  Pandecten  zu 
verlassen  und  sich  in  die  mathematische  Facultät  einzuschreiben. 
Er  nahm  einen  thätigen  und  ehrenvollen  Anteil  an  der  Revo- 
lution des  Jahres  1848;  hierauf  wanderte  er  nach  Frankreich 
aus,  um  mit  grösstem  Eifer  die  Physik  zu  studiren;  in  seinen 
Beziehungen  zu  dem  berühmten  Libri  fand  er  den  Antrieb  zu 
jenen  historischen  Forschungen,  welche  einen  so  grossen  Teil 
seiner  Thätigkeit  beanspruchten.  Der  Krieg  des  Jahres  1859 
rief  ihn  wieder  nach  Italien ;  hier  blieb  er  auch  nach  dem  Frie- 
den mit  dem  Grad  eines  Professors  der  Physik  an  dem  Istituto 
di  studi  superiori  von  Florenz.  Von  diesem  Lehrstuhl  ging  er 
SU  dem  entsprechenden  an  der  Turiner  Universität  über;  und 
nachdem  er  denselben  wegen  gewisser  Entzweiungen  mit  den 
Schülern  verliess,  bekleidete  er  bis  1878  verschiedene  Aemter; 
in  den  letzten  Jahren  wurde  er  zum  Professor  der  Physik  an  der 
Universität  Neapel  gewählt.  Und  diesen  Platz  hatte  er  noch 
inne,  als  er  in  Mantua  den  30.  Juni  1889  unerwartet  starb. 

La. 

6.  Basso.      In   commemorazione  di  Gilberte  Govi. 

Torino  Atti.  XXV.  10-29. 

Geboren  in  Mantua  1826,  wird  Govi  durch  die  Stürme  von 
48  nach  Frankreich  verschlagen,  kehrt  1859  zurück,  wird  1862 
Professor  für  Physik  in  Turin,  später  in  Neapel  und  Rom;  er 
stirbt  1889.  Seine  physikalischen  und  geschichtlichen  Arbeiten 
werden  gekennzeichnet  Den  Schluss  bildet  die  Aufzählung  der- 
selben in  196  Nummern  (S.  15-29).  Tn. 
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H.  Läaütä.     Notice  sur  £d.  Phillips.   CR.  oxi.  703-713. 

Nach  einer  Betrachtung  Ober  die  wissenschaftliche  wie  ge- 
schichtliche Beziehung  zwischen  angewandter  und  rationeller, 
sowie  praktischer  Mechanik  einerseits  und  mathematischer  Physik 
andrerseits^  wird  die  Lebensarbeit  von  Eduard  Phillips  (1821-89) 
dargelegt,  seine  Verdienste  um  die  theoretische  und  angewandte 
Mechanik  in  verschiedener  Richtung,  insbesondere  betreffs  der 
Spirale  und  der  Temperaturausgleichung  in  Chronometern. 

Tu. 

G.  Bässo.     Giacomo  Prescott  Joule.  Torino  Atti.  XXV.  86-37. 

Kurzer  Lebensabriss  (1818-89)  und  Skizzirung  der  Verdienste 
Joule's.  Tn. 

Professor  Dr.  August  Hugo  Emsmannf.    Hoffmann  z  xxi. 

155-156. 

Geb.  9.  Jan.  1810  zu  Eckartsberga,  Reg. -Bez.  Merseburg, 
gest.  27.  Oct.  1889  zu  Stettin.  Lp. 


Nachruf  fOr  Dr.  Utb,   Professor  am  Realgymnasium  zu 

Wiesbaden.      Hoffmann  Z.  XXI.  395-3%. 

Geb.  zu  Wolfhagen  1842,   gest.  16.  März   1890  zu  Wies- 
baden. Lp. 

W.  T.  Lynn.     Lorenzo  Respighi.    Nature  XLI.  254. 

Geb.  1824  zu  Gortemaggiore,  gest.  als  Director  der  Stern- 
warte zu  Rom  am  10.  Decbr.  1889.  Lp. 


H.  Weber.     Paul  du  Bois  -  Reymond.      Math.  Ann.  XXXY. 

457-469. 

C.  VON  VoiT.      Nekrolog  auf  Paul  du  Bois  -  Reymond. 

Müncb.  Ber.  XX.  415-418. 

O.  BöKLEN.     Paul  du  Bois-Reymond.     Böklen  Mitt  lll.  1-4. 
Geb.  1831,  erst  Physiolog,  dann  Mathematiker:  Gymnasial- 
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lehrer  in  Berlin,  Hochschallehrer  in  Heidelberg  (seit  1865),  Frei- 
burg (seit  1870),  Tübingen  (seit  1874),  Gharlottenburg  (seit  1884 
bis  zum  Tode  1889).  Tn. 

G.  ToRELLi.      C!enno    necrologico    di    Rubini    Raffaele. 

Napoli  Read.  (2)  IV.  134-135. 

Zuerst  Architekt,  dann  Lyceums-  und  gezwungen  Privat- 
lebrer,  erbält  R.  1861  an  der  Universität  Neapel  die  Professur 
für  Mechanik,  1863  die  für  Algebra,  muss  aber  1870  der  Ge- 
sundheit wegen  zurflcktreten.    Folgt  Aufzählung  seiner  Schriften. 

Tn. 

6.  VanderMknsbrugghb.     Discours  prononc^  aux  fun^- 
railles  de  Ch.  Montigny.    Belg.  Bull.  (3)  xix.  308-312. 


A.  Slabt.       John    Ericsson    und    Gustav    Adolf    Hirn. 

Gedächtnisrede.     Berlin.  L.  Simion.  16  s.  4^ 

Giebt  der  beiden  berühmten  Ingenieure  Bildnisse  und  skizzirt 
des  ersteren  (1803-90)  Bedeutung  fllr  die  Locomotive,  die  Heiss- 
luftmasehine  und  die  Schiffsschraube  (S.  1-8)  und  streift  des 
zweiten  (1815-90)  Verdienste  als  Physiker  und  Philosoph,  um 
seine  Verdienste  als  Maschinentheoretiker  etwas  ausführlicher 
hervorzuheben  (S.  9-16).  ^         Tn. 


F.  Folie.     Gustave-Adolphe  Hirn.  Beig.  Bali.  (3)  xix.  175-179. 
Mascart.     Notice  sur  les  travaux  de  M.  Hirn.    CR.  GX. 

115-117. 

Gedrängte  Darlegung  von  Hirn's  wissenschaftlichen  Arbeiten 
und  ihrer  Bedeutung.  Tn. 

A.  G.  Grbbnhill.     The  life  and   work   of  G.  A.  Hirn. 

Natare  XLI.  323-324. 

G.  A.  Hirn  geb.  21.  Aug.  1815  zu  Logelbach  im  Elsass,  gest. 
am  14.  Jan.  1890  (an  der  Influenza)  zu  Golmar.  Lp. 
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J.  ThiRION.  Le  R.  P.  Perry.  Rev.  des  Quest.  sc.  XXVII. 
201-208. 
Abriss  des  Lebens  und  der  Werke  von  Stephen  Jobn  Perry, 
geb.  zu  London  den  26.  August  1833,  gest.  im  Jan.  1890,  einer 
der  besten  beobachtenden  Astronomen  Englands.  Von  der  eng- 
lischen Regierung  wurde  er  beauftragt,  den  Venusdurchgang  von 
1874  auf  den  Eerguelen,  von  1882*  in  Madagascar,  die  Sonnenfin- 
sternis 1870  in  Spanien,  von  1886  auf  den  Antillen,  von  1887  in 
Russland,  von  1889  in  Guyana  zu  beobachten.  Mn.  (Lp.) 


A.  Wangerin.      Otto    August   Rosenberger.     Astr.  Nachr. 

CXXin.  Nr.  2952.  415-416. 

Otto  August  Rosenberger,  geb.  zu  Tukkum  in  Kurland  1800, 
gest.  23.  Jan.  1890  zu  Halle  a.  S.,  studirte  unter  Bessel  in  Kö- 
nigsberg i.  Pr.  und  war  dann  seit  1826  Professor  in  Halle  a.  S. 
Seine  Hauptarbeit  ist  die  Berechnung  des  Halley'schen  Kometen. 

Wn. 

F.  Folie.     Chr.-H.  Buys-Ballot.     Beig.  Bull.  (3)  xix.  I8O-I8I. 
Christoforus    Henricus    Diedericus    Buys    Ballot.       Nature 

XLl.  371. 

W.  V.  Bezold.     Nachruf  an  Christoph  Heinrich  Dietrich 

Buys  -  Ballot.     Berl.  Phya.  Ges.  Verb.  IX.  19-26. 

Geb.  10.  Oct.  1817  zu  Kloetingen  in  Holland,  gest.  am  3.  Febr. 
1890  zu  Utrecht.  _    _  Lp. 

James  Nasmyth.     Nature  XLII.  64. 

Der  Verfasser  des  „Moon  considered  as  a  planet,  a  world, 
and  a  satellite^  war  eigentlich  Ingenieur,  geb.  zu  Edinburgh  den 
19.  Aug.  1808,  gest.  den  7.  Mai  1890  zu  London;  Privatgelehrter 
seit  1857.  Lp. 

ß.  Schwalbe.      Nachruf    an   W.  Gallenkamp,    Director 
der  Friedrich-  Werder'schen  Gewerbeschule  in  Berlin. 

Berl.  Phye.  Ges.  Verh.  IX.  71-73. 

Geb.  zu  Lippstadt  1820,  gest.  11.  Mai  1890  zu  Berlin. 

Lp. 
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C.  H.   F.    Peters  f.   •  Natnre  XLII.  400-401. 

Geb.  19.  Septbr.  1813  in  Coldenbattel  (Sehleswig),  gest.  als 
Director  der  Litchfield  Sternwarte,  Hamilton  College,  Clinton 
(New- York)  19.  Jali  1890.     Vergl.  aueb  Astron.  Nachr.      Lp. 


F.  Brioschi.     f.  Casorati.    Annuncio  necrologico.     Annali 

di  Mat.  (2)  XYIII.  264. 

E.  d'Ovidio.     Feiice  Casorati.    Cenno  necrologico.    Torino 

Atti  XXVI.  3-4. 

Casorati,  geb.  17.  Decbr.  1835,  stirbt  11.  Septbr.  1890. 


R.  TucKER.     Alexander  John  EUisf.    Lond.  m.  8.  Proc.  xxi. 

453  461. 

Alexander  Jobn  Ellis,  geb.  U.Juni  1814,  gest.  28.0ct.  1890, 
Verfasser  von  „Algebra  identified  with  geometry"  (1874),  in 
welchem  Werke  auch  eine  Autobiographie  des  Verfassers  steht, 
und  von  einer  grösseren  Anzahl  mathematischer,  phonetischer 
und  musiktheoretischer  Schriften.  Lp. 


P.  DziwiNSKi.      Biographie    des    Mathematikers    Lorenz 

Zmurko.     Prace  mat.-fiz.  IL  433-448.  (Polnisch.) 


N.   E.  JoüKOFFSKY,    P.  A.  Nekrassoff  und   P.   M.  Po- 
KROFFSKT.      Leben    und    Wirken    A.    J.    Dawidoffs. 

Mosk.  Math.  Samml.  XV.  1-57. 
Geboren  1823,  gestorben  1885,  war  A.  J.  Dawidoff  von 
1850  bis  zu  seinem  Tode  Professor  an  der  Universität  zu  Moskau, 
wo  seine  glänzende  pädagogische  Thätigkeit  einen  grossen  Ein- 
fluss  auf  die  Verbreitung  der  mathematischen  Kenntnisse  in  Russ- 
land hatte.  Seine  wissenschaftlichen  Arbeiten  beziehen  sich  auf 
die  Mechanik,  die  Theorie  der  Wahrscheinlichkeit  und  die  Ana- 
Ijsis.  Eine  eingehende  Würdigung  aller  Arbeiten  DawidofTs 
bildet  den  grössten  Teil  des  Inhalts  der  Biographie.        Wi. 
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K.  A.  Andreibff.     W.  J.  BuniakofFsky.     Nekrologische 

Skizze.      Chark.  Ges.  (2)  II.  149-162. 
W.  J.  Buniakoffsky,    geboren  3.  (15.)  December    1804,    ge- 
storben 31.  Nov.   (12.  Dec.)  1889,   Vicepräsident  der  Akademie 
der  Wissenschaften  von  Sanct-Petersbarg,  erhielt  seine  mathe- 
matische Bildung    teilweise   zu  Paris   in   den  Jahren  1824-1825 
und  erwarb   dort   im  Jahre  1825   die   Doctorwttrde.    Seit   dem 
Jahre  1828  gehörte  er  der  Akademie  Sanct-Petersburg  an,  deren 
Denkschriften  er  mit  einer  grossen  Anzahl   von  Abhandlungen 
bereicherte:    Die  wichtigsten  von    ihnen   beziehen   sich  auf  die 
Zahlentheorie  und  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung.     Besonders 
zu  beachten  ist  sein  Buch:  ,, Die  Grundlagen  der  mathematischen 
Theorie  der  Wahrscheinlichkeiten.     1846.«  Wi. 


A.  Wassilieff.     Wladimir  Maximowitscb.    Kasan  Ges.  vni. 

53-56. 

Nachruf  für  Wladimir  Maximowitscb,  geb.  1850,  g^st.  in 
Sanct- Petersburg  17.  (29.)  October  1889.  Doctor  der  Mathematik 
zu  Paris  im  Jahre  1879,  wurde  er  1882  Privatdocent  der  Uni- 
versität zu  Kasan,  dann  Professor  ebenda  und  in  Kiew.  Die 
wichtigste  von  seinen  Arbeiten  ist:  „Die  Auffindung  der  allge- 
meinen DifTerentialgleichungen  erster  Ordnung,  die  sich  in  end- 
licher Form  integriren  lassen,  und  der  Beweis  der  Unmöglichkeit 
einer  solchen  Integration  fttr  die  allgemeine  lineare  Gleichung 
zweiter  Ordnung.    Kasan  1885.«.  (F.  d.  M.  XVII.  305.) 

Wi. 

A.   Wassilieff,    6.   Schbbuebff   und    D.   Goldhammer. 

J.   S.   Gromeka.      Nekrolog.       Kasan  1889.     Aus  Samml.    der 
Mitt  der  roath.  SectioD  des  Natarf.-VereiDB  zu  Kasan.  VIII.  164-194. 

J.  S.  Oromeka,  Professor  der  Mechanik  an  der  Universität 
zu  Kasan,  geb.  1851,  gest.  12.  (24.)  October  1889.  Die  vorlie- 
gende Schrift  enthält  eine  Lebensskizze  und  eine  Uebersicht  ttber 
die  Arbeiten  des  Verstorbenen  auf  dem  Gebiete  der  Hydrodynamik 
und  der  Theorie  der  Capillarität.  Wi. 


Gapitel  1.    Geschichte.  31 

Ch.  Hermitb.      Mathematical  teaching  at  the  Sorbonne. 

1809-1889.       Natare  XLI.  597-598. 

Ch.  Hermite.      Discoars    prononcd    ä  l'inauguration   de 
la  nouvelle  Sorbonne.    Darboux  Bull.  (2)  xiv.  6-36. 

Ist  ein  RQckblick  aaf  die  wissenschaftlichen  Leistungen  jedes 
einzelnen  der  seit  1809  an  der  Sorbonne  thätig  gewesenen  Mathe- 
matiker: Lacroix,  Francoeur,  Biot,  Poisson,  Sturm,  Poncelet,  De- 
laanay,  Le  Verrier,  Lama,  Liouville,  Serret,  Duhamel,  Chasles, 
Canchy,  Puiseux,  Briot  und  Bouquet.  Tn. 


A.  Cayley.  Collected  mathematical  papers.  Vol.  III 
containing  papers  numbered  from  159  to  222.  Vol. 
IV    containing   papers    numbered    from   223    to  299. 

Cambridge.  University  Prees.  1890,  1891.  4». 


H.  A.  Schwarz.  Gesammelte  mathematische  Abhand- 
lungen. 2  Bände.  Berlin.  SpriDger.  Bd.  I.  XI  u.  338  8.,  Bd.  II. 
VII  u.  370  8.  gr8«. 

Die  vorliegenden  beiden  Bände  enthalten  eine  Sammlung 
aller  von  Herrn  H.  A.  Schwarz  seit  dem  Jahre  1863  veröfifent- 
liehten  mathematischen  Abhandlungen  mit  Ausschluss  der  „For- 
meln und  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der  elliptischen  Functionen^ 
(Göttingen  1881-1885;  cf.  F.  d.  M.  XV.  373,  XVII.  419).  Die 
einzelnen  Abhandlungen  sind  vor  dem  Abdruck  sorgfältig  re- 
yidirt;  dabei  hat  eine  grossere  Zahl  von  Stellen  eine  Neubearbeitung 
erfahren.  Zusätze  und  Anmerkungen,  die  bei  Gelegenheit  des 
Neudrucks  hinzuzufQgen  waren,  sind  an  das  Ende  eines  jeden 
Bandes  gesetzt;  dieselben  umfassen  22  Seiten  im  ersten,  21  im 
zweiten  Bande.  Die  Sammlung  wird,  abgesehen  davon,  dass  sie 
eine  Uebersicht  Aber  die  wissenschaftlichen  Leistungen  des  Ver- 
fassers giebt,  den  Fachgenossen  darum  willkommen  sein,  weil 
sie  die  wichtigen  Arbeiten  des  Herrn  Schwarz  Qber  Minimal- 
flachen,  sowie  über  conforme  Abbildung,  die  bisher  in  verschie- 
denen und  zum  Teil  schwer  zu  erlangenden  Zeitschriften  (z.  B. 
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Acta  SocietatiB  Fennicae)  zerstreut  waren,   in  je   einem  Bande 
vereinigt  und  damit  leichter  zugänglich  macht. 

lieber  die  allermeisten  der  neu  abgedruckten  Abbandlungen 
ist  seiner  Zeit  in  den  Fortschritten  ausffihrlich  berichtet  Es 
kann  daher  nicht  die  Aufgabe  dieses  Referats  sein,  nochmals  auf 
den  Inhalt  der  einzelnen  Arbeiten  ausführlich  einzugehen;  es 
wird  vielmehr  genügen,  deren  Titel  anzuf&hren  und  dabei  auf 
die  früheren  Referate  zu  verweisen. 

Der  erste  Band,  welcher  Herrn  Kummer  zu  seinem  80.  Ge- 
burtstage gewidmet  ist,  vereinigt  diejenigen  Aufsätze  des  Herrn 
Schwarz,  welche  auf  die  Flächen  kleinsten  Flächeninhalts  Bezug 
haben.    Es  sind  die  folgenden: 

1)  lieber  die  Minimalfiäche,  deren  Begrenzung  als  ein  von 
vier  Kanten  eines  regulären  Tetraeders  gebildetes  räumliches 
Vierseit  gegeben  ist.    Berl.  Ber.  1865. 

2)  Bestimmung  einer  speciellen  Minimalfläche.  Preisschrift 
der  Berliner  Akademie.    (F.  d.  M.  III.  409). 

3)  Fortgesetzte  Untersuchungen  tlber  specielle  Minimal- 
flächen. 

4)  lieber  ein  Modell  eines  MinimalflächenstQckes,  welches 
längs  seiner  Begrenzung  vier  gegebene  Ebenen  rechtwinklig 
trifft. 

5)  Beitrag  zur  Untersuchung  der  zweiten  Variation  des 
Flächeninhalts  von  Minimalflächenstflcken  im  allgemeinen  und 
von  Teilen  der  Schraubenfläche  im  besonderen. 

No.  3),  4)  und  5)  sind  in  den  Berl.  Ber.  1872  veröffent- 
licht (cf.  F.  d.  M.  V.  1873.  412). 

6)  Miscellen  aus  dem  Gebiete  der  Minimalflächen,  Wolf 
Z.  XIX,  J.  für  Math.  LXXX. 

7)  Ueber  diejenigen  Minimalflächen,  welche  von  einer  Schar 
von  Kegeln  zweiten  Grades  eingehüllt  werden.   J.  ffir  Math.  LXXX. 

[Ueber  No.  6)  und  7)  ist  F.  d.  M.  VI.  517,  VII.  508  berichtet]. 

8)  Ueber  einige  nicht  algebraische  Minimalflächen,  welche 
eine  Schar  algebraischer  Gurven  enthalten.  J.  fUr  Math.  LXXXVII. 
(F.  d.  M.  XI.  588). 

9)  Sur  les  surfaces  ä  courbure  moyenne  nulle  sur  lesquelles 
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OD  peat  limiter  une  portion  finie  de  la  surface  par  quatre  droites 
sitaies  aar  la  surface.    G.  R.  XCVI.    (F.  d.  M.  XV.  643). 

10)  Ueber  ein  die  Flächen  kleinsten  Flächeninhalts  betreffen- 
des Problem  der  Variationsrechnung.  —  Festschrift  zum  70.  Oe- 
bortstage  des  Herrn  K.  Weierstrass.  Acta  Soc.  scient.  Fennicae  XV. 
(F.  d.  M.  XVII.  776). 

11)  Ueber  specielle  zweifach  zusammenhängende  Flächen- 
stocke,  welche  kleineren  Flächeninhalt  besitzen,  als  die  benach- 
barten, von  denselben  Randlinien  begrenzten  FlächenstQcke. 
Gott.  Abb.  XXXIV.    (F.  d.  M.  XX.  836). 

Band  II  enthält  die  übrigen  Arbeiten  des  Herrn  Schwarz  in 
oDgeAhr  chronologischer  Reihenfolge,  nämlich: 

1)  Elementarer  Beweis  des  Pohlke'schen  Fundamentalsatzes 
der  Axonometrie.    J.  für  Math.  LXIII  (1864). 

2)  De  superficiebus  in  planum  explicabilibus  primorum  Septem 
ordinum.     Inauguraldissertation.    J.  für  Math.  LXIV. 

3)  Ueber  die  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades.  J.  für 
Math.  LXVII. 

4)  Ueber  einige  Abbildungsaufgaben. 

5)  Conforme  Abbildung  der  Oberfläche  eines  Tetraeders  auf 
die  Oberfläche  der  Kugel. 

No.  4)  und  5)  sind  im  J.  für  Math.  LXX  erschienen  (cf.  F.  d. 
M.  n.  626). 

6)  Notizia  suUa  rappresentazione  conforme  di  un'area  ellittica 
sopra  un'area  circolare.    Annali  di  Mat.  (2)  III.   (F.  d.  M.  III.  627). 

7)  Zur  Theorie  der  Abbildung. 

Dieser  Aufsatz,  der  zuerst  in  dem  Programme  der  eidgenös- 
sischen polytechDischen  Schule  in  Zürich  für  das  Schuljahr  1869 
bis  1870  veröffentlicht,  für  den  Neudruck  aber  teilweise  um- 
gearbeitet ist,  enthält  den  Beweis  des  folgenden  Satzes:  „Wenn 
in  der  Ebene  (u),  deren  Punkte  die  Werte  einer  complexen  Grösse  u 
geometrisch  darstellen,  ein  die  Ebene  überall  nur  einfach  be- 
deckender, einfach  zusammenhängender  Bereich  U  gegeben  ist, 
dessen  Begrenzung  von  einer  überall  convexen  Linie  C  gebildet 
wird,  so  giebt  es  stets  eine  analytische  Function  s  (w)  des  Argu- 
ments tt,  —  eindeutig   erklärt  mit  dem  Charakter  einer  ganzen 

FortKhr.  d.  Math.  XXII.  2.  3 
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Function  für  alle  diejenigen  Werte  des  Arguments  i/,  welche 
inneren  Punkten  des  Gebiets  ü  entsprechen,  endlich  und  stetig 
f&r  alle  Werte  des  Arguments  tf,  welche  Punkten  der  Begrenzungs- 
linie C  entsprechen,  —  durch  deren  Vermittelung  der  Bereich  U 
zusammenhängend  und  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich  auf  die 
Fläche  S  eines  Kreises  abgebildet  wird-" 

8)  Ueber  einen  Grenzübergang  durch  alternirendes  Verfahren. 
Wolf  Z.  XV  (F.  d.  M.  ir.  214). 

9)  Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

^-y  -\-  -^f  =  0  unter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  ünstetigkeits- 

bedingungen.     Berl  Ber.  1870.    (F.  d.  M.  IL  214). 

10)  und  12)  Ueber  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  Gaussi- 
sche hypergeometrische  Reihe  eine  algebraische  Function  ihres 
vierten  Elements  vorstellt.  Verhandl.  der  Schweizer  Naturf. 
Gesellsch.   1871.    J.  für  Math.  LXXV  (F.  d.  M.  V.  249). 

11)  Zur   Integration    der    partiellen    Differentialgleichung 

lä  +  1^  ""  0.  J.nirMath.  LXXIV  (F.  d.  M.  IV.  193).  -  Ein  Teil 

dieser  Arbeit  ist  auch  in  Wolf  Z.  XV.  (F.  d.  M.  IL  214)  ver- 
öffentlicht. 

13)  Ueber  ebene  algebraische  Isothermen.  J.  für  Math.  LXXVIL 
(F.  d.  M.  VI.  249). 

14)  Beispiel  einer  stetigen  nicht  differentiirbaren  Function. 
Verhandl.  der  Schweizer  Naturf.  Gesellsch.  1873;  Arch.  d.  sc, 
phys.  et  natur.,  Genöve,  1873. 

Die  in  Rede  stehende  Function  ist  folgende: 

^W-^^^   2».  2*   ' 


wo  (p(x)  =  E  (x)  +  }fx  —  E{x) 

ist,  während  E(x)  die  grösste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl  be- 
zeichnet. 

15)  Ueber  ein  vollständiges  System  von  einander  unabhängiger 
Voraussetzungen  zum  Beweise  des  Satzes  von  der  Umkehrbarkeit 
der  Differentiationsordnung.  Verhandl.  d.  Schweiz.  Naturf.  Ge- 
sellsch. 1873;  Arch.  d.  sc.  phys.  et  natur.,  Geneve,  1873. 
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16)  Ueber  diejenigen  algebraischen  GleichuDgen  zwischen 
zwei  veränderlichen  Grössen,  welche  eine  Schar  rationaler,  ein- 
deutig umkehrbarer  Transformationen  in  sich  selbst  zulassen. 
J.  für  Math.  LX XXVII  (F.  d.  M.  XI.  262). 

17)  Essai  d'une  dämonstration  d'un  thioräme  de  g6om6trie. 
Jüum.  de  Math.  (3)  VI.    (F.  d.  M.  XII.  535). 

18)  Verallgemeinerung  eines  analytischen  Fundamentalsatzes. 
Anoali  di  Mat.  (2)  X.  (F.  d.  M.  XIII.  31). 

19)  Auszug  aus  einem  Briefe  an  Herrn  F.  Klein. 

[Ist  in  der  Abhandlung  des  Herrn  Klein:  „Neue  Beiträge 
zorRiemann'schenFunctionentheorie*',  Math.  Ann.  XXI,  enthalten; 
cf.  F.  d.  M.  XV.  351.] 

20)  Demonstration  äl^mentaire  d'une  propri^te  fondamentale 
des  fonctions  interpolaires.  Torino  Atti  XVII.  (F.  d.  M.  XIV. 
367.) 

21)  Sur  une  d^finition  erronöe  de  Taire  d'une  surface  courbe. 
In  dieser  Note,  die  in  Herrn  Hermite's:  Gours  professä  pendant 
le  2"  semestre  188M882,  second  tirage,  Paris  1883,  p.  35-36, 
abgedruckt  ist,  zeigt  Herr  Schwarz  an  einem  Beispiel,  dass 
Serret's  fSerret,  Gours  de  calcul  diflF6r.  et  int^gr.  II  p.  296  (!•  Ädit.), 
p.  293  (2*  idit.)]  Definition  der  Grösse  einer  krummen  Fläche  als 
Grenze  der  Fläche  eines  eingeschriebenen  Polyeders  einer  Modi- 
fieation  bedarf,  die  darauf  hinauskommt,  dem  einbeschriebenen 
Polyeder  gewisse,  von  Serret  mit  Stillschweigen  übergangene 
Beschränkungen  aufzuerlegen. 

22)  Bestimmung  der  scheinbaren  Grösse  eines  Ellipsoids  für 
einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes.  Götting.  Nachr.  1883.  (F. 
d.  M.  XV.  733). 

23)  Zur  conformen  Abbildung  der  Fläche  eines  Rechtecks 
auf  die  Fl&che  einer  Halbkugel.  Götting.  Nachr.  1883  (F.  d.  M. 
XV.  757). 

24)  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Kugel  kleinere  Oberfläche 
besitzt,  als  jeder  andere  Körper  gleichen  Volumens.  Götting. 
Kachr.  1884.    (F.  d.  M.  XVI.  232). 

25)  Beweis  eines  für  die  Theorie  der  trigonometrischen 
Reihen  in  Betracht  kommenden  Hülfssatzes. 

3* 
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(Ist  in  der  Abhandlang  des  Herrn  0.  Cantor  im  J.  für  Math. 
LXXII  p.  139-142  enthalten;  cf.  F.  d.  M.  IL  218). 

26)  Beweis  des  Satzes,  dass  unter  allen  einem  spitzwink- 
ligen  Dreiecke  eingeschriebenen  Dreiecken  das  Dreieck  der 
Höhenfusspunkte  den  kleinsten  Umfang  hat. 

Dieser  Beweis  ist  in  Jacob  Steiner*s  Gesammelten  Werken  II. 
728-729  veröffentlicht  und  deshalb  fälschlich  Steiner  zugeschrieben. 

27)  Bemerkung  zu  der  Mitteilung  des  Herrn  Weierstraas: 
Zur  Theorie  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten  complexen 
Grössen.    Götting.  Nachr.  1884  (F.  d.  M.  XVI.  330). 

Druck  und  Ausstattung  der  beiden  Bände  sind  mustergültig; 
und  dasselbe  gilt  auch  von  den  vier,  dem  ersten  Bande  beige- 
gebenen, lithographirten  Figurentafeln.  Wn. 


B.    Geschichte  einzelner  Disciplinen. 

K.  Lasswitz.  Geschichte  der  Atomistik  vom  Mittelalter 
bis  Newton.  Erster  Band.  Die  Erneuerung  der  Cor- 
pusculartheorie.  XIH-518S.  Zweiter  Band.  Höhe- 
punkt und  Verfall  der  Corpusculartheorie  des  sieb- 
zehnten Jahrhunderts.  VIII-H609S.  Hamburg  nnd  Leipzig. 
L.  Voss. 

Das  vorliegende  Werk  liefert  einen  auf  historische  Forschung 
begründeten  Beitrag  für  das  erkenntniskritische  Problem,  inwie- 
fern die  Corpusculartheorie  der  Materie  die  Bedingungen  der 
Naturerkenntnis  zu  enthüllen  vermag,  und  ist  für  die  Geschichte 
der  Physik  und  Mechanik  von  höchster  Bedeutung.  Systemati- 
sches und  Historisches  bilden  ein  zusammenhängendes  Ganzes; 
doch  sind,  um  dem  Leser  die  Benutzung  des  Buches  je  nach 
seinem  Interesse  zu  erleichtern,  diejenigen  Gapitel,  welche  haupt- 
sächlich einen  systematischen  Charakter  tragen,  im  Inhaltsver- 
zeichnis besonders  kenntlich  gemacht. 
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Die  geschichtliche  EntwickeluDg  beginnt  mit  den  Kämpfen 
gegen  die  scholastische  Physik  und  umfasst  die  Zeit  bis  zur 
EinfahruDg  der  Begriffe  der  fernwirkenden  Kräfte  durch  Newton. 
Das  einleitende  erste  Buch:  „Die  Atomistik  im  Mittelalter '^ 
(S.  9-259)  enthält  zugleich  neue  wichtige  historische  Unter- 
suchungen Ober  die  Begriffe  der  allgemeinen  Physik,  wie  Aggregat- 
zttstand,  Bewegungslehre,  Elasticität,  Elemente,  Gravitation, 
Cohäsion,  Vacuum  etc,  bei  den  griechischen  und  orientalischen 
Philosophen  und  Mathematikern.  Im  ersten  Abschnitte  werden 
die  wichtigsten  Berichte  der  Kirchenväter  über  die  Atomenlehre 
und  ihre  Einwendungen  zusammengestellt.  Der  zweite  skizzirt 
die  Corpusculartheorie  im  Mittelalter  vor  dem  Bekanntwerden 
der  physikalischen  Schriften  des  Aristoteles  im  Abendlande. 

Der  dritte  behandelt  die  Physik  des  Aristoteles.  Die  Ver- 
teidigung der  Atomistik  seitens  der  Mutakallimun  bildet  den 
Gegenstand  des  vierten  Abschnittes.  Es  folgen  im  fünften  die 
jüdischen  und  arabischen  Philosophen.  Der  Wendepunkt  durch 
die  mathematischen  Wissenschaften  wird  im  sechsten  Abschnitt: 
„Das  Continuitätsproblem''  beleuchtet.  Das  Bedürfnis  nach  cor- 
posculartheoretischen  Erklärungen  und  die  Frage  nach  dem  Ver- 
halten der  Bestandteile  in  den  chemischen  Verbindungen  bilden 
den  Inhalt  der  beiden  folgenden  Abschnitte.  Mit  den  Kritikern 
Oecam  und  Nicolaus  de  Autricuria  im  neunten  Abschnitt  schliesst 
das  erste  Buch. 

In  dem  zweiten  Buch  „Die  Erneuerung  der  Corpuscular- 
theorie'^ (S.  261-518)  wie  im  folgenden  ist  eine  Anzahl  von 
Abhandlungen  zur  Geschichte  der  Corpusculartheorie,  welche 
der  Verfasser  früher  veröffentlicht  hat,  entsprechend  umge- 
staltet aufgenommen.  Der  Inhalt  der  einzelnen  Abschnitte  wird 
aus  den  nachstehenden  Ueberschriften  erhellen.  Erster  Abschnitt: 
^Das  Princip  der  inneren  Ent Wickelung",  zweiter  Abschnitt: 
«Angriffe  auf  die  aristotelische  Elementenlehre^,  dritter  Abschnitt: 
^Die  Unverwandelbarkeit  der  Elemente".  Der  vierte  Abschnitt 
ist  Giordano  Bruno  gewidmet,  der  zuerst  die  öffentliche  Ver- 
tretung der  Atomistik  aufnahm.  Von  jetzt  ab  beginnt  von  den 
verschiedensten  Seiten   her  die  Erneuerung  corpusculartheoreti- 
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scher  Lehren  sich  zu  regen.  Doch  muss  man  von  nun  an  zwei 
verschiedene  Richtungen  unterscheiden,  eine  metaphysische  und 
eine  physikalische  Atomistik.  Vertreter  der  ersteren  sind,  wie 
im  fünften  Abschnitt  gezeigt  wird,  Lubin  und  Bodin,  den  lieber- 
gang  bildet  Francis  Bacon.  Der  erste  entschiedene  Vertreter 
der  physikalischen  Atomistik  ist  Daniel  Sennert  Seine  Lehre 
wird  im  sechsten  Abschnitt  entwickelt.  Es  folgt  im  siebenten 
David  van  Goorle,  und  die  beiden  letzten  Abschnitte  schildern 
die  Erneuerung  der  Corpusculartheorie  in  Frankreich  (1621)  und 
in  Italien. 

Das  IIL  Buch  (II.  Band):  „Der  philosophische  Ausbau  der 
Corpusculartheorie**  (S.  1-242)  beginnt  mit  der  Zeit,  wo  die 
Schöpfung  einer  neuen  Wissenschaft,  der  Mechanik,  als  der 
Wissenschaft  von  der  Energie  der  Bewegung,  zur  That  ward. 
Dem  Altertum  fehlte  der  Energiebegriff.  Die  Unterscheidung 
der  phoronomischen  von  der  dynamischen  Bewegung  ist  das 
Merkmal  der  modernen  Wissenschaft,  wie  im  ersten  Abschnitt: 
„Der  neue  Begriff  der  Bewegung**  dargelegt  wird.  Die  Ent- 
deckungen Leonardo  da  Vinci's  blieben  ohne  Einfluss.  Der 
erste  Mechaniker  vor  Galilei  war  Giovanni  Baptista  Benedetti. 
Durch  Galilei  wurde  Naturwissenschaft  möglich  als  Wissenschaft 
von  der  Empfindung.  Galilei's  Atomistik  ist  Gegenstand  des 
zweiten  Abschnitts.  Im  dritten  folgt  Descartes,  im  vierten  6as- 
sendi,  im  fünften  Digby,  im  sechsten  Hobbes. 

Das  IV.  Buch:  „Die  naturwissenschaftliche  Vollendung  der 
Corpusculartheorie"  (S.  243-397)  nennt  an  der  Spitze  des  lieber- 
gangs  zur  praktischen  Corpusculartheorie  Joachim  Jungius.  E^ 
beginnt  die  Reihe  derjenigen  Corpusculartheoretiker,  bei  wel- 
chen das  chemische  Interesse  vorwiegt.  Jungius  ist  der  Vor- 
läufer Robert  Boyle's,  von  dem  im  zweiten  Abschnitt  die  Rede 
ist.  Der  dritte  Abschnitt  bringt  die  Ansichten  des  Otto  von  Gue- 
ricke.  Im  vierten  folgt  Giovanni  Alfonso  Borelli.  Der  fünfte 
handelt  von  den  Vibrationstheorien,  und  den  Schluss  des  Buches 
bildet  der  grosse  Huygens,  als  Höhepunkt  der  kinetischen 
Atomistik. 

Mit  Huygens'  Tode,   mit   dem  Ende   des  siebzehnten  Jahr- 
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huoderts  beginnen  die  dynamischen  Vorstellungen  die  Oberhand 
ZQ  gewinnen.  Daher  wird  hier  die  historische  Darstellung  der 
Corpusculartheorie  abgebrochen  und  in  Buch  V:  „Der  Ueber- 
gang  zur  dynamischen  Theorie  der  Materie"  (S.  401-580)  ge- 
Bcbildert.  Es  enthält  sieben  Abschnitte.  Der  erste  bebandelt 
„die  Realität  der  Wechselwirkung  in  der  Umbildung  des  Carte- 
sianismus''.  Es  folgen  im  zweiten  und  dritten  Abschnitt  Spinoza 
and  Leibniz.  Der  vierte  schildert  den  Verfall  der  Corpuscular- 
theorie. Der  Missbrauch  derselben  rief  eine  Abneigung  gegen 
jede  Hypothesenbildung  hervor,  besonders  bei  Newton,  der  nur 
die  mathematische  Beschreibung  der  beobachteten  Erscheinungen 
anter  Ablehnung  jeder  zu  fassenden  Theorie  der  Materie  be- 
zweckte. Mit  der  dynamischen  Theorie  aber  zog  zugleich  die 
metaphysische  Deutung  ein.  Die  Neigung  zum  Mysticismus 
charakterisirt  Abschnitt  5:  „Beseelte  Körper  und  ausgedehnte 
Geister'^.  Der  nächste  Abschnitt:  „Attractionshypothesen^,  bildet 
den  Uebergang  zum  Schlusscapitel,  das  dem  grossen  „Newton^ 
gewidmet  ist.  Durch  seine  „Mathematischen  Principien  der 
Naturlehre"  (1687)  wurde  Newton  der  Begründer  der  mathemati- 
schen Physik  und  der  Urheber  der  Lehre  von  der  Gravitation 
als  einer  allgemeinen  Eigenschaft  der  Materie,  mit  allen  ihren 
Folgen. 

Der  „Anhang"  (S.  581-609)  enthält  ein  Verzeichnis  der 
unter  abgekürzten  Titeln  citirten  Werke,  ein  ausführliches  Sach- 
register und  ein  Namenregister.  Schon  ein  Einblick  in  diese 
beiden  Register  überzeugt  uns  von  der  Reichhaltigkeit  des  be- 
deatenden  Werkes,  dessen  Inhalt  hier  nur  kurz  skizzirt  werden 
konnte.  M. 


F.  Cajori.     A  mathematical  textbook  of  the  last  Century. 

Colorado  stadies.  I.  27-33. 

Berichtet  Über  das  an  den  nordamerikanischen  (Hoch-)Schulen 
von  1737  bis  1787  vielfach  gebrauchte,  obschon  auf  dem  Stand- 
punkte der  Mathematik  vor  Newton  stehende  Lehrbuch  von 
J.  Ward  „The  young  mathematician's  guido'',  das,  erstmals  1707 
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erschieneD,  auf  475  Seiten  Arithmetik,  Algebra,  Geometrie,  Kegel- 
schnitte und  die  „Arithmetick  of  Infinites^  lehrt.  Tn. 


K.  Fink.  Kurzer  Abriss  einer  Geschichte  der  Elementar- 
Mathematik  mit  Hinweisen  auf  die  sich  anschliessen- 
den  höheren   Gebiete.      Tübingeo.  H.  Lanpp.  X-h269S.  8®. 

Nach  einem  allgemeinen  Ueberblick  wird  der  Stoff  in  5  Ab- 
schnitte gegliedert,  nämlich:  Zahlensysteme  und  Zahlzeichen 
(10  S.),  Gemeines  Rechnen  (33  S.),  Allgemeine  Arithmetik  und 
Algebra(101S.),  Geometrie  (74  S.),  Trigonometrie  ( 12  S.);  in  jedem 
dieser  Abschnitte  wird  die  geschichtliche  Entwickelung,  nach 
grossen  Zeitabschnitten  getrennt,  zur  Darstellung  gebracht.  Bio- 
graphische und  Litteraturnachweise  (27  S.)  beschliessen  das  Buch. 

Tn. 

F.  Seegbr.  Geschichtliche  Darstellung  der  Zahlen  und 
der  sieben  ersten  ßechnungsarten.     I.  Teil.     Pr.  Gymn. 

Oldenburg.  Schulj.  1889-90.  24  S.  4^. 

Handelt  nur  von  der  Darstellung  der  Zahlen,  und  zwar  durch 
Gegenstände  (Finger,  Steinchen,  Rechenmaschinen),  durch  Laute 
(Zahlwörter  und  Zahlwortsysteme),  durch  Zeichen  (Zahlzeichen 
und  Zahlzeichensysteme).  Eine  Abbildung  der  Darstellung  yon 
Zahlen  durch  Finger  und  Hände  ist  angehängt.  Tn. 


fj.  Hammond.     Euclid  and  the  associative  law.      Mms»  C2) 

XX.  3-4. 

Aus  den  Sätzen  XVI,  XVII,  XVIII  des  siebenten  Buchs  der 
Elemente  glaubt  der  Verf.  schliessen  zu  dürfen,  dass  Euklid  das 
associative  Gesetz  für  die  Multiplication  dreier  Zahlen  gekannt 
und  in  der  Sprache  der  Proportionen  ausgedrtlckt  habe.    Lp. 


S.  Dickstein.  Nachtrag  zu  dem  Aufsatze:  ^Ueber  die 
teleologische  Methode  von  Hoene  -  Wronski  für  die 
Auflösung  algebraischer  Gleichungen**.      Krak.  Ber.  xx. 

2b7-2Öl.  (PoloiBch.) 
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Der  Verfasser  zeigt,  dass  die  von  Jacobi  in  der  Abhand- 
lung: „  ObBervatiunenlae  ad  theoriam  aequationum  pertinentes^ 
(J.  fbr  Math.  XIII,  1835)  gegebene  Verallgemeinerung  der 
bekannten  Methode  von  Daniel  BernouUi  zur  Auffindung  der 
kleinsten  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  identisch  ist  mit 
der  etwas  fr  Ober  (1827)  von  Wronski  behandelten  „teleologischen^ 
Methode  (vgl.  Jahrb.  über  F.  d.  M.  XXI.  1889.  29).  Mit  Hülfe 
des  Jacobi'schen  Verfahrens  werden  die  Wronski'schen  Sätze  sehr 
einfach  bewiesen  und  in  einer  bequemeren  Form  dargestellt.  Es 
ergiebt  sich  weiter,  dass  die  Fürstenau'sche  Methode  der  Dar- 
stellung der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen,  welche  Baltzer 
und  Günther  als  neu  anerkannt  haben,  im  Grunde  genommen 
mit  der  Jacobi'schen,  also  auch  mit  der  Wronski'schen  Methode 
ganz  Obereinstimmt.  Dn. 

J.  W.  L.  Glaisher.      The    method  of  quarter  Squares. 

Natnre  XLI.  9. 

Hinweis  auf  Leslie's    „Philosophy  of  arithmetic^  von  1820. 

Lp. 

Tb.  Muib.  The  tbeory  of  determinants  in  the  historical 
Order  of  its  development.  Part  I.  Determinants  in 
general.      Leibniz  (1693)  to  Cayley  (1841).      London. 

MacmilUo  and  Co.  XI +  278  8. 

Als  Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik  wird  dieses  Buch 
einen  Platz  in  der  ersten  Reihe  einnehmen  zufolge  der  gründ- 
lichen Erfassung  der  behandelten  Dinge  und  zufolge  der  un- 
gemeinen Klarheit  der  Darstellung.  Vor  einigen  Jahren  teilte 
Hr.  Muir  in  dem  Quarterly  Journal  (XVIII  und  XXI,  vergl.  F.  d. 
M.  XIII.  1881.  120,  XVIIL  1886.  110)  eine  „Liste  von  Schriften 
Aber  Determinanten^  mit,  und  auf  dieser  Bibliographie  als  Basis 
erhebt  sich  das  Oebäude  des  vorliegenden  Werks.  Im  Plane 
desselben  liegt  die  gesonderte  Entwickelung  der  Geschichte  jedes 
einzelnen  der  Abschnitte,  in  welche  der  Gegenstand  geteilt  ist, 
zuvörderst  die  Behandlung  der  Determinanten  im  allgemeinen 
und  danach  der  Reihe  nach  die  der  verschiedenen  besonderen 
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Formen.  Jedes  neue  Ergebnis  wird  bei  seinem  Auftreten  mit 
einer  römischen  Zahl  bezeichnet,  und  wenn  dasselbe  Ergebnis 
auf  einem  anderen  Wege  erhalten,  oder  von  einem  späteren  Forscher 
verallgemeinert  wird,  so  wird  es  zwischen  den  Beiträgen  des  letz- 
teren unter  dieselbe  römische  Zahl  eingeordnet  mit  BeiflGlgang 
einer  arabischen.  Dadurch  ist  Bequemlichkeit  bei  Verweisungen 
wirksam  gesichert.  Die  erste  der  beiden  im  ersten  Teile  unter- 
schiedenen Perioden  erstreckt  sich  von  1693  bis  1812;  in  ihr 
rOhrt  fast  jeder  bedeutsame  Fortschritt  von  den  französischen 
Mathematikern  her.  Es  wird  bemerkt,  dass  bei  Fortlassung  der 
Beiträge  von  B^zout,  Vandermonde,  Laplace,  Lagrange,  Monge, 
Binet  und  Gauchy  für  alle  Uebrigen  äusserst  wenig  übrig  bleiben 
würde,  und  selbst  dieses  Wenige  dürfte  von  geringerem  Interesse 
sein.  Die  zweite  Periode  reicht  von  1813  bis  1841,  umfasst  also 
beinahe  dreissig  Jahre.  Der  hervorragendste  Name  dieser  Periode 
ist  Jacobi,  nächst  ihm  dann  Schweins;  doch  ist  nach  des  Ver- 
fassers Meinung  nicht  ein  Name  vorhanden,  der  so  hervortritt 
wie  Caucby  in  der  ersten  Periode;  ausserdem  wurden  die  wich- 
tigsten Leistungen  an  dem  Gegenstande  der  besonderen  Deter- 
minantenformen erzielt.  Der  Vorrang  der  deutschen  Mathe- 
matiker kennzeichnet  diese  Periode,  sowie  derjenige  der  französi- 
schen die  erste,  obgleich  auch  Frankreich  nicht  unrühmlich  in 
zweiter  Linie  steht. 

In  allen  Beziehungen  ist  das  Buch  ein  achtungswerter  Bei- 
trag zur  Geschichte  der  Mathematik;  seiner  Vollendung  sehen 
wir  voller  Erwartung  entgegen.  Gbs.  (Lp.) 


G.  EnestrOm.     Note  historique  sur  la  somme  des  valeurs 
inverses  des  nombres  carrös.    Bibl.  Math.  (2)  iv.  22-24. 

Herr  Reiff  hat  in  seiner  ^Geschichte  der  unendlichen  Reihen" 
(Tübingen    1889)  Johann    BernouUi    als   Entdecker   des   Satzes 

£ — j  =  — —-  angegeben.     Herr  Eneström  zeigt  hier,  dass  diese 

Angabe  falsch  ist,    und  dass   Euler  der  wahre   Entdecker   des 
Satzes  ist;  Johann   Bernoulli   hat  nur,    nachdem  der  Satz    ihm 
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von  Ealer   mitgeteilt  worden   war,    einen   der  zwei  Euler'schen 
Beweise  selbständig  wiedergefunden.  E. 


8.  Dickstein.      Ueber    das    „loi   supr^me*   von   Hoene- 

WrODski.      I.      Prace  mat.-fiz.  IL  145-168.  (Polnißch.) 

Es  handelt  sich  hier  um  die  von  Wronski  für  die  Entwickelung 
TOD  Functionen  aufgestellte,  nach  willkürlichen  Functionen  fort- 
schreitende Reihe,  die,  formal  betrachtet,  mehrere  und,  wenn 
man  will,  auch  alle  möglichen  specielleren  Entwickelungsformen 
eiD8chliesst.  Es  versteht  sich  aber  von  selbst,  dass  bei  einer  so 
grossen  formalen  Allgemeinheit  die  Frage  nach  den  Gültigkeits- 
und  Convergenzbedingungen  der  Entwickelung  um  so  peinlicher 
erscheiuen  muss.  Bei  dem  damaligen  Zustande  der  Analysis 
konnte  aber  diese  Frage  nicht  so  wichtig  erscheinen,  ja  über- 
haupt nicht  mit  subtileren  Mitteln  behandelt  werden.  Sie  wird 
also  von  Wronski  meist  unterschätzt  und  mehrmals  ganz  ver- 
nachlässigt. Es  verdienen  aber  mehrere  Gesichtspunkte  des  pol- 
nischen Mathematikers  und  weitgehende  Anwendungen,  die  der- 
selbe aus  seinen  Formeln  zu  ziehen  weiss,  unsere  Aufmerk- 
samkeit. 

In  diesem  (I.)  Artikel  schildert  der  Verfasser  nach  einigen 
historischen  und  kritischen  Bemerkungen  die  von  Wronski 
und  anderen  gemachten  Versuche,  das  „loi  supreme^  zu  beweisen, 
und  zeigt  einige  Anwendungen  der  Wronski'schen  Formeln. 

Dn. 


H.  W.  Lloyd  Tanner.      On    the  bistory   of  Arbogast's 

rule.      Hess.  (2)  XX.  83-101. 

Hr.  Tanner  giebt  eine  Bibliographie  der  Arbogast'schen 
Regel.  Diese  wurde  von  ihrem  Entdecker  mitgeteilt  auf  S.  1-33 
des  Werkes :  L.  F.  A.  Arbogast.  Du  calcul  des  dirivations. 
Strasbourg.  An  VIII  (1800).  XXIII  -h  404  S.  4°.  Die  weiteren 
Autoren,  deren  bezügliche  Schriften  der  Reihe  nach  besprochen 
oder  bloss  angeführt  werden,  sind:    Pietro  Paoli  (1806),    S.  F. 
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Lacroix  (1810),  J.  F.  Fran^ais  (1815),  John  West  (1838),  A. 
De  Morgan  (1839,  1842,  1846,  1851,  1865),  W.  F.  Donkin  (1851), 
A.  Cayley  (1861,  1878),  S.  Roberts  (1861,  1866),  J.  J.  Thomsou 
(1878),  G.  David  (1882,  1887).  Lp. 


P.  Mansion.     Sur  les  postulats  et  les  axiomes  d'Guclide. 

Brux.  S.  BC.  XIVB.  35-45. 

Hinter  den  Definitionen  des  I.  Buchs  der  Elemente  Euklid's 
stehen  in  den  meisten  Handschriften  und  Ausgaben  dieses  be- 
rühmten Werks  fünfzehn  Sätze  unter  zwei  verschiedenen  lieber- 
Schriften  geordnet:  ^Postulate''  und  „Grundsätze^  oder  „Axiome''. 
Der  Verf.  unterzieht  diese  Sätze  einer  kritischen  Sichtung  in 
Betreff  ihrer  Urkundlichkeit.  Folgendes  sind  seine  schliesslichen 
Ermittelungen:  1)  Die  besten  Handschriften  der  Elemente  ent- 
halten die  sechs  Postulate  und  die  neun  Axiome.  2)  Jedermann 
giebt  zu,  dass  die  drei  ersten  Postulate  (Gonstructionspostulate) 
des  Euklid  würdig  sind  und  ihm  zugeschrieben  werden  dürfen. 
3)  Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  drei  übrigen.  (4.  Alle  rechten 
Winkel  sind  gleich.  5.  Zwei  Geraden  treffen  sich,  wenn  die 
Summe  zweier  inneren  Winkel  einer  und  derselben  Seite  kleiner 
als  zwei  Rechte  ist.  6.  Zwei  Gerade  können  keiuen  Raum  um- 
schliessen.)  Euklides  hat  praktisch  die  Notwendigkeit  des  Rück- 
griffs auf  diese  Postulate  erkannt,  und  zwar  bei  dem  fünften, 
weil  er  es  nicht  beweisen  konnte;  beim  vierten  und  sechsten, 
weil  er  die  sphärische  Geometrie  vermeiden  musste.  4)  Die 
Axiome  1  bis  9  bilden  einen  logischen  Inbegriff  ganz  eng  mit 
einander  verwandter  Sätze,  welche  Euklid  nicht  von  einander 
wird  haben  trennen  wollen.  Alles  zusammengefasst,  die  seehs 
Postulate  und  die  neun  Axiome  dürfen  dem  Euklid  zugeschrieben 
werden.  Mn.  (Lp.) 

P.  Mansion.  Analyse  des  recherches  du  P.  Saccheri,  S.  J., 

sur  le    postulatum   d'Euclide.      Brux.  S.  sc.   XIV A.  43-45,  59; 
B.  46-59. 

Geschichtliche  Darstellung  der  ersten  Untersuchungen  über 
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die  nichteuklidisehe  Geometrie  (Lobatschewski,  Bolyai,  Gauss, 
Riemann,  De  Tilly,  Beltrami).  Möglichkeit  der  Ableitung  der 
niehtenklidischen  Geometrie  aus  dem  Satze  bezüglich  des  Hypo- 
tenusenquadrats beim  rechtwinkligen  Dreiecke.  Endlich  Be- 
sprechung des  Werks:  ^Euclides  ab  omni  naevo  vindicatus, 
auctore  H.  Saccherio,  S.  J.  Mediolani  MDCGXXXIIP,  von  dem 
Hr.  Beltrami  in  der  Sitzung  vom  17.  März  1889  in  der  Akademie 
der  Nuovi  Lincei  (V,.  441-448,  F.  d.  M.  XXI.  33)  eine  Inhalts- 
übersicht gegeben  hat  Saccheri  hat  das  Euklidische  Postulat 
zu  beweisen  vermeint;  was  er  aber  im  Grunde  streng  begründet 
hat,  das  sind  die  ersten  Grundsätze  der  Lobatschewski'schen 
Geometrie  und  die  ersten  Eigenschaften  der  Aequidistanten  einer 
Geraden,  die  später  durch  Lamarle,  De  Tilly,  Frischauf  er- 
mittelt sind.  Mn.  (Lp.) 

W«  J.  James.     The  use  of  tbe  word  antiparallel.    Natare 

XLI.  10. 

E.  M.  Ijangley.     On   tbe  use  of  tbe  word  antiparallel. 

Natnre  XLI.  104-105. 

Mitteilungen  über  verschiedene  Stellen,  wo  das  Wort  vor- 
kommt, so  bei  Leibniz,  Acta  erudit.  1691,  S.  279,  ferner  in 
Murray's  New  English  Dictionary  von  etwa  1660.  Lp. 


J.  S.  Mackat.     Historical  notes  on  a  geometrical  problem 

and   tbeorem.       Edinb.  M.  S.  Proc.  VIII.  93-94. 

Die  betreffende  Aufgabe  ist  die,  zwischen  zwei  Seiten  eines 
Dreiecks  eine  Gerade  so  zu  legen,  dass  sie  jeder  der  bei- 
den Strecken  auf  diesen  Seiten  zwischen  ihr  und  der  Basis 
gleich  ist.  Neuere  Lösungen  in  Edinb.  M.  S.  Proc.  II,  III  (F. 
d.  M.  XVI.  1884.  483),  Educ.  Times  XXXVII.  328,  Vuibert's 
Journ.  de  Math.  6\im.  IX.  45  werden  angeführt.  Dann  wird 
gezeigt,  dass  Hr.  Neuberg  sie  gestellt  und  gelöst  hat  in  der 
Noav.  Gorresp.  math.  I,  II;  aber  eine  viel  frühere  Lösung  ist 
jetzt   gefunden    worden,    nämlich    von    J.  Turner   aus    „Ladies' 
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diary^  fflr  1774   in   der  Lösung   einer  1773   von  T.  Moss   ge- 
stellten Aufgabe. 

Der  Lehrsatz,  welcher  den  zweiten  Teil  der  Notizen  betrifft, 
ist  der  Qber  die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  eines  vollständigen 
Vierseits.  Derselbe  ist  im  j^Ladies'  diary''  fQr  1795  gegeben, 
während  man  ihn  gewöhnlich  Gauss  zuschreibt  (1810). 

Gbs.  (Lp.) 

F.  RuDio.     Das  Problem  von  der  Quadratur  des  Zirkels. 

Wolf  Z.  XXXV.  1-51. 

Zuerst  werden  die  GrQnde  für  die  Berühmtheit  dieses  Pro- 
blems dargelegt,  dann  wird  seine  Geschichte  von  den  Sltesten 
Zeiten  ab  erzählt.  Eingehendere  Behandlung  erfahren  die  Lei- 
stungen von  Vieta  und  Snellius-Huygens,  dann  von  Euler  und 
besonders  Lambert,  endlich  die  schrittweise  Lösung  durch  Liou- 
ville,  Hermite  und  Lindemann.  Tn. 


M.  Cantor.     Ueber  einige  Constructionen  von  Lionardo 

da    Vinci.       Hamb.  Mitt.  IL  8-15. 

Aus  Lionardo's  Nachlass  sind  13  Hefte  handschriftlicher 
Notizen  erhalten;  1881-89  wurden  sie  in  photographischera  Ab- 
druck herausgegeben.  Darin  findet  sich  auch  Mathematisches; 
von  diesem  erschliesst  uns  Ilr.  Cantor  die  Zeichnungsweise  regel- 
mässiger Vielecke,  und  zwar  des  Fünfecks  (in  drei  Arten),  des 
8-,  9-  und  18'Eck8.  Richtig  ist  nur  eine,  unbrauchbar  eine,  die 
übrigen  liefern  praktisch  genügende  Ergebnisse.  Tn. 


R.  H.  Graham.     Newton's  influence  on  modern  geometry. 

Nature  XL II.  139-142. 

An  einzelnen  Constructionen  wird  der  enge  Zusammenhang 
zwischen  den  Anschauungen  Newton's  und  denen  der  neueren 
Geometrie  nachgewiesen,  als  Beitrag  zu  der  englischen  Ansicht, 
dass  bei  Newton  schon  alle  Entdeckungen  der  Neuzeit  vorge- 
bildet seien,  so  u.  a.  Culmann's  graphische  Statik  und  die  Geo- 
metrie der  Lage.  Lp. 


Gapitel  1.    Qescbichte.  47 

E  ViOARi^.     Esquisse  historique  sur  la  niarche  du  d^ve- 
loppement    de    la   g^om^trie   du   triangle.      Mathesis  x. 

Sappl.  25  S. 

Sonderabzag  aus  Assoc.  Fran^.  XVIII;  vergl.  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  35.  Lp. 

t».  ViGARiB.     Sur  un  ouvrage  de  Grelle.     J.  de  Math.  ^i^m. 

(3)  IV.  32-35. 

Dieser  Artikel  ist  durch  einen  von  Hrn.  Schlömilch  hervor- 
genifenen  Prioritätsstreit  bezüglich  der  sogenannten  ßrocard'schen 
Punkte  veranlasst;  Hr.  Vigari^  bespricht  kurz  den  Inhalt  der 
Schrift  von  A.  L.  Grelle:  „Ueber  einige  Eigenschaften  des  ebenen 
geradlinigen  Dreiecks  rQcksichtlich  dreier  durch  die  Winkelspitzen 
gezogenen  geraden  Linien'^.     Berlin.  1816.  Lp. 


F.  Mansion.     Grelle  ou  Brocard.    Matbeeia  x.  28-30. 

Grelle  hat  1816  die  Grundeigenschaft  der  Punkte  gefunden, 
welche  Brocard'sche  Punkte  von  Hrn.  Neuberg  genannt  worden 
sind;  von  dem  Letzteren  stammt  auch  die  Benennung  des  Le- 
moine'schen  Punktes  für  den  Treffpunkt  der  antiparallelen  Mittel- 
linien her.  Da  Grelle  die  Verfolgung  des  Gegenstandes  aufgegeben 
hat,  während  die  Herren  Lemoine  und  Brocard  die  Dreiecksgeometrie 
beträchtlich  bereichert  haben,  so  ist  es  nach  des  Verfassers  Ansicht 
richtig,  die  beiden  Bezeichnungen  beizubehalten:  ,, Brocard'sche 
Punkte",  „Lemoine'scher  Punkt".  Mn,  (Lp.) 


E.  ViGARiä.     Sur  rorigine  du  mot  ortbocentre.   J.  de  Math. 

€Um.  (3)  IV.  106-107. 

Von  H.  Besant  und  von  Ferrers  in  Gambridge  wurde  der 
Name  „ortbocentre**  1866  für  den  „Höhenschnitt"  eines  Dreiecks 
gebraucht;  gedruckt  zuerst  in  des  Ersteren  „Gonic  sections 
treatcd  geometrically«  1869.  Lp. 
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C.  Lb  Paigb.      La   formale  d'Ozanam  est  due  k  Snell. 

Mathesis  X.  34-d6. 

Die  NäheruDgsformel  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  375): 

p^     36 

welche  den  Gegenwinkel  B  der  kleineren  Kathete  6  in  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den  Katheten  fr,  c  und  der  Hypotenuse  a 
giebt,  oder  vielmehr  die  entsprechende  Gonstruction,  stammt  von 
W.  Snell  her  (Cyclometricus,  1621).  Sie  wird  ihm  ausdrücklich 
von  A.  Girard  zugeschrieben  (Table  des  sinus,  1626),  ebenso 
von  Huygens  (De  circuli  magnitudine  inventa,  1654).  Letzterer 
zeigt,  dass  die  Formel  für  B  immer  einen  zu  kleinen  Wert  liefert. 
(Nach  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  die  Geschiebte  der  Math.  IL 
184,  kommt  die  Formel  schon  bei  Nicolaus  Gusanus  vor,  also 
fast  200  Jahre  vor  Snell.    Lp.)  Mn.  (Lp.) 


E.  DE  JoNQUiERBS.  Note  sur  un  memoire  de  Descartes 
longtemps  in^dit,  et  sur  les  titres  de  son  auteur  h 
la  priorit^  d'une  d^couverte  dans  la  th^orie  des  po- 
lyfedres.    CR.  CX.  261-266. 

£.  DE  JoNQUiERES.  J^Cflt  posthume  de  Descartes  sur  les 
polyfedres.     c.  r.  CX.  315-317. 

E.  DE  JoNQUiERES.  Note  sur  un  memoire  pr^sen^  qui 
contient,  avec  le  texte  complet  et  revu  de  T^crit  post- 
hume de  Descartes:  ^De  solidorum  elemeutis^,  la  tra- 
duction  et  le  commeutaire    de  cet  Ouvrage.     c.  R.CX. 

G77-G80. 

In  (1)  wird  hingewiesen  auf  eine  Stelle  in  Descartes'  Werken 
(Ausgabe  von  1860,  Bd.  II,  214),  aus  welcher,  in  Verbindung 
mit  einer  anderen  (II,  216),  folge,  dass  Descartes  schon  etwa 
130  Jahre  vor  Euler  dessen  berühmten  Hauptsatz  von  den  Viel- 
flächnern  gekannt  und  benutzt  habe.  In  (2)  wird  dann  dar- 
gethan,  dass  D.  diesen  Satz  selbst  und  bestimmt  ausgesprochen 
habe  (II,  218),  so  dass  er  künftig  der  Euler- Descartes'sche  Satz 
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heissen  mQsse,  wie  Übrigens  schon  Baltzer  nachgewiesen  (1861). 
Aafsatz  (3)  enthält  die  Begleitworte  zu  dem  wörtlichen  und  zum 
Teil  yerbesserten  Abdruck  der  betreffenden  Arbeit  von  Descartes. 

Tn. 

E.  DB  JoNQUiBRBS.     Note  sur  le  thdor^aie  d'Euler  dans  la 
thdorie  des  polyfedres.   c.  r.  cx.  169-173. 

Gegen  Euler's  Satz  von  den  Vielflächnern  (1752)  hat  Lhuilier 
drei  Einwände  erhoben  (1813  mitgeteilt  durch  Gergonne);  diese 
Einwände  entkräftet  hier  der  Verf.  Tn. 


E.  DB  JoNQUiERES.  Ecrit  posthume  de  Descartes  intitul^ 
„de  solidorum  elementis^.  Texte  latin,  revu  et  accom- 
pagn^    de    quelques    notes  explicatives.     Bibi.  Math.  (2) 

IV.  43-55. 

Unter  den  nachgelassenen  Handschriften  von  Descartes  be- 
fand sich  auch  eine  Abhandlung  zur  Polyedrometrie  mit  dem 
Titel:  „De  solidorum  elementis''.  Das  Originalmanuscript  dieser 
Abhandlung  ist  jetzt  verloren  gegangen,  aber  wir  besitzen  noch 
eine  von  Leibniz  um  1675  verfertigte  Abschrift,  welche  1860  von 
Foucher  de  Careil  herausgegeben  worden  ist.  Da  aber  der  Text 
dieser  Ausgabe  an  mehreren  Stellen  verstümmelt  ist,  hat  Herr 
de  Jonquieres  es  unternommen,  eine  berichtigte  Textaugsabe  zu 
besorgen  und  die  schwer  verständlichen  Stellen  mit  erläuternden 
Anmerkungen  zu  versehen.  Die  Abhandlung  von  Descartes  ist  be- 
sonders dadurch  merkwürdig,  dass  die  bekannte  Euler'sche  ße- 
lation  zwischen  der  Anzahl  von  Ecken,  Flächen  und  Kanten  eines 
Polyeders  schon  hier  aufgestellt  und  bewiesen  ist:  sie  enthält 
anch  verschiedene  Sätze  über  die  fünf  regelmässigen  und  über 
neun  der  13  Archimedischen  Polyeder.  E. 


A.  VON  BbaunmOhl.     Notiz  über  die  ersten  Kegelschnitt- 
zirkel.    Schlömilch  Z.  XXXV.  Hl.  A.  161-165. 

Vier  Eegelschnittzirkel  werden  beschrieben  und  abgebildet: 

ForUeb.  0.  Uafh.  XZn.  1.  4 
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der  erste  von  Barocius  (1586),  der  zweite  yon  Tiene  (Ende  des 
16.  Jh.)).  der  dritte  von  dem  bekannten  Chr.  Seheiner  (1614),  der 
vierte  von  Bramer  (1684).  Tn. 


S.  DiCESTEiN.     Hoene-Wronski's  Phoronomie,   Deokschr.  d. 

Pos.  Oes.  d.  Freunde  d.  Wies.  XVII.  1-10.  (Polnisch.) 

Der  Verfasser  untersucht  hier  die  von  Transon  (F.  d.  M.  VI. 
1874.  237)  angeregte  Prioritätsfrage  in  Bezug  auf  die  Idee  einer 
reinen  Bewegungslehre.  Transon  hat  diese  Frage  für  Wronski 
gegen  Ampöre  entschieden.  Er  wusste  aber  nicht,  dass  Wronski 
selbst  die  Idee  der  Phoronomie  auf  Kant  (Metaph.  Anfangs- 
gründe der  Naturlehre)  zurückfahrt,  und  dass  auch  Gamet 
gleichzeitig  mit  Wronski  ganz  ähnliche  Gedanken  geäussert  hat. 
Die  Erörterung  dieser  Sache  bildet  den  Inhalt  dieses  kleinen 
Aufsatzes.  Dn. 


A.  Kiel.       Geschichte     der     absoluten   Masseinheiten. 

Pr.  Kgl.  Gymn.  Bonn.  Schuljahr  1889-90.  24  S.  4P. 

Nach  einer  Erklärung  des  Begriffes  der  absoluten  Massein- 
heiten werden  diese  in  solche  im  weiteren  Sinne  oder  Fundamental- 
einheiten und  in  solche  im  engeren  Sinne  oder  abgeleitete  absolute 
Masse  unterschieden.  Darauf  folgt  die  Geschichte  einer  jeden 
Gruppe  dieser  Einheiten.  Bei  den  Fundamentaleinheiten  (S.  3-13) 
wird  das  System  der  alten,  insbesondere  der  babylonischen  Zeit 
und  dann  das  der  neueren,  mit  Huygens  (1658)  beginnenden  Zeit 
besprochen,  ausführlicher  die  Festsetzung  und  Einführung  der 
metrischen  Masse.  Bei  der  geschichtlichen  Entwickelung  der 
zweiten  Gruppe  (S.  13-24)  werden  die  Bemühungen  und  Erfolge 
von  Fourier,  Gauss,  Maxwell,  Weber  und  der  British  Association 
dargethan.  Tn. 

G.  Karsten.     Die  internationale  General- Conferenz  für 
Mass    und  Gewicht    in    Paris    1889,      Rectoratsrede. 

Kiel.  Ünivers.-Bochh.  Panl  Toeche.  23  S.  8^ 
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O.  Rothnick.     Darstellung   der  Entwickelung  der  Ge- 
setze des  Stosses  von  Cartesius  an.     Pr.  Bitter-Ak.  Bran- 

deobarg  a.  H.  Schaljahr  1889-90.  11  8.  4<». 

Berichtet  zuerst  von  den  missloDgeneo  Versachen  Descartes*, 
die  Gesetze  des  Stosses  festzustellen  (1692),  und  von  seinen  miss- 
glQckten  Abweisungen  der  erhobenen  Einwände,  dann  (S.  4)  von 
den  Bestrebungen  eines  Fabri,  Borelli  und  Marci,  hierauf  aus- 
führlicher (S.  5  ff.)  von  den  naturgemässen  Aufstellungen,  welche 
HaygenSf  Wallis,  Wren  machten.  Tn. 


DwBLSHAUVERS  -  Dkry.      Sur    une    notice    biographique 
relative  k  G.  H.  Uibn.     Beig.  Bull.  (3)  xx.  132-137. 

In  einer  Hirn'schen  Arbeit  aus  dem  Jahre  1854  behauptet 
dieser  Physiker  das  Prineip  der  Aequivalenz  von  Wärme  und 
Arbeit  in  einem  besondern  Falle  gefunden  zu  haben,  bevor  er 
die  von  Mayer  erhaltenen  Resultate  kennen  gelernt  hatte. 

Mn.  (Lp.) 

Noble.      Mechanical  science.      Opening  address.     Nature 

XLIL  499-507. 

Der  Eröffnungsvortrag  der  Section  für  Mechanik  bei  der 
Brit  Ass.  in  Leeds  beschäftigt  sich  mit  den  Aenderungen  der 
Aosrflstung  und  Ausstattung  der  Kriegsschiffe,  welche  die  mo- 
derne Technik  seit  dem  Krimfeldzuge  hervorgerufen  hat. 

Lp. 

Bertbelot.     Sur  Thistoire  de  la  balance  hydrostatique 
et    de   quelques   autres   appareils  et  proc^dös  scienti- 

fiques.     0.  R.  CXI.  935-941. 

Führt  Stellen  aus  Handschriften  des  13.  und  des  12.  sowie 
ans  einem  Gedichte  des  4.  oder  5.  Jahrhunderts  an,  durch  welche 
der  Gebrauch  der  hydrostatischen  Wage  im  Mittelalter  und  im 
Altertum  erwiesen  wird,  ebenso  der  des  Aräometers,  entnimmt 
aus  einer  Handschrift  des  10.  Jh.  die  specifischen  Gewichte  von 

4* 
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6  Metallen,  erweist  unser  Wort  „Bronze^  als  von  Brundisiam 
herstammend  nach,  zeigt  endlich  die  sogenannte  „Cardanische  Auf- 
hängung^ als  in  einer  Handschrift  des  12.  Jahrhunderts  vor- 
kommend  und  das  wörtliche  Uebereinstimmen  mancher  Recepte 
dieser  Handschrift  mit  Stellen  des  Leydener  Papyrus.         Tn. 


E.  Lampb.     Litterarische  Notiz  über  den  Körper  grösster 

Anziehung.      Berl.  Phya.  Ges.  Verh.  IX.  78-79. 

Mitteilung  der  Stelle  aus  den  M6m.  Sav.  Etr.  I.  175  (1750), 
wo  der  Marquis  de  Saint-Jacques  diesen  Körper  behandelt 

Lp. 

E.  WiEDEMANN.     Zur  Geschichte  der  Brennspiegel. 

WiedemaDD  Ann.  (2)  XXJCIX.  110-130. 

Nachdem  der  Verfasser  die  Spärlichkeit  sowohl  der  phy- 
sikalischen Experimente  des  Altertums  als  der  Litteratur  Qber  die 
physikalischen  Kenntnisse  der  Griechen  und  Araber  besprochen, 
wendet  er  sich  der  Lebensbeschreibung  des  hervorragendsten 
Optikers  der  Araber,  Ibn  al  Haitam,  und  der  Aufzählung  seiner 
zahlreichen  Werke  nebst  deren  Bearbeitungen  zu.  Näher  ein- 
gegangen wird  auf  seine  Schrift  über  sphärische  und  auf  die 
über  parabolische  Hohlspiegel  und  deren  Inhalt  in  folgendem 
zusammengefasst:  Ibn  al  Haitam  kennt  die  Lage  des  Brenn- 
punktes, ebenso  die  Läogsab weichung  der  sphärischen  Spiegel 
und  construirt  stark  wirkende  Hohlspiegel  durch  Aneinander- 
fügen verschiedener  Kugelzonen  von  passender  Krümmung.  Des- 
gleichen ist  er  mit  den  Eigenschaften  der  parabolischen  Spiegel 
wohl  vertraut.  Das  bedeutendste  Verdienst  Ibn  al  Haitam's  be- 
steht darin,  dass  er  die  optischen  Kenntnisse  des  Altertums,  durch 
eigene  Forschungen  vertieft  und  erweitert,  dem  Abendlande  über- 
mittelt hat.  Nach  einer  ausführlichen  Mitteilung  bibliographischer 
Notizen,  optische  Arbeiten  des  Altertums  und  des  Mittelalters 
betreffend,  wird  zum  Schlüsse  noch  die  Frage,  ob  Roger  Baco 
Teleskope  mit  Linsen  gekannt  habe,  verneint.  Mb. 
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E.  WiBDKMANN.     ZuF  Gescbichte  der  Lehre  vom  Sehen. 

Wiedemann  Ann.  (2)  XXXIX.  470-474. 

Voo  den  zwei  Hauptansichten  des  Altertums  über  das  Zu- 
standekommen  des  Sehens,  der  Platonischen,  nach  welcher 
tastende  Strahlen  vom  Auge  zu  den  Objecten  gehen,  und  der 
Aristotelischen,  nach  welcher  umgekehrt  Strahlen  von  den  Gegen- 
ständen in  das  Auge  gesandt  werden,  war  die  erstere,  gestützt 
dorch  die  Autorität  des  Euklid  und  Ptolemaeus,  für  viele  Jahr- 
hunderte die  allein  geltende.  Wiedemann  widerlegt  nun  die 
Meinung,  nach  welcher  Ihn  al  Haitam  (f  1038)  zuerst  wieder 
die  Anschauung  des  Aristoteles  zu  Ehren  gebracht  hat,  indem  er 
zeigt,  dasB  bereits  dessen  Vorgänger  AI  Färäbi  (870-950),  AI 
Rmi  (t  923  oder  932),  Avicenna  (f  1037)  und  die  Schriften  der 
lauteren  Brdder  (10.  Jahrh.)  sich  zu  dieser  richtigen  Anschauung 
bekannten.  Aber  erst  Averroes  (f  1198)  dringt  darauf,  dass  der 
oft  aus  Bequemlichkeit  —  auch  von  Ibn  al  Haitam  —  noch  be- 
nutzte Ausdruck  „Sehstrahlen^  gänzlich  vermieden  werden  solle. 

Mb. 


E.  Wiedemann.      Ueber  das  Sehen    durch    eine  Kugel 

bei  den   Arabern.     Wiedemann  Ann.  (2)  XXXIX.  565-576. 

Die  Arbeit  nimmt  Bezug  auf  eine  Notiz  Schellbach's,  welche 
dieser  in  Poske  Z.  IL  291  im  Anschluss  an  seine  darstellende 
Optik  S.  17  unter  dem  Titel  „Ueber  eine  unbekannte  Eigen- 
schaft der  Convexlinsen**  gegeben  hatte.  Es  handelt  sich  um 
die  Tbatsache,  dass  ein  Auge  hinter  einer  Linse  in  gewissen 
Fällen  als  Bild  eines  Punktes  einen  Punkt  und  eine  Kreislinie 
sieht  Wiedemann  zeigt,  dass  dies  schon  zwei  arabischen  Ge- 
lehrten, welche  sich  mit  dem  Studium  des  Regenbogens  beschäf- 
tigten, bekannt  gewesen  sei.  Der  eine,  ein  Gommentator  der 
Optik  des  Ibn  al  Haitam,  war  vielleicht  Kamäl  ed  Diu  Abu  al 
Hasan  al  Färisi,  der  andere  war  Eotb  ed  Diu  Abu  al  Tanä.  Als 
bemerkenswert  sei  hervorgehoben,  dass  jener  Gommentator  das 
Entstehen  des  Regenbogens  ähnlich  wie  wir  heute  erklärt;  ferner 
die  Erkenntnis,   dass  an  einer  brechenden  Kugel   der  Einfalls- 
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und  Austrittswinkel  in  die  Luft  gleich  sind,  dass  ein  Strahl  auf 
demselben  Wege  hin-  und  zurOcklaufen  kann,  und  dass  parallele 
in  derselben  Ebene  einfallende  Strahlen  sich  je  nach  der  Grösse 
ihres  Einfallswinkels  innerhalb  der  Kugel,  auf  ihrer  Oberfläche, 
oder  ausserhalb,  alle  aber  die  Axe  hinter  der  Kugel  schneiden. 
Die  hieraus  sich  ergebenden  Brechungserscheinungen,  von  denen 
eine  die  am  Anfange  dieses  Referats  angegebene  ist,  werden  ge- 
folgert und  durch  zwei  Versuche  geprüft.  Die  Darstellung  in 
der  Abhandlung  ist  nicht  durchweg  klar,  die  Terminologie  mehr- 
mals verschwommen  und  die  eine  beigegebene  Figur  wenigstens 
in  einigen  Punkten  fehlerhaft,  so  dass  die  Identität  des  arabischen 
Versuchs  mit  demSchellbach'schen  nicht  ohne  weiteres  einleuchtet. 
(Vergl.  hierzu  Poske  Z.  III.  301  und  IV.  111).  Mh. 


B.  GObne.     Abriss  der  Geschichte  der  Elektricität. 

Pr.  Neust.  Realgymn.  Dresden  1889-90.  29  S.  A9, 

In  vier  Abschnitte  (S.  1;  12;  20;  23)  ist  der  Stoff  verteilt: 
1)  Leistungen  bis  Galvani;  2)  Entdeckungen  von  Galvani,  Volta, 
Davy  u.  a.  bis  1820;  3)  Entwickelung  der  Elektrodynamik; 
4)  Thatsachen  und  Bedingungen  der  Induction.  Zahlreiche  ge- 
naue Litteraturnachweise  erhöhen  den  Wert  der  gedrängten  Ar- 
beit. Tn. 


R.  Wolf.     Handbuch  der  Astronomie,  ihrer  Geschichte 
und  Litteratur.     In  zwei  Bänden.     Erster  Halbband. 

Zürich.  F.  Schulthess.  XVH-384S.  gr.  8°. 

Das  neue  Handbuch  der  Astronomie  verfolgt  einen  ähnlichen 
Zweck  und  ist  auch  in  der  Ausführung  ähnlich  angelegt  wie  das 
bekannte  vor  zwanzig  Jahren  erschienene  „Handbuch  der  Mathe- 
matik, Physik,  Geodäsie  und  Astronomie"  desselben  Verfassers. 
Das  auf  4  Bücher,  in  4  Halbbänden,  bemessene  Werk,  dessen 
erstes  Buch  hier  vorliegt,  verfolgt  einen  doppelten  Zweck.  Ein- 
mal soll  es  gleichsam  eine  Einführung  in  das  Studium  der  Astro* 
nomie  sein,  welche  dem  Studirenden  einen  durch  lange  Erfahrung 
erprobten  und  bewährten  Weg  zeigt,  der  ihn  sicher  auf  die  Höhe 
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der  WiBsenschaft  führt;  zweitens  soll  das  Werk  den  Fachgenossen 
als  handliches  llachschlagebuch  dienen. 

Das  erste  Buch  giebt  nach  einem  einleitenden  Capitel  über 
die  Aufgabe  der  Astronomie  eine  gedrängte  Uebersicht  über  die 
Geschichte  dieser  Wissenschaft  (S.  6-50)  und  macht  dann  den 
Stodirenden  mit  den  einem  Astronomen  nötigen  Vorkenntnissen 
aus  der  Arithmetik,  Geometrie,  Mechanik  und  Physik  bekannt. 
Die  ^Arithmetik''  (S.  51-138)  umfasst  die  Elemente  der  Arith- 
metik, der  Algebra,  der  Reihen,  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung und  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate;  die  „ Geo- 
metrie'' (S.  139-259)  enthält  Planimetrie,  Trigonometrie,  Ele- 
mente der  analytischen  Geometrie  der  Ebene,  Stereometrie,  die 
Elemente  der  Theorie  der  Raumcurven  und  der  krummen  Flächen 
und  die  Lehre  von  den  verschiedenen  Projectionen;  die  Mechanik 
(S.  260-283)  behandelt  kurz  die  Elemente  der  Theorie  der  Kräfte 
und  der  Bewegungen,  besonders  die  Centralbewegung,  die  wich- 
tigsten Principien  der  Mechanik,  die  Rotation,  die  Brachistochrone 
und  Isochrone  und  die  Anziehung  des  Ellipsoids;  die  „Physik" 
(S.  284-380)  bringt  Grundbegriffe  der  Physik,  das  Pendel  mit 
Anwendungen,  einiges  aus  der  Hydraulik  und  Pneumatik,  die 
Hypsometrie,  die  Wellenlehre,  die  Theorie  der  optischen  Instru- 
mente, die  Hauptsätze  der  Wärmelehre  und  einige  Anwendungen 
der  Lehre  vom  Magnetismus  und  der  Elektricität.  Alle  diese  ein- 
leitenden Lehren  sind  mit  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  in  der 
Astronomie  ausgewählt.  Ueberall  tritt  neben  der  kurzen  Ein- 
fhhning  in  die  Theorie  das  historische  Moment  wesentlich  hervor. 
Die  Anmerkungen  zu  den  einzelnen  Paragraphen  enthalten  eine 
FfiUe  litterarisch-historischer  Notizen. 

Das  zweite  Buch  wird  eine  ^Einleitung  in  die  Astronomie'^ 
geben,  das  dritte  eine  „Theorie  der  Instrumente  und  Messungen", 
das  yierte,  als  Krönung  des  Ganzen,  die  „Mechanik  und  Physik 
des  Himmels^  behandeln.  M. 


J.  Oppbkt.     Ud  annuaire  astronomique  chald^en,  utilisd 
par  Ptol^na^e.     0.  B.  OXL  716-721. 
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Im  britischen  Museum  liegen  Keilschriftberichte  über  Planeten- 
steliuDgen  und  Mondfinsternisse  aus  dem  Jahre  522-521  y.  Chr., 
Berichte  von  grosser  Wichtigkeit,  weil  sie  einerseits  mit  Angaben 
des  Almagest  sich  decken  und  genaue  Daten  ftir  die  Zeit  des 
Eambyses  liefern,  andererseits  die  von  Le  Verrier  gegebenen 
Elemente  der  Mondberechnung  grossartig  bestätigen.  Oppert 
giebt  eine  Uebersetzung  des  ActenstUckes,  das  Ergebnis  zwanzig- 
jähriger Forschung.  Tn. 

W.  M.  Pagk.  New  light  from  solar  eclipses;  or 
chronology  corrected  by  the  rectification  of  errors  in 
the  reeeived  astroDoinical  tables.      With  an  introduc- 

tion  by  the   Rev.   J.   Brookes.       St.  Louis.    Bams  Publishing 
Co.  [Nature  XLI.  529-531.) 

Das  Werk  eines  Theologen,  dessen  „Theorie  irrig  in  ihren 
Begriffen  und  nicht  gewährleistet  in  ihrer  Anwendung"  ist. 

Lp. 

W.  E.  Plummer.     The  eclipse  of  Thaies.      Natura   XLii. 

390-391. 

Zurückweisung  der  durch  Hrn.  Page  in  dem  eben  erwähn- 
ten Werke  getroffenen  Bestimmung  (8.  Juli  597  v.  Chr.  statt  585 
nach  Hind  und  Newcomb.)  Lp. 


J.  D.  Lucas.     L'astronomie  ä  Babylone.     Rev.  des  Qnest. 

sc.  XXVIII.  450-483. 

Darstellung  der  Untersuchungen  der  Herren  Strassmaier  und 
Epping.  1)  Berechnung  des  Neumonds  bei  den  Chaldäern. 
2)  Mondephemeriden  der  Chaldäer.  (Vgl.  F.  d.  M.  XXL  1889.  44). 

Mn.  (Lp.) 

Frikdrich     Müller.       Die     Chronologie     des     Simeon 

V 

Sangläwäjä    nach    den    drei    Berliner    Handschriften 

dargestellt.      Diss.  Leipzig.  70  S.  8^ 
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A.  Krabmer.     De  Manilii  qui  fertur  astronomicis.     Inest 
de  imperatoribus  Romanis  in  siderum  numernm  relatis 

disputatio.     Dias.  Marbarg.  71 S.  8^ 


S.    H.   Barbbrena.      Tratado    elemental    del    calendario 

musülmän.     San  SaWador  1890.  4  +  98  +  1  S.  S». 

Enthält  eine  aasfQhrliehe  Darstellnng  der  mohammedanischen 
Zeitrechnung.  Als  Einleitung  dient  eine  Notiz  über  die  Zeit- 
rechnung der  Araber  vor  Mohammed;  dann  folgt  die  Auseinander- 
setzung des  mohammedanischen  Kalenderwesens  und  Herleitung 
Ton  Formeln,  welche  den  Uebergang  vom  mohammedanischen 
zum  julianischen  oder  gregorianischen  Kalender  und  yice  versa 
ermöglichen.  Einige  historische  Noten  und  chronologische  Ta- 
bellen sind  der  Darstellung  beigefügt.  E. 


HuBs's  Treatise  on  the  globes  (1592).  Edited  by  Cle- 
ments K.  MaRKHAM.  London.  Reprinted  by  the  Haklnyt  So- 
ciety (1889).    [Natare  XLI.  459-460.] 


A.  Breusing.     Die  nautischen  Instrumente   bis  zur  Er- 
findung des  Spiegelsextanten.      Bremen.  Silomon.  46  S.  8^ 

Zuerst  wird  der  Schiffskompass  besprochen,  dessen  praktische, 
den  ungehinderten  Gebrauch  erst  eigentlich  ermöglichende  Ein- 
richtung —  Befestigung  der  Strichrose  auf  der  Magnetnadel  — 
der  Verfasser  dem  Amalfitaner  Flavio  Gioja  zuzuschreiben  ge- 
neigt ist.  Auch  ttber  den  Ursprung  der  „cardanischen*'  Auf- 
hingung, sowie  ttber  die  Vorrichtungen,  mittels  deren  man  den 
Kompass  zur  Uhr  umzugestalten  suchte,  werden  wir  orientirt. 
Jener  Burrus,  der  die  erste  Isogonenkarte  anfertigte,  war  nicht, 
wie  der  Berichterstatter  vermutete,  ein  Engländer  Borougb,  son- 
dern ein  Italiener  Namens  Borri.  Hierauf  wendet  sich  die  Dar- 
stellung der  Logge  zu;  gedacht  an  eine  Messung  des  vom  Schiffe 
zurückgelegten   Weges    scheint   zuerst   der    bekannte   Nicolaus 
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Cusanus  zu  haben,  aber  wirklich  beschrieben  wird  die  gewöhn- 
liche Logge  erst  1577  von  Bourne.  Die  „Hinterteilskette^,  von 
der  bei  der  Magelhaens'schen  Erdumsegelung  die  Bede  ist,  war 
nur  ein  Hölfsmittel  zum  Messen  der  „Abtrift.^  Zu  den  Beobach- 
tuDgsinstrumenten  übergehend,  schildert  der  Verfasser,  dessen 
klaren  Darlegungen  anschaulich  gezeichnete  Figuren  zur  Stütze 
dienen,  das  Astrolabium,  den  die  Genauigkeit  der  Ablesung  um 
das  Doppelte  vergrössernden  Seering,  sowie  den  Davisquadranten 
und  die  überaus  mannigfaltigen  Formen,  unter  denen  der  soge- 
nannte „Jakobsstab*'  im  15.,  16.  und  17.  Jahrhundert  auftrat 
Herr  Breusing  scheidet  scharf  den  bloss  geometrischen  Gebrauch 
des  Gradstockes  vom  astronomischen  und  erblickt  in  Regiomontau 
den  Neuerer,  der  zuerst  mit  diesem  Werkzeuge  himmlische 
Distanzen  bestimmt  habe;  nach  neueren  Ermittelungen  des  Re- 
ferenten muss  indessen  auch  der  Anwendung  dieses  Instrumentes 
in  der  eigentlichen  Sternkunde  ein  höheres  Alter  zuerkannt 
werden.  Gr. 


S.  Günther.      Die    erste   Anwendung    des  Jakobsstabes 
zur  geographischen  Ortsbestimmung.     Bibi.  Math.  (2)  iv. 

73-80. 

Als  Erfinder  des  Jakobsstabes  oder  des  „Baculus  astrono- 
micus''  war  bis  vor  kurzem  Regiomontanus  angesehen  worden; 
aber  Herr  Günther  hat  in  einer  früheren  Notiz  gezeigt,  dass 
dieses  Instrument  schon  um  die  Mitte  des  XV.  Jahrhunderts  be- 
kannt war.  In  dem  jetzt  zu  besprechenden  Aufsatze  beabsich- 
tigt er,  die  beiden  folgenden  Fragen  zu  beantworten: 

I.  Wer  hat  den  Jakobsstab  zuerst  erfunden,  resp.  zuerst 
zu  astronomischen  Beobachtungen  verwendet? 

IL  Ist  es  wirklich  Martin  Behaim  gewesen,  der  dieses  In- 
strument in  die  Nautik  einführte,  d.  h.  Beobachtungen  der  Mittags- 
höhe der  Sonne  mit  demselben  vorzunehmen  lehrte? 

Die  erste  Frage  wird,  wenn  auch  nicht  endgültig,  erledigt  durch 
Hinweisung  auf  eine  Schrift  über  den  Jakobsstab,  die  von  Levi  ben 
Gerson   in   der    ersten    Hälfte  des   XIV.  Jahrhunderts   verfasst 
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ist,  and  in  welcher  die  Anwendung  des  Jakobsstabes  zu  astro- 
nomischen Beobachtungen  gezeigt  wird. 

Die  zweite  Frage  muss  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  bejaht 
werden,  und  der  Verf.  beruft  sich  dabei  auf  eine  portugiesische 
Bearbeitung  der  „Sphaera  materialis"  des  Sacrobosco,  woraus 
hervorzugehen  scheint,  dass  Behaim  die  Seeleute  Portugals  in 
der  Handhabung  des  Jakobsstabes  unterwies.  £. 


J.  Thirion.    L'astronomie  sidörale.    Rev.  des  Quest.  sc.  xxvii. 

88-136. 

Systematische  und  historische  Darstellung  unseres  Wissens 
von  dem  Glänze,  der  Farbe,  der  Veränderlichkeit,  der  Eigen- 
bewegung und  der  Entfernung  der  Sterne.  Mn.  (Lp.) 


E.  Sang.     On  last-place  errors  in  Vlacq.    Natare  xlii.  593. 

Nach  einer  Besprechung  der  bezüglichen  Fehler  wird  ihre 
Anzahl  auf  270  bestimmt.  Lp. 


S.  Dickstein.     Die  logarithmischen  Canones  von  Hoene- 

Wronski.     WarBcbau.  aOS.  80  m.  6  Taf.  (Pokisch.) 

Die  zuerst  im  Jahre  1827  von  Wronski  herausgegebenen 
.Canons  de  logarithmes^  unterscheiden  sich  von  allen  bekannten 
logarithmischen  Tafeln  (vgl.  jedoch  D.  Biddle  in  Ed.  Times 
XLVIII,  F.  d.  M.  XX.  1888.  1287.  Lp.)  durch  ihre  merkwürdige 
Einrichtung,  welche  es  erlaubt,  den  ganzen  Inhalt  jeder  Logarith- 
mentafel auf  ein  einziges  Blatt  aufzunehmen.  Der  Canon  No.  1 
enth&lt  Logarithmen  mit  4  Decimalstellen,  die  NNo.  1^%  2  und 
3  Log.  mit  5,  No.  3^^*  mit  6,  endlich  No.  4  Log.  mit  7  Decimal- 
stellen. 

Der  Text  Ton  Wronski  ist  vom  Herausgeber  vereinfacht  und 
gek&rzt  worden,  auch  wurde  die  Auffindung  der  zum  gegebenen 
Logarithmus  gehörigen  Zahl  (welche  Aufgabe  bei  Wronski  fehlt) 
durch  Beispiele  erläutert.  Dn. 
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S.  Dickstein.      Die    logarithmische  Tafel    von    Hoene- 

Wronski.      Warschau  1890.  8«.  15  S.  (Polnisch.) 

Enthält  den  Canon  No.  3  der  grösseren  Ausgabe  mit  erläutern- 
dem Text.    (Vgl.  das  vorige  Referat).  Dn. 


H.  Schubert.     The    squaring  of  the   circle.      Smithaooiao 

Inst  Rep.  (1890.)  97-120.  [Qebersetzung.  Vgl.  F.  d.  M.  XX.  1888.  33.] 


W.  C.  WiNLocK.     Progress  of  astronomy  for  1889,  1890. 

Smithsonian  Inst.  Rep.  (1890.)  121-182. 
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Philosophie  und  Pädagogik. 

A.   Philosophie. 

O.  Heymans.  Die  Gesetze  and  Elemente  des  wissen- 
schaftlichen Denkens.  I.  Leiden.  S.  C.  van  Doesbargh.  Leip- 
zig. 0.  Harrassowitz.  270  8.  8^. 

Hr.  Heymans  bietet  in  seinem  leicht  verständlich  geschrie- 
benen Werke  dem  Nichtphilosophen  ein  Lehrbuch  der  Erkenntnis- 
theorie, dem  Philosophen  eine  durch  Beispiele  erläuterte  Ab- 
handlung über  die  Methode.  Aufgabe  der  Erkenntnistheorie  ist 
ihm  die  exacte,  durch  empirische  Untersuchung  des  gegebenen 
Denkens  zu  ermittelnde  Feststellung  und  Erklärung  der  causalen 
Beziehungen,  welche  das  Auftreten  von  Ueberzeugungen  im  Be- 
wusstsein  bedingen.  Die  Methode  ist  die  empirisch -psycho- 
logische Forschung.  Die  einfachsten  Verbindungsgesetze  unserer 
Urteile  werden  aufgesucht,  ihre  Geltung  in  der  gegebenen  Welt 
gerechtfertigt,  die  elementaren  Ueberzeugungen  in  den  einzelnen 
Wissenschaften   durchmustert  und    begründet.    Der  vorliegende 
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erste  Band  gelangt  bis  zur  Phoronomie  oder  Kinematik.  Die 
Untersuchung  über  die  allgemeinen  Thatsachen  des  logischen 
Denkens  gestaltet  sich  zu  einer  Art  formaler  Logik,  zu  einer 
Urteils-  und  Schlusslehre,  in  der  psychologische  Thatsachen 
klassificirt  werden.  In  der  sich  daran  anschliessenden  kritischen 
Erörterung  des  Problems  der  Gültigkeit  der  Denkgesetze  im  Be- 
reiche der  Wirklichkeit  verwirft  Heymans  die  empiristische 
Theorie,  deren  hervorragendster  Vertreter  St.  Mill  ist.  So  weit 
unser  Wissen  auf  Abstraction  beruht,  ist  seine  Quelle  die  Er- 
fahrung, aber  die  logischen  Gesetze  werden  von  dem  Geiste  nicht 
aus  der  Erfahrung  geschöpft,  sondern  in  dieselbe  hineingetragen. 
Ebensowenig  befreundet  sich  Heymans  mit  der  geometrischen 
Theorie  A.  Lange's  und  Eroman's,  logische  Gesetze  auf  Raum- 
gesetze reduciren  und  hieraus  den  apodiktischen  Charakter  der- 
selben erklären  zu  wollen.  Ein  nicht  schon  logisch  organisirtes 
Wesen  könnte  aus  den  Raumfiguren,  die  zur  Erläuterung  logischer 
Gesetze  dienen,  die  logischen  Gesetze  niemals  schöpfen.  Die 
Lösung  des  Problems  liegt  in  der  Erkenntnis,  dass  das  logische 
Denken  sich  zwar  scheinbar  auf  die  Erscheinungen,  thatsächlich 
aber  nur  auf  die  durch  das  Denken  in  Urteile  umgesetzten  Er- 
scheinungen bezieht.  —  Die  Untersuchungen  über  die  arithmeti- 
schen Elementarurteile  führen  zu  einer  Charakteristik  des  Zahl- 
begriffs in  seiner  grundlegenden,  durch  das  Zählen  bestimmten 
Form  und  in  abgeleiteten  Formen.  Die  Erklärung  der  Apodikti- 
cität  und  Geltung  des  arithmetischen  Urteils  führt  ebenfalls  zu 
einer  Kritik  der  empiristischen  Theorie  MilPs,  der  die  Existenz 
reiner  Zahlen  leugnet,  sowie  der  geometrischen  Theorie  Eroman's 
und  der  Ableitung  der  Zahl  aus  der  Zeit,  die  übrigens  schon 
Kant  versucht  hat.  Heymans  stellt  eine  Art  linguistischer  Theorie 
auf:  Der  Anfang  des  Rechnens  ist  das  Zählen.  Dieses  erfolgt 
durch  eine  gedächtnismässige  Verbindung  von  Lauten  in  be- 
stimmter Reihenfolge  und  die  successive  Verbindung  dieser  Laute 
mit  vorliegenden  Objecten.  Auf  diese  willkürlich  gewählten, 
aber  fest  gewordenen  Laute  beziehen  sich  sämtliche  Sätze  der 
reinen  Arithmetik.  Die  apodiktische  Gewissheit  der  arithmeti- 
schen Sätze  aber  bietet  kein  Problem,   da  dieselben  analytisch 
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sind.  Ihre  Anwendung  auf  die  Wirklichkeit  geschieht  entweder 
durch  directe  Z&hlung  wirklicher  Objecte;  dann  sind  die  Sätze 
a  posteriori,  und  ihre  Gültigkeit  ist  selbstverständlich;  oder  die 
arithmetischen  Urteile  werden  auf  Thatsachen  angewandt  Hier 
rechtfertigt  sich  ihre  Anwendbarkeit  ebenso  wie  bei  den  logischen 
Gesetzen,  weil  sie  sich  nicht  auf  die  Naturerscheinungen  selbst, 
sondern  nur  auf  die  Auffassungsweisen  derselben  beziehen.  — 
In  der  Untersuchung  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  giebt 
Heymans  im  Anschluss  an  Riemann  und  v.  Helmhöltz  eine  Cha- 
rakteristik des  Raumbegriffs.  Den  Riemann-Helmholtz'schen  Ver- 
suchen verdankt  die  Erkenntnistheorie  die  Möglichkeit,  vollstän- 
dig und  genau  die  einfachen  synthetisch -apriorischen  Urteile  auf- 
zustellen, aus  deren  Verbindung  alle  geometrische  Gewissheit 
thatsächlich  entsteht.  In  der  Erklärung  der  Gewissheit  und  An- 
wendbarkeit der  geometrischen  Urteile  auf  die  Natur  rechnet 
Heymans  wiederum  mit  Mill  ab  und  entwickelt  die  Raumtheorie 
Eant's,  der  er  zugiebt,  dass  sie  einzig  und  allein  die  seit  Jahr- 
tausenden feststehende  Evidenz  des  geometrischen  Wissens  zu 
begründen  im  Stande  sei,  die  er  aber  mehr  fUr  ein  Postulat  als  f&r 
eine  Hypothese  gelten  lassen  will.  Den  psychologischen  Ursprung 
der  Ranmvorstellung  sucht  er  in  den  Bewegungsempfindungen 
und  acceptirt  die  Riehl'sche  Hypothese.  —  Die  zum  Schluss  kurz 
besprochene  Kinematik  bringt  im  wesentlichen  eine  Charakteristik 
des  Zeitbegriffs.  Eine  Hypothese,  die  dem  Gedanken  der  formal- 
subjectiven  Natur  der  Zeitvorstellung  einen  bestimmten  Inhalt 
giebt  und  es  möglich  macht,  dieselbe  an  den  Thatsachen  zu  veri- 
ficiren,  existirt  noch  nicht.  —  Der  Erkenntnistheorie  Heymans' 
fehlt  nach  dem  Urteil  des  Referenten  eine  Begriffslehre.  Nicht 
nur  im  Urteil,  sondern  in  der  Formung  des  Begriffs  oder  der 
Kategorie  liegt  die  logische  und  allgemein  gültige  Bestimmung 
der  Wirklichkeit  in  der  menschlichen  Erkenntnis.  Mi. 


P.  DU  Bois-Reymond.     Ueber  die  Grundlagen   der  Er- 
kenntnis in  den  exacten  Wissenschaften.     Tfibingen.  h. 

Lanpp.  VII  u.  130  S.  S». 
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Der  Schrift  F.  du  Bois-Reymond's  liegt  ein  Kolleg  desselben 
Yom  Winter  1887/8  zu  Grunde,  aus  dem  bereits  ein  Abschnitt 
(aber  die  Unbegreiflichkeit  der  Schwerkraft,  Phys.  Ges.  III  Jahrg. 
No.  14)  veröffentlicht  ist.  Herr  G.  Hauck  hat  aus  den  hinter- 
lassenen  Papieren  des  verstorbenen  Verfassers,  in  denen  die  Arbeit 
noch  nicht  im  druckreifen  Zustande,  aber  dem  Gedankeninhalte 
nach  völlig  klar  vorlag,  gestützt  auf  seine  durch  langjährige 
Freundschaft  gewonnene  Kenntnis  der  Anschauungen  P.  du  Bois- 
Reymond's  und  auf  Ratschläge  des  Herrn  Emil  du  Bois-Reymond, 
die  Herausgabe  fibernommen.  In  acht  Abschnitten  entwickelt  sich 
folgende  Gedankenreihe:  Nach  Inhalt  und  Ziel  lassen  sich  drei 
Forschungsrichtungen  in  den  exacten  Wissenschaften  unterschei- 
den, die  empirische,  mechanische  und  metamechanische.  Für 
die  zweite  Richtung  ist  die  Hauptsache  die  Aufsuchung  der  ein- 
fachsten Naturmechanismen  und  die  Synthese  oder  Construction 
des  Erscheinungsgebietes  aus  ihnen.  Die  Hypothese  stetiger 
RaamerfQllung  durch  die  Materie  wird  durch  das  Problem  der 
Berfibning  zweier  Körper,  durch  die  innere  Bewegung,  die  Vo- 
lumenveränderung und  die  Durchdringung  der  Substanzen  aus- 
geschlossen. Eine  stetige  Substanz  mflsste  unbeweglich,  un- 
durchdringlich und  absolut  hart  sein.  Man  muss  also  die  Sub- 
stanz als  porös  annehmen.  Und  zwar  nötigt  die  Durchsichtigkeit 
der  Körper,  die  Ausdehnung  durch  Wärme,  der  Uebergang  in 
die  verschiedenen  Aggregatzustände  etc.  zur  Annahme,  dass  die 
Substanz  aus  räumlich  getrennten  Substanzteilchen  besteht.  Die 
Körner  oder  Corpuskeln  der  Substanz  müssen  als  Träger  der 
Femkräfte  angesehen  werden.  In  einzelnen  Teilen  der  Physik, 
in  der  Statik  oder  der  analytischen  Mechanik  etc.  kommen  wir 
mit  der  Voraussetzung  homogen  stetiger  Körper,  Flächen  und 
Linien  oder  mit  Körperelementen  aus.  Im  übrigen  bedürfen  wir 
der  Corpuskeln.  Denkt  man  sich  nun  die  Corpuskeln  als  der 
uns  vertrauten  Körpersubstanz  gleich,  als  teilbar,  zusammen- 
druckbar  etc.,  so  bilden  sie  für  unsere  Vorstellung  nur  eine 
Station,  von  der  aus  die  Synthese  vieler  Erscheinungsgebiete 
gelingt,  regen  aber  dann  die  weitere  Speculation  an.  Werden 
die  Corpuskeln  dagegen  als  unendlich  klein  und  mit  den  Eigen- 
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Schäften  der  Kraft  und  Trägheit  aasgestattet  gedacht,  so  ge- 
langen wir  zur  Vorstellung  des  Atoms  und  haben  eine  Grund- 
lage für  die  Construction.  Die  ZurQckfQhrung  der  den  Atomen 
zugeschriebenen  Fernkräfte  auf  mechanische  Kräfte  gelingt  nicht. 
Das  fernwirkende,  mit  Beharrungsvermögen  ausgestattete,  frei  be- 
wegliche Wirkungscentrum  ist  der  einfachste  Naturmechanismus, 
den  wir  der  mechanisch-physikalischen  Synthese  zu  Grunde  legen 
können.  Doch  genügt  in  der  Molecularphysik  nicht  die  Annahme 
fernwirkender  Atome,  wie  sie  bei  den  Erscheinungen  der  Gravi- 
tation vorausgesetzt  werden;  es  muss  zu  der  Newton'schen  Fem- 
kraft, die  aller  Substanz  zukommt,  noch  eine  Art  von  Fem- 
wirkung  hinzugefügt  werden,  die  nur  in  nächster  Nähe  wirksam 
ist.  Zur  Erklärung  der  Erscheinungen  der  Capillarität,  des 
Widerstandes  der  Körper  gegen  Zusammendrfickung  und  Aus- 
dehnung müssen  die  Atome  mit  einer  Fernkraft  ausgerüstet 
werden,  die  unter  einer  gewissen  kleinen  Entfernung  Abstossung, 
in  grösserer  Entfernung  Anziehung  bewirkt.  Für  die  Erklärung 
der  krystallinischen  Structur  des  Festen  und  für  die  Construction 
der  Veränderung  des  Aggregatzustandes  genügt  auch  diese 
Annahme  noch  nicht.  Mindestens  muss  noch  die  Voraussetzung, 
dass  die  Intensität  der  Pernkräfte  und  der  Ort,  wo  sie  Null  ist,  von 
der  Temperatur  abhängig  ist,  hinzutreten  oder  auch  eine  eigen- 
tümliche Annahme  über  die  von  dem  Atom  ausgeübte  Kraft  ge- 
macht werden.  So  entsteht  die  Grundvorstellung  von  mindestens 
zwei  im  Räume  vorhandenen  verschiedenen  Arten  von  Sub- 
stanzen^  der  materiellen  Substanz  und  dem  Aether.  Die  Atome 
der  materiellen  Substanz  zeigen  ein  viel  grösseres  Beharrungs- 
vermögen und  üben  eine  unermesslich  viel  stärkere  Wirkung 
aus,  als  die  des  Aethers.  Betreffs  der  Wirkung  der  materiellen 
Atome  auf  einander  wird  angenommen,  dass  sie  sich  anziehen, 
oder  auch,  dass  sie  sich  abstossen;  zwischen  den  Atomen  des 
Aethers  besteht  Abstossung.  Die  Anziehung  zweier  Körper  wird 
direct  auf  die  materiellen  Substanzen,  oder  auf  die  Einwirkung 
der  materiellen  Substanz  in  dem  einen,  auf  den  Aether  im  an- 
deren zurückgeführt.  So  ergiebt  sich  der  Elementarmechanismus 
des  materiellen  Atoms  mit  seiner  Aetherhülle.    Die  AetherhüUen 
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stosseil  sich  gegenseitig  ab,  die  materiellen  Atome,  wenn  man 
will,  ebenso;  dagegen  ziehen  sich  die  AetherhQllen  und  die 
materiellen  Atome  gegenseitig  an.  Die  kinetische  Molecular- 
theorie  kommt  mit  diesen  Voraussetzungen  noch  nicht  aus.  Ihre 
Elementarmechanismen  sind  die  sich  nach  allen  Seiten  hin  und 
her  bewegenden  Gasteilchen,  die  sich  so  lange  fortbewegen,  bis 
sie  die  Wand  des  Gefässes,  in  welchem  das  Gas  eingeschlossen 
ist,  erreichen  oder  auf  ein  anderes  Gasteilchen  stossen.  Von 
beiden  prallen  sie  ohne  Geschwindigkeitsyerlust  ab.  Doch  ge- 
nügt auch  diese  Hypothese  nicht.  Den  Uebergang  der  strahlen- 
den Wärme  in  Erwärmung  und  umgekehrt  construirt  die  kineti- 
sche Gastheorie  ungenügend  oder  gar  nicht,  und  betreffs  des 
Wechsels  der  Aggregatzustände  lässt  sie  uns  ganz  im  Stich.  Eine 
geeignete  Verbindung  der  statischen  und  der  kinetischen  Mole- 
culartheorie  dürfte  daher  einige  Aussicht  auf  dereinstige  allge- 
meine Synthese  eröffnen.  So  erweist  sich  das  ätherumhüllte 
Atom  im  Kreise  der  physikalischen  Erscheinungen  als  der  wesent- 
lichste Elementarmechanismus  der  Eörpersubstanz.  Die  Chemie 
ist  im  gegenwärtigen  Zustand  für  die  mechanische  Synthese  noch 
nicht  reif  und  pflegt  daher  mit  vollem  Bechte  die  empirische 
Richtung.  In  der  Zukunft  wird  einer  chemisch-mechanischen 
Hypothese  jedenfalls  das  Prout'sche  Gesetz  von  dem  Atomgewichte 
der  Elemente  zu  statten  kommen.  Für  die  Gonstruction  der  Er- 
scheinungen des  Lebens  haben  wir  noch  keinen  Ausgangspunkt 
Als  Zukunftsziel  sind  auch  hier  Constructionselemente  aufzufassen. 
Von  der  mechanischen  Richtung  findet  nun  ein  natürlicher  Ueber- 
gang zur  metamechanischen  statt.  Wir  erhalten  durch  die  man- 
nigfaltigen Wahrnehmungen  den  Begriff  der  Genauigkeit.  Bei 
einer  grossen  Zahl  dieser  Wahrnehmungen  zeigt  aber  veränderte 
Beobachtung  an  demselben  Gegenstände,  dass  die  Genauigkeit  in 
Ungenauigkeit  übergeht;  bei  andern  bleibt  sie  wenigstens  bei 
gewöhnlicher  Beobachtung  erhalten.  Daraus  entsteht  der  wissen- 
schaftliche Begriff  der  Genauigkeit  und  das  Bestreben,  den  Grad 
derselben  durch  alle  seine  Abstufungen  zu  verfolgen.  Vollkom- 
mene Genauigkeit  ist  der  Vorstellung  gänzlich  entrückt  und  ist 
nur  ein  Wort.    Die  Folge   der  gegenständlichen  Vorstellungen 
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des  Genauen  hat  als  Abschluss  ein  Wort  für  etwas  Unvorstell- 
bares. Ueberhaupt  bewirkt,  wo  eine  Vorstellungsfolge  keine 
Vorstellung  zur  Grenze  hat,  die  Analogie  zahlloser  Vorstellungs- 
folgen, die  bei  einer  Vorstellung  als  Grenze  angelangen,  dass  wir 
eine  Grenze  unwillkQrlieh  da  voraussetzen,  wo  sie  fehlt.  So 
entsteht  der  Idealismus.  Der  Idealist  glaubt  an  das  Vorhanden- 
sein unwahrnehmbarer  und  unvorstellbarer  durch  unsern  Denk- 
vorgang erzeugter  Wortabschlfisse  von  Vorstellungsfolgen;  der 
Empirist  verwirft  dergleichen  Abschlösse  und  nimmt  nur  das 
als  vorhanden  in  sein  Denken  auf,  was  vorstellbar  ist.  Die 
Atomistik  kann  nun  sowohl  idealistisch  als  empiristisch  ge- 
deutet werden  und  liefert  unter  beiden  Gesiehtspuukten  brauch- 
bare Constructionselemente;  dem  gewöhnlichen  Denken  scheint 
das  idealistische  Atom  annehmbarer  als  das  empiristische  Corpus- 
kel.  Bis  zu  einer  gewissen  Entscheidung  zwischen  beiden  Stand- 
punkten wird  man  bei  dem  Versuch  auf  Grund  des  letzten  Ele- 
mentarmechanismus der  Synthese  der  Physik,  die  Weltanschauung 
abzuschliessen,  gedrängt.  Es  erhebt  sich  die  Frage,  in  welchem 
Umfang  uns  der  Inhalt  des  Weltalls  durch  unsere  Wahrnehmung 
und  durch  unsern  Denkprocess  offenbart  werden  kann.  Wenn 
wir  nun  auch  annehmen  wollten,  dass  das  gesamte  Erscheinungs- 
gebiet einmal  in  den  Kreis  unserer  Vorstellungen  gezogen  sein 
würde  und  damit  das  Ziel  der  empirischen  Forschung  erreicht 
wäre,  so  würden  doch  unvollkommene  und  unbegreifliehe  That- 
sachen  übrig  bleiben.  Das  Naturbegreifen  auch  auf  diesem  Stand- 
punkte würde  nicht  befriedigen.  Die  Fernkraft,  das  Corpuskel 
oder  Atom,  das  Absolute,  das  Unendlich-grosse  und  -kleine  liefern 
den  Beweis,  dass  die  Welt  mit  unserm  Vorstellen  noch  nicht  zu 
Ende  ist.  Wir  stossen  auf  ein  physisches  Jenseits,  aber  wir 
stehen  auch  hiermit  vor  etwas  Unerreichbarem.  Wir  denken  nur 
mit  unsern  Vorstellungen,  die  aus  Wahrnehmungen  stammen,  und 
mit  den  aus  ihnen  abgezogenen  Begriffen.  Was  in  Wirklichkeit 
hinter  diesen  Vorstellungen  steckt,  wissen  wir  nicht.  Für  das 
Wirkliche  fehlt  uns  das  Organ,  und  wir  kommen  aus  unseren 
Vorstellungen  nicht  heraus.  Von  der  Wirklichkeit  können  wir 
wissenschaftlich  nichts  aussagen.    Wir  niüSv^^en  uns  also  bei  uu- 
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serer  Welt  der  Vorstellangen  und  Begriffe  bescheiden  und  uod 
hier,  so  gut  es  geht,  einrichten.  Weltschmerz  darüber,  dass  wir 
die  Wirklichkeit  nicht  kennen,  fruchtet  nichts. 

Dies  in  kurzem  die  Gedankenkette  du  Bois-Reymond's,  die 
wohl  nicht  in  allen  Punkten  gleichmässig  befriedigt.  Der  Kern 
liegt  in  der  Zurückfahrung  der  Erscheinungen  auf  Elementar- 
mechanismen, unvollkommen  ist  dagegen  die  Charakterisirung 
des  Empirismus  und  Idealismus  und  schief  die  Gegenüberstellung 
dieser  beiden  Richtungen.  In  der  Geschichte  der  Philosophie 
stehen  sich  Empirismus  und  Rationalismus  sowie  Idealismus  und 
Realismus  gegenüber;  Empirismus  und  Idealismus  sind  gar  keine 
greifbaren  Gegensfitze.  Die  Gedankenketten,  die  zum  Idealismus 
geführt  haben,  sind  nachweislich  vielfach  ganz  andere  als  der 
Gedanke  der  Genauigkeit  etc.  Weder  Plato,  noch  Leibniz,  noch 
Kant  etc.,  höchstens  die  Eleaten  sind  auf  diesem  Wege  zu  ihrem 
Idealismus  gelangt.  Die  Berücksichtigung  der  Geschichte  der 
Philosophie  ist  auch  dem  Naturforscher,  der  sich  seine  Philosophie 
von  neuem  selbst  schaffen  will,  anzuempfehlen.  Mi. 


K-  A.  F.  Knabe,      üeber    den    directen  Beweis.    Kassel. 

6.  K  launig.  26  S.  4^. 

Unmittelbar  gewiss  ist,  was  in  eine  der  durchgängigen 
üebereinstimmung  der  reinen  Anschauung  gleichende  wider- 
spruchslose Verbindung  gebracht  ist;  mittelbare  objective  Ge- 
wissheit giebt  der  logische  Beweis.  Die  Beweisführung  besteht 
in  der  Aufsuchung  und  Ordnung  der  Prämissen  und  dem  Voll- 
zuge der  Schlussfolgerung  aus  ihnen.  Der  directe  Beweis,  der 
auf  dem  Satze  beruht,  dass  mit  dem  Grunde  die  Folge  und 
mit  der  Folge  der  Grund  gegeben  ist,  erschliesst  entweder 
deductiv  aus  Allgemeinem  Allgemeines  oder  Besonderes,  oder 
inductiv  aus  Besonderem  Besonderes  oder  Allgemeines.  Der 
deductive  Beweis  ist  entweder  synthetisch  oder  analytisch.  Der 
synthetische  Beweis  geht  von  den  Gründen  zu  der  Folge, 
der  analytische  umgekehrt.  Der  synthetische  Beweis  ist  ent- 
weder   genetisch   oder  künstlich.     Nur  der  genetische   Beweis 

5* 


g3  I-  AbBchnitt.    Oescbichte  nod  Philosophie. 

beantwortet  die  Frage  nach  dem  Warnm.  Der  Beweis  durch 
Kunstgriffe  gestattet  diese  Einsicht  nicht  und  wird  passend  durch 
eine  Analysis  des  Beweises  ergänzt.  Der  analytische  Beweis 
gestattet  teilweise  einen  Einblick  in  die  Entstehung  der  Folge, 
teilweise  gewährt  er  diesen  nicht,  wie  z.  B.  wenn  er  durch  Iden- 
tität oder  in  hypothetischer  Schlussweise  geführt  wird.  Der 
deductive  Beweis  ist  dem  inductiven  überlegen;  seine  Schlnss- 
weise  ist  zwingend,  während  diejenige  des  inductiven  Beweises 
häufig  nur  zur  Wahrscheinlichkeit  fahrt.  Der  inductive  Beweis 
geschieht  entweder  durch  reine  (vollständige)  Induction,  oder 
durch  ein  entscheidendes  Merkmal,  oder  durch  Beispiele  oder 
durch  Anschauung.  Bei  affirmativen  Sätzen  ist  stets  ein  deducti* 
ver  genetischer  Beweis  anzustreben.  Die  Evidenz  wird  dann 
noch  erhöht  durch  den  Zutritt  eines  indirecten  Beweises. 

Mi. 


C.  H.  KuMMBLL.     On  the  method  of  continued  identity. 

Annals  of  Math.  V.  85-98. 

1  +  a?  1 

Durch  Einsetzung  von  — ^^  für  x  (wo  —   Näherungswert 

/*■ 
von  X  und  -^  die  Ergänzung  zu  vollkommener  Identität  ist),  von 

1  4-a; 

'     '  für  j?,  etc.  ergiebtsich  eine  bequeme  Approximationsmethode, 

Vi 

die  Kummell  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  kubischer  Gleichungen 
etc.  verwendet.  Mi. 


A.  Schmidt,      Dillmann,   die   Mathematik,    die   Fackel- 
trägerin einer  neuen  Zeit.    Bokien  Mitt.  ili.  37-55. 

Schmidt  bespricht  die  vom  Ref.  im  vorigen  Jahrg.  d.  F.  d.  M. 
angezeigte  Schrift  Dillmann's  vom  Standpunkte  des  Empirismus 
und  Realismus  aus  und  mit  Hineinziehung  metamathematischer 
Speculationen.  Als  Ziel  sieht  der  Verfasser  die  Ueberbrückung 
der  Kluft  zwischen  Natur  und  Geist,  zwischen  realistischer  und 
idealistischer  Weltanschauung  an.  Mi. 
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H.  V.  Hahn.      Fragen    über    Kaum,   Zeit    und  Gott. 

StoUgart.  M.  Brennwald.  120  S.  8^ 

Der  Verfasser,  dem  die  Welt  als  ein  Inbegriff  verbundener 
Wesen  erscheint,  deren  jedes  ebenso  sehr  Mittel  wie  Zweck  ist, 
leagnet  die  Unendlichkeit  des  Raumes,  die  weder  durch  die 
sinnliche  Wahrnehmung  gegeben,  noch  durch  die  Gesetze  des 
Denkens  gefordert  sein  soll,  so  dass  die  Verbindung  des  Prä- 
dicates  unendlich  mit  dem  Subjecte  Raum  einen  Widerspruch  in 
sich  schliesse.  Es  giebt,  nach  ihm,  nur  Raum,  soweit  Körper- 
liches ist  und  erscheint,  und  dieser  Raum,  wenn  er  sich  auch 
nicht  mit  unserm  Gesichtskreis  deckt,  bildet  den  sachlichen,  wie 
vorgestellten  Formbegriff  für  die  Gesamtheit  der  wirklichen  und 
möglicherweise  uns  anschaubaren  Dinge.  Ueberall  da  ist  die 
Grenze  des  Raumes',  wo  unserer  Wahrnehmung  nichts  sinnlich 
Anschaubares  und  Erfassbares  mehr  gegeben  ist.  Bei  allem, 
was  räumlich  ist,  kommt  der  sichtbaren  und  greifbaren  Be- 
grenzung die  eigentlich  massgebende  Bedeutung  zu.  Luft  z.  B. 
kann  nicht  als  räumlich  im  Vollsinn  gelten.  Raum  in  Fülle  und 
Formbestimmtheit  ist  uns  nur  auf  Erden  gegeben ,  nicht  einmal 
mehr  in  der  sie  umgebenden  Dunsthülle.  Was  gewöhnlich 
Weltraum  genannt  ist,  wovon  wir  nichts  sehen,  ist  ein  sinnliches 
Nichts  oder  sinnlicher  Schein,  oder  unbegrenzte  Finsternis,  Wüste 
und  Leere,  nicht  aber  Raum.  Nicht  anders  als  mit  dem  Räume 
verhält  es  sich  mit  der  Zeit.  So  wenig  sich  ein  unendlicher 
Raum  sinnlich  anschauen  und  wirklich  denken  lässt,  so  wenig 
lässt  sich  eine  ewige  Form  des  Werdens  anschauen  und  denken. 
Der  Verknüpfung  von  Mitteln  und  Zwecken  im  Nebeneinander 
des  Raumes  entspricht  in  der  Zeit  das  Verhältnis  von  Grund  und 
Folge.  Giebt  es  aber  keinen  unendlichen  Raum  und  keine  un- 
endliche Zeit,  so  trägt  doch  der  Mensch  die  Unendlichkeit  in 
sich  vermöge  seiner  geistigen  Begabung.  Er  kann  sich  über  die 
räumliche  Gebundenheit  erheben  und  sich  der  zeitlichen  Schranken 
entledigen  und  zum  Gottesglauben  gelangen.  —  Der  Verfasser  er- 
klärt, dass  er  mit  seiner  Auseinandersetzung  wissenschaftliche 
Lorbeeren  nicht  habe  pflücken  wollen.  Man  wird  ihm  das  wohl 
glauben  müssen.  Mi. 
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A.  Voigt.  Die  Auflösung  von  ürteilssystemen,  das 
Eliminationsproblem  und  die  Kriterien  des  Wider- 
spruchs in  der  Algebra  der  Logik.      Dies.  Preiburg  i.  B.; 

Leipzig.  A.  Dans.  92  S.  8®. 

Voigt  knüpft  an  die  Forschungen  Boole's,  Grassmann's, 
Peirce's  und  namentlich  E.  Schröder's  an.  In  drei  Abschnitten 
(1.  Allgemeine  Logik,  2.  Logik  der  realen  und  partialen  Klassen, 
3.  Logik  der  Individuen  und  Individuensummen)  behandelt  er 
das  Cfrundproblem  der  formalen  Logik  in  algebraischer  Form. 
Die  fundamentalen  Relationen  der  Begriffe,  Ueber-  und  Unter- 
ordnung, Gleichsetzung,  Verneinung  dieser  Beziehungen,  werden 
in  Gleichungen  ausgedrückt  Der  logische  Kalkül  mit  diesen 
Gleichungen  gestattet  eine  Erweiterung  und  Verallgemeinerung 
logischer  Probleme  und  eine  schärfere  Bestimmung  der  Grund- 
gesetze des  Denkens.  An  Stelle  der  Syllogistik  tritt  das  Problem, 
aus  einem  beliebigen  System  von  Relationen  in  beliebig  vielen 
Begriffen  durch  Elimination  eines  derselben  eine  neue  Relation 
zwischen  den  übrigen  herzustellen;  anstelle  der  Umkehrung  der 
Urteile  tritt  die  Aufgabe,  aus  einem  System  von  Relationen  in 
beliebig  vielen  Begriffen  einen  derselben  als  Function  der  übri- 
gen darzustellen,  oder  eine  Lösung  des  Systems  nach  einer  Un- 
bekannten zu  suchen.  Statt  des  einen  Satzes  des  Widerspruchs 
ergeben  sich  drei  Formen,  und  jeder  Teil  der  Logik  erweist  sich 
als  durch  besondere  Kriterien  des  Widerspruchs  bestimmt.  Be- 
sonders in  dem  letzten  Teil  der  Arbeit  liegt  eine  Weiterführung 
der  Forschungen  Schröder*8.  Mi. 


Mary  Boole.     A  new  logical  machine.     Natare  XLI.  79. 

Eine  „Maschine  zur  Erläuterung  des  Zusammenhanges  zwischen 
den  mathematischen  Gesetzen  des  Denkens  und  den  Gesetzen 
des  Wachstums^  ist  von  Hrn.  Betts  in  Auckland  gebaut  worden. 
Frau  Boole  stellt  sie  dem  Buche  ihres  Mannes  George  Boole  an 
die  Seite.  Lp. 
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R.  Bkttazzi.     Teoria  delle  grandezze.     Opera  premiata 
dalla  R-  Accademia  dei  Lincei.   Pisa.  Spoern.vilu.  1818.4». 

£ine  „Grösse**  ist  nach  H.  Grassmann  (Lehrbuch  der  Arith- 
metik, Berlin  1861)  ein  Element  einer  solchen  Kategorie,  dass 
von  irgend  zwei  Elementen  derselben  entschieden  werden  kann, 
ob  sie  gleich  (=)  oder  ungleich  (=#)  sind,  welches  auch  die  Be- 
deatang  der  Begriffe  „Gleich-"  und  „üngleichsein"  sei,  wenn 
sie  nur  die  zwei  folgenden  Bedingungen  erfllllen: 

a)  ist  A  =  B,  so  ist  B=  A\ 

b)  ist  il  =  B,  Ä  =  C,  so  ist  A  =  C. 

Bezeichnen  wir  durch  S  eine  commutative  und  associative 
Operation,  welche  die  folgenden  Eigenschaften  besitzt: 

a)  ist  B  =  C,  so  ist  S{A,  B)  =^S{A,  C); 

b)  ist  Ä  +  C,  so  ist  S  (4,  B)  4=  S  (il,  C); 

durch  D  die  in verse  Operation;  S{A^B)  heisse  die  „Resultante", 
D  (j1,  B)  die  „Divergenz"  von  A  und  B.  Ist  dann  eine  Grössen- 
menge  vorhanden,  welche  neben  A  und  B  immer  auch  S  (/4,  B) 
enthält,  so  bildet  diese  Menge  eine  „Klasse"  in  Bezug  auf  die 
Operation  S.  Enthält  eine  Klasse  neben  A  und  B  stets  auch 
D{A^B)j  so  heisst  sie  „eigentlich". 

Eine  Klasse  ist  „eindimensional^,  wenn  von  irgend  zwei 
ungleichen  Elementen  derselben  entschieden  werden  kann,  welches 
das  „grössere"  (>)  und  welches  das  „kleinere"  (<)  ist,  welches 
auch  die  Bedeutung  dieser  Wörter  sei,  wenn  nur  die  folgenden 
Bedingungen  stattfinden: 

a)  ist  il  >  B,  ^  =  A\  B  =  B\  so  ist  4'  >  B' ; 

b)  ist  i4  >  B,  so  ist  B  <  ii; 

c)  ist  X ^ B,  B >  C,  so  ist  A>C\ 

d)  ist  A>B,  so  ist  S(^,  C) >  S(B,  C). 

Die  erste  Abteilung  der  vorliegenden  Abhandlung  ist  der 
allgemeinen  Theorie  der  Klassen  von  Grössen  gewidmet.  Wollten 
wir  dem  Verfasser  durch  alle  Einzelheiten  folgen,  so  müssten 
wir  zuerst  eine  Menge  neuer  Benennungen  darlegen,  was  uns 
schon  zu  weit  führen  würde.  Wir  beschränken  uns  also  darauf, 
einen  sehr  wichtigen  Punkt  hervorzuheben.    Die  eindimensionalen 
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Klassen  zerfallen  in  zwei  „Arten^,  je  nachdem  sie  dem  soge- 
nannten Archimedischen  Axiome  gehorchen  oder  nicht;  und  Herr 
Bettazzi  stellt  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür  auf,  dass  eine  Klasse  der  ersten  Art  angehöre.  Die  bis- 
her wenig  bekannten  Klassen  zweiter  Art,  von  denen  ein  Bei- 
spiel durch  den  Inbegriff  der  Ordnungen  des  Unendlichwerdens 
aller  möglichen  Functionen  dargeboten  wird,  werden  hier  einem 
eingehenden  Studium  unterworfen. 

Die  zweite  Abteilung  beschäftigt  sich  mit  der  Anwendung 
der  allgemeinen  Theorie  auf  eine  besondere  Familie  von  Grössen, 
d.  i.  auf  die  Zahlen.  Je  nachdem  zwei  Grössen  il,  B  gleich 
oder  ungleich  sind,  kann  man  sagen,  sie  haben  gleiche  oder 
ungleiche  Zahl.  Man  ordnet  dadurch  jeder  Grösse  ein  neues 
Object  (Zahl)  zu;  und  man  kann  immer  über  das  Gleich-  und 
Ungleichsein  von  zwei  Zahlen  entscheiden,  sobald  man  die  zu 
Grunde  gelegte  Klasse  von  Grössen  vollkommen  kennt.  Die 
Zahlen  können  also  als  Grössen  angesehen  werden-,  man  sagt, 
dass  sie  die  ihnen  zugeordneten  Grössen  „messen^.  Das  Eigen- 
tümliche an  ihnen  ist  aber,  dass  eine  und  dieselbe  Zahlenklasse 
zur  Messung  unendlich  vieler  verschiedenen  Klassen  von  Grössen 
dienen  kann,  —  aller  derjenigen  Klassen  nämlich,  deren  Ele- 
mente derart  ein-eindeutig  einander  zugeordnet  werden  können, 
dass  die  Resultanten  entsprechender  Grössen  sich  gegenseitig 
entsprechen.  So  können  insbesondere  alle  eindimensionalen 
Klassen  erster  Art  durch  die  gemeinen  reellen  Zahlen  gemessen 
werden. 

Die  Abhandlung  schliesst  mit  einem  Anhange,  in  dem  der 
Zahlbegriff  direct,  d.  i.  ohne  Vermittelung  des  Grössenbegriffes, 
eingeführt  wird. 

Eine  ausführliche  Recension  der  Bettazzi'schen  Schrift  wurde 
vom  Berichterstatter  in  Darboux  Bull.  (2)  XV.  53-68  gegeben. 

Vi. 

H.  Keferstein.     üeber  den  Begriff  der  Zahl.    Hamb.  Mitt 

II.  119-125. 

Keferstein  sucht  gegen  Wundt,  sich  auf  Frege  (Die  Grund- 
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lagen  der  Arithmetik  1884)  und  auf  Dedekind  (Was  sind  und  was 
sollen  die  Zahlen?  1888)  stützend,  die  Möglichkeit  einer  rein 
logischen  Definition  des  Zahlbegriffs  nachzuweisen,  der  wohl 
mehr  mit  Recht  ein  reiner  Verstandesbegriff  heissen  dürfte  als 
alle  Kategorien,  und  den  ja  auch  Wundt  als  die  abstracteste 
Form,  in  der  das  Gesetz  des  discursiven  Denkens  zum  Ausdruck 
kommt,  anerkennt.  Mi. 

E.  Schröder,     üeber  das  Zeichen.     Festrede,     g.  Braun'- 

sehe  Hofbuchdr.  24  S.  gr.  8^. 

Das  Zeichen,  zunächst  in  allgemeinster  Bedeutung  als  Mittel 
der  Verständigung,  wird  unter  steter  Berücksichtigung  seiner 
culturgeschichtlichen  Bedeutung  in  seinen  wichtigsten  Entwicke- 
Inngsstufen  als  Naturlaut,  Sprache,  Schrift  und  Druck  vorgeführt, 
wobei  die  mannigfachsten  sonstigen  Arten  der  Mitteilung  (auch 
in  der  Tierwelt)  wenigstens  gestreift  werden.  Dann  wendet  sich 
die  Rede  zu  den  Anforderungen,  welche  die  Denkoperationen 
an  ihr  Werkzeug,  die  Sprache,  stellen,  und  verbreitet  sich  über 
die  verschiedenen  Versuche,  nach  dem  Muster  der  mathematischen 
Zeichenschrift  eine  solche  internationale  Sprache  auch  für  das 
allgemeine  Denkgebiet  herzustellen,  wozu  in  der  neueren  mathe- 
matischen Darstellung  der  Logik  wenigstens  der  Anfang  gemacht 
ist  Die  geistvolle,  von  allen  Seiten  her  interessantes  Detail 
heranziehende  Darstellung  des  Stoffes  macht  diese  Rede  zu  einer 
ebenso  anziehenden  wie  anregenden  Leetüre.  Schg. 


E.  Schröder.     Vorlesungen  über  die  Algebra  der  Logik. 

(Exacte    Logik).    I.      Leipzig.   B.  G.  Teubner.    XII  u.  717  S.  0°. 

Berichtigung  hierzu.     Math.  Ann.  xxxvi.  602. 

Durch  das  vorliegende  Werk  löst  der  Verfasser  das  im 
Vorwort  zu  seinem  „Operationskreis  des  Logikkalküls''  gegebene 
Versprechen  ein,  eine  ausführliche  Darstellung  jener  bedeut- 
samen Untersuchungen  zu  geben,  durch  welche  die  Logik  zum 
Bange  einer  exacten  Wissenschaft  erhoben  worden  ist.  Mit 
Recht  darf  der  Verfasser  seiner  Arbeit  heute  diesen  stolzen  Titel 
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voransetzen;  denn  während  damals  (1877)  in  den  einschlägigen 
Werken  von  Boole  und  B.  Grassmann  nur  erst  die  kaum  beach- 
teten Grundlagen  der  mathematischen  Logik  vorhanden  waren, 
wird  uns  hier  ein  Handbuch  geboten,  welches,  indem  es  die 
eigenen  bahnbrechenden  Untersuchungen  des  Verfassers  und  die 
Leistungen  zahlreicher  anderer  Autoren  zu  einem  einheitlichen 
System  zusammen fasst,  bereits  das  Bild  einer  nach  den  ver- 
schiedensten Richtungen  hin  ausgebauten  Wissenschaft  gewährt. 
Und  bei  aller  Anerkennung  der  Verdienste,  welche  sich  moderne 
Forscher  wie  Trendelenburg,  Drobisch,  Wundt  um  die  Logik 
erworben  haben,  zeigt  sich  jetzt  doch,  dass  es  erst  der  mathe- 
matischen Behandlung  yorbehalten  war,  den  von  Alters  her  auf 
ihr  lastenden  Bann  der  Stagnation  zu  brechen  und  ihr  Gebiet  in 
ungeahntem  Masse  zu  erweitern  und  zu  vertiefen.  —  Wenn 
der  Verf.  sich  mit  seinem  Werk  vermittelnd  an  die  Mathematiker 
und  Philosophen  wendet,  so  haben  wir  gegenwärtig  um  so  mehr 
Grund,  diesem  Streben  Erfolg  zu  wünschen,  je  lebhafter  sich  die 
Philosophie  gegen  die  Fortschritte  wehrt,  welche  ihr  von  der 
Mathematik  hinsichtlich  des  Raumbegriffes  aufgenötigt  werden. 
Aber  auch  für  vergleichende  Sprachwissenschaft  erwachsen  aus 
den  zahlreichen  neuen  Gesichtspunkten,  welche  sich  jetzt  eröffnen, 
anziehende  und  lehrreiche  Probleme.  Vor  allem  dürfte  hier  nach 
Ansicht  des  Ref.  zum  ersten  Male  der  wissenschaftliche  Boden 
gewonnen  sein  für  eine  Abwägung  der  logischen  Vorzüge  zweier 
Sprachen  gegen  einander.    Doch  dies  nur  nebenbei. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  Einzelheiten  des  Inhalts. 
Eine  umfangreiche  Einleitung  enthält  Vorbetrachtungen  über 
Thatsachen  und  Aufgaben  des  Denkens,  über  Zeichen  und  Na- 
men und  über  die  Grundbegriffe  der  Logik.  Schon  hier,  wie 
auch  im  weiteren  Verlaufe  der  Darstellung,  wird  ein  über  Er- 
warten umfangreiches  Gebiet  täglicher  Erfahrungen  im  Denken 
und  Sprechen  in  Anspruch  genommen,  um  Beispiele  zu  liefern 
für  Fragen  und  Unklarheiten,  zu  deren  Lösung  die  Logik  be- 
rufen ist.  Es  ist  ein  Gegenstand  besonderer  Sorgfalt  des  Ver- 
fassers gewesen,  hierdurch  den  trockenen  Stoff  in  anziehen- 
der Weise   zu   beleben   und   uns   gleichzeitig  die  Wissenschaft 
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in  ihrer   neuen  Gestalt  als  eine  eminent  praktische  vor  Augen 
zu  fuhren. 

Der  in  14  Vorlesungen  gegliederte  Stoff  des  vorliegenden 
ersten  Bandes  erstreckt  sich  im  wesentlichen  über  Inhalt  und 
Umfang  von  Begriffen  und  die  darauf  bezüglichen  Urteile 
(^Gebietekalkül"  im  Gegensatz  zu  dem  im  zweiten  Bande  be- 
handelten „Aussagenkalkül^).  Von  fundamentaler  Bedeutung  ist 
die  Operation  der  „Einordnung^  (Subsumtion),  die  einzige,  welche 
ein  neues  Zeichen  erfordert.  So  ist  z.  B.  der  Begriff  Gold  (a) 
eingeordnet  dem  Begriffe  Metall  (6).    In  Zeichen  ausgedrückt: 

aLb. 

Formell  betrachtet,  kommt  der  ganze  Logikkalkül,  so  weit 
er  hier  dargestellt  ist,  zu  Stande  durch  consequente  Durch- 
führung des  Unterschiedes  zwischen  den  beiden  Zeichen  der 
Einordnung  und  Gleichheit.  Verschiedene  mathematische  An- 
wendungen, z.  B.  auf  mehrdeutige  Zahlenausdrücke,  ergeben  sich 
unmittelbar.  Vor  allem  aber  gründen  sich  auf  die  Unterscheidung 
von  Subsumtion  und  Gleichheit  wesentliche  Unterschiede  der 
einfachen  Urteile  nach  Inhalt  und  Form.  Die  Mehrdeutigkeit 
vieler  sprachlichen  Urteile  tritt  in  helles  Licht,  und  die  Logik 
löst  hier  die  Aufgabe,  die  verschiedenen  Deutungen  zu  sondern. 
Veranschaulicht  wird  die  Subsumtion  durch  die  Eulcr'schen  Dia- 
gramme. 

Grundlage  der  mathematischen  Logik  ist  der  „identische 
Kalkül**.  Aus  einer  Mannigfaltigkeit  beliebiger  Elemente  (z.  B. 
Punkte  einer  ebenen  Tafel)  werden  irgend  welche  Zusammen- 
stellungen von  Elementen  (z.  B.  Figuren)  herausgenommen,  „Ge- 
biete" genannt  und  durch  Buchstaben  bezeichnet.  Mit  diesen 
Buchstaben  rechnet  der  identische  Kalkül.  Dieselben  können 
aber  nicht  nur  stetige,  aus  Elementen  gebildete  Gebiete  dar- 
stellen, sondern  auch  discrete^  aus  Individuen  gebildete  „Klassen^, 
ferner  Begriffe,  Urteile,  Schlüsse,  Gleichungen,  Kalküle,  Grup- 
pen u.  8.  w.  Hierdurch  erlangt  der  identische  Kalkül  seine 
universale  Anwendungsßlhigkeit.  —  An  der  Spitze  des  Kalküls 
stehen  die  beiden  Principien:  ala^  und:  Wenn  alfr  und  61c,  so 
ist  auch  oLc     Die   Null   bedeutet   ein  Gebiet,    welches  jedem 
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Gebiete,  und  die  Eins  ein  Gebiet,  welchem  jedes  Gebiet  ein- 
geordnet ist.  —  Die  Rechnungsarten  des  identischen  Kalküls 
sind :  Multiplicatiön,  Addition  (mit  den  Eigenschaften  der  gleichen 
arithmetischen  Bechnungen)  und  Negation  (in  welchen  Special- 
fall die  in  ihrer  Allgemeinheit  Überflüssigen  Rechnungen  der  Sub- 
traction  und  Division  zusammenfliessen).  Zur  Erklärung  von 
Product  und  Summe  dienen  die  Sätze: 

Wenn  cLa  und  cXfr,  so  gilt:  clab. 

Wenn  aLc  und  6ic,  so  gilt:  a-\-bl:C, 
Hiermit  ist  das  Product  als  Prädicat,  die  Summe  als  Subject 
definirt.  Ferner  ist  ab  das  zwei  Gebieten  a  und  6  gemeinsame 
Gebiet,  a  +  b  dasjenige,  zu  welchem  sie  sich  gegenseitig  ergänzen. 
Sind  a  und  b  Zahlen  ^  so  entspricht  ab  dem  grössten  gemeiDsa- 
men  Factor,  a'\-b  dem  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen.  — 
Die  weitere  Discussion  dieser  Rechnungen  und  der  fflr  sie  gel- 
tenden Theoreme  liefert  Material  zur  Aufdeckung  einer  Reihe 
gewohnter  Nachlässigkeiten  im  Gebrauch  der  Sprache.  Excurse 
wie  derjenige  über  die  Mehrdeutigkeit  des  Wortes  ^oder*^  in  den 
modernen  Sprachen  gegenüber  der  exacten  Unterscheidung,  welche 
hier  die  lateinische  Sprache  trifft,  dürften  geeignet  sein,  so 
manchen  Fanatiker  der  modernen  antiklassischen  Richtung  zu 
ernüchtern.  —  Weiter  sind  hervorzuheben  die  Tautologiegesetze 
a-\'a  =  a  und  a*a  =  a.  Merkwürdigerweise  zeigt  sich  das  Distri- 
butivgesetz in  der  Form  0(64-^)1064-^^  &ls  unbeweisbar.  Es 
wird  als  Princip  aufgestellt,  welches  für  den  identischen  EalkOl 
Geltung  hat,  nicht  aber  für  den  „logischen  Kalkül  mit  Gruppen"" 
(z.  fi.  von  Functionalgleichungen,  Algorithmen  oder  Kalkülen). 

Ein  weiterer  Abschnitt  ist  den  Regeln  der  Negation  gewidmet. 
Hier  finden  auch  der  Satz  des  Widerspruchs,  des  ausgeschlossenen 
Dritten  und  die  logischen  Einteilungen  ihre  Stelle.  Ein  dualisti- 
sches Princip  gilt  hinsichtlich  der  Zeichen  0  und  1,  mal  und 
plus,  sowie  derjenigen  für  Ueber-  und  Unterordnung.  —  Die  Func- 
tionstheorie  gründet  sich  auf  die  Sätze:  Jedes  Gebiet  y  lässt 
sich  durch  jedes  andere  Gebiet  x  und  dessen  Negation  linear 
und  homogen  ausdrücken.  Jede  Function  von  x  lässt  sich  ais 
lineare  Function  von  x  darstellen.  —  Auf  den  Unterschied  zwischen 
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Gleichungen  und  Formeln,  zwischen  speciellen  und  allgemeinen 
Bedeutungen  der  Buchstaben  gründet  sich  nun  auch  die  Klassi- 
fication  der  Urteile  (Propositionen)  einerseits  in  synthetische  und 
analytische,  andererseits  in  specielle  und  allgemeine.  Das  ana- 
lytische Urteil  sagt  Selbstyerständliches  aus  und  stellt,  wenn  es 
allgemein  ist,  Gesetze  des  Denkens  dar,  innerhalb  deren  eine 
Umformung  gegebener  Ausdrucksweisen  gestattet  ist.  Das  syn- 
thetische Urteil  giebt  neue  Aufschlüsse  über  die  Klassen  oder 
Gebiete,  von  denen  es  handelt  Sofern  es  allgemein  und  nicht 
etwa  absurd  ist,  lässt  es  sich  durch  Einsetzen  gewisser  specieller 
Bedeutungen  (Wurzeln)  an  Stelle  der  allgemeinen  in  ein  richtiges 
specielles  Urteil  verwandeln.  Beiläufig  erweisen  sich  hier  die 
Wahrheiten  der  Mathematik,  wenn  sie  Zahlen  betreffen,  als  ana- 
lytisehe,  die  der  Geometrie  dagegen  als  synthetische.  Hierdurch 
bestätigt  sich  auch  die  Grassmann'sche  Auffassung  der  Geometrie 
als  einer  angewandten  Wissenschaft.  Es  folgen  nun  die  Auf- 
lösungen der  Propositionen  (Gleichungen)  und  die  damit  zu- 
sammenhängenden Eliminationen,  wobei  die  Abweichungen  des 
logischen  Kalküls  vom  algebraischen  sich  mehr  geltend  machen 
als  vorher. 

Dem  vorstehend  skizzirten  Gange  der  Hauptuntersuchung 
scbliesst  sich,  in  Form  von  Zwischenbetrachtungen  oder  Anhängen, 
noch  allerlei  dankenswertes  Beiwerk  an.  Wiederholt  setzt  der 
Verfasser  ansftlhrlich  auseinander,  warum  er  diesen  und  nicht 
einen  andern  Weg  einschlägt,  rechtfertigt  nachträglich  sein  Vor- 
gehen, weist  Wege,  deren  Vernachlässigung  dem  Leser  auffallen 
muss,  als  überflüssig  oder  unfruchtbar  zurück,  wird  den  ab- 
weichenden Darstellungen  desselben  Gegenstandes  bei  fremden 
Autoren  gerecht  und  giebt  ein  reiches  Material  von  Anwen- 
dungen und  von  teilweise  ausführlich  gelösten  Aufgaben.  Dieses 
Material  ist  geeignet,  die  Ueberlegenheit  der  rechnenden  Methode 
gegenüber  der  bisherigen  schulmässigen,  verbalen  Ueberlegungs- 
weise  in  überzeugender  Weise  darzuthun.  Die  Anhänge  geben 
weiteres  Detail  über  Mnltiplication  und  Addition  und  verbreiten 
sieh  ausführlich  über  den  oben  erwähnten  logischen  Kalkül  mit 
Gruppen. 
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Unser  Urteil  zusammenfassend,  müssen  wir  sagen,  dass  der 
allgemeine  Charakter  der  mathematischen  Behandlung  fflr  die 
Wissenschaft  der  Logik  die  Möglichkeit  einer  fruchtbaren  Weiter- 
entwickelung geschaffen  hat,  dass  ferner  die  Schärfe  der  mathe- 
matischen Behandlung,  welche  die  feinsten  Unterschiede  im 
Denken  zum  Ausdruck  bringt,  den  Wert  dieser  Wissenschaft  fQr 
die  Schärfe  und  Klarheit  des  Denkens  schon  in  ihren  hier  erst 
vorliegenden  Elementen  ganz  erheblich  gesteigert  hat,  und  dass 
hier  die  ersten  selbständigen,  verheissungsvollen  Schritte  einer 
bisher  von  der  Philosophie  am  Gängelbande  gef&hrten  Wissen- 
schaft vorliegen.  —  Unfruchtbare  Nebenwege  aber  werden  hier 
gerade  so  wie  in  der  Mathematik  als  solche  erkannt  und  ver- 
lassen werden.  —  Dass  es  dem  Verfasser  gelungen  ist,  in  einer 
tiberall  leicht  verständlichen  und  nirgends  langweilenden  Weise 
ein  Handbuch  der  mathematischen  Logik  herzustellen,  gereicht 
nicht  weniger  dem  Gegenstande  zur  Empfehlung  wie  ihm  selbst 
zum  Verdienst.  Litteraturverzeichnis  und  Namenregister  be- 
schliessen  den  stattlichen  Teubner-Band.  Durch  die  in  den  Math. 
Ann.  enthaltene  Bemerkung  wird  eine,  Miss  Ladd  betreffende, 
Litteraturangabe  nachgeholt.  Schg. 


A.    Nagy.       Fondanienti     del    calcolo    logico.      Batt  G. 

XXVIII.  1-35. 

Der  Verfasser  findet,  dass  die  Grundbegriffe  des  logischen 
Kalküls  von  den  Autoren  nicht  völlig  klargestellt  seien;  hieraus 
ergeben  sich  Zweifel  über  den  Gültigkeitsbereich  der  logisch- 
mathematischen Gesetze.  Er  unterzieht  daher  jene  Grundbegriffe 
einer  Revision,  definirt  (nach  Grassmann)  die  „logischen  Grössen", 
stellt  drei  Postulate  für  dieselben  auf  und  entwickelt  kurz  die 
Grundoperationen  mit  diesen  Grössen.  Ebenso  werden  die  „\og\' 
sehen  Elemente^  behandelt,  die  Mannigfaltigkeiten  („logischen 
Räume")  und  Klassen.  Der  Verfasser  erreicht  hierbei  einen 
noch  engeren  Anschluss  der  logischen  Methoden  an  die  mathe- 
matischen und  eine  umfangreichere  Verwendungsfähigkeit  der 
letzteren.     Der  von  Schröder  aufgestellte  Dualismus  findet  sein 
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Gegenbild  in  der  geometrischen  Reciprocität  des  Schneidens  und 
Projicirens  im  mehrdimensionalen  Räume.  Die  logischen  Grössen 
sind  darch  Kreise,  die  Elemente  durch  Punkte  repräsentirt,  die 
logischen  Räume  durch  geometrische,  die  logischen  Grössen  und 
Klassen  durch  Summen  von  Elementen.  Das  Element  selbst 
erseheint  als  Product  seiner  Merkmale.  Beispiele  werden  zu* 
meist  den  Gebieten  der  Töne  und  Farben  entnommen. 

Schg. 

A.  Nagy.     Sulla  rappresentazione  grafica  delle  quantitä 

logiche.      Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VIj.  50-55,  373-378. 

Die  Euler'sche  Darstellung  logischer  Grössen  und  ihrer  Bezie- 
bangen  durch  Kreise  in  der  Ebene  verliert,  wie  Bolzano  und 
Venn  gezeigt,  ihre  Gültigkeit,  sobald  es  sich  um  mehr  als  drei 
Grössen  handelt.  Dagegen  ist  die  Definition  eines  logischen 
Elementes  durch  n  Merkmale  analog  der  Bestimmung  eines  Punktes 
darch  n  Coordinaten  im  n-dimensionalen  Räume.  Wird  nämlich 
eine  logische  Grösse  zunächst  in  der  Ebene  durch  einen  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkte  C,  und  eins  ihrer  Merkmale  durch  einen 
Pankt  P  innerhalb  des  Kreises  dargestellt,  so  kann  die  Inten- 
sität des  Merkmals  dem  Abstände  des  Punktes  von  der  Peripherie 
proportional  gesetzt  werden.  Die  Lage  des  Punktes  P  lässt  sich 
alsdann  durch  2  Coordinaten  bestimmen,  die  für  unendlich  grossen 
Abstand  PC  in  gewöhnliche  cartesische  Coordinaten  übergehen.  — 
Hierdurch  ist  die  Aufgabe  der  exacten  graphischen  Darstellung 
logischer  Grössen  in  der  Ebene  zurückgeführt  auf  die  Aufsuchung 
einer  eindeutigen  und  umkehrbaren  Beziehung  zwischen  dem 
ff-dimensionalen  Räume  und  der  Ebene.  Schg. 


A.  B.  Kempb.      On    the    relation    between    the    logical 
theory  of  classes  and  the  geometrical  theory  of  points. 

LoDd.  M.  S.  Proc.  XXI.  147-182. 

Anwendung  des  in  der  mathematischen  Logik  verwendeten 
Algorithmus  auf  Symbole  von  der  Form  ab '  c  und  ähnliche  da- 
mit zusammenhängende.  Resultante  der  Symbole  ab  -  x,  bc  x, 
<*a'x  hcisst  der  Ausdruck  [abc].    Ist  c  constant,  a  und  6  varia- 


30  I-  AbBchniU.    Geschichte  und  Philosophie. 

bei,  so  kann  die  Resultante  als  Function  von  a  und  fr  angesehen 
werden.  Hiermit  begründet  der  Verfasser  eine  „primitive  Al- 
gebra''. Bedeuten  a,  fr,  c  Klassen  (oder  auch  Urteile),  so  drückt 
ab'  c  aus,  dass  c  in  a-f-fr,  und  ab  in  c  enthalten  ist,  was  durch 
zwei  sich  schneidende  Kreise  a,  fr  und  den  kleinsten  durch  ihre 
Schnittpunkte  gehenden  Kreis  c  veranschaulicht  wird.  Bedeuten 
a,  fr,  c  Punkte  einer  Geraden,  so  drttckt  ab  -  c  aus,  dass  c  zwischen 
a  und  fr  liegt.  Nach  diesen  beiden  Richtungen  hin  wird  ein 
Teil  der  zahlreichen,  zuerst  abstract  entwickelten  Formeln  inter- 
pretirt.  Schg. 

A.  FoLA.     Investigaciones  filosofico-matheinaticas  sobre 
las  cantidades  imaginarias. 

In  diesem  Werke  untersucht  der  Verfasser  den  Begriff  der 
imaginären  Zahl  und  erzählt  von  der  Geschichte  und  Kritik  der 
philosophischen  und  mathematischen  Theorien,  zu  denen  dieser 
Gegenstand  den  Anlass  gegeben  hat.  Tx.  (Lp.) 


G.  Cantor.     Zur  Lehre  vom  Transfiniten.     Gesammelte 
Abhandlungen.     1.  Abteilung.    Halle  a.  S.  c.  B.  M.  Pfeffer. 

92  S.  8^  (Sonderdruck.) 

J.  DfiLSAULx.     Quelques  applications  du  calcul  des  pro- 
babilit^s  k  la  d^monstration  de  v^rit^s   de  certitude 

morale.      Rev.  des  Qaest  sc.  XXVIII.  5-36. 

J.  Delsaulx.     La  probabilit^  philosophique  et  la  nature 

cin^tique   de   la   chaleur.     Rev.  des  Qaest.  sc.  XXVlir.  484-516. 

Betrachtungen  ttber  die  objeetive  Tragweite  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung nebst  verschiedenen  Anwendungen.  Aehnliche 
Betrachtungen  über  den  Grad  der  Gewissheit  der  kinetischen 
Wärmetheorie,  Mn.  (Lp.) 

G.  Garbieri.    La  matematica  nello  sviluppo  delle  scienze. 

DisCOrsO.      Genova. 
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A.  KOpckb.     Ueber  empirische  und  idealisirende  Raum- 

an£fa68Ung.     Pr.  ReaUch.  AitODa-OtteDBOD. 

Die  idealisirende  euklidische  Geometrie,  die  von  Flächen 
ohne  Dicke,  Linien  ohne  Breite,  Funkten  ohne  Ausdehnung  redet, 
wird  von  den  modernen,  auf  dem  Boden  des  Empirismus  stehen- 
den Mathematikern  verworfen,  die  sich  auf  die  Betrachtung  der 
ans  der  Erfahrung  gewonnenen  wirklich  yorstellbaren  Körper 
beschränken  zu  wollen  erklären  und  den  euklidischen  Gebilden 
den  Vorwurf  des  Nichtvorhandenseins  und  der  Nichtvorstellbar- 
keit  machen.  Aber  die  in  den  euklidischen  Definitionen  gefor- 
derte Bealisirung  der  Raumgebilde  wird  auf  die  Dauer  von  kei- 
nem Mathematiker  ganz  vermieden.  Bei  empirischer  Auffassung 
coDstruirt  man  nur  mit  nicht  immer  klein  zu  nennenden  Körpern, 
ohne  den  Unterschied  ihrer  noch  erkennbaren  Teile  zu  berück- 
sichtigen, während  man  in  der  idealisirenden  Auffassung  immer 
mit  so  kleinen  Körpern  construirt,  dass  ihre  Teile  nur  mit  Mühe 
zu  unterscheiden  sind,  und  diese  so  behandelt,  als  ob  sie  gar 
keine  Teile  hätten.  Die  Gebilde  der  idealisirenden  Geometrie 
existiren  allerdings  nicht  als  Anschauungen  oder  als  Begriffe, 
wohl  aber  als  Anschauungsgrenzen  im  Vorstellungskreise  eines 
jeden  Menschen.  Der  Empirist  gerät  bei  dem  Versuch,  die  Teil- 
barkeitsgrenze zu  bestimmen,  leicht  in  Schwierigkeiten,  welche  die 
idealisirende  Raumauffassung  am  leichtesten  hebt.  Der  Idealist 
setzt  von  vorn  herein  in  den  Erklärungen  voraus,  dass  einem 
geometrischen  Lehrsatz  in  Wirklichkeit  nichts  mit  der  ausge- 
sprochenen Genauigkeit  entsprechen  kann,  und  dass  über 
den  höchsten  in  der  Natur  möglichen  Grad  von  Genauigkeit  nichts 
bekannt  ist;  der  Empiriker  muss  sich  diese  Beschränkungen  bei 
jedem  einzelnen  Satze  denken,  ohne  doch  hoffen  zu  können, 
dadurch  etwas  Neues  zu  erreichen.  Erst  dann  käme  eine  wirk- 
lieh neue  empirische  Geometrie  zu  Tage,  wenn  auf  Grund  einer 
Beobachtung  oder  einer  Hypothese  ein  höchster  in  der  Natur 
möglicher  Grad  von  Genauigkeit  constatirt  wäre,  z.  B.  der 
pythagoreische  Lehrsatz  als  bis  nur  zu  einer  gewissen  Decimal- 
stelle  anwendbar  nachgewiesen  würde.  Der  Versuch,  die  Geo- 
metrie zu  einer  echten  Naturwissenschaft  zu  machen,    ist  so 

F«rtKhr.  d.  Math.  XXU.  t,  6 
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lange  unausführbar,  als  es  zweifelhaft  bleibt,  ob  wir  die  Eigen- 
schaften unseres  Raums  ebenso  durch  Beobachtung  kennen 
lernen,  wie  die  Naturgesetze.  Mi. 


M.  Raschig.      Erkenntnistheoretische  Einleitung   in  die 

Geometrie.     Pr.  Gymn.  Schoeeberg. 

In  einfacher  und  klarer  psychologischer  Entwickelung  leitet 
Raschig  unter  Zugrundelegung  der  nicht  unbegründet  gelassenen 
Hypothese  einer  sich  in  uns  spiegelnden  Aussenwelt  die  Grund- 
lagen der  Geometrie  ab.  Er  sucht  zu  beweisen,  dass  zu  der 
Entwickelung  der  geometrischen  Begriffe  die  Erfahrung  gehört, 
dass  aber  zu  den  empirischen  Grundlagen  durch  die  geforderte 
Gesetzmässigkeit  der  Gebilde  ein  apriorisches  Element  hinzutritt. 
Er  bespricht  die  Abstractionen,  durch  welche  die  Elassenformen 
geometrischer  Gebilde  (Körper,  Fläche,  Linie,  Punkt)  gewonnen 
werden,  und  zeigt,  wie  die  rein  geometrischen  Formen  erst  durch 
ein  Bildungsgesetz  unter  Zugrundelegung  des  Princips  der  Be- 
wegung entstehen.  Die  Natur  kommt  durch  eine  in  ihr  waltende 
Tendenz  der  Bildung  gesetzmässiger  Körper  unserer  Raumphan- 
tasie entgegen;  Vernunft,  jene  Tendenz  erkennend,  postulirt  die 
Identität  derselben  und  fordert  auf  Grund  einer  Unendlichkeits- 
induction  strenge  Allgemeinheit  geometrischer  Lehrsätze.  An 
der  Geraden,  dem  Zusammenhang  der  Geraden  und  der  Ebene 
und  dem  elften  Axiom  Euklid's,  für  das  Raschig  das  von  Günther 
formulirte  Axiom  setzt,  werden  speciell  die  Grundlagen  der 
euklidischen  Geometrie  erörtert.  Mi. 


n.  GiSEVius.  Kant's  Lehre  von  Raum  und  Zeit,  kritisch 
beleuchtet  vom  Standpunkte  des  gemeinen  Menschen- 
verstandes aus.      HaDDOver,  Heiwerg.  38  S.  S^ 


J.  DüCLOUT.      Los    fondamentos    de   la  geometria  y  el 
conocimiento  del  espacio.     Soc.  ArgeDtinea  xxx,  xxxi. 
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Vortrag  vor  der  Argentinischen  wissenschaftlichen  Gesell- 
schaft zur  Erläuterung  der  Grundlagen  der  euklidischen  und 
nichteuklidischen  Geometrie,  sowie  der  yornehmsten  bekannten 
geometrischen  Untersuchungsmethoden.  Tx.  (Lp.) 


Ä.  Nagt.     Solla   recente   questione  intorno  alle  dimen- 

sioni   dello   spazio.       Bivista  Italiana  di  Filosofia.    Anno  V.    Vo- 
lume I.  120-161. 

Herr  Nagy  behandelt  abermals  die  so  oft  und  so  stark  be- 
strittene Frage  der  Existenz  einer  vierten  Dimension  des  Raumes. 
Seine  treffliche  Kenntnis  der  Litteratur  tlber  diesen  Gegenstand  er- 
hellt aus  dem  §1  seiner  Arbeit,  wo  er  im  raschen  Laufe  die  bezüg- 
lichenSchriften  vorführt;  er  belehrt  insbesondere  uns  Mathematiker, 
in  welchem  Masse  und  auf  welche  Weise  sich  nicht  nur  die 
Philosophen,  sondern  auch  die  Theologen  mit  diesem  Thema  be- 
schäftigt haben;  ferner  setzt  er  den  Anteil  in  ein  klares  Licht, 
welchen  besonders  Kant  und  Zöllner  an  der  Formulirung  der 
genannten  Frage  hatten.  Und  wir  Mathematiker  werden  eine 
neue  und  nicht  minder  interessante  Belehrung  im  §  II  finden, 
wo  die  schönen  Erfahrungen  dargelegt  werden,  welche  einige 
Physiologen  bei  dem  Nachweise  gemacht  haben,  dass  wir  nur 
nach  und  nach  den  Begriff  einer  dritten  Dimension  in  unserem 
Räume  erwerben;  dadurch  wird  man  zu  der  Annahme  geführt, 
es  sei  nicht  unmöglich,  dass  es  gelinge,  dass  wir  durch  eine 
grössere  Verfeinerung  der  Organe  unserer  Sinne  eine  vierte  Di- 
mension in  unserem  Räume  wahrnehmen.  Uebrigens  haben  die 
Dinge  zu  ihrem  Wesen  gehörende  innere  Eigenschaften,  welche 
doch  auf  irgend  eine  Art  durch  uns  wahrgenommen  werden, 
die  von  unserem  eigenen  Organismus  abhängt:  wer  kann  daher 
versichern,  dass  die  Unmöglichkeit  der  Wahrnehmung  einer 
vierten  Dimension  in  unserem  Räume  gerade  von  unserer  Leibes- 
beschaffenheit nicht  abhänge?  Die  Nützlichkeit  einer  vierten 
Dimension,  um  einige  unerklärliche  Verschiedenheiten  zwischen 
Planimetrie  und  Stereometrie  wegzuschaffen,  ist  schon  durch 
Kant  und  Zöllner  betont;  ihre  Brauchbarkeit,  um  beifallswUrdige 

6* 
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Erklärungen  anderer  durch  die  Erystallographie  und  die  Chemie 
dargebotenen  Erscheinungen  zu  finden,   wurde  ebenfalls   durch 
Zöllner  selbst  und  dann  durch  Mach  bemerkt.    Herr  Nagy  setzt 
diese  Bemerkungen  aufs  neue  sehr  klar  in  den  §§  III  und  lY 
seiner  Arbeit  auseinander,  um  jedoch  zu  schliessen,  dass  die- 
selben keine  zureichenden  Elemente  liefern,  um  eine  bejahende 
Antwort  auf  die  Frage  zu  geben:  „Soll  man  dem  Räume  eine 
vierte  Dimension    zuschreiben?^     Hit    vollem    Rechte    folgt    er 
Zöllner  zur  Untersuchung  neuer  Entscheidungselemente  nicht  in 
die  Spiritistik  und  macht  (§  Y)  eine  neue  Definition  der  vierten 
Dimension  bekannt',  welche  Eduard  Wagener  auf  Grund  dyna- 
mischer Betrachtungen  vortrug,  welche  aber  die  vorgelegte  Auf- 
gabe nicht  löst    Nachher  schliesst  er  endlich  (§VI),  dass  man 
nur  Gründe  hat,   um  die  Möglichkeit   einer  vierten  Dimension 
anzunehmen.    Und  auch  wir  glauben,  dieses  sei  die  einzige  Be- 
hauptung, welche  man  heute  mit  Recht  aufstellen  darf:  beschei- 
den sollen  wir  bei  dieser  Gelegenheit  das  berühmte  Ignoramus 
des  Herrn  du  Bois-Reymond  wiederholen;    aber  es  wäre  etwas 
gefährlich,    das  nicht  minder   berühmte  Ignorabimus   desselben 
Physiologen  beizufügen.  La. 

F.  Haft.     La  quarta  dimension.    Soc.  ArgeDünea  xxx. 

Vortrag  vor  der  Argentinischen  wissenschaftlichen  Gesell- 
schaft. Der  Verf.  schildert  die  Entwickelung  der  Gedanken  bei 
den  Geometern  und  bei  den  Philosophen  in  Bezug  auf  die  Art, 
sich  in  der  Geometrie  eine  vierte  Dimension  vorzustellen. 

Tx.  (Lp.) 

V.  R.  Fontana.     Saggio  sul  riordinamento  delle  mate- 

matiche.      Genova.    Stabilimento  Tipo-lit.  Forense. 


L  Kant.  Allgemeine  Naturgeschichte  und  Theorie  des 
Himmels.  (1755.)  Hrsg.  von  H.  Ebert.  (Ostwald's 
Klassiker  der  exaeten  Wissenschaften.    12.)      Leipzig. 

W.  Engelmaon.  101  S.  8o. 
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Der  neue  Abdruck  von  Eanfs  allgemeiner  Naturgeschichte 
und  Theorie  des  Himmels  dtlrfte  die  wichtige  Abhandlung 
einem  weiteren  Leserkreise  zugänglich  machen.  Der  Wert  des 
Abdrucks  beschränkt  sich  aber  dadurch,  dass  der  Herausgeber  die 
Tierte,  nach  Eant's  Tode  erschienene  Auflage  zu  Grunde  gelegt 
and  sich  EOrzungep  und  Abänderungen  erlaubt  hat,  auch  keine 
Entstehungsgeschichte  der  Eant'schen  Schrift  gegeben  und  die 
Anmerkungen  in  sehr  beschränktem  Umfang  gehalten  hat.  Für 
den  Eantpbilologen  ist  der  Abdruck  unbrauchbar.  Mi. 


J.  6.  Vogt.  Das  Wesen  der  Elektricität  und  des  Mag- 
netismus auf  Grund  eines  einheitlichen  Substanz- 
begriffes. I.  Teil.  Die  Constellationen  der  einheit- 
lichen  Substanz    als    die  Träger    der    physikalischen 

Kraftäasserungen.       Leipzig.  Wiest.  VH-472S.  8«. 


6.  Cantoni.     Congetture  su  le  azioni  a  distanza.      Rom. 

Acc.  L.  Bend.  (4)  VI,.  379-383. 


F.  Engel.     Der  Geschmack  in  der  neueren  Mathematik. 

Antrittsvorlesung.      Leipsig.  Lorents.  22  S.  8°. 

Der  naiven  Periode  Euler's,  in  der  man  sich  wenig  um  die 
strenge  Begründung  der  Mathematik  kümmerte,  folgte  gegen 
Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  die  kritische  Periode^  unter  deren 
Zeichen  wir  noch  jetzt  stehen.  Man  begann  die  ganze  Mathe- 
matik von  Grund  auf  neu  und  einwandsfrei  zu  erbauen.  Diese 
kritischen  Bestrebungen  sind  auch  auf  die  ganze  Art  und  Weise, 
Mathematik  zu  treiben,  von  Einfluss  gewesen.  Man  hat  sich  be- 
müht, unter  den  möglichen  Methoden  die  beste  ausfindig  zu 
machen,  und  der  Geschmack  musste  schliesslich  entscheiden, 
welche  Methode  die  beste  sei.  Der  Verfasser  beweist  nun 
eingehend,  dass  der  Geschmack  bei  Beurteilung  mathematischer 
Eotwickelungen   eine  Bolle  spielen  kann,    und  zeigt,   wie   man 
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Mathematik  treiben  muss,  damit  auch  das  ästhetische  BedQrrnis 
seine  Rechnung  findet.  Als  Beispiele  dienen  ihm  die  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen  und  die  projective  Geometrie. 

H. 


F.  Mohr.      Das  enthüllte  Geheimnis  deir  Pythia.       Han- 
nover. Schmorl  n.  v.  Seefeld  Nachf.  15  S.  8^. 

Die  Schrift  F.  Mohr's  täuscht  mit  ihrem  Titel,  wenn  sie  von 
einer  Kunst,  auf  mathematischem  Wege  lateinische  Hexameter 
zu  machen,  spricht.  Mathematisches  ist  in  derselben  nicht  vor- 
handen. Die  vier  in  der  Schrift  gegebenen  Tabellen  lassen  sich 
bequem  auf  zwei  reduciren,  und  das  ganze  Geheimnis,  das  wahr- 
lich nicht  tief  liegt,  besteht  in  folgenden  9  Reihen: 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

I  Hie  0 

etenim 

fausto 

rumpet  tibi 

foedera 

fatum 

II    Esto 

petis 

cupido 

complebit 

talia 

casus 

III    Ecce 

scias 

licite 

non  indet 

prospera 

numen 

IV  Tanta 

nimis 

dubie 

solvet  tibi 

commoda 

sydus 

V  Forte 

lubent 

votis 

promittit 

gaudia 

hie  annas 

VI  Iure 

satis 

certo 

praedicit 

nubila 

thema 

VII  Mille 

magis 

dominans 

uouet  tibi 

saecula 

Carmen 

VIII  Nonne 

optas 

Titas 

non  reddet 

praemia 

tempnB 

IX  Credo 

quidem 

merito 

donabit 

debita 

caelum. 

Man  hat,  um  einen  Hexameter  zu  machen,  irgend  ein  Wort  oder 
einen  Wortcomplex  der  Columne  1  mit  einem  der  Golumne  2 
und  so  fort  bis  6  zu  verbinden.  Es  sind  allerdings  531441 
(=  9')  Hexameter  möglich,  aber  das  Latein  der  Pythia  ist  recht 
armselig;  es  besteht  aus  58  Wörtern.  Klassisch  wird  es  auch 
niemand  nennen,  und  die  Pythia  macht  gelegentlich  einen  pro- 
sodischen  Schnitzer.  Und  warum  redet  die  Pythia  lateinisch? 
Hätte  sie  doch  lieber  gesagt: 

JilXä  üaq)iog  aoi  ndvra  xof^ii^ei  de^iä  norixog^ 
oder:  Nvv  Si  TQinlüig  fja^f^ti^  negaivei  xaigla  öalfiwv  etc. 
Wozu  aber  die  ganze  Spielerei  und  Geheimnisthuerei?        Mi. 
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B.    Pädagogik. 

6.  Eneström.       Prograrnme    d'un     cours    universitaire 
d'histoire  des  matb^matiques.    Bibl.  Math.  (2)  iv.  i-io. 

Nach  einer  allgemeinen  Einleitung  über  die  beste  Anord- 
nung von  akademischen  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Ma- 
thematik giebt  der  Verfasser  das  Programm  eines  solchen  Vor- 
lesungscursus,  der  die  ganze  Geschichte  der  Mathematik  über- 
sichtlich in  30  Vorlesungen  (von  1| — H  St.)  behandeln  dürfte, 
und  ein  Verzeichnis  mathematisch-historischer  Arbeiten,  die  dabei 
benutzt  werden  könneu.  Zuletzt  folgt  eine  Liste  der  mathematisch- 
historischen  Vorlesungen,  die  im  Jahre  1890  an  yerschiedenen 
UniYersitäten  gehalten  worden  sind.  E. 


W.  BoBTNiN.  Der  heutige  Zustand  des  Unterrichts  der 
Geschichte  der  Mathematik.     Phys.-math.  Wies.  ix.  1-6. 

W.  BoBYNiN.  Programm  der  Vorlesungen  über  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  an  der  Universität  Moskau. 

Fhy8.-math.  Wiss.  IX.  6-22.    (Baflsisch.) 

Seit  1882/83  hält  Hr.  Bobynin  an  der  Universität  Moskau 
Vorlesungen  über  die  Geschichte  der  Mathematik.  In  einer 
ersten  Note  berichtet  der  Verf.  über  den  Plan  und  die  leitenden 
Gedanken  und  Ansichten  seiner  Vorlesung,  nachdem  er  kurze 
Mitteilungen  über  die  denselben  Gegenstand  betreffenden  Vor- 
lesungen der  Herren  Cantor  (Heidelberg),  Favaro  (Padova)  und 
Mansion  (Gent)  voraufgeschickt  hat.  Die  zweite  Note  enthält 
ein  eingehendes  Programm  dieser  Vorlesungen.  Wi. 


P.  6.  Laurin.      Om    den    matematiska    undervisningen 

vid  högre   allmänna  läroverk.      Pr.  Gymn.  Christianstad  1890. 
42  S. 

Der  Verf.  bringt  (nach  einer  Studienreise)  Mitteilungen  über 
den  mathematischen   Gymnasialunterricht   in   Deutschland,    vor 
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allem  in  Oesterreich,  und  stellt  im  Zusammenhange  hiermit  aas* 
führliche  mathematisch-pädagogische  Betrachtungen  an,  wobei  er 
eine  realistisch-praktischeRichtung  und  eine  genetisch-heuristische 
Unterrichtsmethode  eifrig  verteidigt.  Bdn. 


A.  Brill.     üeber  die  Schulreform  und   den  ünterriclit 
in    Mathematik    und    Zeichnen    auf   den    Gymnasien. 

Darmstadt.  L.  Brill.  20  S.  8». 

Der  Verfasser  hat  die  bekannte  „Heidelberger  (Gegen- 
erklärung^, welche  hauptsächlich  f&r  die  Beibehaltung  des 
Griechischen  als  eines  obligatorischen  Unterrichtsgegenstandes 
auf  den  Gymnasien  eintrat,  unterzeichnet  und  rechtfertigt  im 
vorliegenden  Vortrage  ausführlich  seine  Unterschrift.  Er  erklärt 
als  vornehmste  Aufgabe  des  Gymnasialunterrichtes  die  Ausbildung 
eines  gesunden  selbständigen  Urteils,  was  bei  Beschränkung  des 
Gesichtskreises  leichter  zu  erreichen  ist  als  bei  Vielseitigkeit. 
Dasjenige  Mass  von  Kenntnissen  in  griechischer  Grammatik, 
welches  den  Weg  zum  Verständnis  der  griechischen  Klassiker 
bahnt,  ist  ein  weit  geringeres,  als  es  der  Lehrplan  solcher  Gym- 
nasien vorauszusetzen  scheint,  welche  ein  correctes  griechisches 
Scriptum  von  den  Abiturienten  verlangen.  Was  das  mathemati- 
sche Pensum  anbetrifft,  so  hält  der  Verfasser  eine  Erwei- 
terung desselben,  z.  B.  durch  Aufnahme  der  Elemente  der  Diffe- 
rentialrechnung oder  der  analytischen  Geometrie,  fttr  überflüssig, 
ja  sogar  für  schädlich.  Dagegen  redamirt  er  dringend  eine 
Disciplin  für  das  Gymnasium,  die  bisher  fehlte,  die  Elemente 
der  darstellenden  Geometrie.  Neben  dem  obligatorischen  Frei- 
handzeichnen in  den  Unterklassen  sollte  Linearzeichnen  in  den 
mittleren  Klassen  und  ein  Cursus  der  Elemente  der  darstellen- 
den Geometrie  in  den  höheren  einhergehen,  der  jedoch  nicht 
von  einem  Künstler,  sondern  von  einem  Mathematiker  geleitet 
werden  mOsste.  M. 

H.  TfliEME.      Die  Bedeutung    der    mathematisch  -  natur- 
wissenächaftlichen  Fächer  für  die  allgemeine  Bildung. 

Hoffmann  Z.  XXI.  8M00. 
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Unter  besonderer  Berücksichtigung  der  Schriften :  F.  Paulsen, 
,da8  Bealgymnasium  und  die  humanistische  Bildung",  und  F. 
Pietzker,  gHumanismus  und  Schulzweck''.  Lp. 


D.  Valeri*     Suir  iDsegnamento  della  matematica  nelle 

SCUoIe   classiche.     Besso  Per.  mat.  V.  46-59,  65-71. 

Bemerkungen  über  die  Methoden,  nach  welchen  der  Unter- 
rieht der  Mathematik  unter  die  yerschiedenen  Klassen  der  ita- 
licDischen  Gymnasien  und  Lyceen  yerteilt  und  in  ihnen  erteilt 
irird.  La. 

Ä.  J.  Pick.     Sternwarten  und  Lehrerbildung.    HoffmannZ. 

XXI.    481-493. 


R.  Langkrheim.     Ein  Vorschlag,  um  den  ersten  Unter- 
richt  in    der   Mathematik    umzugestalten.     Hoffmaon  z. 

XXI.  578-582. 

Gemäss   einer  den  Aufsatz  begleitenden  Kritik    ein    miss- 
gl&ckter  Versuch.  Lp. 

Th.  Wittstbin.   Die  Methode  des  mathematischen  Unter- 
richts.    Nebst  Proben  einer  schulmässigen  Behandlung 

der  Geometrie.      2.    Aufl.     Hannover.  Hahn'sche  Bachhdlg.   IV 
-h  103  S.  8«. 

B.  Buchdrucker.     Ist  die  Beseitigung  der  Fremdwörter 
aus    der    Schulmathematik     möglich     und    nützlich? 

Haffmann  Z.  XXI.  312-316. 

L.  Viereck.     Fremdwort  und  Schule.       Hofifmann  z.   xxi. 

460465. 


Weisflog.      Der   Rechenunterricht    an    höheren    Lehr- 
anstalten.   Pr.  Realach.  Grefeld. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Thatsache  aus,  dass  die  Schüler 
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der  mittleren  and  oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten  selten 
die  erforderliche  Fertigkeit  im  Rechnen  besitzen.  Ursache  dieser 
Erscheinung  ist  nach  seiner  Ansicht  die  oft  mangelhafte,  zu  sehr 
sich  an  den  Volksschalunterricht  anlehnende  Methode  auf  der 
untern  Stufe,  die  das  Rechnen  in  geistloser,  rein  mechanischer 
Weise  lehrt,  und  welche  die  Losung  praktischer  Aufgaben  zu 
früh,  und  daher  nur  nach  einem  fest  eingeprägten  Schema,  ver- 
langt. Dem  gegenQber  fordert  der  Verfasser  fQr  die  höheren 
Lehranstalten  eine  geistvollere  Behandlung  des  Rechenunterichts, 
die  vor  allem  darauf  hinzielt,  die  Selbstthätigkeit  des  Schülers 
zu  wecken,  und  die  den  Schiller  anleitet,  jede  Aufgabe  durch 
eigenes  Nachdenken  und  nicht  nur  nach  der  Schablone  zu  lösen. 
Auf  Grund  dieser  Principien  giebt  der  Verfasser  einige  Andeu- 
tungen über  den  Gang  des  Rechenunterrichts.  So  soll  schon  in 
Sexta  der  Gebrauch  der  Klammern  eingeübt  und  die  Multiplica- 
tion  und  Division  ganzer  Zahlen  auf  die  mannigfaltigsten  Arten 
ausgeführt  werden,  um  eine  rein  mechanische  Thätigkeit  nicht 
aufkommen  zu  lassen.  Die  Decimalbrüche  sind  erst  nach  den 
gemeinen  Brüchen  zu  behandeln.  Im  Mittelpunkte  des  gesamten 
Rechenunterrichts  hat  das  Kopfrechnen  zu  stehen.  F. 


E.  HöBEL.     Zur  Reform  des  plauiinetrischen  Unterrichts, 
mit  besonderer  ROcksiclit  auf  Realschulen.    Fr.  (No.392) 

Neue  Realschule  Gaseel.  10  S.  4<^. 

Die  leitenden  Grundsätze  bei  der  Abfassung  dieser  Arbeit, 
mit  denen  die  FachcoUegen  gewiss  übereinstimmen,  spricht  der 
Verfasser  in  den  Worten  aus:  „Der  Unterricht  muss  anschaulich 
sein  und  der  Lehrstoff  zum  bleibenden  Eigentum  des  Schülers 
gemacht  werden.  Eine  weise  Beschränkung  des  gedächtnis- 
massigen  Wissens  und  weniges  gründlich  erfassen  ist  besser, 
als  vieles  oberflächlich  kennen  lernen.''  Im  speciellen  wird  aus- 
geführt: nur  durch  Anschauung  gewinnt  der  Schüler  richtige 
Vorstellungen  und  klare  Begriffe.  Form  und  Ausdrucksweise  der 
Erklärungen  und  Lehrsätze  müssen  einfach  und  dem  Fassungs- 
vermögen des  Schülers  angepasst  sein;    insbesondere  sind  über- 


r 
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flQssige  Fremdwörter  durch  deutsche  Bezeichnungen  zu  ersetzen. 
Die  vielen  HQlfs-,  Zu-  und  Nebensätze,  namentlich  die  philo- 
sophischen Grundsätze  sind  tlberflQssig.  Nebensächliches  muss 
hinter  Wichtigem  auch  äusserlich  zurficktreten  und  die  algebrai- 
sche, schematische  Kunstsprache  ist  namentlich  anfangs  möglichst 
zn  Yermeiden,  dagegen  ist  der  Schüler  daran  zu  gewöhnen,  ähn- 
lich wie  in  den  beschreibenden  Naturwissenschaften  oder  der 
Geschichte,  über  ein  seinen  Standpunkt  entsprechendes  Thema 
einen  kleinen  Vortrag  zu  halten;  als  Beispiel  wird  „das  gleich- 
schenklige Dreieck"  behandelt  —  Auf  die  Art  der  StoflFverteilung 
unter  die  einzelnen  Klassen  einzugehen,  ist  wohl  um  so  weniger 
angezeigt,  als  dieselbe  nunmehr  in  den  neuen  Lehrplänen  fest- 
gelegt und  vorläufig  ausser  Discussion  gestellt  ist.  Lg. 


Oxford  ^pass^  geometry.     dyecofierQrjtog  firiÖBls  irtav9ol 


daiTü}.      NatDre  XLL  467-468. 


Kritisirt  die  mechanische  Art  des  Prüfens,  wobei  der  Euklid 
zahlenmässig  auswendig  gewusst  werden  muss.  Lp. 


H.  J.  Woodall.     How  to  teach  geometry.    Nature  xll  60. 
H.    Geometrical  teaching.    Natnre  XLI.  80-81. 

Erörterungen  über  das  mechanische  Einprägen  des  Euklid 
in  England.  Lp. 

J.  Bazala.      Beitrag    zum    Mittelschulunterrichte    über 
Kegelschnittslinien.    HoffmaoD  z.  xxL  19-22. 

Mit  RQcksicht  auf  den  Artikel  von  Hrn.  H.  Martus:  „Be- 
stimmung der  Krümmungsradien".  (Vgl.  F.  d.  M.  XXL  1889. 
690.)  Lp. 

M.  Simon.     Noch    einmal   der  einbeschriebene  und  der 
umbescb rieben e  Kreis.    HoffmanD  z.  xxL  341-342. 
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D.  Sanders.     Eine  sprachliche  Studie  fUr  Mathematiker. 

HoffmaDD  Z.  XXI.  465-471. 

Vollhering.  Zum  Capitel  der  üngenauigkeiten  des 
Ausdrucks  in  der  Mathematik.  Eine  interessante  Con- 
troverse.     üeber  den  Begriff  „Dividiren*.     Hoffmann  z. 

XXI.  501-504. 

C.  RoDENBERG.  Uebcr  Wesen  und  Aufgaben  der  Kine- 
matik mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse 
höherer  Schulen.    Hoffmana  z.  xxi.  3-18,  I6I-18O. 

„Die  Kinematik  bietet  ein  weites  und  in  vielen  Gebieten 
bis  jetzt  noch  wenig  bebautes  Feld.  Erfinden  wird  zwar  nie- 
mand mit  Hülfe  der  Mathematik  allein  ein  neues  Getriebe,  wel- 
ches einem  vorgegebenen  Zwecke  za  dienen  geeignet  ist,  ebenso 
wenig  wie  ein  Maler  die  Idee  zu  einem  Gemälde  den  Gesetzen 
der  Perspective  zu  entnehmen  vermag.  Aber  ein  sicheres  Urteil 
über  den  Gang  eines  Getriebes  und  ein  zielbewusstes  Verbessern 
eines  Entwurfes  unter  Vermeidung  planlosen  Probirens  ist  nur 
auf  Grund  strenger  mathematischer  Untersuchung  möglich.  Und 
wenn  Kant  sagt,  dass  in  jeder  besonderen  Naturlehre  nur  so 
viel  eigentliche  Wissenschaft  angetroffen  werden  könne,  als  Ma- 
thematik anzutreffen  sei,  so  gilt  diese  Behauptung  in  vollstem 
Masse  für  die  Kinematik.^  Lp. 


P.  KoNz.      Der    physikalische  Unterricht  in   der  Gym- 

nasial-Secunda.      Pr.  (No.  418)  Bitterakademie  Bedburg.  24  S.  4^ 

J.  Karnas.     Zur  Stellung  und  Methode  des  physikali- 
schen Unterrichts,  insbesondere  auf  dem  Gymnasium. 

Pr.  (No.  183)  Gymn.  Kattowitz.  17  S.  4». 

F.  Kühnemann.      Ein    Beitrag    zum    Unterricht   in   der 
Physik  auf  dem  Gymnasium.      Pr.  (No.  14)  Gymn.  Memei. 

25  8.  40. 

Alle  drei  Arbeiten  behandeln  den  physikalischen  Unterricht, 
wie  er  sich  speciell  auf  dem  Gymnasium  nach  den  Lehrplänen 
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von  1882  gestaltet  hat,  und  zwar  I  fQr  das  gesamte  Gebiet,  II 
und  III  hauptsächlich  für  die  mathematische  Geographie.  Die 
ans  der  Erfahrnng  heryorgegangenen  Gedanken  und  Wahr- 
nehmungen über  Methode  und  Stoffverteilung  werden  auch  heute 
noch  den  FachcoUegen  Anregung  gewähren,  wo  durch 'die  neue- 
sten Lehrpläne  die  Vorschläge  erfallt  (Anordnung  des  Lehrstoffs 
in  concentrischen  Kreisen)  oder  vorläufig  ausser  Discussion  ge- 
stellt sind,  wie  der  propädeutische  Cursus  in  der  astronomischen 
Geographie.  Lg. 

A.   Richter.       Das    Mathematische    im    physikalischen 
Unterricht  anf  den  Gymnasien.     Hoffmann  z.  xxi.  325-338. 

Einleitung:  Der  Zweck  des  Gymnasialunterrichts  im  all- 
gemeinen. 

A.  Der  Zweck  des  Fhysikunterrichts.  a.  Die  Beobachtungs- 
fthigkeit.  b.  Die  Kenntnisse,  c.  Das  Interesse,  d.  Die  formale 
Bildung. 

B.  Die  Abgrenzung  des  physikalischen  Gymnasialpensums. 

a.  Auszuscheidendes,    b.  Einzuschliessendes. 

C.  Das  Mathematische  im  physikalischen  Gymnasialunter- 
rieht.    a.  Der  Wert  der  mathematischen  Formulirung  der  Gesetze. 

b.  Mathematisch  -  physikalische  Aufgaben,  c.  Vermehrung  des 
Mathematischen  im  Physikunterricht,  d.  Der  Beginn  des  Physik- 
unterrichts  mit  der  Mechanik.  Lp. 


B.  Fest.     Das  Ohm'sche  Gesetz  in  der  Schule.  Pr.  (No.  333) 

Realprogymn.  Northeim.  12  S.  4P. 

Es  wird  gezeigt,  wie  man  mit  möglichst  einfachen  Httlfs- 
mitteln  in  drei  Unterrichtsstunden  zu  einer  experimentellen  Be- 
stätigung des  Ohm'schen  Gesetzes  gelangen  kann.  Zuerst  wird 
mittels  eines  Stöpselrheostaten  aus  10  Neusilberspiralen  ä  5  S.  E. 
nach  der  Substitutionsmethode  das  Widerstandsgesetz  fttr  lineare 
Leiter,  alsdann  dasselbe  Gesetz  für  Fldssigkeiten  hergeleitet  mit 
einem  besonders  construirten  Apparat,  welcher  die  bequeme  Ein- 
schaltung einer  FlQssigkeitssäule  von  yerschiedenen  Dimensionen 
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gestattet.  Endlich  wird  die  Abhängigkeit  der  Stromstärke  vom 
Gesamtwiderstand  und  der  elektromotorischen  Kraft  ermittelt 
Als  constantes  Element  dient  ein  Bunsen'scher  Becher,  als  Strom- 
messer ein  Wagegalyanometer.  Das  beschriebene  Verfahren 
dürfte  wohl,  auch  mit  Benutzung  des  constanten  Elements,  all- 
gemein fiblich  sein.  Lg. 

Grosse.  Sind  Abschnitte  der  Physik  beim  physikali- 
schen Unterricht  an  höheren  Lehranstalten  (bes.  Gym- 
nasien) auszuscheiden  und  dem  akademischen  Unter- 
richt   vorzubehalten,    und    welche?      Mit    besonderer 

Rücksicht  auf  die   Optik.       Hoffmann  Z.  XXI.  261-262. 


B.  Hoffmann.     Ueber  die  Behandlung  der  Mathemati- 
schen Geographie  in  den  mittleren  und  unteren  Klassen. 

Pr.  Realgymn.  Nordhauseo. 

Ueberzeugt,  dass  nur  der  Anschauungsunterricht  eine  wirk- 
liche Einsicht  in  das  Wesen  der  Vorgänge  am  Himmel  zu  ver- 
mitteln vermöge,  sucht  der  Verf.  den  elementaren  Lehrstoff  ftlr 
die  vier  Klassen  Quinta,  Quarta,  Unter-  und  Obertertia  zweck- 
mässig zu  verteilen.  Seine  Vorschläge  bekunden  durchweg  den 
erfahrenen  Lehrer;  insonderheit  verdient  der  Rat  an  junge  Lehrer 
Beachtung,  dass  nicht  allzu  viel  Gewicht  auf  die  —  fllr  gewisse 
Zwecke  ja  höchst  schätzbaren  —  Demonstrationsapparate  gelegt 
werde.  Gr. 


J.  Klau.      Ueber    die  Behandlung    der    Himmelskunde 

am   Gymnasium.     Pr.  Gymn.  Wiesbaden. 

Da  merkwürdigerweise  den  preussischen  Gymnasien  der 
Unterricht  in  der  sphärischen  Trigonometrie  entzogen  worden 
ist,  so  ist  auch  die  Astronomie  viel  schwerer  als  frtther  zu  lehren, 
und  es  begreift  sich,  dass  der  Lehrer  die  Frage,  wie  unter 
solchen  Umständen  doch  noch  didaktische  Erfolge  auf  einem  so 
schwer  zugänglichen  Gebiete  zu  erzielen  seien,  in  ernstliche  Er- 
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wä^ng  ziehen  muss.  So  giebt  hier  der  Verf.  eine  Gestaltung 
des  Unterrichtsstoffes,  wie  sie  mit  geringen  mathematischen  Vor- 
kenntnissen sich  empfiehlt.  So  unbeweisbare  Behauptungen,  wie 
die,  dass  die  Sonne  zur  Zeit  des  südlichen  Sommers,  „wenn  sie 
aus  geringer  Entfernung  und  unter  grossem  Winkel  wirkt'',  ge- 
waltige Wassermassen  nach  dem  Stlden  ziehe,  die  während  des 
Dördlichen  Sommers  nicht  alle  wieder  auf  die  Nordhalbkugel 
zarfickkehren  könnten,  sollte  man  aber  gerade  in  einer  für  An- 
iaoger  bestimmten  Darstellung  aufzustellen  sich  hüten;  bekannt- 
lich ist  auch  nach  den  neueren  Untersuchungen  yon  Hann  und 
Spitaler  die  „klimatische  Zurücksetzung  des  Südens  gegen  den 
Norden"  nichts  weniger  als  eine  Thatsache.  Auf  beschreibende 
Bimmelskunde  und  Astrophysik  legt  der  Verf.  ein  sehr  grosses, 
vielleicht  allzu  grosses  Gewicht  und  schlägt  vor,  gewisse  Partien 
der  mechanischen  Physik  ganz  wegzulassen  oder  doch  mit  solcher 
KQrze  zu  erledigen,  dass  für  einen  astronomischen  Gursus,  wie 
er  ihn  sich  denkt,  die  Zeit  gewonnen  werde.  Gr. 


F.  Ludwig.     Weitere  Capitel  zur  mathematischen  Botanik. 

HoffmaoD  Z.  XXI.  243-248. 

Fortsetzung  früherer  Betrachtungen  (vgl.F.d.M.  XX.  1888. 66). 
DieCurven  des  Höhenwachstums,  deren  Abscissen  die  verschiedenen 
Altersstufen,  deren  Ordinaten  die  zugehörigen  Höhenzuwachse 
bilden,  sind  für  die  einzelnen  Baumarten  nahezu  constant,  ins- 
gesamt sind  es  logarithmische  Curven.  —  Betreffs  der  Bewegung 
der  pflanzlichen  Flugorgane  wird  auf  das  Buch  von  H.  Dingler 
verwiesen:  „Ueber  die  Bewegung  der  pflanzlichen  Flugorgane. 
Ein  Beitrag  zur  Physiologie  der  passiven  Bewegungen  im 
Pflanzenreiche".    München.   Th.  Ackermann.    1889.  Lp. 


J.  Waldvogel.      Uebungen    aus    dem    mathematischen 
Repetitiousstoffe  der  Obergymnasial klasse.      Pr.  Stadien- 

aoit  Aachaffenbarg.  8.  77-122.  8<>. 

Fortsetzung  der  Sammlung  von  Aufgaben  (No.  XXXIV  bis 
LXVI),  über  welche  F.  d.  M.  XXI.  1889.  66  berichtet  ist.    Lp. 
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J.  C.  V.  Hopfmann.  Aufruf  zu  einem  Congress  der 
Lehrer  der  Mathematik  und  Naturwissenschaften  an 
höheren  Schulen  Deutschlands.    HotFaiaDn  z.  xxL  241*242. 

J.  C.  V.  Hoffmann.  Noch  einmal  die  Congressange- 
legenheit.     Hoffmaon  z.  xxi.  321-324. 

J.  C.  V.  Hoffmann.  Der  Congress  von  Lehrern  der 
Mathematik  und  Naturwissenschaften  an  höheren  Lehr- 
anstalten Deutschlands  zu  Jena  vom  25.  -  28.  Sep- 
tember  1890.     HoffmaDn  Z.  XXI.  561-574. 

Buchbinder.  Ausführlicher  Bericht  Über  den  Congress 
von  Lehrern  der  Mathematik  und  Naturwissenschaften 
an  höheren  Lehranstalten  Deutschlands  in  Jena  vom 
26.  -  28.  September  1890.    Hoffmaon  z.  xxr.  611-632. 
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degli  alunni  della  R.  Accademia  Navale,  delle  Scuole 
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Ch.  de  Combbroussb.  Cours  de  Matb^matiqnes.  Tome 
IV:  Alg&bre  supärieure.  II«  Partie:  ^^tude  des  ima- 
ginaires.     Tbdorie  gdndrale  des  ^quations.     Paris.    Gau- 

thier- Villars  et  Fils.  XXiy-h8d2  8.  8o. 


L.  Kronbcker.     Zur  Theorie  der  allgemeinen  complexen 
Zahlen  und  der  Modulsysteme.     Beri.  Ber.  1888.  S.  429-4d8i 

447-466,  557-578,  595-612,  983-1016. 

Im  Bande  XX  der  F.  d.  M.  S.  73  findet  sich  unter  dem  obigen 
Titel  die  Bemerkung:   „Referat  folgt  im  nächsten  Bande  nach 

FortMlir.  d.  Math.  XXII.  1.  7 
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Beendigung  der  Arbeif  Die  Arbeit  ist  unvollendet  geblieben; 
der  Tod  hat  dem  bis  zum  letzten  Augenblicke  schaffensfreudigen 
und  schaffensgewaltigen  Gelehrten  die  Feder  aus  der  Hand  ge- 
nommen und  die  Reihe  der  Gedanken  unterbrochen,  denen  die 
Wissenschaft  so  viel  an  Tiefe  und  an  Ausdehnung  verdankt 
Wie  eine  grosse  Fülle  anderer  weitgehender  Arbeiten,  so  hat 
auch  dieser  Aufsatz  von  Leopold  Kronecker  nicht  zu  Ende  ge- 
führt werden  können. 

Der  Verf.  knüpft  an  die  Frage  nach  den  aus  n  Hauptein- 
heiten gebildeten  complexen  Grössen  an,  wie  sie  von  den  Herren 
Weierstrass,  Dedekind,  Petersen,  H.  A.  Schwarz  behandelt  wor- 
den ist,  und  ersetzt  das  Problem  durch  ein  anderes  der  Theorie 
der  Divisorensysteme  angehöriges:  „in  der  allgemeinsten  Weise 
iv{v'\-l)  ganze  Functionen 

(iV)    y,y,-^cC*'*>-  c(^*)y,-. . .  -  c(*'*)y^  (A^*;Ä,fc  =  1,2, ...,  v) 

von  V  unbestimmten  Variabein  ^n^j,  ...,9»'  ^^^  Elemente  eines 
Divisorensystems  zu  bestimmen,  für  welches  jede  ganze  Function 
der  Variabein  y  einer  einzigen  linearen  Function  derselben  con- 
gruent  wird,  für  welches  also  die  v  +  l  Grössen  l,y,,y„  ••.,  Vr 
ein  Fundamen talsystero  bilden.^  Diese  Aufgabe  lässt  sich  in 
einfacher  und  allgemeiner  Weise  auf  die  Aufsuchung  derjenigen 
Modulsysteme  (iH)  zurückführen,  deren  Rang  n  gleich  der  Zahl 
ihrer  Variabein  rr^, . . . ,  rr^  ist.  Daraus  folgt  dann,  dass  die  c  sich 
rein  algebraisch  als  algebraische  Functionen  von  unbestimmten 
Variabein  darstellen,  in  welchen  die  Elemente  entweder  sämtlich 
unbestimmte  Variabein  sind  oder  mit  Ausnahme  eines  einzigen, 
welches  dann  eine  algebraische  Function  der  übrigen  wird. 

Die  Divisorensysteme  (iV)  sind  innerhalb  eines  bestimmten 
Rationalitätsbereiches  (SU',  91'',  .-0  za  betrachten;  erst  nach  dieser 
Festsetzung  können  sie  in  Primmodulsysteme  und  Nicht-Prim- 
modulsystemc  unterschieden  werden;  hiernach  unterscheiden  sich 
auch  die  complexen  Zahlen.  Die  weiteren  Untersuchungen  führen 
auf  Divisorensysteme  (JV),  deren  Discriminante  Null  wird;  cha- 
rakteristisch hierbei  ist,  dass  es  für  solche  stets  ganze  Functio- 
nen der  Variabein  y  giebt,  welche  erst,  zu  einer  gewissen  Potenz 
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erhoben,  congruent  Null  werden;  und  charakteristisch  bei  Nicht- 
Primmodalsystemen,  dass  ganze  Functionen  bestehen,  deren  Pro- 
dact  congruent  Null  wird,  ohne  dass  ein  Factor  es  ist.  Es 
heben  sieh  fibrigens  diejenigen  complexen  Zahlen,  welche  von 
Hodulsystemen  mit  yerschwindender  Determinante  herstammen, 
als  besonders  singulftr  heraus;  bei  den  Weierstrass'schen  Unter- 
suchungen waren  gerade  diese  ausgeschlossen. 

Der  Uebergang  von  den  Modulsystemen  (M)  zu  den  Syste- 
men (JV)  giebt  die  Veranlassung,  solchem  Uebergange  von  einem 
Systeme  zu  einem  anderen  principiell  näher  zu  treten.  Dabei 
wird  ein  neuer  Begriff,  der  „einer  Klasse  von  Modulsystemen^, 
eingeftihrt  Wenn  ein  Modulsystem  (P)  der  Variabein  x  durch 
eine  Transformation  Xk=  ^ki^f if  •••)7n)  in  ein  Modulsystem  der 
f  transformirt  wird,  welches  das  Modulsystem  ($)  der  qp  ent- 
hält, und  wenn  Gleiches  umgekehrt  stattfindet,  dann  gehören  (P) 
and  ($)  zu  derselben  Klasse.  Findet  nur  das  Erste  statt,  so 
steht  die  Klasse  von  ($)  unter  der  von  (P).  Diese  Begriffs- 
bildung steht  in  enger  Beziehung  zur  Einteilung  algebraischer 
Grössen  in  Gattungen,  sowie  das  Enthaltensein  einer  Klasse 
unter  eioer  anderen  mit  der  Bildung  von  Arten  oder  Species 
ganzer  Functionen  eines  Modulsystems. 

Die  Betrachtungen  des  Verfs.  erweitern  sich  nun  mehr  und 
mehr.  Er  geht  auf  den  allgemeinsten  Begriff  von  Composition 
and  Aequivalenz  ein,  den  er  so  umfassend  aufstellt,  dass  die 
Untersucbungsmethoden  sich  nicht  bloss  auf  Zahlen  und  Systeme 
von  Zahlen,  sondern  auch  auf  andere  Objecto  anwenden  lassen. 
Das  Wichtige  dabei  ist:  erstens  die  Darstellung  der  Elemente 
eines  beliebigen  Systems,  fflr  welches  Composition  gilt,  durch 
Indicessysteme  (s^,  2,,  is,, . . .),  deren  Elemente  z  rationale  Zahlen 
sind,  und  fbr  welche  der  Begriff  der  Composition  durch  den  der 
Addition  ersetzt  wird ;  —  und  zweitens  die  Einführung  von  Inter- 
vallen, so  dass  alle  in  einem  Intervalle  liegenden  rationalen 
Zahlen  als  äquivalent  betrachtet  werden  können.  Dieser  letzte 
Umstand  giebt  die  strenge  Begründung  fbr  die  Theorie  an- 
genäherter oder  abgekürzter  Rechnungen.  Von  den  Beispielen, 
die    sich    anschliessen,    möge    hier   noch    die    Behandlung   von 
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Reihen  rationaler  Zahlen,  die  mit  wachsendem  Index  gegen  ein* 
ander  convergiren,  hervorgehoben  werden;  hier  tritt  der  Begriff 
des  Irrationalen  auf,  und  die  schönen  Ghristofferschen  Resultate 
werden  abgeleitet.  No. 

L.  Stickblbbrgbr.     Ueber  eine  Verallgemeinerang  der 

Kreisteilung.      Matb.  Ann.  XXXVII.  321-367. 

Nach  einer  trefflichen  kurzen  historischen  Uebersicht  Ober 
die  Beziehungen  zwischen  Ereisteilung  und  Zahlentheorie  giebt 
der  Verfasser  selbst  eine  so  vollständige  Inhaltsangabe  seiner 
Abhandlung,  dass  wir  dieselbe  wörtlich  folgen  lassen:  ^Der  vor- 
liegenden Abhandlung,  welche  durch  die  für  1885  und  1888  aus- 
geschriebene Preisfrage  der  königlichen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften zu  Göttingen  veranlasst  ist,  liegt  eine  Verallgemeinerung 
der  Ereisteilungsresolvente  zu  Grunde,  nämlich  eine  aus  m^*'  und 
p^^""  Einheitswurzeln  gebildete  Zahl,  welche  ganz  ähnliche  Eigen- 
schaften besitzt  wie  die  gewöhnliche  Resolvente;  dabei  bedeutet 
p  eine  Primzahl  und  m  eine  beliebig  zusammengesetzte,  aber 
durch  p  nicht  teilbare  Zahl.  Zu  diesen  Resolventen  stehen  die 
Eummer'schen  Zahlen  'F  in  ähnlicher  Beziehung,  wie  die  Jacobi*- 
schen  \p  zu  den  gewöhnlichen  Resolventen.  Ferner  zerlegen 
sich  unsere  Resolventen  stets  in  zwei  Factoren,  deren  einer  ent- 
weder eine  gewöhnliche  Resolvente  oder  gleich  —  p  ist,  während 
der  andere  nur  von  den  m^^"  Einheitswurzeln  abhängt  und  in 
gleicher  Weise  gebaut  ist  wie  die  besonderen,  von  Eisenstein 
untersuchten  Summen,  weshalb  wir  denselben  als  Eisenstein'sche 
Summe  bezeichnen.  —  Die  Analogie  der  gewöhnlichen  und  der 
verallgemeinerten  Resolveuten  bewährt  sich  auch  bei  der  Zer- 
legung derselben  in  ihre  idealen  Factoren;  wenn  p  ftir  den 
Modul  m  zum  Exponenten  f  gehört,  so  verhält  sich  die  allge- 
meine Resolvente  ähnlich  wie  ein  Product  von  f  gewöhnlichen 
Resolventen.  Vollständiger  wird  die  Analogie,  wenn  man  eine 
beliebige  „Gruppe"  von  Resten  nach  dem  Modul  m  betrachtet; 
sobald  die  Primzahl  p  dieser  Gruppe  angehört,  kann  mau  ein 
Product  von  Resolveuten  herstellen,  dessen  ideale  Primfactoren 
von  jenem  Exponenten  f  gar  nicht  explicite  abhängen,  und  das 
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Gleiche  gilt  auch  von  dem  Reste  dieses  Productes  nach  der 
niedrigsten  Potenz  eines  idealen  Primfactors  von  p,  durch  die 
das  Produet  nicht  teilbar  ist.  Ist  die  Zahl  m  so  beschaffen,  dass 
—fli  eine  Fundamentaldeterminante  quadratischer  Formen  ist, 
and  besteht  die  Restgruppe  aus  denjenigen  (ungeraden  positiyen) 

Zahlen,  fllr  die  das  Jacobi'scbe  Zeichen  (— jr~}  den  Wert  +1 

bat,  so  werden  unsere  allgemeineren  Producte  wie  die  von  Jacobi 
und  Caucby  betrachteten  zweiwertig  und  geben  daher  die  Dar- 
stellung einer  gewissen  Potenz  von  p  durch  die  Hauptform  jener 
Determinante;  zugleich  genügen  die  darstellenden  Zahlen  zwei 
linearen  Congruenzen  nach  dem  Modul  p,  von  denen  jedoch  nur 
eine  Yon  der  gewählten  Wurzel  der  Gongruenz2;'-|'^^=0  (mod.  p) 
unabhängig  ist.  Da  der  Exponent  jener  Potenz  gleich  der  Elassen- 
lahl  der  quadratischen  Formen  ist,  so  ist  die  Analogie  mit  den 
Sätzen  Ton  Jacobi  und  Caucby  eine  vollständige;  zur  wirklichen 
Hersteliang  der  quadratischen  Zerfällungen  reichen  freilich  unsere 
Formeln  so  wenig  aus  wie  die  der  genannten  Mathematiker,  so- 
bald die  Elassenanzahl  grösser  als  Eins  ist. 

Diese  Resultate  habe  ich  im  Jahre  1888  der  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  vorgelegt  in  einer  Abhandlung:  „Theorie  der 
Eisenstein'schen  Summen  u.  s.  w.^,  von  welcher  die  gegenwärtige 
eine  Umarbeitung  ist.  In  der  neuen  Fassung  treten  die  Eisen- 
Btein'scben  Summen  mehr  zurück  als  in  der  früheren,  nachdem 
es  mir  seither  gelungen  ist,  die  Zerlegung  der  Resolventen  in 
ihre  idealen  Primfactoren  auf  neuem  Wege,  nämlich  ohne  die 
H&lfe  jener  Summen,  zu  bewerkstelligen.  Dieser  neue  Beweis 
findet  sich  in  §6;  er  umfasst  zugleich  den  in  §  5  gegebenen; 
wiewohl  also  §  5  an  sich  entbehrlich  ist,  mochte  ich  ihn  nicht 
beseitigen,  da  er  immerhin  das  Verständnis  von  §  6  nicht  un- 
wesentlich erleichtern  dürfte.  Auch  sonst  ist  die  Anordnung  des 
xweiten  Teils  wesentlich  geändert  und  §  4  beträchtlich  verkürzt, 
während  in  §  1-3  nur  untergeordnete  redactionelle  Aenderungen 
Torgenommen  sind. 

Die  Theorie  der  idealen  Zahlen  ist  in  derjenigen  Form  be- 
natzt, die  ihr  Herr  Dedekind  zuerst  in  der  zweiten  Auflage  der 
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Diricblet'schen  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  gegeben  hat.  Die 
wenigen  speciell  auf  EreiBteilungskörper  bezüglichen  Sätze,  welche 
hier  gebraucht  werden,  finden  sich  in  der  dritten  Auflage  dessel- 
ben Werkes  in  der  Fussnote  zu  Seite  587  angegeben. '^        Wbg. 


G.  Landsberg.     Untersuchungen  über  die  Theorie   der 

Ideale.     Dias.  Breslau.  58  S.  8^ 


E.  Netto,    üeber  den  gemeinsamen  Teiler  zweier  ganzen 
Functionen  einer  Veränderlichen.    J.  für  Math.  CVI.  81-88. 

In  seinem  Aufsatze  „Ueber  einige  Anwendungen  der  Modul- 
Systeme  auf  elementare  algebraische  Fragen"    [J.  für  Math.  IC, 

F.  d.  M.  XVIII.  57]  hat  Kronecker  unter  anderem  den  grössten 
gemeinsamen  Teiler  von  zwei  ganzen  Functionen  einer  Verän- 
derlichen für  irgend  ein  Primmodulsystem  des  Bereiches  ihrer 
Coefficienten  bestimmt,  und  zwar  auf  einem  Wege,  welcher  sich 
der  B6zout-Jacobi'schen  Eliminationsmethode  anschliesst.  In  der 
vorliegenden  Arbeit  stellt  sich  Herr  Netto  die  Fragen:  „Lassen 
sich  die  Eronecker'schen  Ergebnisse  auch  auf  das  alte  Euler'sche 
Eliminationsverfahren  übertragen?  Und  in  welcher  Beziehung 
stehen,  wenn  dies  der  Fall  sein  sollte,  die  hier  und  die  dort  be- 
nutzten Modulsysteme?''  Durch  elementare  Determinantentrans- 
formationen gelingt  es,  nachzuweisen,  dass  die  Eronecker'schen 
Resultate  auch  bei  der  Euler'schen  Eliminationsmethode  bestehen 
bleiben,  und  dass  die  beiderseits  benutzten  Modulsysteme  einander 
äquivalent  sind.  F. 

E.  Netto.  Ueber  den  grössten  gemeinsamen  Teiler 
zweier  ganzer  Functionen.  Hamb.  Mitt.  IL  36-43. 
Für  die  Existenz  eines  gemeinschaftlichen  Teilers  vom  Grade 
n—k  zweier  ganzen  Functionen  vom  Graden  ist  bekanntlich  die 
hinreichende  und  notwendige  Bedingung  die,  dass  aus  einer  Reihe 
von  Determinanten  der  Ordnungen  2n,  2»  —  2,  2ii  —  4,  . . . ,  welche 
in  bestimmter  Weise  aus  den  Coefficienten  der  beiden  gegebenen 
Functionen  gebildet  sind,  die  ersten  n  —  k  verschwinden,  während 
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die  Däehstc  (von  der  Ordnung  2k)  von  Null  verschieden  ist.  Der 
gT'össte  gemeinsame  Teiler  ist  alsdann  eine  ganze  Function  g> 
vom  Grade  «— fc,  deren  Coefficienten  Determinanten  der  Ordnung 
2i  sind.  In  der  vorliegenden  Arbeit  weist  nun  Herr  Netto  mittels 
Determinantenbetracbtungen  im  Anschluss  an  seine  frühere  Arbeit 
^Anwendung  der  Modulsysteme  auf  eine  elementare  algebraische 
Frage**  (cf.  F.  d.  M.  XXI.  132)  die  charakteristische  Bedeutung 
nach,  welche  die  erwähnte  Function  q>  noch  in  dem  Falle  be- 
sitzt, dass  die  Determinanten  der  Ordnungen  2n,  2n — 2, . . .  nicht 
verschwinden.  F. 

N.  W.  BuGAiBFP.  Verschiedene  Anwendungen  des  Prin- 
cips  der  grössten  und  kleinsten  Exponenten  in  der 
Theorie  der  algebraischen  Functionen.   Mosk.  Math. Samml. 

XIV.  &Ö3-Ö90. 

Unter  dem  Princip  der  grössten  und  kleinsten  Exponenten 
yersteht  der  Verf.  die  Methode,  successive  Glieder  der  Zerlegung 
algebraischer  Functionen  in  unendliche  Reihen  nach  abnehmen- 
den oder  wachsenden  Potenzen  der  Veränderlichen  zu  ermitteln. 
Diese  Methode  wird  auf  die  simultanen  Gleichungen  erweitert 
uud  hierdurch  eine  wichtige  Anwendung  auf  die  Zerlegung  ganzer 
FoDctionen  mit  mehreren  Veränderlichen  in  irreductible  Factoren 
ermöglicht.  Die  Methode  des  Verfassers  zur  Gewinnung  der 
Zerlegung  ist  sehr  zweckmässig  und  führt  schnell  zum  Ziele. 

Wi. 

A.  Knesbr.  Ein  neuer  Beweis  der  Unmöglichkeit,  all- 
gemeine Gleichungen  höheren  Grades  algebraisch  auf- 
zulösen.   J.  für  Math.  GVL  48-64. 

Sind  &>,,  w^^  ...,  Wn  die  Wurzeln  einer  algebraischen ,   im 

Rationalitätßbereich  (dt)  irreductiblen  Gleichung  n*«"  Grades 

F(x)  =  0, 

80  gehört  das  Product  G(x)  =  n(x—u^  Wi^ — u^  Wi^ •  —UniOiJ 

(0 

(das  Product  Über  alle  geraden  Permutationen  der 

Indices  1 , 2, . . . ,  n  erstreckt) 
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dem  Rationalitätsbereiche  (9fi)  an,  sobald  man  zn  diesem  die 
Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  von  F(x)=0  adjangirt. 
Wenn  F(a?)  =  0  eine  »allgemeine"  Gleichung  ist,  so  ist  G(x)=^0 
im  Bereiche  (fft)  irreductibel.  Aus  der  Annahme  nun,  dass  P(x)=^  0 
durch  Wurzelausziehungen  auflösbar  sei,  l&sst  sich  schliessen, 
dass  G(x)=0  durch  Adjunction  einer  Kette  von  Badicalen  re- 
ductibel  wird.  Dieser  Schluss  führt  unter  Benutzung  des  vorher 
bewiesenen  Satzes :  „Besitzt  eine  Gruppe  r,  deren  Ordnungszahl 
m  ist,  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  7^'  von  der  Ordnung  m :  q^ 
wo  q  eine  Primzahl  bedeutet,  so  ist  die  Ordnungszahl  jeder 
Substitution  der  Gruppe  r,  welche  der  Untergruppe  F'  nicht  an- 
gehört, durch  q  teilbar",  zu  der  Folgerung,  dass  jede  ungerade 
Zahl  zwischen  n  und  1  durch  eine  gewisse,  von  1  verschiedene 
Primzahl  q  teilbar  sein  muss,  was  unmöglich  ist,  sobald  fi'>4. 
Erwähnt  sei  noch,  dass  Herr  Eneser  im  Anfange  seiner  Arbeit 
einen  rein  arithmetischen  Beweis  des  Aberschen  Satzes  giebt, 
wonach  jede  binomische  Gleichung  vom  Primzahlgrad  xp — 0  =  0 
in  dem  Rationalitätsbereiche,  welchem  a  angehört,  entweder  ir- 
reductibel ist  oder  eine  rationale  Wurzel  besitzt.  F. 


O.  ToGNOLi.     Intorno  alla  risoluzione  algebraica  delle 
equazioni.    Batt.  g.  xxviii.  316-329. 

Herr  Tognoli  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  von  Galois,  Abel 
und  ihren  Nachfolgern  gefundenen  Resultate  in  Bezug  auf  die 
algebraische  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  höheren  Grades  in 
einfacherer  Weise,  als  es  bisher  geschehen  ist,  abzuleiten.  Sehr 
einfach  sind  die  Entwickelungen  des  Herrn  T.  allerdings  ge- 
worden. Welches  aber  ihr  Wert  ist,  mögen  nur  die  Schlüsse 
lehren,  mittels  deren  er  die  Unauflösbarkeit  der  allgemeinen 
Gleichungen  fünften  Grades  nachweist.  Nachdem  er  den  „Lehr- 
satz^ bewiesen  hat: 

„Damit  eine  irreductible  Gleichung  n^°  Grades  auflösbar 
sei,  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass  es  eine  Function  von 
n  Grössen  gebe,  welche  die  gegebene  Gleichung  verificirt  und 
bei  Anwendung  aller  Substitutionen  n  verschiedene  Werte   an- 
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Dimmt*',   schliesst   er   aus   dem   bekannten   Satze   der  Substitu- 

tionentbeorie: 

^Wenn  eine  Function  von  5  Grössen  5  verschiedene  Werte 
hat,  so  ist  sie  symmetriscb  in  Bezug  auf  4  von  diesen  Grössen^, 
dass  eine  solche  Function  im  allgemeinen  nicht  existire  und  dem- 
nach die  Gleichung  fünften  Grades  nicht  algebraisch  auflösbar 
sei.  F« 

0.  F.  Gauss.  Die  vier  Beweise  für  die  Zerlegung 
ganzer  algebraischer  Functionen  in  reelle  Factoren 
ersten  oder  zweiten  Grades.  (1799  -  1849.)  Hrsg.  von 
E.  Nbtto.  (Ostwald's  Klassiker  der  exacten  Wissen- 
schaften  Nr.  14.)     Leipsig.  W.  EogelmanD.  81  S.  8^ 

Das  vorliegende  Bändchen  ist  eine  deutsche  Ausgabe  der  4 
Gauss'scben  Beweise  f&r  die  Existenz  der  Wurzeln  einer  al- 
gebraischen Gleichung.  Der  Herausgeber  hat  einige  Anmer- 
kongen  hinzugefügt,  in  denen  er  die  verschiedenen  Grundlagen 
der  Beweise  kurz  charakterisirt  und  zugleich  noch  der  haupt- 
sächlichsten an  diese  Beweise  anknüpfenden  Litteratur  Erwähnung 
thut.  Ht. 

H.  6.  Zeuthen.      Bovis  for  at  en  algebraisk    Ligning 

altid    har   en    Rod.      Nyt  Tidss.  for  Math.  I.  65-67. 

Herr  Zeuthen  giebt  hier  einen  neuen,  sehr  einfachen  Beweis 
t1lr  den  Satz,  dass  jede  algebraische  Gleichung  eine  Wurzel  hat. 

Die  vorgelegte  Gleichung  sei  f(jb)  =  0,  wo  f{z)  =  ä»» + aa*»-^  -\ — 
eine  ganze  rationale  algebraische  Function  n^"  Grades  ist.  Die 
Grössen  a,  6, . . .  können  reell  oder  complex  sein.  Es  wird  an- 
genommen, dass,  wie  gewöhnlich,  eine  Grösse  z  =  x  ^iy  durch 
einen  Punkt  in  einer  gegebenen  Ebene  abgebildet  wird.  Setzt 
man  jetzt 

a  =  r  (cos  ©  +  •  sin  ©) 
und  lässt  9  von  0  bis  zu  2n  wachsen,  während  r  constant  bleibt, 
60  beschreibt  js  einen  Kreis  um  den  Anfangspunkt.    Wird  r  hin- 
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länglich  gross  angenommen,  so  kann  man  schreiben 

/"(ä)  =  »«M  -| [- ...  J  =  r»(co8ii®4-t8inii0)ß(co8Of  +  isina), 

wo  Q  und  Q  beliebig  wenig  von  respective  1  und  0  abweichen. 
Man  sieht  dann,  dass 

9>W  =  V^ i/^(co8|+  •  sin  f)(co8^  +  •  sin^) 

ein  Wert  von  y(»)  ist. 

Lässt  man  jetzt  Q  von  0  bis  2fv  wachsen,  so  werden,  indem 
q)(»)  continuirlich  variirt,  g>  und  a  auch  sich  ändern.  Da  aber 
a,  wenn  r  hinlänglich  gross  genommen  wird,  hierbei  so  wenig, 
als  man  will,  schwankt,  so  kann  a  nicht,  indem  @  von  0  bis  2/1 

variirt,  von  a  bis  —  sich  ändern,  und  muss  also,   wenn 

6  den  Wert  2n  annimmt,  seinen  anfänglichen  Wert  wieder  an- 

nehmen.     Dagegen  wird  cos  -^  +  •  ^in  ^  von  dem  Wert  +1  in 

den  Wert  — 1  tibergehen.  Dieses  ist  aber  unmöglich,  wenn  kein 
Verzweigungspunkt  von  g>(z)  innerhalb  des  Kreises  liegt.  Aber 
in  einem  Verzweigungspunkt  von  (p(z)  mu8sqp(i5)  =  0  sein,  da  in 
allen  anderen  Punkten  die  Werte  von  q>(i)  um  eine  endliche 
Grösse  verschieden  sind.  V. 


Ä.  Caylet.     Sur  les  racines  d'une  dquation  algäbrique. 

C.  R.  OX.  174-176. 

A.   Cayley.     Sur  les  racines  d'une  ^quation  algäbrique. 

C.  R.  OX.  215-218. 

f{u)  sei  eine  ganze  rationale  Function  n^°  Grades  mit  reellen 
oder  imaginären  Coefficienten ;  es  werde  gesetzt 

Aus  der  Voraussetzung,  dass  die  Gleichung  f'(ti)  =  0  n—l  Wurzeln 
besitzt,  ergiebt  sich  durch  Discussion  der  Fläche 

C-Ä  =  P»  +  (?', 

(wo  c  eine  gegebene  positive  Grösse  bedeutet), 
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dass  /*'+(?*  für  n  Wertsysteme  (x,  y)  verschwindet,  /(tt)  =  0al80 
n  Wurzeln  besitzt. 

In  der  zweiten  Note  betrachtet  Herr  Gayley  die  Fläche 

(c -;.)»=?•  +  (?•, 
mit  Hfllfe  deren  er  graphisch  die  Newton'sche  Annäherung  con- 

stmirt    Im  Anschlass  hieran  behandelt  er  das  Newton- Fourier'- 

Behe  Problem  (cf.  F.  d.  H.  XI.  67  u.  260)  für  eine  quadratische 

Gleichung.  F. 

E.  Amigübs.     Th^or^me  de  d'Alembeii;.     Noav.  Add.  (3)  ix. 

116-118,  J.  de  Math.  sp^c.  (3)  IV.  145-146. 

Beweis  des  Satzes,  dass,  wenn  es  einen  (oder  auch  mehrere) 
bestimmten,  endlichen  Wert  z^  der  Variable  z  giebt,  für  welchen 
der  absolute  Betrag  der  ganzen  rationalen  Function  /*(«)  mit 
reellen  oder  imaginären  Goefficienten  kleiner  ist  als  für  alle  an- 
deren Werte  von  a,  notwendig  /"(»o)  =  0  ist.  F. 


P.  Man8I0N.     Sur  le  th^or^me  fondamental  de  Tanalyse 
alg^briqne.    Bru.  s.  sc.  XIVA.  4€^ 

Die  Beweise  dieses  Satzes,  welche  das  Vorhandensein  einer 
Warzel  feststellen  und  gleichzeitig  ergeben,  dass  diese  Wurzel 
sieh  mit  den  Goefficienten  stetig  ändert,  können  eine  rein  arith- 
metische Gestalt  bekommen.  Mn.   (Lp.) 


RiQUiBB.  Sur  les  fonctions  continues  d'un  nombre  quel- 
conque  de  variables  et  sur  le  principe  fondamental 
de  la  th^orie  des  ^quations  algöbriques.    f%x\b.  Gauthier- 

Vülftrt  et  Pils. 

J.  W.  Rasch.  Meetknndige  plaats  van  de  wortelpunten 
eener  hoogere  machtsvergelijking.      Nieuw  Arcbief  xvii. 

233-234. 

Es  wird  hier  eine  Beziehung  abgeleitet  zwischen  den  Orten 
der  Wnrzelpunkte   einer  Gleichung  höheren  Grades   und  denen 
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einer  anderen,  deren  Grad  um  1  niedriger  ist  and  die  in  flberaas 
einfacher  Weise  aus  der  ersteren  abgeleitet  wird.  Wenn  ein 
geometrischer  Ort  ein  Kreis  ist,  so  bekommt  die  Gleichung  des 
anderen  eine  merkwürdige  Form.  6. 


F.  Mertkns.      Ueber  einen  Satz   der  höheren   Algebra. 

Wien.  Ber.  XCIX.  907-909. 

Arithmetischer  Beweis  des  AbeFschen  Satzes,  dass  die  reine 
Gleichung  a;^  — il=0,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist,  nur  dann 
in  dem  Rationalitätsbereiche  A  reductibel  sein  kann,  wenn  A  eine 
p"  Potenz  ist.  F. 

Ch.  Biehler.     Sur  les  ^quations  binömes.      Noav.  Ann.  (3) 

IX.  472-476. 

Die  Gleichung 

lässt  sich  bekanntlich,  nach  Division  durch  ^—1,  durch  die 
Substitution 

,1 

auf  eine  Gleichung  m^""  Grades  zurttckführen.  Dass  sämtliche 
Wurzeln  der  letzteren  reell  sind  und  zwischen  den  Grenzen  (—2) 
und  (+2)  liegen,  wird  durch  Benutzung  der  Stürmischen  Methode 
bewiesen.  F. 


A.  Cayley.     Note^  on  the  ninth  roots  of  unity.    Mess.  (2) 

XX.  63. 

Zur  Auflösung  der  Gleichung  e«+ö'+l  =  0  setzt  der  Ver- 
fasser a  =  ö  +  ö',  6  =  ö'+ö',  c  =  e*+ö*,  berechnet  die  symme- 
trischen Verbindungen  der  a^h^c  und  findet  hieraus,  dass  diese 
Grössen  Wurzeln  vona:'— 3a?-f  1  =0  sind,  dass  daher  alle  ratio- 
nalen symmetrischen  Functionen  von  a,  6,  c  ebenfalls  rationale 
Werte  haben.  Lp. 
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A.  Gatlst.     On  the  equation  a:"— 1  =  0.     Mees.  (2)  xix. 

184-188. 

Beitrag  zur  übersichtlichen  Berechnung  der  Wurzeln  dieser 

2n 
Gleichung,  insbesondere  von  2co8-r7ri  u.  s.  w. 

17  Lp. 


W.  J.  C.  Sharp,  E.  Lampb.     Solution  of  questiou  8951. 

Ed.  Timea  LH.  93-94. 

Hr.  Sharp  hatte  den  Beweis  dafür  verlangt,  dass 

1)  x^^  +  x^'^+x^  +  x'^  +  l  durch  x*+x*+x*+x  +  ly 

2)  «♦«+aj^  +  a:^»  +  »«  +  l       „       x*— x»+aj»~«  +  l, 

teilbar  sei,  jedoch  im  Falle  2)  nur  für  ein  gerades  n,  im  Falle 
3)  für  ein  ungerades.  Ref.  weist  in  seiner  eingesandten  Note 
auf  den  Zusammenhang  dieser  Fragen  mit  der  Theorie  der  Kreis- 
teilangsgleichungen  hin  und  ersetzt  z.  B.  die  Formel  1)  durch 

r^ — ^  ,  .  — ; r-rr —  ohuc  Bcst  teilbar,  wenn  n  und  p 

ari*-''-|-a!P~'+--«+a?+l 

relative  Primzahlen  sind.  Lp. 

G.  DE  LoNGCHAMPS.     Notc  sur  la  question  278.   J.  de  Math. 

8p«c.  (3)  IV.  87-88. 

Ist  f(x)=:0  eine  Gleichung  mit  lauter  reellen  und  ungleichen 
Wurzeln,  so  hat  die  Gleichung 

dieselbe  Eigenschaft,  falls  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

»p-  A,3^^  +  il,»P-»  •••+(-  lyAp  =  0 
reell  sind.    Dieser  von  Hrn.  de  Longchamps  zum  Beweise  vor- 
gelegte Satz  rührt  von  Herrn  Hermite  her  (Nouv.  Ann.  1866. 479). 

Lp. 

L.  Lachtine.     Der  Ausdruck  der  Wurzeln  einer  drei- 
gliedrigen algebraischen   Gleichung  durch  bestimmte 

Integrale       Mosk.  Math.  Samml.  XV.  61-88. 

Vergl.  Abschnitt  VI,  Cap.  4,  bestimmte  Integrale.     Wi. 
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F.  J.  Studnicka.     Eine  Bemerkung  Über  die  Hamiltou'- 

Bchen  Zahlen.     Casop.  XIX.  119.  (Böhmisch.) 

Bezieht  sieh  auf  eine  in  diesem  Jahrb.  (XIX.  1887.  80)  ge- 
machte Bemerkung,  dass  die  dortige  Substitution  <  =  ^  ein  para- 
doxes Ergebnis  liefert,  wobei  das  Paradoxon  beseitigt  wird. 

Std. 

Lalbal^tribr.      Sor   la  formale  de   Waring  (6quations 

du   second    degrä).    J.  de  Math.  6I6in.  (3)  IV.  5-10,  25-29. 

Von  der  für  Gleichungen  zweiten  Grades  speoialisirten  and 
für  sie  bewiesenen  Waring'schen  Formel  werden  Anwendungen 
auf  Lösungen  zweier  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  gemacht. 

Lp. 

F.  J.  Studnicka.     Beitrag  zur  Theorie  der   reciproken 

Gleichungen.      Casop.  XIX.  1.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  kurzgefasste  Darstellung  des  Vorgangs,  wie 
man  von  der  Gleichung 

durch  Vermittelung  der  Grössen 

km 

woraus  folgt 

die  Relation 

A,r.+A,V..i+-+A,  =  0 

und  die  neue  Gleichung 

ableitet,  wobei  zu  setzen  ist 

Bf  =  Ai + ^(- 1)*  "  +  f-*  („_i+A- l)»-i*»i*<-« , 

SO  dass  nach  Auflösung  dieser  Gleichung  mit  HQlfe  der  so  er- 
haltenen Wurzelwerte  yi  noch  die  Gleichung 

«'— y^rr-f-fc^O  C»=l»  2,  3,  ...,ä) 
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aafsalösen  ist,  um  die  2s  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  zu 
erhalten. 

Hieranf  wird  noch  der  specielle  Fall 

fc  =  — 1 
behandelt  und  an  einer  Gleichung  8^°  Grades   der   ganze  Vor- 
gang dargestellt.  Std. 

Helgb  von   Koch.      Om    npplösningen    af   ett   system 
lineära    likbeter  mellan   ett  oändligt    antal    obekanta. 

Stockh.  ÖfTersigt.  109129. 

Durch  Untersuchungen  von  Hill,  Appell  und  Poincarä  an- 
geregt, beschäftigt  sich  der  Verf.  mit  Systemen  von  unendlich 
rielen  linearen  Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Unbekannten. 
Es  werden  allgemeine  Bedingungen  hergeleitet  für  die  Existenz 
einer  Lösung  und  fttr  die  Eindeutigkeit  derselben.  Auch  ge- 
winnt der  Verf.  durch  functionentheoretische  Betrachtungen  eine 
ziemlich  allgemeine  analytische  Form  der  Lösung.         Bdo. 


W.  J.  Albitzky.  Die  Untersuchung  der  Gleichungen 
zweiten  Grades  mit  zwei  Veränderlichen  in  Bezug 
auf    ihre    Zerlegbarkeit     in     zwei    lineare    Factoren. 

Peterab.  Techo.  lott.  (Rassisch.) 

Beweis  dafür,  dass 

AE^  +  CD'  +  FB^--BDE  -4ACF=0 
der  Ausdruck  fflr  die  Bedingung  der  Zerlegbarkeit  von 

Äx*  +  Bxy  +  Cy^  +  Dx-\-Ey  +  F 
in  zwei  lineare  Factoren  ist.  Wi. 


H.  Nissen.     Om  Vinkler's  Tredeling,  kubiske  Ligninger 
og  det  deliske  Problem.   Nyt  Tidss.  for  Math.  ia.  2-7. 

Es  wird  die  Dreiteilung  eines  Winkels  bewerkstelligt  mittels 
eines  rechten  Winkels,  dessen  einer  Schenkel  einen  Kreis  be- 
r&hrt,  und  dessen  Scheitel  auf  einer  Geraden  gleitet  Es  wird 
darnach  gezeigt,  wie  die  Lösung  einer  Gleichung  dritten  Grades 
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(in  dem  nicht  irreduciblen  Falle)  geometrisch  mittels  desselben 
HQlfsmittels  gelöst  werden  kann.  (Vergl.  Bartl,  „ Mechanisch- 
graphische  Lösung  der  kubischen  und  biquadratischen  Olei- 
chungen**,  Hoppe  Arch.  (2)  L  1—46;  F.  d.  M.  XVI.  1884,  87.  Lp.) 

V. 

V.  MoLLAMB.      Sul  casus  irreductibilis  doli'    equazione 

Cubica.     Napoli  Rend.  (2)  IV.  167-171. 

Wenn  man  von  der  Form  ausgeht,  auf  welche  man,  nach 
Abel,  jede  Function  der  Coefficieuten  einer  algebraisch  auflös- 
baren Gleichung  bringen  kann,  die  eine  ihrer  Wurzeln  darstellt, 
so  lässt  sich  mit  Benutzung  des  Satzes:  „Ist  die  dritte  Potenz 
einer  ganzen  rationalen,  mehr  als  zweiwertigen  Function  tp  dreier 
Grössen  x  zweiwertig,  so  kommen  in  ip  complexe  Coefficienten 
vor^,  der  Schluss  ziehen^  dass,  auf  welche  Weise  man  auch  eine 
allgemeine  kubische  Gleichung  mit  drei  reellen  Wurzeln  auflösen 
mag,  der  resultirende  Ausdruck  notwendig  die  Kubikwurzel  aus 
einer  complexen  Grösse  enthält. 

Im  zweiten  Teil  der  Note  werden  einige  besondere  Arten 
von  Gleichungen  dritten  Grades  behandelt,  deren  drei  reelle 
Wurzeln  sich  algebraisch  in  reeller  Form  darstellen  lassen. 

F. 

Ch.  Brisse.     Nouvelle  m^thode  de  discussion  de  l'^ua- 

tion   en   S.      Noav.  Adq.  (3)  IX.  367-372. 

Die  „Gleichung  in  S^ 

A—S    B"       B' 
B"    A'-S     B       =0 
B'        B    A"S 
kann   als   notwendige   und  hinreichende   Bedingung   dafllr   an- 
gesehen werden,  dass  der  Ausdruck 

qp— Sa, 
wo  g)  =  Ax'  +  Ay+A"&^  +  2By»  +  2B'&»  +  2ß"«y 

mit  reellen  Coefficienten  und 

a^x'+y'  +  z' 


J{S)  = 
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i8tj  sieh  auf  eine  Samme  von  weniger  als  drei  Quadraten  reducirt. 
Daraus  lassen  sich  in  einfachster  Weise  die  Eigenschaften  der 
^Gleiehnng  in  S"  entwickeln,  deren  wichtigste  hier  angegeben 
werden  mögen: 

1)  Die  Gleichung  in  S  hat  reelle  Wurzeln. 

2)  Der  Ausdruck  g>—Sa  reducirt  sich  auf  eine  Summe  von 
zwei  Quadraten,  oder  auf  ein  Quadrat,  oder  ist  identisch  Null,  je 
nachdem  S  einfache,  zweifache  oder  dreifache  Wurzel  der  Glei- 
ebuDg  in  S  ist,  und  umgekehrt. 

3)  Eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  in  S  annuUirt  nicht 
alle  Unterdeterminanten  zweiter  Ordnung  der  Determinante  J(S)j 
eine  zweifache  Wurzel  alle  Unterdeterminanten  zweiter  Ordnung, 
aber  nicht  alle  erster  Ordnung,  eine  dreifache  Wurzel  auch  alle 
Unterdeterminanten  erster  Ordnung,  und  umgekehrt. 

4)  Die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  in  S  liefert  eine  Zer- 
legung des  Ausdruckes  qf-^Sa  in  zwei  positive,  die  grösste 
Wurzel  in  zwei  negative  Quadrate,  die  mittlere  Wurzel  allein 
zerlegt  diesen  Ausdruck  in  ein  Product  zweier  verschiedenen 
reellen  Factoren.  Wbg. 

F.  Lucas.      Natura  des   racines   de   T^quation   da   qua- 
inhme  degr^.    S.  m.  f.  Bull,  xvill.  U5-U9. 

Die  Arbeit  behandelt  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln 
eioer  Gleichung  vierten  Grades  und  denen  ihrer  nach  der  Des- 
eartes'schen  Methode  gebildeten  Resolvente  dritten  Grades,  und 
zieht  aus  dem  Vorzeichen  der  Discriminante  der  letzteren  Schlüsse 
auf  die  Realität  der  Wurzeln  der  Gleichung  vierten  Grades. 

F. 


A.  Catlbt.    On  a  soluble  quintic  equation.    American  J.  xiii. 

53-58. 

Angabe  der  Wurzeln  der  auflösbaren  Gleichung 
«*  + 3000«' +.20000aj- 100000  =  0 
und  Verification  der  Lösung.  F. 


Fonaefar.  d.  Matb.  ZXII.  1.  8 
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N.  W.  BuGAiEPF  und  L.  K.  Lachtinb.     üeber  die  auf- 
lösbaren Gleichungen  fttnften  Grades.    Mosk.  Math.  SunmL 

XV.  83-9a 

Die  Resolvente  der  Gleichung  a5*+a«+6=0  wird  in  der 
Form: 

2V(y--ll)V  +  4)-5»6*(2y  +  3)'=0 

erhalten.  Damit  diese  Resolyente  eine  rationale  Wurzel  hat^ 
was,  wie  bekannt,  eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  die  Aaflösbarkeit  der  Gleichung  (1)  ist,  muss  diese  Gleichung 
die  Form  haben: 

^^^  +      4(iu>+  4)     ^^^  ^  20u'+4)      "' 

llu4-4 
Die  Wurzel  der  Resolyente  dieser  Gleichung  y  ist  gleich  —    T^    * 

(Vergleiche  Runge:  lieber  die  auflösbaren  Gleichungen  von  der 
Formx^+ux  +  v  =  0.  Acta  Math.  VII.  173-186;  F. d.M.  XVII. 
1885.  69.)  Wi. 

R.  Alagna.      Condizioni  perch^  una  forma  dell'  ottavo 
ordine  abbia  quattro  punti  doppii.    Palermo  Read.  IV.  25-29. 

Es  werden  die  sieben  Relationen  zwischen  den  Invarianten 
einer  Form  achten  Grades  mit  vier  Doppelpunkten  aufgestellt, 
indem  die  Form  als  das  Quadrat  einer  biquadratischen  Form  be- 
trachtet und  ihre  Invarianten  als  Functionen  der  Invarianten 
der  letzteren  ausgedruckt  werden;  man  findet  dann  die  gesuchten 
Relationen  durch  eine  einfache  Elimination.  Wbg. 


R.  Alagna.     Intorno  ad  aicuni  casi  di  multiplicitä  delle 
radici  dell'  equazione  d'ottavo  ordine.    Palermo  Rend.  IV. 

287-298. 

Die  vorliegende  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  der  vorher  be- 
sprochenen: Es  werden  die  Relationen  zwischen  den  Invarianten 
einer  Form  achten  Grades  aufgestellt,  welche  1)  einen  dreifachen 
und  einen  Doppelpunkt,  2)  einen  dreifachen  und  zwei  Doppel- 
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paakte,  3)  zwei  dreifache  Pankte,  4)  zwei  dreifache  und  einen 
Doppelpunkt  besitzt.  Zu  diesem  Zweck  wird  die  Form  als  das 
Prodact  des  Quadrates  einer  quadratischen  in  eine  biquadratische 
Form  betrachtet,  und  es  werden  zunächst  die  Relationen  zwischen 
den  simultanen  Invarianten  dieser  beiden  Formen  ermittelt  Eine 
einfache  Elimination  fBhrt  auch  hier  in  den  einzelnen  Fällen  zum 
Ziele.  Wbg. 

J.  J.  Stlvbster,  P.  H.  Schoute.     Solution  of  question 

76^8.     Ed.  Times  LIIL  33-34. 

Ist  m  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl   und  sind  a,  6,  c 
reelle  Grössen,  so  kann  die  Gleichung 

nicht  mehr  als  zwei  reelle  Wurzeln  haben.  Lp. 


Ä.  HuEWiTZ.     Ueber  die  Wurzeln  einiger  transcendenten 
Gleichungen.      Hamb.  Mitt.  II.  25-31. 

Ein  von  dem  Verfasser  in  einer  Abhandlung  fiber  die  Bes- 
»ersehen  Functionen  /»(s)  (Math.  Ann.  XXXIII.  246,  F.  d.  M. 
XX.  1888.  502)  bewiesener  Satz  über  die  Wurzeln  transcendenter 
Gleichungen  wird  auf  die  Gleichungen 

(a,  4-  ^i  *  +  '  •  •  +  ^  **")  si  ö  »  +  (*o  +  ^  *  "I 1"  ^t«»"0  cos  »  =  0 

and 

OD  J5* 

(die  linke  Seite  der  letzteren  ist  eine  höhere  hypergeometrische 
Reihe)  sowie  auf  einige  durch  Specialisirung  aus  diesen  hervor* 
gebende  transcendente  Gleichungen  angewandt  Es  ergiebt  sich, 
dass  die  erste  Gleichung  stets,  ausser  unendlich  vielen  reellen 
Wurzeln,  nur  eine  endliche  Anzahl  (mit  angebbarer  oberer  Grenze) 

8* 
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von  imaginären  Wurzeln  besitzt,  während  die  Wurzeln  der  zweiten 
Gleichung  sämtlich  reell  sind.  Wbg. 


B.  NiEwENGLOWSKi.      Note  sur  le  th^or^me   de  Sturm. 

NoQV.  ADD.  (3)  IX.  181-182. 

Einige  einfache  Beziehungen  zwischen  der  Zahl  der  Zeichen- 
wechsel in  der  Sturm'schen  Reihe,  der  Zahl  der  imaginären 
Wurzeln  und  der  reellen  Wurzeln,  die  oberhalb  einer  bestimm- 
ten Grenze  liegen.  F. 

A.  PouLAiN.     Sur  trois  th^or^mes  de  ßudan.     J.  de  Math. 

8p6c.  (3)  IV.  58-62,  79-82,  97-101. 

Der  Verf.  teilt  aus  dem  Budan'schen  Werke:  „Nouvelle 
Methode  pour  la  r6solution  des  äquations  num^riques''  (par  Fr. 
Budan  de  Boislaurent,  Inspecteur  g^n^ral  de  TUniversitö.  2*"*  ^d. 
Paris.  Bachelier,  1822)  ausser  dem  bekannten  „Budan'schen 
Satze^,  den  er  als  Nr.  1  bezeichnet,  noch  zwei  andere  mit, 
welche  zur  Ergänzung  jenes  ersten  dienen  und  zur  YereinfachuDg 
der  Rechnungen  benutzt  werden  können.  Diese  Sätze  werden 
bewiesen  und  ihre  Anwendungen  bei  der  numerischen  Auflösung 
von  Gleichungen  erläutert  Lp. 


G.  FouRET.     Sur  la  m^thode  d'approximation  de  Newton. 

NoQv.  Ann.  (3)  IX.  567-&85. 

Behufs  Feststellung  der  hinreichenden  und  notwendigen  Be- 
dingungen, unter  denen  sich  die  Newton'sche  Näherungsmethode 
mit  Sicherheit  anwenden  lässt,  wird  folgende  Regel  hergeleitet: 

Wenn  die  Zahl  a  ein  erster  Näherungswert  einer  Wurzel  a 
der  Gleichung 

ist,  so  liegt  die  Zahl 

stets  zwischen  a  und  a,  ist  also  ein  neuer,  günstigerer  Nähernngs- 
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werty  falls  f{a)  und  f"(^)  dasselbe  Vorzeichen  haben  und  f\x) 
im  Intervall  ia.^.a)  sein  Vorzeichen  nicht  wechselt         F. 


E.  Carvällo.  Extension  de  la  m^thode  de  Gräffe. 
Methode  pratique  pour  la  r^solution  numörique  com- 
pl^te    des    ^quations    algdbriques    ou    transcendantes. 

Th^se   d'analjse.     Paris.  Gaathier-Villars  et  Fils.  40  S.  4<». 


R.  MsHMKE.  Neues  Verfahren  zur  Bestimmung  der 
reellen  Wurzeln  zweier  numerischer  algebraischer 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten.  Schlomilch  z.  XXXV. 

174-185. 

Das  mitgeteilte  Verfahren  ist  die  unmittelbare  Erweiterung 
der  vom  Verf.  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  mit  einer  Un- 
bekannten veröffentlichten  Methode  (vgl.  Civilingenieur  XXXV. 
617  und  F.  d.  M.  XXI.  1889.  93,  882).  Die  beiden  Glei- 
chungen 

sind  äquivalent  den  beiden  Gleichungssystemen 

Projicirt  man  die  Schnittcurve  der  durch  die  beiden  ersten  Glei- 
ehangen  dargestellten  Fläche  und  ebenso  die  Schnittcurve  der 
dareh  die  beiden  letzten  Gleichungen  dargestellten  Fläche  auf 
die  o^-Ebene,  so  sind  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  beider 
ProjectioDscurven  Näherungswerte  für  die  Wurzeln  der  vorge- 
legten Gleichungen.  Statt  nun  aber  die  eben  erwähnten  Flächen 
selbst  zu  eonstruiren,  zeichnet  der  Verf.,  und  zwar  ohne  Rech- 
nang  nach  den  Methoden  der  darstellenden  Geometrie,  diejenigen 
Flächen,  resp.  ihre  Prorjectionen,  welche  den  algebraischen  Zu- 
sammenhang zwischen  logo?,  logy,  logis  repräsentiren.  Die 
Schnittpunkte  der  Projectionscurven  liefern  alsdann  die  Logarith- 
men der  gesuchten  Wurzeln.    Zur  punktweisen  Construction  der 
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leteterwähnten  Flächen  wird  dieselbe  Additionscarve  benatzt, 
wie  in  der  früheren  Arbeit.  Hat  man  eine  Anzahl  Gleichnngs- 
Systeme  von  bestimmter  Form,  nnr  mit  verschiedenen  Coefficien- 
ten,  zu  lösen,  so  kann  man  Apparate  construiren,  die  eine  rein 
mechanische  Bestimmung  der  Wurzeln  ermöglichen.  F. 


R.  Mehmkb.      Ueber    das    Aufzeichnen    ebener    Carven 
mit  numerisch  gegebener  Gleichung.    Bokleo  Mitt  lll.  4-9 

(oDd  ein  aatogr.  Blatt  «Berichtigang*).    Mit  Fig.  1-3. 

Der  Gedanke,  welcher  Herrn  Mehmke  zur  Auffindung  eines 
Verfahrens,  numerische  Gleichungen  graphisch  aufzulösen,  geführt 
hat  (cf.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  93  und  das  vorangehende  Referat), 
nämlich  die  Logarithmen  der  Variabein  einzuführen,  erweist  sich 
auch  als  nutzbringend,  um  beliebig  viele  Punkte  einer  Curve 
mit  numerisch  gegebener  Gleichung  durch  Zeichnung  zu  be- 
stimmen. In  der  vorliegenden  Mitteilung  erläutert  er  sein  Ver- 
fahren an  einer  aus  drei  Gliedern  bestehenden  Curvengleichung. 
Man  hat  nur  ein  für  alle  Mal  eine  Fundamentalcurve  zu  zeichnen 
(±  105  +  l(yi  =  1)  und  ein  von  den  speciellen  numerischen 
Werten  abhängiges  neues  Axen- System  einzutragen;  dann  sind 
die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Fundamentalcurve 
in  Bezug  auf  das  letztere  Axen -System  die  Logarithmen  der 
Coordinaten  eines  Punktes  der  zu  construirenden  Curve. 

F. 

R.  Mehmkb.      Ueber  eine  periodische  kettenbruchartige 
EntwickeluDg  der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen. 

Boklen  Mitt.  III.  9-14. 

Mitteilung  des  Satzes  (ohne  Beweis): 

„Jede  reelle  Wurzel  einer  algebraischen  Oleichung  n^  Gra- 
des mit  rationalen  Coefficienten  kann  in  Näherungsbrüche  ent- 
wickelt werden,  bei  denen  der  Zähler  eines  jeden  eine  lineare 
Function  von  den  Zählern  der  n  vorhergehenden  Brttchci  und 
der  Nenner  dieselbe  lineare  Function  von  den  Nennern  jener 
Brüche  ist;  und  zwar  so,  dass  die  Entwickelung  eingliedrig 
periodisch  wird." 
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Benutzang  desselben  zur  Auflösang  einiger  numerisch  gegebenen 
Gleichoogen.  F. 

W.  Wirtinger.     Bemerkung  über  ganzzahlige  irreduc- 
tible  Gleichungen.     Monateh.  f.  M.  i.  47-48. 

Ist  R  eine  beliebige  positive  Grösse  und  n  eine  positive 
ganze  Zahl,  so  liegt  in  einem  um  den  Nullpunkt  beschriebenen 
Kreise  mit  einem  Radius,  der  kleiner  ist  als 

1 

höchstens  eine  einzige  Wurzel  einer  solchen  irreductiblen  ganz- 
zahligen  Gleichung  fi^°  Grades,  deren  sämtliche  Wurzeln  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  R  sind.  F. 


F.  Lucas.     Resolution  electromagn^tique  des  ^quations. 

C.  R.  CXI.  965-967. 

Die  gegebene  Gleichung  q>(z)  =  0  sei  vom  Grade  p.  Auf 
einem  Blatte  Papier  zeichne  man  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
8y8tem  und  nehme  auf  der  :c-Axe  p  +  1  Punkte  0^,  ...,  Op^i 
aD,  deren  Abscissen  x^y  ...,  Wp^t  seien.    Man  setze 

F(a)  =  («— a?,)  . . .  (a— oTp+i) 

and  bestimme  p+l  Zahlen  /u^, ...,  jUp+i  so,  dass 

F(»)  ns=l     Ä — Xn 

Alsdann  ftlhre  man,  senkrecht  zur  Ebene  des  Papiers,  durch 
jeden  der  Punkte  O  einen  Draht,  dessen  Länge  dem  zugehörigen 
f<  umgekehrt  proportional  ist,  während  Stoff  und  Dicke  aller 
Drähte  übereinstimmen.  Die  Drähte  werden  von  elektrischen 
Strömen,  die  aus  derselben  Batterie  stammen,  durchlaufen,  so 
dass  die  Stromintensitäten  in  den  einzelnen  Drähten  den  Zahlen 
ft  proportional  sind.  Auf  diese  Weise  entsteht  in  der  Ebene 
des  Papiers  ein  magnetisches  Feld,  dessen  Kraftlinien  durch 
Aafatreuen  von  Eisenfeilspänen  sichtbar  gemacht  werden  können. 
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Die  Punkte,   in  denen  die  magnetische  Kraft  den  Wert  0  hat, 
entsprechen  den  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung.  F. 


D.  Bbsso.     Sair  eguaglianza  o^  =  6'  con  a  e  b  interi  e 

positivi.     BeBSö  Per.  mat  Y.  12-15. 

ü,  Dainelli.     Suir  equazione  x^  =  y*  con  x  e  y  interi 

e  positivi.     Daselbst  115-117. 

L.  Carlinb.     Suir  uguaglianza  a^  =  6"*  con  a  e  b  interi 

6  positivi.     Daselbst  117-119. 

Die  einzige  Lösung  fttr  a  >  b  ist  a  =  4,  6  =  2.    Der  Satz 
ist  nicht  neu;  siehe  F.  d.  M.  XX.  1888.  164.  Vi. 


A.  Capuzzo.      Soluzione    grafica.  d'un    sistema    di    due 
equazioni  di  primo  grado  a  due  incognite.  Treviso.  Longo. 


Capitel  2. 
Theorie  der  Formen, 

E.  B.  Elliott.      On    the  interchange   of  the  variables 
in  certain  linear  differential  Operators.    Lond.  Phil.  Trans. 

CLXXXI.  19-53. 

Die  zu  betrachtenden  Operatoren  schliessen  ein  oder  um- 
fassen alle  diejenigen,  welche  in  den  neueren  Theorien  der 
functionalen  Diflferentialinvarianten,  der  Reciprocanten,  der  Cykli- 
canten  u.  s.  w.  als  Annihilatoren  und  als  Erzeugende  aufgetreten 
sind.  Die  allgemeine  Form  der  binären  Operatoren  (Operatoren, 
deren  Argumente  die  Ableitungen  einer  abhängigen  Veränder- 
lichen in  Bezug  auf  eine  unabhängige  sind),  welche  der  Verf. 
zuerst   der  Betrachtung  unterwirft,   wird   in  Uebereinstimmung 
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mit  der  von  Herrn  HaeHahon  in  den  beiden  bemerkenswerten 
Schriften  benutzten  angenommen:  „The  theory  of  a  multilinear 
partial  differential  Operator  with  applications  to  the  theories  of 
invariants  and  reciprocants^,  Lond.  M.  S.  Proe.  XVIII  (F.  d.  M. 
XIX.  1887.  94),  „The  algebra  of  muUilinear  partial  differential 
Operators'',  ibid.  XIX  (F.  d.  M.  XX.  1889.  91).  Diese  Operatoren 
eDthalten  Tier  Elemente.  Die  aualogen  ternären  Operatoren, 
denen  der  Verf.  hiernach  seine  Aufmerksamkeit  zuwendet,  sind 
von  den  MacMahon'schen  Operatoren  aus  sechs  Elementen  ver- 
schieden.  Ihre  Argumente  sind  die  partiellen  Ableitungen  einer 
der  drei  Variabein,  die  als  durch  eine  einzige  Relation  in  Bezug 
aaf  die  beiden  anderen  verbunden  vorausgesetzt  sind. 

Die  Abschnitte  2  bis  15  beziehen  sich  auf  die  binären  Ope- 
ratoren.    Ihre  Definition   werde   im   folgenden   erläutert.     Man 

schreibe  yr  zur  Bezeichnung  von  —  -^  und   Xr  för  —  -7-^; 

entsprechende  Zunahmen   von   x^   y   seien   ^   und   17,   so   dass 

wobei  die  eine  Entwickelung  eine  Umkehrung  der  anderen  ist; 

femer  bezeichne  Fi"^  den  Goefficienten  von  ^  in  der  Entwicke- 

luDg  von  3}*  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  ^  und  X^**^  den 
Coef&cienten  von  rf  in  der  Entwickelung  von  ^  nach  aufsteigen- 
den Potenzen  von  17,  wobei  m  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl,  die  Null  nicht  ausgeschlossen,  bedeutet.  Ausserdem  sei  n 
eine  positive  oder  negative  Zahl  oder  Null ;  ju,  v  seien  beliebige 
ZahlgröBsen.    Dann  sind  die  betrachteten  Operatoren: 

Die  Summationen  beziehen  sich  auf  «,  welches  der  Reihe  nach 
aUe  ganzzahligen  Werte  annimmt,  die  nicht  kleiner  als  der 
grössere  der  Werte  m  und  — n-fl  sind.  Das  zu  erreichende 
Ziel  beateht  darin,  jeden  Operator  {^,  v\  nt,  n]^^  der  von  x  ab- 
hängt, als  einen  Operator  oder  eine  Summe  von  Operatoren 
gleicher  Gestalt  \ii\  v*\  m\  n'}^,  von  y  abhängig,  auszudrücken. 
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Die  übrigen  AbBchnitte  16  bis  24  beziehen  sich  auf  ternäre 
Operatoren,  nftmlich: 


m 


m 


m 


Hierin  bedeuten  fi,  v  beliebige  Zahlengrössen; 

m  eine  positive  ganze  Zahl; 

n,  n'  positive  ganze  Zahlen,  mit  Einschluss  der 
Null; 

r,  s  Grössen,  welche  der  Reihe  nach  alle  posi- 
tiven ganzzahligen  Werte  von  Null  an  durchlaufen,  die  der  Be- 
dingung r-^-s^m  genügen.  Gly.  (Lp.) 


Z.  Elliott.     Sur  les  invariante  d'ane  classe  d'^quations 
du  premier  ordre,     0.  R.  OX.  629-632. 

Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  -^  =  y^,    wo    die 

P  Polynome  zweiten  resp.  ersten  Grades  in  y  bezeichnen,  kann 
durch  die  Substitution 

wo  a,  6,  c  geeignete  Functionen  von  x  bedeuten,  auf  die 
kanonische  Gestalt 

gebracht  werden:  J  ist  dann  eine  absolute  Invariante  der  ge- 
gebenen Gleichung.  Stimmt  J,  abgesehen  von  einem  Factor, 
mit  X  ttberein,  so  wird  die  Gleichung  integrabel,  und  man  kommt 
so  auf  eine  Klasse  von  Gleichungen,  welche  bereits  Jacob!  stu- 
dirt  hatte.  Von  der  einschlägigen  Litteratur  wird  sonst  nur 
Appell  erwähnt.  My. 
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BiVERBAU.      Sur    les    invariants  des  ^quations   diff^ren- 
tielles  lin  Zaires.     Toaionse  Add.  iym.  1-5. 

Halphen  hatte  in  seiner  bekannten  Arbeit  „Sar  la  r^duction 
des  ^oations  difförentielles  aox  formes  intägrables*'  eine  Methode 
angegeben,  um  die  Invarianten  solcher  Gleichungen  zu  bilden, 
welche  indessen  für  eine  wirkliche  Ausführung  in  besonderen 
Fällen  weniger  geeignet  schien. 

Seien  y,  x  die  alten  Veränderlichen,    T,  X   die   neuen,   so 
bestimmt  der  Verfasser  die  Httlfsfunctionen  lJ{x\  M(x)  als  Lö- 
suDgen  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  derart,  dass^ 
vermöge  der  Transformation 

y  =  YU(x),    g=  M(x) 

die  gegebene  lineare  Differentialgleichung  in  eine  solche  über- 
geht, f&r  welche  der  zweite  und  dritte  CoefGcient  verschwinden. 
ÄQ8  den  weiteren  Coefficienten  und  deren  Ableitungen  setzen 
sieh  dann  die  gesuchten  (relativen)  Invarianten  linear  zu- 
sammen. Die  Rechnung  wird  im  Falle  der  vierten  und  fünften 
Ordnung  durchgeführt.  My. 

DiETRiCHKEiT.     Ueber  eine  Invariante  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung.     Schlömilch  z.  xxxv. 

52-56. 

Ist  die  lineare  Differentialgleichung 
Torgelegt,  so  ist  der  Ausdruck 

eine  absolute  Invariante  gegenüber  allen  Transformationen  von 
der  Form  y  =  xip(x):  umgekehrt  lassen  sich  zwei  Gleichungen 
mit  derselben  Invariante  J  durch  eine  Transformation  der  ge- 
Dannten  Art  in  einander  überführen. 

Kennt  man  daher  ein  Integral  einer  der  beiden  Gleichungen, 
so  auch  eines  der  andern.    Der  Verf.  giebt  damit  eine  Illustration 
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ZU  den  allgemeinen  Theorien  von  Lie  und  Ualphen^   ohne  auf 
die  Letzteren  irgendwie  Bezug  zu  nehmen.  My. 


P.  Gordan.  üeber  Begriff  und  Eigenschaften  der  Diffe- 
rentialinvarianten; ihr  Zusammenhang  mit  den  ge- 
wöhnlichen  Invarianten.     Natarf.  Ges.  Bremen.  4. 


J.  DuRAN  T  LoRiGA.      Teoria  elemental   de   las   formas 
algebricas.   Segovia  (1889). 

Dieses  Werklein  enthält  den  Teil  der  Theorie  der  al- 
gebraischen Formen,  den  die  Prüfungsvorschriften  für  die  Auf- 
nahme in  die  Vorbereitungsschule  fttr  die  Ingenieure  in  Madrid 
verlangen.  Der  Stoff  ist  auf  zehn  Capitel  verteilt;  in  denselben 
kommen  die  linearen  Substitutionen,  die  Discriminanten,  die  In- 
varianten, die  Jacobi'sche  und  Hesse'sche  Determinante,  die  Co- 
Varianten,  die  Emananten  und  die  kanonischen  formen  zum 
Vortrag.  •  Tx.    (Lp.) 

G.  Salmon.     Trait6  d'algfebre  supörieure.     2«  ^d.  fran?., 
publice  d'apr^s  la  4®  ^d.  augl.,  par  O.  Chemin.      Paris. 

Gauthier-Vülars  et  Fils. 


L.  Maurer,     üeber  Invariantentheorie.     J.  für  Math.  cvii. 

89  - 116. 

Während  man  sich  bisher  in  der  Invariantentheorie  in  der 
Hauptsache  auf  „allgemeine^  Urformen  beschränkt  hat,  will  der 
Verf.  eine  Theorie  aufstellen,  welche  auch  die  „speciellen^  For- 
men mitumfasst,  d.  h.  solche,  zwischen  deren  Goeffioienten  al- 
gebraische Relationen  herrschen. 

Die  Formen  einer  bestimmten  Ordnung  werden  zu  dem  Be- 
huf in  Klassen  eingeteilt.  Si^  umfasst  alle  Formen;  .ß,  die- 
jenigen, deren  Goefficienten  einem  bestimmten  (irreducibeln) 
System  algebraischer  Gleichungen    genflgen;    ii^  solche,    deren 
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CoefficieDten  einem  weiteren  System  solcher  Gleichungen  genügen, 

0.  8.  f. 

Die  scheinbare  Willkttr  dieser  Einteilung  verschwindet  im 
weiteren  Verlauf  der  Untersuchung,  insofern  die  notwendig  vor- 
auszusetzende Eigenschaft  der  auszuübenden  Transformationen, 
eine  „continuirliche  endliche  Transformationsgruppe'*  zu  bilden, 
SU  einer  ganz  bestimmten  Klasseneinteilung  hinfahrt. 

In  einer  beliebigen  Form  f  der  Klasse  Sit  ist  nur  noch  ein 
Teil  der  CoefBcienten  frei  verfügbar;  f  =  f(xju)  darf  also  be- 
traebtet  werden  als  eine  ganze,  homogene  Function  von  n  „Va- 
riabeln"  x  und  als  algebraische  homogene  Function  von  t  „Para- 
metern* II.  Statt  der  u  können  beliebige  l  unabhängige  al- 
gebraische Functionen  derselben  eintreten. 

Die  Variabein  x  und  Parameter  u  werden  nun  gleichzeitig 
einer  Transformation  in  neue  Grössen  q>^v  unterworfen: 

(S)        Xi  =  (fi  (y  /p),     tt  =  tt*k(v/p). 
Die  p  sind  hier  m  willkürliche  Substitutionsparameter,  welche  in 
die  Fanctionen  9),  i/;  algebraisch  eingehen:  gleichfalls  hängen  die 
tp  algebraisch  von  den  t;  ab,  während  die  y  nur  rational  inner- 
halb der  g>  auftreten. 

Zugleich  sollen  die  Transformationen  eine  ^Gruppe*'  in  dem 
Sinne  bilden,  dass  einmal  die  Zusammensetzung  zweier  derselben 
wieder  eine  Transformation  des  Systems  ergiebt,  sowie  dass  die 
Umkehrung  einer  Transformation  gleichfalls  von  derselben  Art  sei : 

Weiterhin  ergiebt  sich,  dass  die  Functionen  %  q>'  (rational)  vom 
ersten  Grade  in  den  Variabein  sein  müssen;  im  übrigen  ist  es 
erlaubt,  anzunehmen,  dass  die  9,  g>'  auch  noch  von  den  v  resp.  u 
algebraisch  abhängen. 

Die  Substitutionen  (S)  sollen  nun  die  Eigenschaft  besitzen, 
dass  sie  für  alle  Werte  der  Grössen  p  die  Form  /*(«,  u)  in  f  (y,  t;) 
transformiren;  dann  heissen  sie  der  Klasse  Sii  „zugeordnet." 

Eine  Function  J  der  ti,  welche  durch  ein  der  Klasse  Sii  zu- 
geordnetes System  (S)  in  sich  übergeht,  ist  eine  Invariante  der 
Form  f(x^u).  Sowohl  f^  als  J,  wie  auch  die  9^,1^,  werden 
gewissen    linearen    partiellen    Differentialgleichungen    genügen 


126  II-  AbBChoitt    Algebra. 

mttssen.  Stellt  man  dieselben  auf,  so  gestatten  sie  yor  allem 
eine  wichtige  Folgerung.  Existirt  nämlich  ein  System  (S),  so 
gehört  auch  nur  eine  bestimmte  Klasse  Sii  dazu ;  umgekehrt  da- 
gegen kann  ein  und  derselben  Klasse  noch  eine  endliche  oder 
selbst  unendliche  Anzahl  von  Systemen  (S)  entsprechen.  In  die- 
sem  Falle  könnte  es  scheinen,  als  ob  auch  f{x^u)  mehrere  In- 
variantensysteme besftsse.  Dies  ist  indessen,  falls  man  nach 
Christoffel  gewisse  extreme  F&Ue  ausschliesst,  nicht  der  Fall. 
Behufs  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  selbst  war  der 
Verf.  genötigt,  die  von  Lie  angewandten  Methoden  der  speci- 
fischen  Eigenart  der  vorliegenden  Transformationen  gemäss  ab- 
zuändern. In  der  That  macht  sich  auch  in  der  Endgleichung 
eine  gewisse  Separation  der  veränderlichen  Grössen  geltend.  So 
genügt  z.  B.  die  Form  f(x^  u)  m  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen von  der  Form: 

^•ÖJ?,  ^  »ö«,  ^  ^  -ÖJ?«  ^  '  du,  ^  ^'  du,^  ^  ^'  dut  "' 
wo  die  X  nur  von  den  x  (ev.  noch  von  den  ii),  die  U  nur  von 
den  u  abhängen. 

Entsprechendes  gilt  von  den  m  Gleichungen,  welchen  jeweils 
die  q>\\p\J  genügen.  Die  letzteren  sind  einfach  von  der  Ge- 
stalt: 

-,   dJ       ,-  ö J    .        ,  --  dJ      ^ 

Ist  m'  die  Anzahl  der  „wesentlichen"  unter  diesen  Differential- 
gleichungen, so  hat  die  Formenklasse  Sii  t—m*  von  einander 
unabhängige  Invarianten. 

Besitzen  die  Gleichungen  für  [(x,  ü)  noch  eine  weitere  ganz- 
rationale Lösung,  so  ist  dieselbe  als  „Govariante"  der  Urform  f 
zu  betrachten. 

Die  verschiedenen  aufgeführten  Arten  von  je  m  Differential- 
gleichungen bilden  lauter  vollständige  Systeme,  wie  aus  dem 
Gruppencharakter  der  ausgeübten  Transformationen  folgt 

Sieht  man  von  besonderen  Fällen  ab  (so  z.  B.,  wenn  die 
Discriminante  der  Urform  ^,  resp.  noch  deren  Ableitungen  ver- 
schwinden sollten),  so  ist  das  System  von  Differentialgleichungen, 


Oapitel  2.    Theorie  der  Formen.  ]  27 

welchen  die  allgemeine  Form  der  Klasse  iii  genügt,  im  wesent- 
lichen analog  den  auf  die  Klasse  Sii^i  bezüglichen. 

Daraas  folgt  aber,  dass  die  n'  Aronhold'scben  Differential- 
gleichungen für  die  allgemeine  Klasse  Q^  auch  fttr  die  folgen- 
den Klassen  typisch  sind. 

Zum  Schlüsse  macht  der  Verf.  darauf  aufmerksam,  dass  sich 
neben  die  oben  getroffene  Einteilung  der  Formen  nach  Ord- 
nungen und  Klassen  eine  zweite  gleichberechtigte  stellt.  Man 
kann  nämlich  die  Formen  von  n  Variabein  zunächst  in  „Systeme'' 
nach  der  Anzahl  der  „Parameter*'  u  einteilen,  weiter  jedes  dieser 
Systeme  in  Klassen,  deren  jede  durch  ein  System  invariantiver 
Differentialgleichungen  charakterisirt  ist,  und  schliesslich  sind  die 
Formen  einer  Klasse  nach  ihrer  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Va- 
riabein üf  in  „Ordnungen''  einzuteilen. 

Diese  zweite  Einteilung  empfiehlt  sich  vornehmlich  zur 
Untersuchung  der  Ausnahmefälle,  in  denen  die  Anzahl  der  in- 
variantiven  Differentialgleichungen  die  Zahl  n'  Übersteigt. 

Die  vorstehend  skizzirten  Entwickelungen  bilden  eine  Weiter- 
führung  derjenigen,  welche  der  Verf.  hinsichtlich  gewöhnlicher 
linearer  Substitutionsgruppen  angestellt  hatte.  (F.  d.  M.  XX. 
1888.  102).  My. 

E.  WiLTHBiss.      Eine    besondere    Art    von    Covarianten 
bildender  Operation.  II.  III.    Math.  Ann.  xxxvi.  134-153, 

XXXVII.  229-272. 

Die  beiden  vorliegenden  Arbeiten  bilden  die  Fortsetzung 
einer  Arbeit  gleichen  Titels,  Aber  welche  F.  d.  M.  XXI.  1889.  109 

referirt  worden  ist.    Der  dort  behandelte  Process  greht, 

wenn  man  die  Grundform  ^*von  der  sechsten  Ordnung  in  ein 
Produet  von  zwei  kubischen  Formen  9  und  ^  zerlegt,  ttber  in 
den  Process 


60,' 
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WO  G^i  •••,ös,  r^,  •••,  r,  die  Goefficienten  von  simultanen  Co- 
yarianten  O  und  F  der  Formen  q>  und  rp  sind,  welche  noch  eine 
weitere  Veränderlichenreihe  t?,,  o,  im  2**"  Grade  enthalten;  ausser- 
dem möge  die  Govariante  G  in  den  Goefficienten  a  von  g>  vom 
2^°  Grade,  dagegen  in  den  Goefficienten  a  von  tp  vom  1^  Grade 
sein,  und  die  Govariante  F  entstehe  aus  0  durch  Vertauschung 
der  a  und  o.  In  der  ersten  Arbeit  wird  nun  gezeigt,  dass  die 
9Covarianten  tp  xp,  (qp,  xp\,  (tp,  tp\,  (qp,  tp\,  V  A,  (V,  A)^,  (V,  A)„ 
p  TT,  (p,  7r)j  die  Eigenschaft  besitzen ,  dass  man  stets  eine  ganze 
rationale  Function  der  nämlichen  Govarianten  erhält,  wenn  man 

auf  dieselben  jenen  Process  ^         anwendet.   Dabei  haben  V.A, 

p,  n  die  in  der  Theorie  zweier  kubischen  Formen  übliche  Be- 
deutung (vergl.  Gordan:  Vorlesungen  über  Invariantentheorie 
Bd.  II  §  32).  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  werden  zunächst 
gewisse  5  Simultanco Varianten  von  q>  und  tp  aufgestellt,  welche 
die  verlangte  Eigenschaft  besitzen,  wie  sie  den  Govarianten  G 
und  F  zukommen  soll,  und  durch  welche  alle  übrigen  Paare  von 
Simultancovarianten  der  nämlichen  Eigenschaft  mittels  linearer 
Gombination  erhalten  werden  können.  Die  Rechnung  zeigt  dann, 
dass  für  die  diesen  5  Govariantenpaaren  entsprechenden  5  Processe 

u  -i' «  •••)  15  -J  «» einzeln  genommen,  der  obige  Satz  gültig  ist,  wo- 
mit dann  derselbe  auch  allgemein  bewiesen  ist. 

Die  Ergebnisse  dieser  Untersuchung  finden  ihre  Anwendung 
in  der  Theorie  der  0- Functionen  zweier  Argumente  ti,,  »,.  Wenn 
man  nämlich  die  partiellen  Differentialgleichungen  der  6f-Functio- 
nen  so  schreibt,  dass  die  Differentiation  nach  den  Parametern 
die  Gestalt  eines  Aronhold'schen  Processes  annimmt,  so  erhält 
man  eine  Recursionsformel  zur  Berechnung  der  Glieder  der  Po- 
tenzentwickelung der  0-Functionen,'  und  zwar  sind  diese  Glieder 
im  Falle  der  geraden  d-Functionen  Govarianten  von  der  oben 
betrachteten  Art;  dieselben  sind  daher  sämtlich  im  wesentlichen 
ganze  rationale  Functionen  der  genannten  9  Simultan- Govarianten. 
Der  anzuwendende  Aronhold'sche  Process  hat  die  Gestalt 

*«    =-A|9    *»    — 42^"^»    +30    *»    +15    **    +10    **    1, 
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^0  .'.)•••  1      ^     die  oben  betrachteten  5  besonderen  Processe 

sind.   Indem  der  Verfasser  die  zur  Anwendung  dieses  Processes 

'     nötigen   Formeln   noch  besonders  ausrechnet,  ist  somit 

die  Entwickelung  der  geraden  d-Functioneu  zweier  Argumente 
in  eine  Potenzreihe  auf  eine  ganz  einfache  Rechnung  zurück- 
gef&hrt. 

In  der  zweiten  Arbeit  wird  die  entsprechende  Untersuchung 
itr  den  Fall  durchgef&hrt,  dass  man  die  Grundform  f  in  das 
Prodaet  einer  Form  g  fünfter  Ordnung  und  einer  Form  t  erster 
OrdoQDg  zerlegt  Es  lassen  sich  dann  10  Simultancovarianten 
Ton  G  und  t  derart  angeben,  dass,  wenn  man  einen  ganzen 
ntioDalen  Ausdruck  A  aus  denselben  bildet,  deren  Grad  in  den 
Coeffidenten  von  g  den  Grad  in  den  Coef&cienten  von  t  höchstens 
om  2  Einheiten  übersteigt,  und  dann  auf  diesen  Ausdruck  A 

den  betreffenden  Process  ^      ..  anwendet,  wieder  ein  Ausdruck 

TOD  der  besonderen  Art  A  entsteht  Der  Beweis  gestaltet  sich 
&ulog  dem  vorigen;  nur  muss  eben  der  Umstand  mit  in  Be- 
tracht gezogen  werden,  dass  im  Gegensatz  zu  vorhin  jetzt  nicht 
sämtliche  10  Covarianten  schon  selbst  Ausdrücke  von  der  be- 
sonderen Art  A  sind.  Die  gefundenen  Resultate  gestatten  die 
entsprechende  Anwendung  auf  die  Potenzentwickelung  der  un- 
^raden  0- Functionen  zweier  Veränderlichen  und  liefern  den 
Sati,  dass  alle  Glieder  der  Entwickelung  im  wesentlichen  ganze 
rationale  Functionen  jener  10  Simultancovarianten  sind. 

Ht 

0,  ViVANTi.     Alcune  formole  relative*  all'  operazione  S2. 

Palermo  Read.  IV.  261-268. 

Der  Yerf.  studirt  die  Wirkung  des  ß-Processes  auf  ein 
Prodoet  von  beliebig  vielen  Formen  mit  beliebig  vielen  Variabein- 
reihen.  Das  Resultat  ist  eine  Summe  von  Producten,  die  da- 
durch gebildet  werden,  dass  auf  die  Formen  einzeln  ß-Pro- 
cesae  ausgeübt  werden,  welche  sich  auf  weniger  Variabeinreihen 
entre&en.    Der  Beweis  geschieht  durch  vollständige  Induction. 

Foraebr.  d.  Math.  ZXn.  1.  Q 
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Zum  Schlüsse  wird  noch  die  Wirkung  des  fi-Processes  auf 
eine  Potenz  einer  Determinante  von  Variabein  untersucht;  man 
erhält,  abgesehen  von  einem  Zahlenfaetor,  die  nächst  höhere  Potenz 
der  Determinante,  mit  einer  gewissen  Unterdetenninante  der  letz- 
teren multiplicirt.  My. 


J.  Dbrutts.     Sur  la  r^duction  des  fonctions  invariantes. 

Belg.  Ball.  (3)  XX.  265-271. 

Ist  eine  unendliche  Reihe  von  Formen  (von  n  Variabein 
x^y  x^,...^Xn)  vorgelegt,  so  besitzt  dieselbe  nach  Hubert  (siehe 
F.  d.  M.  XXI.  1889.  102)  eine  endliche  „Basis""  in  dem  Sinne,  dass 
jede  Form  der  Reihe  sich  aus  einer  gewissen  Anzahl  m  solcher 
Formen  linear  zusammensetzt  mit  Htllfe  von  Goef&cienten,  welche 
selbst  Formen  der  x  sind. 

Der  Verfasser  macht  hiervon  eine  interessante  Anwendung 
auf  die  von  Capelli  eingeführten  „primären  Covarianten*'  (fun- 
damentale Covarianten  von  n  —  1  Reihen  von  n  Variabein,  welche 
gewissen  n — 1  linearen  partiellen  Dilferentialgleichungen  genügen), 
indem  er  nachweist,  dass  dieselben  in  Gordan'schem  Sinne  ein 
volles  System  von  Grundformen  besitzen. 

Der  leitende  Gedanke  des  Beweises  ist  der,  dass  an  Stelle 
der  primären  Covarianten  zunächst  ihre  „Leitglieder''  tp  substi- 
tuirt  werden,  sodann  aber  diese  wiederum  ersetzt  durch  gewisse 
Bildungen  x^  welche  einen  ähnlichen  symbolischen  Aufbau  haben, 
wie  die  t//,  aber  von  den  GoefGcienten  einfacherer  Urformen  ab- 
hängen. Auf  die  letzteren  ist  dann  der  Hilbert'sche  Satz  un- 
mittelbar anwendbar.  My. 


J.  Deruyts.     Sur  las  covariants  primaires.     Beig.  Ball,  (a) 

XX.  116-132. 

Es  sei  eine  Anzahl  von  Ur- Formen  f  mit  einer  oder  meh- 
reren (cogredienten)  Reihen  von  n  Variabeln  vorgelegt.  Eine 
primäre  Covariante  yf  ist  eine  solche  Covariante  jener  Urformen, 
welche  «  — 1  Reihen  «^*>,  «(*>,  ...,a?<«-*)  von  je  n  Variabein  ent- 
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hält  und  den  n—1  Dififerentialgleichungen  genügt: 

^,.  =  0,  Z>„  =  0,  • . .,  I>^_2,»-i  =  0, 
wo 


öaK*) 

Soll  der  Begriff  der  primftren  Covariante  wirklich  ein  fundamen- 
taler sein,  wie  Gapelli  nnd  Deruyts  in  frttheren  Arbeiten  betont 
haben,  so  mnss  vor  allem  gezeigt  werden,  wie  sich  eine  belie- 
bige C!ovariante  C  der  f  mit  Hülfe  von  Formen  xfj  ausdrückt. 
Hiermit  beschäftigt  sich  die  vorliegende  Arbeit. 

Versteht  man  unter  dem  „Leitgliede^  einer  Covariante  der  f, 
welche  n  Reihen  a;(^\  :rp),  ...,a:<">  von   je  n  Variabein    enthält, 

den  Coefficienten  des  Productes  der  höchsten  Potenzen  von 
x^'>,  «C^,  ...,a?|^»),  und  unter  einer  „Polare"  eine  Bildung,  welche 

mit  Hälfe  von  Processen  der  Art  2!^i-^—  entsteht,  so  wird  zu- 

oyi 

Törderst  der  grundlegende  Holfssatz  bewiesen,  dass  jeder  Coef- 
.fident  einer  Covariante  C  das  Leitglied  einer  Polare  von  C  ist. 

Des  weiteren  ist  der  Verf.  einer  Reihe  von  Eigenschaften 
der  primären  Covarianten  benötigt,  vor  allem  solcher,  welche 
die  letzteren  zu  charakterisiren  geeignet  sind. 

Eine  wichtige  Rolle  spielt  dabei  eine  Operation  ,,£1".  Auf 
irgend  eine  Form  F  angewandt,  bedeutet  QF  eine  homogene 
Somme  von  identischen  Covarianten,  jede  noch  mit  einer  ge- 
wissen Polare  von  jF  multiplicirt.  Unterwirft  man  insbesondere 
die  primären  Covarianten  tp  dem  Processe  i2,  so  lässt  sich  die 
lineare  Abhängigkeit  resp.  Unabhängigkeit  zwischen  Formen  ip 
auf  solche  zwischen  Bildungen  Qifß  übertragen. 

Es  zeigt  sich  nun,  dass  eine  Covariante  C  unter  gewissen 
Bedingungen  selbst  auf  die  Form  Sitp  gebracht  werden  kann. 

Alle  möglichen  Darstellungen  von  C  mit  Hülfe  von  primären 
Covarianten  sind  durch  lineare  Transformationen  in  einander 
flberfhbrbar,  d.  h.  es  giebt  in  projectivischem  Sinne  nur  eine 
einzige  Darstellung  dieser  Art.  My. 
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J.  Derutts«     Sur  les  fonctions  semi  -  invariantes.      Belg. 

Ball.  (3)  XIX.  255-272. 

Setzt  man  die  allgemeine  lineare  Transfonnation  aus  ge- 
wissen einfachsten  zusammen,  so  genügt  eine  Invariante  gege- 
bener Formen,  jeder  solchen  Elementarsubstitution  entsprechend, 
je  einer  gewissen  linearen  partiellen  Differentialgleichung,  die 
eben  aussagt,  dass  sich  die  Invariante  bei  Ausübung  jener  Sub- 
stitution nur  um  einen  Factor  ändert  (Vgl.  Eronecker,  F.  d.  M. 
XXI.  1889.  149). 

Der  Verf.  greift  nun  einen  gewissen  Teil  solcher  Differentisl- 
gleichungen  heraus  und  nennt  die  ihnen  genfigenden  Formen  „semi- 
invariante  Functionen'',  wenn  sie  auch  noch  von  den  Variabeln 
abhängen,  „Semiinvarianten",  wenn  das  Letztere  nicht  der 
Fall  ist.  Durch  fiinzufflgung  gewisser  arithmetischer  Gleich- 
heiten wird  die  semiinvariante  Function  zu  einer  invarianten 
Function.  Es  werden  die  einfachsten  Eigenschaften  dieser  Functio- 
nen aufgestellt:  Ihre  Leitglieder  sind  gewöhnliche  Semiinvarian- 
ten;  im  Übrigen  sind  sie  mit  den  oben  erwähnten  primären 
Govarianten  eng  verwandt.  Auf  solche  semiinvarianten  Functionen 
lässt  sich  auch  ein  bekannter  Satz  von  Sylvester  so  übertragen, 
dass  durch  Anwendung  von  gewissen  Differentiationen  nach  den 
Coefficienten  abermals  semiinvariante  Functionen  entstehen.    Hy. 


S.  Roberts.     Concerning  semi-invariaDts.   Lond.  m.  s.  Proc. 

XXL  219-233. 

Der  Verf.  beweist  zunächst  einen  schon  1865  von  ihm  aus- 
gesprochenen Satz.  Gegeben  sei  eine  binäre  Form  f  (beliebig 
hoher  Ordnung),  mit  Binomialcoefßcienten  geschrieben,  und  mit  den 
Coefficienten  a^,  aj,a„  ....  Man  bilde  eine  HQlfsform  F,  mit  den 
nämlichen  Coefficienten  a,  aber  nunmehr  mit  den  bezflglichen  Bino- 
mial-Coefficienten  im  Nenner  und  in  einer  nicht  homogenen  Variable: 


^s,i  1    ^i.a 


Dann  sind  die  Coefficienten  der  Potenzen  und  Producte  der  Ver- 
änderlichen rr,  y,x, ...,«,  f)  bei  der  Entwickelung  des  Productes: 

F(x—y)  F(y  — a)...  F(M-f?)  F(ü-a?) 

Semiinvarianten  von  f. 


G«pitel2.    Theorie  der  FormeD.  133 

Der  Beweis  ist  mit  Httlfe  des  Operators 

leieht  zu  fUhren.  Hierauf  gestützt,  construirt  der  Verfasser  eine 
Seihe  von  Differentiationsprocessen,  welche  aas  Semiinyarianten 
wiedemm  SemÜDyarianten  erzeagen,  Verallgemeinerungen  von 
solchen,  welche  schon  von  Perrin,  d'Ocagne,  Deruyts  entwickelt 
waren.  My. 

D.  HiLBERT.    Ueber  die  Theorie  der  algebraischen  Formen. 

Math.  Ana.  XXXVI.  473-634. 

Der  Verfasser  ist  zu  den  Ergebnissen  der  vorliegenden 
Unterflachung,  welche  vier  frUher  erschienene  Noten  (F.  d.  M. 
XX.  1888.  109,  XXI.  102)  zu  einem  einheitlichen  Ganzen  verar- 
beitet, durch  die  Aufgabe  geführt  worden,  die  bisher  nur  für 
Systeme  von  binären  und  fflr  die  einfachsten  ternären  Formen 
nachgewiesene  Existenz  „voller  Systeme  von  Grundformen '^y  durch 
welche  sich  alle  weiteren  invarianten  Bildungen  der  Urformen 
giDz-rational  ausdrücken  lassen,  auf  Systeme  beliebiger  Formen 
mit  beliebigen  Variabeinreihen  auszudehnen. 

Indem  er  aber  dieses  sein  erstes  Ziel  dadurch  erreicht,  dass 
er  den  Kern  der  Frage  von  dem  engeren  Gebiet  der  Invarianten- 
tbeorie  loslöst  und  als  eine  fundamentale  Eigenschaft  von  un- 
endlichen Systemen  algebraischer  Formen  überhaupt  statuirt, 
gelingt  es  ihm,  darüber  hinaus  eine  Reihe  von  Sätzen  nachzu- 
weisen, welche  die  von  Kronecker  einerseits,  von  Dedekind  und 
Weber  andererseits  begründete  Theorie  der  algebraischen  Moduln 
weiterführen  und  zugleich  bemerkenswerte  Anwendungen  auf 
Zahlentheorie,  Algebra  uiid  Geometrie  zulassen. 

Wir  versuchen,  zunächst  den  erstgenannten  Gegenstand  im 
Zusammenhange  darzulegen. 

Man  denke  sich  ein  Gesetz  gegeben,  nach  welchem  eine  un- 
endliche Beihe  von  Formen  J|,  J*,, . ..  der  n  Variabein  a;,,  o;,, . . .,  x» 
fortschreitet.  Dabei  sollen  die  Ordnungen  der  F  keiner  Be- 
schränkung unterliegen,    während  von  deren  CoefiQcienten  nur 
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angenommen  wird,  dass  sie  irgend  einem  „Rationalitätsbereiche'' ß 
angehören.     Dann  lautet  der  Hauptsatz  (Ä): 

.Aus  der  Reibe  der  F  lässt  sich  stets  eine  endliche  Anzahl 
derselben  F,„^-,,  ...,Fi^^  derart  herausgreifen,  dass  jede  Form  F« 

der  Reihe  in  der  Gestalt  darstellbar  ist: 

F,  =  il^F<,  +  i4^F^H h^^^.„., 

wo  die  A  ebenfalls  Formen  der  x  sind,  mit  Coefßcienten  des 
nämlichen  Rationalitätsbereiches  R,^ 

Es  sei  nämlich  F  irgend  ein  Individuum  der  Reihe,  von  der 
Ordnung  r  in  den  x.  Es  darf  angenommen  werden,  dass  der 
Coefficient  von  x*"  in  F  nicht  verschwindet.    Zieht  man  nun  die 

mit  einer  geeigneten  Hälfsform  B  multiplicirte  Form  F  von  der 
Form  F«  ab,  so  lässt  sich  dadurch  stets  der  Grad  in  x»  von  F, 
unter  r  herabdrttcken,  und  es  kommt: 

F,=  B,F+g^x^-'  +  g^x--^+^^.  +^,^, 

wo  die  g  nur  noch  von  den  x,,  x„ ...,  a;«-i  abhängen,  während 
ihre  Ordnung  in  denselben  eventuell  beliebig  hoch  steigt. 

Man  nehme  jetzt  den  Satz  für  Formen  von  ii~l  Variabein 
als  richtig  an  und  wende  ihn  auf  die  Goefficientencolonne  der 
^«,  an.  Dann  muss  es  möglich  sein,  aus  den  obigen  Darstel- 
lungen der  F,  eine  endliche  Anzahl  /u  (etwa  för  »  =  1,  2,  ...,|u) 
60  herauszugreifen,  dass  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit 
geeigneten  Hülfsformen  derd;^,  x,,  ...jo;».!,  Addition  und  schliess- 
licher  Subtraction  von  der  Darstellung  fttr  jede  Form  F,  die  letz- 
tere sich  linear  zusammensetzt  aus  F,  F,,  F„  ...,  F^  und  einer 
Form,  deren  Grad  in  x^  höchstens  der  (r  — 2)'*  ist. 

Das  nämliche  Verfahren  wird  angewandt  auf  die  Colonne 
der  nunmehr  mit  der  höchsten  Potenz  von  x^  multiplicirten  Coef- 
ficienten  der  neuen  Darstellungen  ffir  F^^.!,  F^+2,  ...,  so  gelangt 
man  nach  höchstens  r  Schritten  der  Art  zu  einer  endlichen  An- 
zahl von  Formen  F,  aus  denen  sich  in  der  angegebenen  Weise 
alle  übrigen  linear  componiren. 

Da  der  einfachste  Fall  n=l  fast  unmittelbar  evident  ist,  so  ist 
der  Satz  (A)  damit  bewiesen.  Während  bei  der  Durchführung 
des    mitgeteilten    Verfahrens    das    Auftreten    rationaler    Verbin- 
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dau^n  der  ursprünglichen  Goefficienten  unvermeidlich  ist,  lässt 
sieh  bei  umgekehrter  Reihenfolge  der  einzelnen  Schritte  erreichen, 
dasB  nur  ganze  und  ganzzahlige  Verbindungen  der  gegebenen 
CoefGcienten  eingeführt  werden,  womit  eine  Verwertung  ftlr 
Zwede  der  Zahlentheorie  möglich  wird. 

Es  liege  nun  etwa  eine  einzelne  temäre  Urform  f  vor,  so 
kann  man  das  System  der  (ganz- rationalen) Invarianten  tp  t„  ...  von 
f  in  eine  einfach  unendliche  Reihe  anordnen,  ftlr  die  der  Satz 
(A)  gilt  Man  hat  also  für  jede  Invariante  t  eine  Darstellung 
der  Art:     * 

f  =  A^i^  +il,l,  +  •••  -\-  Arnim, 

die  indessen  noch  so  umgeformt  werden  muss,  dass  die  A  nur 
von  den  t,,«,,  ...^tm  abhängen.  Dies  gelingt  mit  Hülfe  einer 
Eigenschaft  des  fi-Processes: 

**  =  —^ 7i ^ 7z K ?j ~r  •  •  •  — 


wo  die  Oit  die  Goefficienten  einer  linearen  Transformation  be- 
daiten,  durch  welche  f  in  f  übergehe.  Hat  man  pämlich  eine 
iaobare  Form  der  Goefficienten  von  f ,  die  man  noch  mit  einer 
(positiven)  Potenz  der  Transformations-Determinante  multipliciren 
msg,  und  übt  auf  dieses  Product  den  Process  Si  so  oft  aus,  bis 
die  Ojk  ganz  herausgehen,  so  resultirt  eine  Invariante  von  f. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  gelten  analog  für  ein  System 
TOD  Urformen  mit  Reihen  von  n  Variabein,  die  sogar  auch  ganz 
oder  teilweise  verschiedenen  Substitutionen  unterliegen  können. 

Selbst  für  gewisse  Untergruppen  der  allgemeinen  linearen 
Substitutionsgruppe  bleibt  der  Beweis  in  Kraft 

Andererseits  kann  man  mit  denselben  Mitteln  auch  die 
£xistenz  voller  Systeme  von  ^^Syzy ganten''  nachweisen. 

Zunächst  hat  man  im  Satze  (A)  nur  eine  der  n  Variabein 
der  Einheit  gleich  zu  setzen,  um  den  Satz  auch  für  nicht  homo- 
gene ganze  Functionen  brauchbar  zu  machen. 

Nun  herrschen  zwischen  den  Invarianten  einer  Reihe  von 
Urformen  unbegrenzt  viele  Relationen  („Syzygien''),  welche  in 
den  ursprünglichen  Goefficienten  identisch  erfüllt  sind.  Die 
Syzyganten,  d.  h.  die  linken  Seiten  der  Relationen,  sind  aber  nicht- 
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homogene  Formen,  als  deren  Variabein  die  Grundformen  des 
vollen  Systems  anzusehen  sind,  so  dass  man,  wie  oben,  vorgehen 
kann  u.  s.  f. 

Die  Syzyganten  sind  abermals  durch  eine  unbegrenzte  An- 
zahl von  identisch  in  jenen  Grundformen  erfüllten  Relationen 
verknüpft.  Die  linken  Seiten,  die  „Syzyganten  zweiter  Art", 
besitzen  daher  wiederum  ein  volles  System  etc. 

Es  erhebt  sich  jetzt  von  neuem  die  Frage,  ob  dieser  Process 
der  fortgesetzten  Syzygienbildung  nach  einer  endlichen  Zahl  von 
Malen  abbricht  oder  nicht.  Durch  ein  nicht  ganz  einfaches 
Schlussverfahren  beweist  der  Verf.  die  Richtigkeit  der  ersteren 
Annahme. 

Um  eine  vollständige  Einsicht  in  die  Structur  der  aus  einer 
vorgelegten  Reihe  von  Urformen  entspringenden  invarianten  For- 
men zu  gewinnen,  muss  man  volle  Systeme  nicht  nur  fdr  jene 
Invarianten,  sondern  auch  für  deren  successive  Syzyganten  auf- 
stellen. 

Wir  erw&hnen  nunmehr  noch  einige  Anwendungen  des 
Satzes  (Ä)  auf  die  oben  berührten  „Modulsysteme''.  Ein  Modal 
ist  insbesondere  ein  System  von  unbegrenzt  vielen  Formen  der- 
art, dass  jedes  Product  einer  Systemform  mit  einer  ganz  belie- 
bigen anderen  Form,  und  zugleich  jede  Summe  solcher  Produete, 
wiederum  dem  Systeme  angehört. 

Der  Satz  (A)  gilt  demnach  auch  für  Moduln.  Beispielsweise 
bilden  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  der  Flächen,  welche 
durch  eine  algebraische  Raumcurve  gehen,  einen  Modul.  Die 
Anwendung  des  Satzes  (A)  löst  damit  ein  bekanntes  Problem  aus 
der  Geometrie  der  Raumcurven.  Um  auch  ein  rein  algebraisches 
Beispiel  zu  geben,  so  bilden  einen  Modul  diejenigen  Formen  der 
Coefficienten  einer  gegebenen  Gleichung,  welche  verschwinden, 
wenn  die  Gleichung  eine  gewisse  Anzahl  vielfacher  Wurzeln  be- 
sitzt. 

Das  wichtigste  Ergebnis  ist  wohl  die  Schaffung  eines  neuen,  fun- 
damentalen Begriffes,  der  „charakteristischen  Function^"  eines  Mo- 
duls. Sei  das  „volleSystem^des  Moduls  bezeichnet  mit  (F^,F„...,^fii)) 
so  heisst  gemäss  Eronecker  eine  Form  nach  dem  Modul  der  Null 
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congraent,  wenn  sie  aas  den  m  Formen  Fi  linear  ableitbar  ist. 

Die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  Bedingungen, 
weleheo  die  Goefficienten  einer  Form  F  der  ß^  Ordnung  ge- 
DQgen  mttssen,  damit  dieselbe  nach  dem  Modul  (F,,F„ ...,  F,„) 
der  Null  congruent  sei,  erweist  sieb  für  genügend  grosse  Werte  von 
R  gleich  einer  ganzen  rationalen  „charakteristischen  Function 
x(ft)^  mit  rationalen  Zablencoefficienten. 

Zugleich  wird  eine  Methode  zur  wirklichen  Bildung  einer 
solchen  Function  x(A)  angegeben. 

Zwischen  den  charakteristischen  Functionen  zweier  Moduln 
herrscht  die  einfache  Beziehung,  dass  ihre  Summe  gleich  ist  der 
Summe  der  charakteristischen  Functionen  für  den  ,, kleinsten  ent- 
haltenden^ und  den  „grössten  gemeinsamen^  Modul.  Die  beiden 
letzteren  Moduln  werden  gebildet  durch  die  gemeinsamen  Formen 
der  beiden  gegebenen  Moduln,  resp.  durch  Zusammensetzung  der 
beiden  gegebenen  Moduln.  Dies  findet  seine  Anwendung  auf 
die  Anzahl  der  gemeinsamen  Schnittpunkte  zweier  Raumcurven 
Ton  den  Geschlechtern  p^,  p„  welche  zusammen  den  vollstän- 
digen Durchschnitt  zweier  Flächen  von  den  Ordnungen  r^,  r,  bilden. 
Die  gesuchte  Anzahl  ist  dann  — 2r,rj  +  ^r^r^  (r,  -f-r,)  —  (p,  +  Pj  +  2. 

My. 

A.  Capelli.     Sur    les    Operations    dans    la    th^orie    des 
formes  alg^briques.    Math.  aod.  xxxvil.  1-37. 

Der  Verfasser  vereinigt  hier  zu  einem  Ganzen  eine  Eeihe 
früherer  Untersuchungen  (F.  d.  M.  XV.  1883.  105;  XVIII.  1886. 
92;  XIX.  1887.  107,  108,  151;  XX.  1888.  92,  93),  welche  zum 
Ziele  hatten,  den  Polarenprocess  in  den  Mittelpunkt  der  ganzen 
Formentheorie  zu  stellen,  sodass  nicht  nur  alle  übrigen  invarianten 
Differentiations-Processe  durch  explicite  Formeln  mittels  des  Po- 
larenprocesses  ausdrückbar  werden,  sondern  dass  auch  die  grund- 
legende Aufgabe  der  „Reihenentwickelung^  von  Formen  mit 
mehreren  Variabeinreihen  als  ein  unmittelbarer  Ausfluss  aus 
Belationen  zwischen  Polarenprocessen  erscheint. 

Unter   dem  Polaren processe  Dpg   wird   die  Summe  2qi 


dpi 
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verstandeD,  wo  die  9,  p  zwei  cogrediente  Reihen  von  gleich  viel 
Variabein  bedeuten.  Hat  man  mehrere  solche  Variabeinreihen 
und  übt  auf  eine  Form  derselben  derartige  Processe  in  irgend 
welcher  Reihenfolge  aus,  so  erhält  man  den  allgemeinsten  Be- 
griff der  „ Polare '^  der  Form:  eine  solche  Polare  genflgt  einer 
Reihe  von  Differentialgleichungen,  die  nichts  anderes  sind,  als 
Relationen  zwischen  Polarenprocessen  selbst.  Alle  diese  Rela- 
tionen kommen  aber  auf  nur  7  zurQck,  die  selbst  in  drei  ver- 
schiedene Typen  zerfallen: 

■'•**•       '^qp     P9  P9  "^»P   ^~       PP ""      99" 

Aus  n  Reihen  von  v  Variabein  lassen  sich  offenbar  JV  =  n' 
solcher  „elementaren^  Processe  D  bilden:  man  bezeichne  sie  in 
irgend  einer  Reihenfolge  mit  D,,  D„  . . .,  Z>^.  Betrachtet  man 
fSr  den  Augenblick  die  D  als  beliebige  Grössen  derart,  dass 
das  Product  zweier  „/>/>'"  den  durch  die  Aufeinanderfolge  der 
Processe  D,  D*  entstehenden  Process  bedeutet,  so  kann  man 
sich  eine  beliebige  ganze  Function  F  sämtlicher  D  gebildet  den- 
ken, die  natürlich  in  ihrer  Bedeutung  auch  von  der  Reihenfolge 
der  D  in  jedem  Gliede  bedingt  ist. 

Dann  lässt  sich  F  stets  in  die  Gestalt  bringen: 

F  =  ICD'l'Dl'  . . .  iO;^, 

wo  die  C  numerische  Factoren,  die  a  ganzzahlige  (symbolische) 
Exponenten  ^0  bedeuten,  also  die  D  in  jedem  Gliede  die  ein- 
mal gewählte  Reihenfolge  beibehalten. 

Es  geht  das  aus  dem  einfacheren  Satze  hervor,  wonach  die 
Differenz  zweier  Producte,  die  aus  denselben  X  Factoren  D,  aber 
in  verschiedener  Reihenfolge  gebildet  sind,  eine  lineare  Function 
von  Producten  aus  je  nur  A— 1  Factoren  D  ist. 

Die  D- Processe  sollen  nun  vor  allem  dazu  dienen,  eine 
beliebige  Form  der  v  Variabeinreihen  aus  einem  einzigen  Pro- 
ducte durch  wiederholte  Differentiation  herzuleiten.  Dies  gelingt 
in    der    That.      Denn    sei    f   eine    solche    ganze,    homogene 
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Function : 

f  =  Icx\^x'^  . . .  x'/  .  y^'y^  . . .  y^"  •  •  •  <'<  •••<''      (^  =  «). 

die  ausserdem  Doch  in  Bezug  auf  jeden  Index  i  „isobar'^  ange- 
nommen wird,  sodass  also  f&r  jedes  Glied  die  Summe 
i»+^'  +  •••  +  Qi  einen  constauten  Wert  ßi  besitzt,  so  geht  f  aus 
dem  einen  Gliede  x^'y^  ...  u'^p  vermöge  einer  zusammengesetz- 
ten Polarenoperation  hervor,  welche  sich  auf  alle  Variabein- 
reihen («),  (y), . . .,  (u)j  . . .,  (o)  bezieht. 

Indem  wir  weitere  Sätze  der  Art  übergehen,  erwähnen  wir 
ein  weiteres  Untersuchungsmittel.  Es  handelt  sich  darum,  über 
die  zwischen  zusammengesetzten  Polarenprocessen  herrschenden 
linearen  Relationen  (mit  numerischen  Coefficienten)  eine  Ueber- 
sieht  zu  gewinnen.     In  diesem  Betracht  sei  der  Satz  angeführt, 

dass  zwischen   irgend    welchen    Potenzproducten  D^*D*-  . . .  D^'' 

(wo  die  D  immer  in  derselben  Folge  zu  nehmen  sind)  keine 
lineare  Relation  bestehen  kann.  Auch  die  verschiedenen  Po- 
tenzen einer  und  derselben  Operation  D  sind  linear  unabhängig. 

Behufs  Anwendung  auf  Fragen  der  Formentheorie  bedarf 
68  noch    der    Kenntnis    des    Zusammenhanges    zwischen    dem 

(Cayley'schen)  fl-Process  und  den  Polarenprocessen.  Der  Process 

*>      »^  r\ 

ä  schreibt  sich  symbolisch  als  Determinante  S  +  -7=: — ^ ts — , 

wo  also  nachträglich  in  jedem  Gliede  die  Folge  der  n  Zeichen 
d  dorch  das  eine  Zeichen  d"  der  n- maligen  Differentiation  zu 
ersetzen  ist.  Bezeichnet  man  das  Product  Ai2  von  ii  mit  der 
Determinante  A  der  Variabein  durch  J7,  so  kommt  successive: 


B^  = 


D„      D^ 


Dyx  l+D^ 


"XtfS    — 


"ax         -L^xy         ^xz 


etc. 


ö«        D,y      2fD„ 

Diese  Operation  H  hat  die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  mit  allen 
Polarenprocessen,  die  mit  den  v  Variabeinreihen  vorgenommen 
werden  können,  vertauschbar  zu  sein. 

Eine   wichtige   Anwendung   davon   prägt   sich   aus    in  der 
Eigenschaft  einer  ganzen  homogenen  Function  der  (x\  (y),  . . . , 


140  II-  AbschDitt    Algebra. 

(u)y  (o),  welche  den  it— 1  Differentialgleichuogen  genfigt: 

^:^  =  0,     By,  =0,  ...,  />,.  =  0, 
das  Product  zn  sein  aus  einer  Potenz  der  Determinante  A  mit 
einer  anderen  ganzen  Function  F\  welche  den  nämlichen  Diffe- 
rentialgleichungen genügt 

Mit  den  bisher  erwähnten  HQlfsmitteln  gelingt  es,  ein  leicht 
zu  handhabendes  Kriterium  dafttr  aufzustellen,  ob  eine  vorge- 
gebene ganze  Function  von  n  Yariabelnreihen  eine  „aneigent- 
liche*' ist  oder  eine  „eigentliche*^,  d.  i.  ob  sie  sieh  durch  Polar- 
operationen aus  Functionen  von  n  —  1  (oder  weniger)  Reihen 
von  Variabein  ableiten  lässt  oder  nicht.  Beispielsweise  ist  eine 
ganze  Function  von  n  Reihen  von  n  Variabein,  welche  die 
Determinante  der  letzteren  zum  wirklichen  Factor  besitzt,  eine 
eigentliche. 

Hierauf  gestützt,  wendet  sich  der  Verfasser  zum  Beweise 
des  Hauptsatzes  über  Reihenentwickelung  (F.  d.  M.  XIV.  1882.  86). 
Der  grundlegende  Gedanke  ist,  eine  ganze  Function  F  von  n 
Reihen  von  n  Variabein  in  zwei  Teile  zu  zerlegen,  von  denen 
der  eine  durch  die  Determinante  A  der  Variabein  teilbar  ist, 
während  der  andere  durch  Polarenprocesse  aus  Functionen  ab- 
leitbar ist,  welche  eine  Variabeinreihe  weniger  enthalten. 

Durch  Wiederholung  dieses  Processes  wird  jP  nach  Potenzen 
von  A  entwickelt  mit  Goefficienten,  welche  uneigentliche  Fnnctio* 
nen  der  gegebenen  Variabein  sind.  My. 


A.  Berger.  Om  användningeD  af  invarianter  och  lialf- 
invarianter  vid  lösningen  af  allmäiina  algebraiska 
ekvationer.    Stookh.  öfv.  I60-I88. 

Die  Wurzeln  der  allgemeinen  Gleichungen  der  4  niedrigsten 
Gradzahlen  werden  durch  die  Invarianten  und  Halbinvarianten 
der  Gleichungen  ausgedrückt,  und  die  aufgestellten  Formeln 
werden  zur  Bestimmung  der  Discriminanten  der  Gleichungen  an- 
gewandt. Vorher  geht  eine  elementare  Herleitung  gewisser 
Sätze  aus  der  Invariantentheorie.  Bdn. 


i 
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6.  B.  Mathews.     On  class  -  invariants.     Lond.  M.  8.  Proc. 

XXI.  234-246. 

Die    Gleichung  zwischen    der    Hodolarfunction    J((o)    und 

ihrer  Transformirten  J' =  j(-J  ist,    wie    Klein    hervorgehoben 

hat,  Yom  Geschlechte  Null  in  den  Fällen  n  =  2, 3, 4, 5, 7, 13;  für 
diese  Fälle  wird  die  auf  jene  Gleichung  direct  bezogene  complexe 
Mnitiplication  algebraisch  durchgefQhrt.  Dies  geschieht  am  be- 
quemsten mit  Hälfe  der  von  Klein  eingeführten  Irrationalität  y; 
/  wird  dann  dieselbe  (rationale)  Function  von  einer  Grösse  t', 
wie  /  von  t,  und  zugleich  sind  t  und  t'  durch  eine  lineo-lineare 
Relation  verbunden.  Man  hat  dann  für  den  vorliegenden  Zweck  f 
gleich  J  zu  setzen  und  t'  zu  eliminiren,  wodurch  die  singulären 
Werte  von  r  und  damit  J  gefunden  werden.  Jeder  solche  Wert 
sCorrespondirt^  einer  bestimmten  Klasse  quadratischer  Formen. 
So  erhält  man  z.  B.  im  Falle  it  =  2  für  f  =J  die  Gleichung 

(4ir-l)'^(4-^'    oder    (t«-1)(64t'— 47t  +  64)  =  0 

5» 
und  damit  die  brauchbaren  Wertepaare  t  =  1,  J=1;t=~1,  J=  ob  j 

welche  den  Formenklassen  (1,  0, 1)  resp.  (1, 0, 2)  correspondiren. 
FQr  die  höheren  Fälle  erheischt  die  richtige  Anordnung  der 
Beehnung  ein  grosses  Geschick.  My. 


Ed.  Wbtr.     Zur  Theorie  der  bilinearen  Formen.  Monatsh. 

f.  M.  I.  163-236. 

Diese  Arbeit  stellt  einen  Auszug  aus  einer  grösseren  dar, 
Aber  welche  bereits  F.  d.  H.  XXI.  1889.  123  berichtet  worden 
ist  My. 

K.  Gbiger.  Die  Covarianten  der  binären  biquadratischen 
Formen,  entwickelt  aus  den  projectivischen  Eigen- 
schaften des  vollständigen,  einer  Curve  zweiter  Ord- 
nung eingeschriebenen  Vierecks.      Dias.  München,    vi  u. 

74  8.  8^.  Mit  10  Fig.-Taf.  in  hesonderem  Atlas. 
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Wird  eine  biD&re  biquadratische  Form  f  dorch  vier  Punkte 
eines  Kegelschnitts  K  repräsentirt,  so  stellt  bekanntlich  jede 
Punktgruppe  auf  JT,  auf  welche  man  durch  projectivische  Con- 
structionen  in  der  Ebene  von  K  geführt  wird,  die  Wurzeln  einer 
Govariante  von  f  dar.  Auf  diese  Weise  deutet  der  Verf.  die 
Govarianten  von  f,  sowie  die  zwischen  ihnen  bestehenden  Be- 
ziehungen. 

Das  Bemerkenswerte  der  Arbeit  ist,  dass  die  verschiedenen 
Realitätsmöglichkeiten  bis  ins  Einzelnste  discutirt  und  durch 
saubere,  vom  Verf.  selbst  in  Stein  gravirte  Figuren  erläutert 
werden.  My. 


E.  Stroh.  Ueber  die  symbolische  Darstellung  der 
Grundsyzyganten  einer  binären  Form  sechster  Ord- 
nung und  eine  Erweiterung  der  Symbolik  von  Clebsch. 

Math.  ADD.  XXXVI.  262-303,  Diss.  ErlaDgeo.  44  S.  S^. 

Dieser  Aufsatz  bietet  einen  bemerkenswerten  Fortschritt  in 
der  Theorie  der  Syzyganten,  sowie  in  der  Symbolik  der  Formen 
überhaupt. 

Durch  die  Arbeiten  von  Perrin,  Stäphanos,  Hammond  und 
V.  Call  waren  im  ganzen  204  irreducible  Syzyganten  der  binären 
Form  6.  Ordnung  f^  aufgefunden  und  berechnet,  und  zwar  nach 
verschiedenartigen,  teils  umständlichen,  theils  schwer  controUir- 
baren  Methoden. 

Im  ersten  Teil  seiner  Arbeit  weist  der  Verf.  nach,  dass 
sämtliche  204  Syzyganten  verschiedene  Formen  von  im  ganzen 
nur  11  elementaren  Syzyganten  sind:  es  sind  jene  daher  durch 
nur  11  verschiedene  Symbole  darstellbar  und  dadurch  zugleich 
vollständig  bestimmt.  Dabei  ist  jede  Syzygante  unabhängig  von 
den  übrigen  berechnet  worden,  wodurch  fehlerhafte  Resultate 
möglichst  vermieden  wurden. 

Der  Gang  der  Untersuchung  stützt  sich  wesentlich  auf  eine 
frühere  Abhandlung  des  Verf.  (vgl.  F.  d.  M.  XX.  1888. 120),  in  der 
alle  linearen  Relationen  (Syzygien)  zwischen  den  Ueberschie- 
bungen  von  je  zwei  aus  vier  Formen  fy  9,  tp^  %  aufgestellt  sind. 
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Diese  Relationen  werden  hier  auf  11  „elementare"^  reducirt, 
deren  linke  Seiten  eben  die  in  Bede  stehenden  Sjzyganten  bilden. 
Um  dieselben  auf  ihre  Richtigkeit  zu  prüfen,  nimmt  man  die 
darin  vorkommenden  vier  Formen  als  wirkliche  Potenzen  linearer 
Formen  an:  ^=(35  — a)*»,  g>  =  (x — 6)%  tlß  —  (x — c)%  x  =  (a? — d)**; 
bildet  daraus  alle  Ueberschiebungen  und  nimmt  den  ersten 
Coefficienten  jeder  derselben.  Dies  kommt  einfach  darauf  hinaus, 
das8  man  z.  B.  (f,  ipY  ersetzt  durch  (o — 6y,  (CfV)'^)'  ^'^'ch 
(fl-c)'(a — 6)'  u.  8.  f.  Die  Syzygante  wird  so  eine  Form  F  der 
Elemente  a^b^Cjä,  die  der  partiellen  Differentialgleichung 

dF      dF       dF      d]F_ 

Sa  "^  06  +  de  "^  öd  "" 

genttgt,  und  demzufolge  allein  durch  die  drei  Differenzen  a  — b, 
o-c,  a—d  dargestellt  werden  kann.  Man  braucht  daher  in  F 
DQra=0  zu  setzen,  um  dann  das  identische  Verschwinden  der 
Fonetion  F  einzusehen.  Umgekehrt  lässt  sich  aus  jeder  solchen 
identisch  verschwindenden  Function  dreier  Variabein  die  entspre- 
chende Syzygie  herstellen.  Die  Anwendung  auf  die  binäre  Form 
f.  geschieht  nun  in  der  Weise,  dass  zunächst  jede  der  26  Clebsch'- 
stlien  Grundformen  als  eine  Ueberschiebung  zweier  niedrigeren 
Gnindformen  geschrieben  wird.  Sodann  bildet  man  alle  Producte 
der  Grnndformen  zu  zweien,  die  demnach  die  Form  (fg>y(ipxy 
asnebmen;  nach  Früherem  können  nunmehr  die  zugehörigen  ele- 
fflentaren  Syzyganten  entwickelt  werden,  welche  dieses  Product 
enthalten. 

Bis  zum*  Grade  9  sind  sämtliche  irreducibeln  Syzyganten 
»»gewertet,  von  da  ab  ist  nur  derjenige  Teil  der  Syzygante 
l^gesetzt,  aus  welchem  die  Irreducibilität  derselben  ersichtlich  ist. 
Im  zweiten  Teile  der  Arbeit  wird  die  oben  berührte  sym- 
iK)Ii8cbe  Darstellung  F(a,6,c,d)  der  Syzyganten  auf  ihren  Grund 
^naaer  untersucht:  es  zeigt  sich^  dass  durch  Verfolgung  eines 
^&tgprecbenden  Leitgedankens  die  bisherige  Glebsch-Gordan'sche 
Symbolik  (und  zwar  nicht  nur  für  binäre  Formen)  einer  frucht- 
Wen  Verallgemeinerung  und  damit  zugleich  Vereinfachung 
äkig  ist 

Besehränken  wir  uns  mit  dem  Verfasser  auf  binäre  Formen, 
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80  kann  bekanntlich  eine  Govariante  C,  die  in  den  Coeffieienten 
einer  Form  f  vom  t^'^  Grade  ist,  symbolisch  als  simultane  Go- 
variante der  t  Potenzen  (o2rrj+aA:r,)*(il=l,2, ..., t)  dargestellt 
werden.  Hier  darf  nun  offenbar  a^^a^^=^"'=ia  gesetzt  werden, 
ohne  dass  in  C  beim  Uebergange  zum  wirklichen  Werte  irgend 
eine  Vieldeutigkeit  der  zu  ersetzenden  Symbole  eintritt.  Es  kann 
sogar  o  gleich  der  Einheit  angenommen  werden:  man  hat  dann 
nur  C  nachträglich  mittels  eines  ersten  Coeffieienten  a^  homogen 
zu  machen. 

Versteht  man  unter  C^  das  Leitglied  von  C,  so  bleibt  von 
den  4  ursprünglichen  Differentialgleichungen  ftlr  C,  wie  bekannt, 
nur  eine  charakteristische  Gleichung  für  C^  übrig,  die  aber  hier 
die  durchsichtige  Gestalt  annimmt: 

2;P=0. 

Jede  in  den  Oi  ganze  und  homogene  Function,  welche  der  letz- 
teren Gleichung  genügt,  liefert  eine  Govariante  C. 

Nach  einem  Satze  von  Hesse  ist  aber  eine  „Form^  (d.  h.  eine 
homogene  ganze  Function)  von  i  Variabein  a,  welche  die  Gleichung 

^  ^—  =  0  befriedigt,  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  eine  eben- 
dax 

solche  Function  von  nur  t—l  Grössen  aj,  a,',...,a/  ist,  wo  die 

letzteren  als  Differenzen  der  a  bestimmt  sind: 

a[=^a^ — a,,    «,'  =  0,-0^,    a^^^a^^a^  etc. 
Um  also  die  allgemeinste  Form  (p  der  a  von  einer  Ordnung  g 

ZU  finden,  für  welche  ^  ^  =  0  ist,  stelle  man  die  allgemeinste 

Form  g>  der  a'  von  der  Ordnung  g  auf,  in  der  keine  Variable  in 
einer  höheren  Potenz  als  n  auftritt,  und  substituire  hinterher 
statt  der  a'  die  a.  Dies  ist  immer  ausführbar,  wenn  ^^fi  ist: 
die  anderen  Fälle  lassen  sich  darauf  zurückfuhren.  Praktischer 
jedoch  verfährt  man  so :  Unter  „Grundsymbolen **  seien  diejenigen 

Lösungen  von  2!^  =  0  verstanden,  welche  vom  ersten  Grade 

dax 

in  den  a  sind.    Offenbar  giebt  es  dann  nur  •— 1  linear  unab- 
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häogige,  und  jede  Lösung  jener  Gleichung  kann  durch  diesel- 
ben rational  und  ganz  ausgedrückt  werden. 

Um  demnach  die  symbolische  Darstellung  ftlr  das  Leitglied 
einer  Govariante  von  f  zu  erhalten,  bilde  man  aus  g  Grund- 
sjmbolen  ein  Product,  in  welchem  jedes  Symbol  höchstens  in 
der  ii**°  Potenz  vorkommt. 

Die  einfachsten  Grundsymbole  sind  die  Differenzen  ctr — a$y 
und  diese  sind  es  gerade,  welche  der  Clebsch'schen  symbolischen 
Darstellung  zu  Grunde  liegen. 

Der  Verf.  entwickelt  darauf  hin,  wie  sich  irgend  eine  in 
der  Symbolik  von  Clebsch  gegebene  Govariante  in  seine  Grund- 
symbole umsetzen  lässt,  und  vice  versa. 

Da   die  Anzahl  der   auftretenden  Grundsymbole   höchstens 

i— 1   beträgt   —   im   Gegensatz   zu   den -^-s — -  Clebsch'schen 

Elammerfactoren  —  so  bietet  die  neue  Darstellung  mancherlei 
Vorteile.     Beispielsweise  schreibt  sich  die  Govariante 

T  =  (a6)'(6c)a«-*^;-V-i  in  der  Gestalt  (a  +  6-2c)». 

Das  Verfahren  des  Verfassers  erscheint  besonders  brauchbar, 
wenn  die  Ordnung  n  der  Ausgangsform  f  stets  höher  bleibt  als 
das  Gewicht  g  der  zu  betrachtenden  Covarianten,  also  bei  For- 
mensystemen  einer  Form  unbegrenzt  hoher  Ordnung,  wie  sie 
Ton  englischen  Mathematikern  (Sylvester,  Gayley,  MacHahon  u.  a.) 
stadirt  worden  sind.  FOr  solche  „ Semiinvarianten ^  C^  gilt  dann 
der  grundlegende  Satz:  »Alle  Semiinvarianten  vom  Grade  t  und 
Yom  Gewichte  g  sind  durch  symbolische  Potenzen 

(A,a, -f-*,a,H Vka,)^ 

linear  auadrttckbar." 

Daraufhin  ist  der  Verf.  in  der  Lage,  alle  irreducibeln  Semiin- 
Tarianten  (Perpetuanten)  von  gegebenem  Grade  t  und  gegebenem 
Gewichte  g  zu  ermitteln.  Ihre  Anzahl  ist  gleich  der  Zahl  ganz- 
zahltger  Lösungen  ju,, ^„'••,^j  der  Gleichung: 

wodoreh  ein  Satz  von  MacMahon  bestätigt  wird  (cf.  F.  d.  M.  XVI. 
1884.  105).  Aber  auch  die  Bildungen  selbst  lassen  sich  in  sym- 
bolischer Gestalt  sofort  hinschreiben. 

Fortsclir.  d.  Matii.  XXII.   1.  10 
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Zum  Schlüsse  giebt  der  Verf.  kurz  an,  wie  sich  die  ent- 
sprechende Umformung  der  Diflferentialgleichungen  f&r  Invarian- 
ten nebst  der  Bildung  der  „Grundsymbole'  im  ternftren  Gebiete 
vollzieht.  Hy. 

6.  Maisano.     L'Hessiano  della  sestica  binaria  e  il  dis- 
criminante  della  forma  dell'  ottavo  ordine.     Nota  II'. 

Palermo  Rend.  IV.  1-8. 

Die  Note  ist  eine  Fortsetzung  der  in  F.  d.  M.  XXI.  1889.  111 
besprochenen.  Die  Aufgabe,  die  Discriminante  einer  binären 
Form  f  achter  Ordnung  als  ganze  Function  der  9  Invarianten 
von  f  darzustellen,  führt  auf  ein  System  von  linearen  numerischen 
Gleichungen  mit  31  Unbekannten.  Gesttltzt  auf  die  frühere  Aus- 
führung, wo  f  speciell  die  Hesse'sche  Govariante  einer  Form 
sechster  Ordnung  war,  vermag  der  Verf.  mittels  symbolischer 
Rechnung  jene  Unbekannten  zu  ermitteln.  Der  definitive  Aus- 
druck der  Discriminante  enthält  30  Glieder.  My. 


J.  Hammond.  A  simple  proof  of  tbe  existence  of  irre* 
ducible  invariants  of  degrees  20  and  30  for  the 
binary  seventhic.    Math.  add.  xxxvi.  255-261. 

Sylvester  und  Franklin  (F.  d.  M.  XI.  1879.  82)  hatten  nicht  ver- 
mocht, für  die  Covarianten  einer  binären  Form  7.  Ordnung  f, 
eine  repräsentirende  erzeugende  Function  herzustellen,  insofern 
der  Zähler  der  letzteren  ins  Unendliche  ging.  Hierbei  war  in- 
dessen infolge  eines  Rechenfehlers  die  Annahme  gemacht  worden, 
dass  die  f,  keine  irreducibeln  Invarianten  von  den  Graden  20 
und  30  besitzen  könne,  während  v.  Gall  (F.  d.  M.  XX.  1888.  128) 
solche  (ohne  vollständigen  Beweis)  wirklich  auffand.  Der  Verf. 
deckt  direct  vermöge  geeigneter  Specialisirung  der  f^  die  Existenz 
solcher  zwei  Invarianten  auf  und  entwickelt  daraufhin  die  correcte 
Gestalt  der  gesuchten  repräsentirenden  erzeugenden  Function. 
Damit  ist  eine  wesentliche  Lttcke  der  bezüglichen  Sylvester'schen 
Theorie  ausgefüllt.  My. 
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C.  MoLLo.     Sül  sistema  di  dne  cubiche  binarie.    Batt.  o. 

XXYIIL  830-348. 

Die  CoTarianten  des  Systems  zweier  kubischen  binären  For- 
men werden  mit  Bezugnahme  auf  frühere  Untersuchungen  von 
Battaglini,  Clebsch,  Gordan,  d'Ovidio  symbolisch  noch  einmal  ab- 
geleitet and  dann  geometrisch  gedeutet.  My.  ' 


E.  Stroh.  Bemerkung  zu  v.  Gall's  Untersuchung  über 
die  Grundsyzyganten  zweier  simultanen  biquadrati- 
sehen  binären  Formen.     Math.  ado.  xxxvi.  154-156. 

Hammond  hatte  den  Satz  empirisch  ausgesprochen,  dass 
jede  (irreducible)  Grundsyzygante  eine  binäre  Combination  der 
Grundformen  enthalten  mflsse.  Indessen  war  v.  Gall  auf  ein 
Beispiel  gestossen,  welches  dem  Satze  zu  widersprechen  schien. 
Die  Relation  zwischen  den  acht  Invarianten  von  zwei  binären 
Formen  vierter  Ordnung  enthält  die  vierte  Potenz  einer  Grund- 
form Z),  konnte  jedoch  trotz  aller  Anstrengungen  nicht  weiter 
redncirt,  und  zugleich  konnte  aber  keine  Syzygante  mit  dem 
Terme  D'  aufgefunden  werden. 

Durch  geeignete  Special isirung  der  gegebenen  Formen  zeigt 
der  Verf.  direct  mittels  Ausrechnung,  dass  die  Ansicht  v.  GalFs 
richtig  war,  dass  also  der  von  Hammond  aufgestellte  Satz  nicht 
allgemein  gflitig  ist.  _  My. 

A.  DBL  Rb.     Sulla  coppie  di  forme  bilineari.   Rom.  Acc.L. 

Reod.  (4)  VI,.  237-244. 

Der  Verf.  beabsichtigt,  mit  den  Halfsmitteln  der  Geometrie 
der  Lage  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  da- 
für abzuleiten,  dass  ein  Paar  von  symmetrischen  bilinearen 
Formen  in  ein  eben  solches  linear  transformirt  werden  kann,  und 
im  Falle  der  Möglichkeit  die  (endliche)  Zahl  von  bezüglichen 
Traosformationen  zu  ermitteln.  Dies  geschieht  hier  zunächst  für 
die  binären  Formen,  wo  man  mit  einfachen  HQlfssätzen  über 
projeetivische  Punktreihen  und  Involutionen  auf  einer  geraden 
Unie  ausreicht.    Es  werden  fünf  verschiedene  Typen  von  trans- 

10* 
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formjrbaren   Paaren    binärer    symmetrischer    bilinearer    Formen 
(Involutionen)  aufgestellt  mit  resp.  2, 4,  2, 8, 4  Transformationen. 

My. 

A.  Caylet.  On  two  invariants  of  a  quadriquadric  functioo. 

MesB.  (2)  XX.  68-69. 

Die  „quadriquadratische^  Function 
z\ax'+2hxy  +^'y')  +2zw(h'x'+2bxy+fy')  +  w\gx'+2rxy  +  cy^ 
besitzt,  einmal  als  Function  von  «  und  io,  sodann  als  Function 
von  X  und  y  betrachtet,  zwei  Discriminanten  ü  und  Y  rierter 
Ordnung  mit  gleichen  quadratischen  und  kubischen  Invarianten. 
Diese  letzteren  werden,  vollständig  ausgerechnet,  zum  Abdruck 
gebracht.  Lp, 

R.  Pbrrin.     Essai  de  th^orie  compl&te  du   Systeme   de 
deux  formes  ternaires  quadratiques.    S.  m.  f.  BoU.  xviii. 

1-80. 

Das  «volle  System^  zweier  quadratischen  temären  Formen 
(7„  bestehend  aus  20  Grundformen,  ist  von  Gordan  aufgestellt 
worden.  (Siehe  Glebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie  I 
S.  288,  sowie  Math.  Ann.  XIX,  cf.  F.  d.  M.  XIV.  1882.  80).  Der 
Verf.  giebt  hier  eine  abgeschlossene  Theorie :  manche  seiner  Re- 
sultate sind  übrigens  in  der  zweitgenannten  Arbeit  Gordan's  ent- 
halten, welche  dem  Verf.,  wie  es  scheint,  unbekannt  war. 

Die  Untersuchung  zielt  wesentlich  auf  geometriache  Anwen- 
dungen: es  ist  in  der  That  einleuchtend,  dass  schon  das  voll- 
ständige Studium  der  projecti vischen  Eigenschaften  eines  einzel- 
nen Kegelschnitts  eine  Reihe  von  Fragen  aus  der  projecti  vischen 
Theorie  zweier  Kegelschnitte  in  sich  begreift. 

Insbesondere  war  es  von  Wichtigkeit,  die  zwischen  den 
20  Grundformen  bestehenden  Relationen  (Syzygien)  aufzustellen, 
sowie  die  nötigen  Folgerungen  daraus  zu  ziehen,  um  z.  B.  eine 
simultane  Covariante  unmittelbar  auch  in  Liniencoordinaten 
schreiben  zu  können. 

Das  Bemerkenswerteste  der  Arbeit  scheint  jedoch  eine  Art 
Uebertragungsprinoip  zu   sein.     Hiernach   sind   die  Invarianten 
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eines  Systems-  von  yier  binären  Formen,  zwei  linearen  und 
zwei  quadratischen  (welche  der  Verf.  schon  früher  vollständig 
oDtersaebt  hatte,  cf.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  133),  die  Leitglieder 
der  inyarianten  Bildungen  zweier  C„  sodass  man  ohne  weiteres 
ron  den  bekannten  Syzygien  zwischen  den  binären  Grundformen 
fibergehen  kann  zu  denjenigen  zwischen  den  ternären. 
In  der  That,  seien  die  beiden  vorgelegten  Formen: 

s  =  ax^  +bff*  +  cjb'  +  2/y»  +  2g!6x  +  2&ry, 
*'=  a'a^+by+ c'ä"+  2f'yz  +  29'&x+2h'xy, 

80  gehen  dieselben  vermöge  der  Substitution 

Aber  in: 

s  =  a  CX'+  F),  *'=a'  (X'+2f/X+  F'), 
wo  V^V\U  binäre  Formen  in  Y,  Z  sind.  Um  nun  zunächst  die 
Leitglieder  des  vollen  Systems  der  In-  und  Covarianten  von  «,  s' 
SQ  haben,  würde  es  genügen,  die  Invarianten  von  ü,  F,  F'  zu 
bilden,  dieselben  unter  sich  und  mit  a,  a'  derart  zu  combiniren, 
dass  die  Ergebnisse  durch  eine  möglichst  hohe  Potenz  von  a 
teilbar  werden. 

Indessen  empfiehlt  es  sich,  statt  der  V^V^Ü  vier  binäre 
Formen  mit  der  Eigenschaft  einzuflühren,  dass  deren  Coefficienten 
weder  von  einander,  noch  von  a  und  a'  abhängen.  Dies  ge- 
schieht von  selber,  indem  man  V^V\Ü  nach  ajü'  ordnet: 
ü  =  au'-  a\  F=  av—u\  F'=  aV-2awfi'+aV, 
wo  nunmehr  ti,  ti',  o,  f>*  die  gewünschten  Formen  sind ,  nämlich : 
u  =  Äy+^Z,    tt'  =  AT+5'Z,    ü  =  6r'+2/'YZ+cZ», 

f>'=6'y»+2rrz+c'z», 

die  übrigens  unmittelbar  entstehen,  wenn  man  «,  $*  nach  Potenzen 
von  X  ordnet.    (Vgl.  auch  Brill,  F.  d.  M.  X.  1878.  459). 

Das  System  (u,  u',  t>,  p')  besitzt  13  Invarianten,  aus  denen 
uch  die  6  Invarianten  des  Systems  (17,  F,  F')  zusammensetzen; 
letztere  sind  Leitglieder  von  In-  oder  Covarianten  des  Systems 
(',''),  die  sich  mit  Anwendung  eines  einfachen  Residuencalculs 
(cf.  F.  d.  M.  XV.  1883.  73)  zum  Teil  durch  noch  einfachere  er- 
setzen lassen. 
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Zugleich  wird  aber  bewiesen,  dass  die  entsprechenden  6  wirk* 
liehen  Bildungen,  4  Invarianten,  eine  quadratische  und  eine 
kubische  Covariante,  für  die  In-  und  Govarianten  von  («,«')  ein 
volles  System  bilden,  verbunden  durch  eine  Syzygie. 

Es  erübrigt  noch  die  Berttcksichtigung  der  Contravarianten 
und  Zwischenformen.  Zu  dem  Behuf  ist  den  drei  Formen  U^V^V 
noch  eine  vierte  V  zu  a^jungiren: 

wo  die  $,  17,  ^  die  zu  x^  y,  s  contragredienten  Variabein  bedeuten. 
Man  bilde  wiederum  die  Invarianten  des  binären  Systems 
(f/,  I/',  F,  F'),  combinire  dieselben  unter  sich,  sowie  mit  a,  a\ 
sodass  eine  möglichst  hohe  Teilbarkeit  durch  a  erreicht  wird, 
so  gelangt  man  zur  Gesamtheit  der  Leitglieder  der  Contra- 
Varianten  und  Zwischenformen  von  («,  $'),  Von  den  13  Invarian- 
ten des  Systems  ([7,  ü',  F,  F')  waren  6  bereits  berücksichtigt; 
die  7  übrigen  führen  in  der  That  zu  2  Gontravarianten  und 
5  Zwischenformen,  von  denen  zwei  liueo-linear  sind. 

Durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  entstehen  einmal  noch 
drei  weitere  Formen,  deren  Existenz  schon  aus  Symmetrie- 
gründen notwendig  war,  schliesslich  noch,  ausser  der  identischen 
Zwischenform,  zwei  letzte  Formen.  Die  bezüglichen  7  Syzygien 
sind  der  unmittelbare  Ausdruck  für  die  Herleitung  der  Formen. 
Durch  weitere  Uebertragung  binärer  Syzygien  auf  das  ternfire 
Gebiet  resultirt  eine  Anzahl  von  im  ganzen  67  Syzygien,  deren 
Vollständigkeit  allerdings  nicht  nachgewiesen  wird.  Die  Syzygien 
stehen  in  einem  gewissen  eigentümlichen  Reciprocitäts Verhältnis 
zu  einander,  abgesehen  von  der  Symmetrie  in  Bezug  auf  die 
CoefBcienten  von  s  und  8\ 

Behufs  geometrischer  Auswertung  empfiehlt  es  sich,  ein 
typisches  Coordinatendreieck  zu  Grunde  zu  legen,  das  repräsen- 
tirt  wird  (etwa  bei  festgehaltenen  §,  ij,  Q  durch  die  beiden  lineo- 
linearen  Zwischenformen  nebst  der  identischen  ajS  +  yjy  +  a^: 
die  Coefficienten  sämtlicher  invarianten  Bildungen  werden  dann 
von  selbst  von  invariantem  Charakter. 

Es  werden  Aufgaben  gelöst,  wie:  die  Gleichung  desjenigen 
Kegelschnittes  («, «')  zu  bilden,  welcher  noch  eine  gegebene  6e- 
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rade  berührt.  Das  Versehwinden  von  Invarianten  u.  s.  f.  wird 
eingehend  untersucht. 

Als  Beispiel  der  Bedeutung  von  Syzygien  sei  der  Satz  er- 
wähnt: Alle  covarianten  Kegelschnitte,  welche  eine  feste  Gerade 
berflhreo,  berühren  noch  drei  weitere  feste  Geraden. 

Auch  die  verschiedenen  Ausnahmefälle  hinsichtlich  Berührung 
der  beiden  Kegelschnitte  werden  der  Reihe  nach  in  Betracht  ge- 
zogen. My. 

F.  Gbrbaldt.     8ui  combinanti  di  tre  forme  ternarie  qua- 

dratiche.     Torino  Atti.  XXV.  390-396. 

Unter  den  Invarianten  dreier  ternären  quadratischen  Formen 
befinden  sich  bekanntlich  zwei  Combinanten  vom  2.  resp.  vom 
4.  Grade  in  den  CoefGcienten  jeder  Form.  Dieselben  werden 
hier  als  ganze  Functionen  der  11  fundamentalen  Invarianten  der 
drei  gegebenen  Formen  berechnet,  und  damit  auch  die  Resultante 
derselben.  Für  die  erstgenannte  Combinante  war  die  gemeinte 
Formel  bereits  von  Hertens  abgeleitet  worden  (F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  99).  My. 

Ä.  B.  Johnson.  On  certain  concomitants  of  Systems 
of  conics  and  quadrics,  and  od  the  calculation  of  the 
covariant  S  of  the  ternary  quartic.    Lond,  M.  s.  Proc.  XXL 

432441. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  drei  völlig  getrennte  Abschnitte. 

Im  ersten  Abschnitt  drückt  der  Verfasser  gewisse  geo- 
metrisch interessante  Combinanten  von  drei  quadratischen  For- 
men durch  fundamentale  Invarianten  der  letzteren  aus. 

Es  wird  das  beispielsweise  auf  die  Aufgabe  angewandt, 
die  Gleichung  für  die  Regelfiäche  aufzustellen,  deren  Geraden 
drei  Flächen  zweiter  Ordnung  zugleich  berühren. 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  zwei  Aufgaben  über  Invo- 
lution behandelt.  Die  eine  lautet,  den  Gomplex  von  Geraden 
zu  finden,  welche  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  in  Involution 
schneiden. 
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Im  dritten  Abschnitt  endlieh  berechnet  der  Verf.  die  Co- 
Variante  S  einer  ternären  biquadratischen  Form  als  ein  typisches 
Beispiel  fllr  Invarianten  von  Polaren.  My. 


G.  Maisano.      II    combinante  N   della   forma    ternaria 

cubica.     Palermo  Bend.  IV.  153-185. 

Eine  kubische  ternäre  Form  f=al  besitzt  nach  Clebsch  und 
Gordan  eine  ausgezeichnete  Covariante  JV  =  (aau)alal  (bei  con- 
stauten  u),  welche  bezüglich  f  und  deren  Hesse'scher  Form  al 
Combinanteneigenschaft  besitzt.  Bei  Clebsch  und  Oordan  finden 
sich  auch  schon  alle  Formen  zweiten  Grades  in  den  Coefficienten 
von  iV. 

Auf  Grund  einer  früheren  Arbeit  (F.  d.  M.  XIII.  1881.  110) 
berechnet  der  Verf.  auf  symbolischem  Wege  einige  für  die  Theorie 
der  Form  f  fundamentale  Formen  vom  3.,  4.  und  6.  Grade  in 
den  Coefficienten  von  JV  und  macht  Anwendungen  davon  auf 
eine  Reihe  geometrischer  Eigenschaften  der  Curve  JV  =  0. 

My. 

E.  WöLFPiNG,      üeber    die  Hesse'sche  Covariante  einer 
ganzen    rationalen    Function    von    ternären    Formen. 

Math.  ADD.    XXXVI.  97-120.    Auch  Dias.  Tubiogen.    Leipzig.    B.  6. 
Tenboer.  26  8.  8». 

Die  Untersuchung  einiger  Fälle  von  Singularitäten  einer 
ebenen  Curve,  in  denen  sich  die  Hesse'sche  Curve  durch  ein 
anomales  Verhalten  auszeichnet,  führte  den  Verf.,  auf  Anregung 
von  Hrn.  Brill  hin,  auf  folgende  algebraische  Aufgabe.  Sei  eine 
ternäre  Form  jF  als  Product  von  anderen  Formen  gegeben,  oder 
allgemeiner  als  ganze  Function  von  anderen  ternären  Formen 
/öf  fnft)  •••)  so  soll  die  Hesse'sche  Form  HvouPj  eine  Simultan- 
covariante  der  f,  in  Function  der  im  vollständigen  Formensystem 
der  f  enthaltenen  In-  und  Covarianten  dargestellt  werden. 

Der  Verf.  beschäftigt  sich  zuvörderst  mit  dem  einfachen 
Falle,  wo  F  eine  mehrfach-lineare  Function  der  f  ist,  und  wo 
jedes  der  f  immer  nur  je  in  einem  einzigen  Gliede  Fi  auftreten 
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soll.  Man  hat  dann  in  H{F)  erstens  die  Symbole  der  F  und 
zweitens  an  Stelle  dieser  die  Symbole  der  f  einzuführen.  Die 
Aiisfhhrung  zeigt,  dass  sich  der  Ausdruck  von  H  zurückführen 
IftBst  anf  solche  simultanen  Goyarianten  der  f,  welche  nur  zwei 
Klammerfactoren  enthalten ;  die  reale  Endformel  ist  freilieh,  wie 
nicht  anders  zu  erwarten,  complicirt. 

Nunmehr  darf  auch  die  Erweiterung  zugelassen  werden, 
dass  in  den  Gliedern  Fi  mehrere  gleiche  Factoren  f  vorkommen, 
sowie  dass  diese  Glieder  Fi^  F^,  ...  einzelne  Factoren  f  unter 
sich  gemein  haben.  Es  werden  dann  vorerst  alle  Factoren  sämt- 
licher F  mit  verschiedenen  Indices  bezeichnet  und  die  letzteren 
erst  nach  Anwendung  der  Zwischenformeln  teilweise  einander 
gleich  gesetzt. 

Eine  specielle  Untersuchung  ist  erforderlich,  falls  unter  den 
Formen  f  lineare  vorkommen.  Diese  werden  innerhalb  der  ein- 
zelnen Glieder  Fi  in  geeigneter  Weise  zu  nicht-linearen  Formen 
usammengefasst,  sodass  einer  unmittelbaren  Anwendung  der 
frfiheren  Formeln  nichts  im  Wege  steht;  es  erübrigt  dann  noch, 
an  Stelle  der  Symbole  jener  nicht^linearen  Hülfsformen  die  Sym- 
bole der  linearen  Formen  einzuführen,  wozu  ein  erheblicher 
Formelapparat  in  Thätigkeit  gesetzt  werden  muss. 

Der  Verf.  vereinigt  die  von  ihm  verwendeten  invarianten 
Gebilde  nebst  ihrer  geometrischen  Bedeutung,  bespricht  das  Vor- 
kommen einzelner  unter  denselben  in  der  bisherigen  Litteratur 
aod  geht  zuletzt  zu  der  anfangs  erwähnten  Anwendung  über. 
Es  ergeben  sich  Ergänzungen  von  Sätzen,  welche  früher  von 
Brill  (F.  d.  M.  X.  1878.  459)  aufgestellt  waren.  Beispielsweise 
berührt  die  Hesse'sche  Curve  in  einem  Undulationspunkt  der  ge- 
gebenen Curve  die  Undulationstangente.  Es  sind  hauptsächlich 
Symmetriegrflnde,  welche  in  letzter  Linie  zur  Erklärung  des  ab- 
weichenden Verhaltens  der  Hesse'schen  Curve  herbeigezogen 
werden  müssen.  My. 

F.  Mbrtens.     Die   iDvariaDten  dreier  quaternären  qua- 
dratischen Formen.     Wien.  Ber.  XGIX.  367-384. 

Der  Verf.    ermittelt   auf  Orund    seiner   früheren  Methoden 
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(cf.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  122)  ein  volles  System  der  inyarianten 
BilduDgen  von  drei  quaternären,  quadratischen  Formen  ^,  f'if". 
Es  seien  F{u)^F'(u)^F*'(u)  die  zugehörigen  Formen  in  Ebenen- 
Goordinaten  u,  desgleichen  g>  (p\  v' (p)^  v"  (p)  ^^^  zugehörigen 
Formen  in  Liniencoordinaten  p,  so  bilde  man  zunächst  das  Potenz- 
product  T  =  f«(a?)y/'(p)J?V(ii)  nebst  zwei  analogen  %\t*'. 

Stellt  man  sodann  sämtliche  Modificationen  des  ß-Proceases 
auf,  welche  bei  unseren  Reihen  von  Punkt-,  Linien-  und  Ebenen- 
variabeln  möglich  sind,  und  bildet  solche  PotenzproducteSS  dieser 
Processe,  deren  (symbolische)  Exponenten,  zusammen  mit  den 
in  den  t  auftretenden,  gewissen  diophantischen  Gleichungen  ge- 
nügen, so  ist  jede  invariante  Bildung  ^  von  fif\f"  linear  und 
homogen  aus  Ausdrücken  von  der  Art  AeA'^A"'^S5(T,  t*,  r")  zu- 
sammensetzbar, wenn  die  A  die  drei  Discriminanten  der  f  be- 
deuten. Es  kommt  nun  darauf  an,  sowohl  die  Producte  t,  wie 
auch  gleichzeitig  den  Process  83  je  in  einfachere  zu  zerlegen, 
um  so  im  Verein  mit  der  Discussion  jener  diophantischen  Glei- 
chungen eine  Uebersicht  über  alle  möglichen  Bildungen  zu  er- 
halten. Als  Gesamtergebnis  stellt  sich  heraus,  dass  das  gesuchte 
volle  System  aus  22  Bildungen  von  geradem  Charakter  und  aus 
28  Bildungen  von  ungeradem  Charakter  besteht.  My. 


F.  Mbrtens.      Die  invarianten   Gebilde   der  räumlichen 
Collineation.    Monatsb.  f.  M.  i.  13-22. 

Der  Verfasser  ermittelt  auf  Grund  seiner  früher  entwickel- 
ten Methoden  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  122)  ein  volles  System  der 
zu  einer  quaternären  bilinearen  Form  f(x,  u)  =  SSOikXtUk  (von 
Punkt-  und  Ebenencoordinaten)  gehörigen  invarianten  Bildungen. 

Zunächst  werden  einige  einfachste  solcher  Bildungen  auf- 
gestellt.   Das  sind: 

A=  a„  +  o„-fo„+a,^,     Ä  =  6„+6„+fe„-f-6,«, 
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Auf  diese  (nebst  f  selbst  und  der  identischen  Goyariante  u^) 
werden  die  weiteren  Bildungen 

dxi  dui  '         dxi  dui  '         dxi  dui 

Termöge  gewisser  Relationen  zwischen  J2- Processen  zurück- 
geführt. 

Ein  ähnliches  Verfahren  Iftsst  sich  einschlagen  ffir  einen  ge- 
wissen Gyklus  einfachster  Bildungen,  welche  alle  drei  Arten  von 
Yariabeln  zugleich  enthalten. 

Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  einem  Stamme  von  Grund- 
formen. E^  genfigt,  aus  einigen  von  diesen  Potenzproducte  zu 
bilden  und  auf  die  letzteren  symbolische  Potenzproducte  vor- 
geschriebener i2-Procedse  in  der  Art  anzuwenden,  dass  die  beider- 
seitigen Exponenten  gewissen  linearen  diophantischen  Gleichungen 
genfigen.  Es  kommt  dann  darauf  an,  aus  den  Lösungen  der- 
selben die  primitiven  herauszusuchen,  aus  welchen  sich  alle 
fibrigen  mittels  ganzzahliger  Factoren  zusammensetzen. 

Der  Verfasser  gelangt  auf  diesem  Wege  nach  langwieriger 
Rechnung  zu  einem  Kreise  von  Formen,  auf  welche  noch  alle  zu- 
lässigen fi-Processe  von  einer  gewissen  ausgezeichneten  Beschaffen- 
heit anzuwenden  sind,  um  ein  volles  Formensystem  zu  gewinnen. 

Der  Fortschritt,  welchen  die  vorliegende  Untersuchung  auf- 
weisty  mag  daraus  erkannt  werden,  dass  die  analoge  Aufgabe, 
«ein  volles  System  der  CoUineation^  aufzustellen,  bereits  vor  mehr 
als  zwanzig  Jahren  von  Glebsch  und  Gordan  (mittels  symbolischer 
Rechnung)  gelöst  worden  ist  (F.  d.  M.  IL  1869/70.  62).      My. 


E.  Waelsch.      Zur    Invariantentheorie    der    Liniengeo- 
metrie.    Math.  Ado.  XXXVII.  141-152. 

In  der  symbolischen  Behandlung  der  auf  die  Liniengeometrie 
bezflglichen  Invariantentheorie  war  man  über  den  Standpunkt 
von  Glebsch  (F.  d.  M.  II.  1869/70.  602,  IV.  1872.  62)  nicht  wesent- 
lich hinausgegangen.  Der  Verfasser  zeigt,  wie  sich  durch  ge- 
eignete Verknüpfung  mit  Grassmann'schen   Symbolen  (äusseren 
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Producten)  die  Darstellung  von  Glebseh  vereinfachen  und  zur 
Lösung  complicirterer  Aufgaben  weiter  ausbilden  Iftsst, 

Die  Strablen-Coordinaten  p^  =  ^ß^k—^i  einer  Geraden  (^x^  y) 
werden  durch  Producte  von  Symbolen  p,-,  pk  ersetzt,  sodass 

Pik  =  piPk  =  —PkPi,  (PiPi  =0); 
und  entsprechend  die  Axencoordinaten 

^ik  =  ^«^jk  =  —  ^*^«  j  (^<nri  =  0). 
Das  Gleiche  gilt  von  den  allgemeineren  Coordinaten  Cfk  =-  CiCk^ 
resp.  yik  =  yifk  eines  linearen  Gomplexes.     Demnach  schreibt  sich 
die  linke  Seite  der  Gleichung  eines  linearen  Complexes  nunmehr 
in  den  beiden  dualistischen  Gestalten: 

y^uvik  =  2yiykPiPk  =  i(y,p,+y,Pa+yiP.+7'4P4)'  =  i(yp)'- 

Unterwirft  man  jet2t  den  Punktraum  der  (^x)  einer  linearen  Trans- 
formation, so  erkennt  man  leicht  die  Richtigkeit  des  grundlegen- 
den Satzes,  dass  die  Symbole  p,  c  den  x  cogredient  sind,  ebenso 
die  TV,  y  cogredient  den  Ebenencoordinaten  |,  und  demnach 
jedes  der  drei  ersteren  Symbole  contragredient  jedem  der  drei 
letzteren. 

Man  kann  also  unmittelbar  eine  Reihe  „elementarer^  (sym- 
bolischer) Invarianten  angeben,  wie  (pn),  (xy)  etc.  Invariante 
Bildungen  der  Liniengeometrie  setzen  sich  dann  aus  solchen 
Elementarfactoren  zusammen. 

Es  liegt  nunmehr  nahe,  auch  höhere  Gomplexe  in  dem  an- 
gegebenen Sinne  zu  symbolisiren,  das  Verhalten  der  Symbole 
bei  Gollineationen  zu  untersuchen,  wiederum  invariante  Elementar- 
ausdrücke  zu  bilden,  und  schliesslich  aus  diesen  durch  Aggre- 
gation alle  invarianten  Bildungen. 

Bei  linearen  Gomplexen  insbesondere  ergiebt  sich  ein  Paralle- 
lismus zu  Formen  zweiter  Ordnung  (Klasse).  Denn  ersetzt  man 
den  Gomplex  (cny  durch  die  Form  zweiter  Klasse  (c^*y  u.  s.  f., 
so  bleibt  der  invariante  Gharakter  der  symbolischen  Bildungen 
bestehen. 

Die  Gleichung  eines  Gomplexes  n^  Grades  wird  jetzt 
(cTi)^«  =  0,  resp.  (xp)^"  =  0,  und  dem  Gomplexe  entspricht  wie- 
derum eine  Bildform  2m**'  Ordnung  (yaj)^»,  resp.  2i»**'  Klasse  (cS)^. 
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Das  mit  einem  linearen  Complexe  (yp)*  =  0  verbundene 
NullBTStem  ist  einfach  durch  yx.yy=:0  dargestellt.  Aus  einer 
Reihe  symbolischer  Identitäten  kann  man  unmittelbar  die  Rela- 
tionen ableiten,  welche  zwischen  den  Goordinaten  von  vier  Punk- 
ten und  ihren  Null-Ebenen  bestehen  u.  s.  w. 

Sind  drei  lineare  Complexe  gegeben,  so  lässt  sich  sofort  die 
Gleichung  der  Fläche  2.  Orades  bilden,  welche  von  den  gemein- 
samen Complexstrahlen  der  Complexe  erzeugt  wird. 

Endlich  sei  noch  hervorgehoben,  dass  auch  für  die  Linien- 
geometrie ein  Uebertragungsprincip  gilt,  welches  dem  bekannten, 
von  Clebsch  herrührenden  analog  ist.  Irgend  eine  Invariante 
J  von  h  Punkten  einer  Ebene  ist  eine  Form  der  Determinanten 
{%kt)  der  Coordinaten  von  je  dreien  dieser  Punkte.  Durch  symbo- 
lische Bftnderung  von  (Vcl)  mit  zwei  §  erhält  man  eine  covariante 
Fläche  des  Systems  der  linearen  Complexe;  jede  Tangentialebene 
derselben  besitzt  bezQglich  der  Complexe  k  Nullpunkte,  für  welche 
i  =  0  ist.  Lässt  man  die  linearen  Complexe,  welche  von  gleich- 
wertigen temären  Symbolen  herrühren,  wieder  zusammenfallen, 
80  gelangt  man  entsprechend  zu  Govarianten  von  Complexen 
höherA  Ordnung.  My. 

£.  Study.      Ueber   quadratische    Formen    und    Linien- 

complexe.     Leips.  Ber.  XLII.  172-188. 

Bezeichnet  F  =  (Fliy  eine  quadratische  Form  der  l  Ver- 
änderlichen 17,,  ...,  Ux  und  (GXy^  die  Contravariante  dieser  Form 
r,  80  gilt  der  Satz:  Ist  jP=  (AXy^  eine  beliebige  Form  der  l  Ver- 
änderlichen X,,  ...,  Xa,  so  lässt  sich  dieselbe  auf  eine  einzige  Art 
in  eine  nach  Potenzen  der  Form  (GXy  fortschreitende  Reihe  ent- 
wickeln, sodass  die  Coefficienten  eines  jeden  Gliedes  dieser  Reihe 
sämtlich  zu  der  Form  F  apolar  sind.  Dabei  besteht  die  Bedingung 
der  Apolarität  im  identischen  Verschwinden  der  lineo-linearen  Co- 
varianten.  Im  Falle  1  =  6  lässt  sich  die  gefundene  Entwickelung 
aach  in  der  Theorie  der  quaternären  Formen  verwerten,  und  zwar 
ergiebt  sich  der  folgende  Satz:  Eine  jede  Form  f(p)  im  quater- 
nären Gebiete,  in  welcher  die  Coordinaten  eines  linearen  Com- 
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plexes  pp'  im  m^°  Grade  yorkommeD,  läset  sieh  auf  eine  einzige 

Art  nach  Potenzen  der  identischen  Govariante  P  =  (pp'  pp')  ent- 
wickeln, sodass  die  Coefficienten  eines  jeden  Entwickelungsglie- 

des  zu  der  identischen  Govariante  Q  =  (qf  qq)  apolar  sind.  So- 
weit sich  dieser  Satz  auf  das  erste  Olied  der  Entwickelung  bezieht, 
stimmt  derselbe  mit  einem  bekannten  Satze  von  Glebsch  Qberein, 
wonach  die  Gleichung  f(p)  =  0  sich  immer  auf  eine  einzige  Art 
durch  Anwendung  von  P  =  0  so  modificiren  lässt,  dass  man  sie 
als  symbolische  Potenz  eines  speciellen  linearen  Gomplexes  betrach- 
ten darf.  Ht. 

6.  Frobenius.      Theorie    der    biquadratischen    Formen. 

J.  für  Math.  CVI.  175-188. 

Unter  einer  „biquadratischen"  Form  F  wird  hier  eine  dop- 
pelt bioär-quadratische  verstanden,  deren  zwei  Variabeinreihen 
x^x^\  y^y^  unabhängigen  linearen  Substitutionen  unterworfen 
werden. 

Solche  biquadratiscben  Formen  resp.  Gleichungen  spielen  in 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  eine  wichtige  ^RoUe: 
zwischen  zwei  elliptischen  Functionen  zweiten  Grades  mit  den- 
selben Perioden  besteht  eine  biquadratische  Relation.  Es  sind 
denn  auch  gewisse  Fragen  aus  dieser  letzteren  Theorie  gewesen, 
welche  den  Verf.  veranlasst  haben,  die  bi quadratischen  Formen 
invariantentheoretisch  genauer  zu  untersuchen. 

Ist  F=  (iiaj'-f-  2Bxx^  -f  ßcJ)»'-f2(ii'«»+2B'aJX,  +  C«J)yy, 
und  flihrt  man  vier  quaternäre  Variabein  ein: 

80  ist  die  quadratische  Form: 

G  =  {Ap+  Bq  +A'r  +  B'$)p  +(Bp  +  Cq  +BV  +  Cs)q 
+  (A'p  -f  B'q  +il"r  -f  B"«>+ (»>+  Cq+B''r+C's)s 

als  eine  Govariante  von  F  zu  bezeichnen.  Denn  geht  F  vermöge 
zweier  Substitutionen  (S),  (T)  der  (a?),  (y)  in  F^  Über,  so  geht  auch 
G    in   die   genau  entsprechende  Form  G^    Über   vermöge   einer 
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linearen  Substitution  U  der  Pyg^r^s^  welche  die  Folge  von 
(SX  (T)  ist. 

Eine  zweite  Covariante  in  den  Variabein  p,  9,  r,«  ist  die  Form 
fl  =  pt— jr. 

Der  Kern  der  Theorie  liegt  nun  in  der  Schar  quadratischer 
Formen  G-i-lH  und  deren  Determinante  A,(il),  welche  die 
.charakteristisohe  Function^  von  jP  heisst. 

Der  Verf.  reproducirt  zunächst  den  Beweis  des  Cayley'schen 
Satzes,  dass  die  Coefficienten  «, /,  »von  R^(X)=i  l^—Gl^s+Alt+u 
fundamentale  Inyarianten  von  f  sind;  weiter  aber  beweist  er  den 
ebenfalls  von  Cayley  stammenden  Satz,  dass  die  bezüglich  y  resp. 
X  gebildeten  Discriminanten  von  F,  R^x)  und  Rj(y)  gleiche  In- 
Tarianten  y,,^,  haben,  in  der  erweiterten  Fassung,  dass  diese 
In?arianten  y,,  g^  auch  diejenigen  der  Form  A,  (l)  sind. 

Das  Princip  des  Beweises  ist  nach  Gayley,  F  mit  Hülfe 
einer  Wurzel  der  Gleichung  A,(il)  =  0  zu  einer  symmetrischen 
Form  zu  machen,  für  welche  dann  R(x)  und  Aj(y)  gleiche  Coef- 
ficienten erhalten. 

Für  die  Gleichheit  der  Invarianten  von  R(x)  und  R^  (y) 
(Tgl.  anch  die  symbolischen  Beweise  von  Zeuthen  und  Capelli, 
F.  d.  M.  XI.  1879.  91-95)  giebt  der  Verf.  noch  drei  weitere 
Naehweise,  zwei  algebraische  und  einen  letzten  mittels  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Der  erstere  unter  den  zwei 
algebraischen  ist  in  so  fern  bemerkenswert,  als  er  nur  rationale 
Operationen  verlangt  und  darauf  beruht,  dass  man  einmal  nur 
die  «,  das  andere  Mal  nur  die  y  fttr  sich  transformirt.  Der  zweite 
Beweis  dagegen  deckt  noch  weitere  Beziehungen  zwischen  den 
Formen  A  und  A,  auf.  Verschwindet  nämlich  A,  identisch,  ist 
also  g^ssg^zszO^  so  würde  allein  nur  daraus  folgen,  dass  A  einen 
dreifachen  Linearfactor  besitzt;  in  Wirklichkeit  ist  aber  A  die 
vierte  Potenz  einer  Linearfunction.  Desgleichen  bestehen  noch 
nähere  Beziehungen  zwischen  den  drei  Formen  A,  A,,A„  die 
ebenfalls  durch  blosses  Gleichsetzen  von  Invarianten  nicht  aus- 
drQckbar  sind. 

Der  Verfasser  wendet  sich  nunmehr  zur  Aufstellung  der  not- 
wendigen und  hinreichenden  Bedingung  dafür,  dass  R(x)  und  R^(y) 


«0           <»i          o,— 2A 

6,           6,          6,— 2i 

a,           a,+Ä   a, 

,«K^)- 

6,            J,+A    6, 

o, — 2Ä   o,         a« 

6,-2A    6.         6. 
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äquivalent  sind,  damit  F(x^  y)  in  eine  symmetrische  Form  trans- 
formirt  werden  kann. 

Das  Kriterium  für  die  Aequivalenz  von  R  und  R^  drfickt 
sieh  indireet  einfach  dahin  aus,  dass  A„  als  charakteristische 
Determinante  einer  Formenschar,  einen  linearen  Elementar- 
teiler  hat. 

Es  werden  aber  auch  directe  Kriterien  aufgestellt,  die  sieh 
darauf  stützen,  dass  zwei  binäre  Formen  vierter  Ordnung  mit  den 
Coefficienten  a  resp.  fr  dann  und  nur  dann  äquivalent  sind,  wenn 
ihre  charakteristischen  Determinanten: 


yW  = 


in  den  Elementarteilern  übereinstimmen. 

Diese  Kriterien  bilden  die  Grundlage  für  den  wesentlichsten 
Teil  der  Untersuchung.  Es  soll  die  Form  F  rückwärts  aus  ihren 
Govarianten  R{x)^  ^\{y)  bestimmt  werden,  oder  genauer,  man 
soll  alle  Formen  Vermitteln,  für  welche  R(x)  und  A,(y)  gegebene 
Functionen  sind.  Hierbei  sind  zugleich  sämtliche  Ausnahme- 
fälle mit  zu  berücksichtigen.  Um  hier  nur  den  „allgemeinen**  Fall 
zu  erwähnen,  wo  A  und  R^  keinen  quadratischen  Teiler  gemein 
haben,  so  itlhrt  die  Aufgabe  auf  zweifach  unendlich  viele  Lösun- 
gen F\  sind  ausserdem  noch  die  Werte  der  Invarianten  «,  l  ge- 
geben, auf  vier  Lösungen.  Es  wird  nicht  nur  eine  explicite 
Formel  für  sämtliche  F  gegeben,  sondern  auch  gezeigt,  wie  sich 
aus  einer  Particularlösung  alle  übrigen  ableiten  lassen.  Das 
Problem  wird  übrigens  in  einer  gewissen  Verallgemeinerung  durch- 
sichtiger; es  soll  eine  triquadratisshe  Function  f{x^  y,  jb)  derart 
gefunden  werden,  dass  ihre  Determinanten  bezüglich  x^  y,  »  gleich 
den  Producten  R^R^^  R^R^  RR^  sind,  wo  A(x),  A,(y),  R,(is)  gege- 
bene Functionen  vierter  Ordnung  mit  gleichen  Invarianten  sind. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  hieraus  ist  die  Feststellung  des 
Aequivalenzkriteriums  für  zwei  biquadratische  Formen.  Dasselbe 
erhält  wiederum  die  einfachste  Fassung  mit  Hülfe  des  Elementar- 
ieilerbegriffs:    „  Damit  zwei    biquadratische   Formen   äquivalent 
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seieiif  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  ihre  charakteristiachen 
Determinanten  in  den  Elementarteilern  übereinstimmen.^ 

Den  symmetrischen  Formen  F  wird  noch  eine  specielle  Unter- 
snchnng  zu  Teil.  Es  ist  zu  betonen,  dass  es  Aasnahmefälle 
giebt,  in  denen  die  blosse  Uebereinstimmung  der  GoefScienten 
TOQ  R  und  R^  die  Symmetrie  von  F  nicht  notwendig  zur  Folge 
hat  Eine  symmetrische  Form  F  besitzt  eine  lineare  Inyariante; 
ist  dieselbe  fQr  zwei  solche  Formen  F  die  nämliche,  und  sind 
die  letzteren  äquivalent  hinsichtlich  unabhängiger  Substitutionen 
der  (x),  (y),  so  sind  sie  es  auch  hinsichtlich  identischer  Substitu- 
tionen der  (x\  (y).  Zum  Schlüsse  macht  der  Verfasser  Anwen- 
doDgen  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Beispielsweise 
kann  man  das  allgemeine  Integral  der  elliptischen  Differential- 
gleiebnng  in  einer  kanonischen  Gestalt  hinschreiben,  wennjP  =  0 
ein  particuläres  Integral  ist.  My. 


Ä.  Voss.       lieber    die    cogredienten    Transformationen 
einer  bilinearen  Form  in  sich  selbst.    Mäoch.  Abb.  xvir,. 

122  S. 

Frobenins  (F.  d.  M.  IX.  1877.  85)  hatte  das  Problem  der 
«cogredienten*'  (d.  i.  der  fQr  beide  Variabeinreihen  identischen) 
Transformation  der  bilinearen  Formen  in  sich  selbst  für  die  he- 
sondern  F&ile  der  symmetrischen  und  der  alternirenden  Formen 
vm  Abschluss  gebracht  Der  Verfasser  erledigt  das  Problem 
fbr  den  allgemeinsten  Fall,  indem  er  sich  einmal  auf  die  yon 
Frobenins  eingefhhrten  Methoden  stützt,  andererseits  eigene  frühere 
Uoterrachungen  (F.  d.  M.  X.  1878.  103)  weiterfahrt. 

Der  Inhalt  zerf&llt  in  zwölf  Paragraphen. 

In  §  1  werden  die  Definitionen  und  Bezeichnungen  des  von 
Frobenins  entwickelten  Algorithmus  in  einer  ftlr  das  Folgende 
geeigneten  Art  zusammengestellt.  Um  hier  nur  das  Notdürf- 
tigste herauszuheben,  so  kann  man  eine  bilineare  Form  A^lan^iiyi 
reprftsentiren  durch  die  lineare  Substitution  A  mit  den  nämlichen 
Coeffieienten  Oa-  Genau  so,  wie  man  solche  Substitutionen  zu 
(symbolischen)  „Producten^  zusammensetzt,  kann  man  auch  mit 
den  entsprechenden  Formen  verfahren. 

PoitKlff.  d.  Math.  XXU.  1.  11 
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Die  „conjugirte"  Form  A^  von  Ä  ist  SOkiTiyi,  Die  „Ein- 
beitsform*'  £  =  J^r^y.  ist  mit  jeder  beliebigen  Form  A  „vertaasch- 
bar",  d.  b.  man  hat  AE  =  Ar=EA.  Die  „lineare  Gleichung** 
AX  =  B  hat  bei  nicht  verschwindender  Determinante  von  A  nur 
eine  Lösung.  Speciell  heisst  die  Lösung  Y  von  AY^^E  die  zu 
A  „reciproke"  Form  und  wird  mit  A^^  bezeichnet.  Wenn  die 
Gleichung  B=^PAP  erfüllt  ist,  heisst  P  eine  „conjugirte**  Trans- 
formation von  A  in  B. 

Unter  der  „charakteristischen  Function^  von  A  versteht  man 
die  Determinante  der  Form  A  —  rE  bei  variablem  r.  Sind  die 
„Elementarteiler"  der  charakteristischen  Functionen  von  A  und 
B  dieselben,  so  heissen  A  und  B  „ähnlich*'. 

Für  das  Weitere  ist  das  wichtigste  Hülfsmittel  das  von 
Frobenius  behandelte  „Problem  der  vertauschbaren  Formen",  d.  h. 
die  Aufsuchung  aller  Lösungen  P  der  Gleichung  PA  =  AP^  unter  de- 
nen sich  stets  eine  bestimmte  Anzahl  m  linear  unabhängiger  befindet. 

Der  Verf.  sieht  darnach  eine  lineare  Gleichung  zwischen 
Formen  als  „gelöst^  an,  sobald  dieselbe  auf  das  Problem  der 
vertauschbaren  Formen  zurückgeführt  ist. 

Frobenius  hatte  bereits  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
charakteristischen  Function  der  in  Rede  stehenden  Substitutionen 
r/,  welche  eine  Form  A  cogredient  in  sich  überführen,  entwickelt, 
sowie  auch  die  Relationen,  denen  die  Coefficienten  derselben  ge- 
nügen müssen.  Der  Verf.  leitet  dieselben  Resultate  mittels  einer 
Methode  ab,  die  er  früher  für  orthogonale  Substitutionen  aufge- 
stellt hatte,  welche  weitere  fruchtbare  Anwendungen  zulässt. 
Eine  wichtige  Rolle  spielen  dabei  diejenigen  Substitutionen, 
welche  eine  Form  in  ihre  „beigeordnete",  d.  i.  die  conjugirte  der 
reciproken,  verwandeln;  sie  führen  zu  einer  directen  Verallge- 
meinerung der  bekannten  Eigenschaften  der  orthogonalen  Sub- 
stitutionen. Der  Fortsehritt  gegenüber  Frobenius  liegt  einmal 
darin,  dass  die  Bestimmung  der  Coefficienten  von  V  auf  die 
Auflösung  linearer  Gleichungen  zurückgeführt  wird,  welchen 
die  Unterdeterminanten  der  charakteristischen  Function  von  U 
genügen.  Andererseits  gelangt  der  Verf.  zu  einem  merkwür- 
digen Reciprocitätsgesetze.    Wird   nämlich   eine  Form  S    durch 
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eine  Substitution  V  in  ihre  beigeordnete  Form  transformirt,  so 
wird  umgekehrt  durch  die  Substitution  S  die  Form  V  in  ihre 
beigeordoete  trausformirt. 

Der  Verf.  wendet  sich  nunmehr  (§  3)  zu  einer  anderen  Er- 
weiterung, indem  er  allgemein  die  reelle  Substitution  einer  reellen 
symmetrischen  definiten  Form  in  sich  untersucht,  während  sich 
Frobenius  auf  die  orthogonalen  Formen  beschränkt  hatte.  Die 
charakteristische  Function  einer  solchen  Substitution  besitzt  ein- 
mal lauter  Wurzeln  vom  absoluten  Betrage  Eins,  andererseits 
lauter  einfache  Elementarteiler. 

Der  §  4  ist  den  irrationalen  Eigenschaften  der  Substitutionen 
^gewidmet.  Die  bezOglichen  Kronecker-Ghristofiferschen  Resultate 
werden  hier  auf  den  Fall  ausgedehnt,  wo  die  „charakteristische 
Resolvente'  lauter  einfache  Elementarteiler  besitzt. 

Als  grundlegend  erscheint  dabei  der  Satz,  dass,  wenn  die 
charakteristische  Function  von  V  lauter  verschiedene  Wurzeln 
bat,  die  Function  |  a,jb -f  ^^iti  |  lauter  einfache  Elementarteiler 
baben  muss,  wo  A  die  zu  transformirende  Form  bedeutet. 

Die  Transformation  V  selbst  ist  eine  „eigentliche''  (d.  i.  von 
der  Determinante  Eins)  mit  ^n  resp.  ^(n— 1)  willkürlichen  Para- 
metern, je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Hierauf  wird  (§5)  als  Excurs  eine  Reihe  neuer  Eigenschaften 
von  Transformationen  abgeleitet,  welche  Formen  mit  verschwin- 
dender Determinante  in  sich  überführen. 

Im  Vorstehenden  sind  die  wesentlichen  Grundlagen  der 
Untersuchung  skizzirt. 

Das  Weitere  concentrirt  sich  auf  die  directe  Ermittelung 
der  Coefficienten  von  P,  die  von  einem  in  der  Gestalt  iST+'S'y'  =  0 
zosammenfassbaren  System  linearer  Gleichungen  abhängen.  Die 
Formeln  für  die  Coefficienten  selbst  erscheinen  als  eine  unmittel- 
bare Analogie  der  von  Cayley-Hermite  gegebenen;  insbesondere 
wird  es  dabei  deutlich,  weshalb  die  symmetrischen  und  alter- 
nirenden  Formen  eine  ausgezeichnete  Bolle  spielen. 

Die  Arbeit  schliesst  mit  der  Bestimmung  (§  12)  der  Anzahl 
der  willkürlichen  Parameter,   von  denen  überhaupt  die  Goeffi- 

11* 
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cienten  der  Transformation  einer  Form   in  sieb  abhängen;  die- 
selbe kann  stets  durch  lineare  Operationen  gefunden  werden. 

Es  giebt  übrigens  Ausnahmefälle,  bei  denen  die  Bestim- 
mung jener  GoefScienten  die  Auflösung  eines  Systems  von  qua- 
dratischen Gleichungen  erfordert.  My. 


R.  LiPSCHiTZ.    Beiträge  zu  der  Theorie  der  gleichzeitigen 
TraDsformation  von  zwei  quadratischen  oder  bilinearen 

Formen.      Berl.  Ber.  1890.  485-523. 

Die  Abhandlung  des  Herrn  Lipscbitz  terf&llt  in  zwei 
Abteilungen,  von  denen  die  erste  sich  auf  die  quadratischen, 
die  zweite  auf  die  bilinearen  Formen  bezieht.  In  der  ersten 
Abteilung  werden  die  Untersuchungen,  welche  in  dem  Aufsatze : 
„Beitrag  zu  der  Theorie  des  Hauptaxenproblems'^  (Abhandlungen 
d.  Berl.  Akad.  y.  J.  1873)  entwickelt  sind,  neu  in  Angriff  genom- 
men und  weiter  ausgeführt.  Wenn  man  eine  quadratische  Form 
Spab^a^b  durch  eine  orthogonale  Substitution  in  die  Normalform 
2Ak^l  überführt  und  hierbei  die  Grössen  Ai  als  Functionen 
der  Grössen  pabt  welche  als  unabhängige  Yariabeln  betrachtet 
werden,  behandelt,  so  sind  nach  Jacobi  die  partiellen  Differen- 

dAk 
tialquotienten  -^ —  gleich  Producten  der  GoefScienten  der  ortho- 
gonalen Substitution.  Aus  dieser  Eigenschaft  wird  f&r  die  Grös- 
sen Ak  ein  System  partieller  Differentialgleichungen  abgeleitet, 
und  zwar  wird  dasselbe  dann  von  besonderer  Form,  wenn  die 
charakteristische  Gleichung,  welche  die  Ajc  als  Wurzeln  bestimmt, 
algebraisch  auflösbar  ist.  Dieses  System  partieller  Differential- 
gleichungen wird  für  n  =  2  und  n  =  3  auf  neuer  Grundlage 
aufgestellt  und  hieran  das  der  Anzahl  Vier  der  Variabein  ent- 
sprechende System  angeschlossen,  welches  in  der  früheren  Ab- 
handlung noch  nicht  behandelt  war.  In  letzterem  Falle  bilden 
die  partiellen  Ableitungen  der  bei  der  Auflösung  der  charakte- 
ristischen Gleichung  gebrauchten  Wurzelfunctionen  von  der  Form 
ilj-fil, — ^i— -^4  ein  System  von  16  Grössen,  welches  zugleich 
orthogonal  und  symmetrisch  ist.    Aus  diesem  Grunde  wird   für 
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ein  System  von  n'  Grössen  die  Frage  gestellt,  von  wieviel  un- 
abhängigen Elementen  es  noch  abh&ngt,  wenn  es  orthogonal  und 
symmetrisch  ist;  die  Lösung  erfolgt  mit  Hülfe  der  Rechnung  mit 
bieomplexen  Ausdttcken  n^  Ordnung,  deren  Grundsätze  in  der 
Schrift  des  Verfassers  „Untersuchungen  ttber  die  Summen  von 
Quadraten"  (Bonn  1886)  niedergelegt  sind  (vgl.  das  folg.  Referat). 
Die  zweite  Abteilung  beschäftigt  sich  mit  der  entsprechenden 
Aufgabe  fBr  den  Fall,  dass  es  sich  um  die  gleichzeitige  Transforma- 
tion zweier  bilinearen  Formen  handelt,  von  denen  die  eine  gleich  dem 
Aggregate  der  Producte  von  je  zwei  Variabein,  die  andere  alter- 
nirend  ist.  Wie  die  erste  Transformation  für  das  Hauptaxenpro- 
blem  von  grundlegender  Bedeutung  ist,  so  vermittelt  die  zweite  die 
Integration  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen, 
welches  in  der  Inauguraldissertation  des  Herrn  Hovestadt:  „Ueber 
eine  mit  dem  Problem  der  kleinen  Schwingungen  verwandte  Auf- 
gabe*^ (Bonn  1873)  behandelt  worden  ist,  und  welches  als  speciellen 
Fall  das  von  Herrn  Weierstrass  im  Monatsberichte  vom  29.  Mai 
1879  untersuchte  System  enthält.  Es  wird  nun  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  die  charakteristische  Gleichung  ungleiche  Wur- 
zeln besitzt,  das  System  der  beiden  bilinearen  Formen  durch 
eoDgruente  Transformation  der  beiden  Reihen  von  Variabein  auf 
eine  Normalform  gebracht  und  fbr  die  Producte  der  Substitutions- 
coeificienten  eine  Gleichung  hergeleitet,  welche  der  Jacobi'schen, 
ftr  quadratische  Formen  geltenden  Gleichung  entspricht.  Hier- 
auf wird  in  vollkommener  Analogie  mit  dem  entsprechenden  Ab- 
schnitte der  ersten  Abteilung  ein  System  von  partiellen  Differential- 
gleichungen gegründet,  in  welchem  die  Wurzeln  der  charakte- 
ristischen Gleichung  die  abhängigen,  die  GoefScienten  der  alter- 
Direnden  bilinearen  Form  die  unabhängigen  Variabein  sind. 
Mit  der  Betrachtung  der  besonderen  Fälle  »  =  2  bis  n  =  9,  in 
welchen  die  charakteristische  Gleichung  algebraisch  auflösbar 
wird,  sehliesst  die  Abhandlung.  Lsg. 


L.   Kronecker.       Ueber    orthogonale     Systeme.      Beri. 

B«r.  1890.  586-Ö41,  602-607,  691-699,  873-884,  1063-1080. 


166  II-  AbBchnitt.    Algebra. 

Anknöpfend  an  die  vorangehende  Abhandlung  des  Herrn 
Lipschitz,  stellt  sich  der  Verfasser  zunächst  die  Aufgabe,  alle 
orthogonalen  symmetrischen  Systeme  zu  finden,  und  giebt  hier- 
von die  folgende  einfache  Lösung:  Man  bilde  die  quadratische 
Form 

wobei  m  eine  der  Zahlen  0,1,  . . .,  n  ist,  und  unterwerfe  dieselbe 
einer  orthogonalen  Substitution :  dann  ist  das  Goefßcientensystem 
der  transformirten  quadratischen  Form  zugleich  orthogonal  und 
symmetrisch;  die  Mannigfaltigkeit  der  so  erhaltenen  Systeme  ist 
gleich  m{n'~m\  eine  Anzahlbestimmung,  die  schon  Herr  Lipschitz 
gewonnen  hatte.  (I— IV).  Nachdem  diese  Lösung  für  reelle  und 
complexe  Systeme  begründet  und  discutirt  worden  ist,  wird  dar- 
gelegt, dass  die  symmetrischen  orthogonalen  Systeme  sich  der 
rationalen  Darstellung  orthogonaler  Systeme,  welche  von  Herrn 
Gayley  (J.  fQr  Math.  XXXII)  gegeben  worden  ist,  (bis  auf  das 
Einheitssystem  sämtlich)  entziehen.  (V).  Wohl  aber  kann 
man  sich  durch  die  Cayley'sche  Darstellung  den  symmetrischen 
Systemen  nähern.  Es  wird  nämlich  durch  die  Cayley'sche  Darstel- 
lung jedem  alternirenden  Systeme  (za)  (i,  fc  =  1,  2,  .. .,  it)  ein 
orthogonales  System  zugeordnet,  und  wenn  man  nun  die  Grössen 
Tik  SO  wählt,  dass  ihre  Determinante  verschwindet  (wodurch  nur 
ftlr  gerades  n  eine  Beschränkung  statuirt  wird),  und  alsdann 
dieselben  so  ins  Unendliche  wachsen  lässt,  dass  ihre  Verhält- 
nisse fest  bleiben,  so  gelangt  man  beim  Grenzübergange  zu  einem 
orthogonalen  symmetrischen  Systeme.  (VI  — VIII).  Ein  Teil  die- 
ser  Betrachtungen  verliert  auch  dann  seine  Gültigkeit  nicht,  wenn 
es  sich  um  Systeme  handelt,  die  in  Bezug  auf  ein  gewisses 
Modulsystem  orthogonal  sind.  (IX — XI).  Während  sich  der 
Cayley'schen  Darstellung  eine  gewisse  Mannigfaltigkeit  orthogo- 
naler Systeme  entzieht,  so  kann  man  durch  Zusammensetzung 
zweier  nach  Cayley'scher  Methode  erhaltenen  Systeme  jedes  ortho- 
gonale System  der  Determinante  +1  erhalten.     (XII). 

Eine  von  der  Cayley'schen  principiell  verschiedene  Darstellung 
orthogonaler  Systeme  erhält  man,  indem  man  die  Substitution 
in  „elementare''  orthogonale  Substitutionen,  d.  h.  in  solche  Sub- 
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stitationen  auflöst,  welche  immer  nur  je  zwei  der  Variabein  trans- 
formiren  and  einen  veränderlichen  Parameter  enthalten.  (XIII). 
Betrachtet  man  zwei  Formensysteme  als  „eigentlich  aequivalent,^ 
wenn  die  Formen  des  einen  Systems  in  die  des  anderen  durch  eine 
orthogonale  Transformation  der  Determinante  +1  übergeftlhrt  wer- 
den können,  so  genügen  die  „Invarianten^  dieser  Aequivalenz  ge- 
wissen partiellen  Differentialgleichungen.  Die  Zerlegung  der  ortho- 
gonalen Systeme  in  elementare  gestattet  in  einfacher  Weise,  ein 
charakteristisches  System  von  solchen  partiellen  Differentialglei- 
chungen aufzustellen  (XIV).  Mit  dem  Hinweise  auf  die  bemer- 
kenswerte Beziehung  dieser  Differentialgleichungen  zu  denjenigen, 
welche  für  die  Invarianten  allgemeiner  linearer  Transformationen 
gelten,  schliesst  die  umfangreiche  Abhandlung.    (XV).        Lsg. 


L  Kronecker.      Ueber    die    Composition    der  Systeme 
von  «^  Grössen  mit  sich  selbst.    Berl.  Ber.  1890.  108I-1080. 

Ist  S<^>=(äJ]>)  ein  System  von  n'  unbestimmten  Variabein, 

and  bezeichnet  man  das  aus  ihm  durch  r* malige  Composition  mit 
sich  selbst  hervorgehende  System  mit  S^*")  =  (*}r^)>  während  S(">, 

wie  gewöhnlich,  dem  sogenannten  Einheitssystem  gleich  gesetzt 
wird,  so  lassen  sich  die  Elemente  jedes  dieser  Systeme  S^'^)  als 
Entwicklungscoefficienten  der  einzelnen  Elemente  des  iu(zdik — aJ^J^) 

reciproken  Systems  nach  fallenden  Potenzen  der  Variable  z  dar- 
steilen. Aus  dieser  genuinen  Darstellung  der  Elemente  compo- 
nirter  Systeme  ergeben  sich  nun  unmittelbar  die  notwendigen 
nod  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  in  der  Reihe  S^^^\ 
S^'\  S^'^\  ...  zwei  einander  für  ein  beliebiges  Primmodulsystem 
P=(lf,  If'...)  congruente  Systeme  vorkommen,  unter  der  überall 
im  folgenden  festgehaltenen  Voraussetzung,  dass  die  Determi- 
naute  von  S^*)  von  Null  verschieden  ist. 

Genau  ebenso  nämlich,  wie  bei  der  entsprechenden  Frage 
der  Zahlentheorie,  wird  hier  bewiesen,  dass  jene  Reihe  dann  und 
nur  dann  zwei  einander  congruente  Systeme  enthalten  kann, 
wenn  in  ihr  auch  ein  dem  Einheitssystem  congruentes  System 
vorkommt.    Ist  ferner  SC")    das  erste  derartige  System,  so  ent- 
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hält  jene  Reihe  Oberhaupt  nur  genaa  v  incongruente  Systeme, 
nämlich  die  »  ersten  «(*>>,  S<^\  . . . ,  S(^».  Man  könnte  S^  in 
diesem  Falle  als  ein  modulo  P  zum  Exponenten  y  gehöriges 
System  bezeichnen,  und  die  Frage  ist  bierdaroh  auf  die  Aufgabe 
zurQckgeföbrt,  alle  zu  einem  beliebigen  Exponenten  gebörigen 
Systeme  aufzusuchen. 

Dfese  letzte  Aufgabe  kann  nun  mit  HQlfe  der  zuerst  gege- 
benen Darstellung  der  Elemente  des  zu  (a<)ft*-«[^^)  reciproken 
Systems  durch  die  Elemente  der  componirten  Systeme  S^'')  ge- 
löst werden.  Man  findet  so,  dass  S<^>  =*(^aO  ^^^°i  ^^^ 
nur  dann,  die  geforderte  Eigenschaft  hat,  wenn  die  Elemente 
des  zu  (fidik — 2s[j[^)  reciproken  Systems  für  den  Modul  P  ganzen 

Functionen  von  %  mit  dem  Nenner  (y—V)  congruent  sind. 

Treten  an  die  Stelle  von  Congruenzen  für  den  Modul  P 
Gleichungen,  so  ergiebt  sich  als  specieller  Fall,  dass  das  y^  System 
B^^^  dann,  und  nur  dann,  dem  Einheitssysteme  gleich  ist,  wenn 
die  Elemente  des  zu  {^d(k—iS^^    reciproken   Systems  s&mtlich 

ganze  Functionen  von  %  mit  dem  Nenner  (^''--1)  sind.  Hieraus 
fliesst  eine  vollständige  Darstellung  aller  Systeme  («^) ),  welehe 

in  dem  oben  angegebenen  Sinne  zum  Exponenten  v  gehören. 
Sind  nämlich  a,, «,,...,  ««y*^  Wurzeln  der  Einheit,  welche  nicht 
sämtlich  einer  Gleichung  c^i  ^  1  von  niederem  als  dem  y^'  Grade 
gentigen,  und  sind  (Cüb)  und  (c»)  zwei  beliebige  zu  einander 
reciproke  Systeme,  so  sind  alle  zum  Exponenten  y  gehörigen 
Systeme  is^\  und  nur  sie,  in  der  Form: 

n 

dargestellt.  Alle  diese  Resultate  sind  unmittelbare  Folgerungen 
aus  zwei  Abhandlungen  des  Verfassers  vom  Jahre  1873  und 
1874.  Von  den  weiteren  Ergebnissen  der  auf  diese  Frage  be- 
züglichen Untersuchungen  werden  nur  die  folgenden  kurz  her- 
vorgehoben. 

Ist  F(%)  eine  ganze  Function  des  m^  Grades  von  x,  in 
welcher  der  Coeffioient  von  s">  gleich  Eins  ist,  so  kann  jede 
Potenz  is*"  von  x,  modulo  F(s)  betrachtet,  als  ganze  Function  des 
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(n— 1)^"  Grades  von  %  dargestellt  werden.  Betrachtet  man  nun 
diese  Darstellungen  ftlr  irgend  welche  m  aufeinander  folgenden 
Potenzen  (»",»*'+*,...,  »''+"»~^),  so  bilden  ihre  w'  Coefficienten 
ein  System,  welches  aus  dem  für  (1,  2, ...,  £"^-^)  gebildeten  durch 
9- malige  Composition  mit  sich  selbst  entsteht.  Dieses  letztere 
System  wird  demnach  dann,  und  nur  dann,  durch  y- malige  Com- 
position das  Einheitssystem  erzeugen,  wenn  die  zu  Grunde  ge- 
legte Function  F(a)  ein  Teiler  von  »*'— 1  ist,  und  zwar  wird  es 
zum  Ebiponenten  v  gehören,  wenn  v  die  kleinste  Zahl  ist,  fQr 
welche  si^—l  durch  F(s)  teilbar  ist.  Betrachtet  man  jetzt  nur 
ganzzahlige  Systeme  und  bezeichnet  ein  solches  System  als  „ein 
uneigentliches  zum  Exponenten  v  gehöriges  Einheitssystem" ;  nennt 
man  ferner  speciell  dasjenige  System,  für  welches  jP(s)  genau 
der  irreduotible  Teiler  von  (»•'—1)  ist,  „ein  primitives  Einheits- 
system", so  kann  man  das  Hauptresultät  der  Untersuchung  dahin 
formuliren,  dass  es  diese  primitiven  Systeme  sind,  durch  welche 
sich  alle  übrigen  uneigentlichen  Einheitssysteme  in  der  einfach- 
sten Weise  darstellen  lassen. 

Wendet  man  diese  Principien  auf  die  Theorie  der  Substi- 
tationen  an,  so  ergiebt  sich  u.  a.  für  die  cyklischen  Substitutionen 
eine  bemerkenswerte  Zerlegungsweise.  Hn. 


L  Kronecker.      Algebraische    Beduction    der    Scharen 
bilinearer  Formen.    Berl.  Ber.  1890.  1225-1237. 


Es  sei 


r      i 

f=^  utp  +  vtp  =  £  HfikXiyk 


eine  Schar  bilinearer  Formen  von  (äJj,  j:,,  ...,  x^)  und  (y,,  y„  ...,  y*)- 
Dann  sind  alle  Determinanten,  welche  man  aus  der  rechteckigen 
Matrize 


ff'^       (i;l;:::;D 


der  Coefficienten  von  f  bilden  kann,  offenbar  ganze  homogene 
Formen  der  Unbestimmten  u  und  v,  Ist  nun  allgemein  Dt  der 
grösste  gemeinsame  Teiler  aller  Unterdeterminanten  der  t*«°  Ord- 
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nung  der  Matrize  (/",*),  so  bilden  die  Teiler  Z>j,  D„  Z>„  ...  eine 
Reihe  homogener  ganzer  Formen,  von  denen  jede  ein  Teiler 
der  folgenden  ist.  Setzt  man  also  allgemein  Z>,  =  A~i  ^n  ^<^ 
erhält  man  auf  rationalem  Wege  die  folgende  Zerlegung  jener 
Formen  !>,■: 

Di  =i  0^  d^  ...  Oi  (•  =  1,  2,  . . .). 

Ist  nun  die  Matrize  (f«)  für  unbestimmte  »,  c  genau  vom  Range 
r,  d.  h.  ist  Oj  die  letzte  der  Formen  0^  welche  nicht  identisch 
verschwindet,  so  bleiben  die  t  ganzen  homogenen  Functionen 
von  M,  r 

offenbar  bei  einer  jeden  linearen  Transformation  der  Variabein 
x,,  ^ib  ungeändert,  sie  bilden  also  für  das  Formenpaar  [f>,  ifj] 
ein  System  von  Invarianten. 

Ist  nun  die  Anzahl  beider  Variabein  dieselbe,  etwa  gleich  r, 
und  ist  ferner  die  Determinante  |  fit  \  der  Formenschar  nicht 
identisch  Null,  d.  h.  ist  auch  t  =  r,  so  ist,  wie  bereits  in  der 
Weierstrass'schen  Abhandlung  vom  Jahre  1868  (Berl.  Ber.  310-338, 
F.  d.  M.  I.  54)  nachgewiesen  wurde,  das  oben  aufgestellte  Inva- 
riantensystem  ein  vollständiges,  d.  h.  zwei  Formenpaare  [9),  1^]  und 
[(p\  tf)']  sind  dann,  und  nur  dann,  simultan  in  einander  transfor- 
mirbar,  wenn  diese  Invarianten  für  beide  übereinstimmen. 

Sind  aber  jene  speciellen  Voraussetzungen  nicht  erfüllt,  so 
treten  zu  den  oben  aufgestellten  Invarianten  noch  andere  hinzu.  Ist 
nämlich  der  Rang  7  von  (fik)  kleiner  als  mindestens  eine  der  An- 
zahlen r  und  «,  so  bestehen  zwischen  den  r  Ableitungen  von  f 
nach  den  Variabein  Xi  genau  ^  =  r—r  von  einander  unabhängige 
Relationen,  und  ebenso  zwischen  den  s  Ableitungen  nach  den  yk 
genau  a  =  s — t  von  einander  unabhängige  lineare  Relationen, 
deren  Coefficienten  ganze  homogene  Formen  von  (u,  v)  sind. 
Denkt  man  sich  nun  beide  Arten  von  Relationen  so  gewählt, 
dass  ihre  Dimensionen  in  Bezug  auf  (u,  0),  welche  beziehlicb 
durch: 

tHj,  iHj,  ...,  tn^        und         m,,  f/i,,  . . .,  m„ 
bezeichnet  werden  sollen,  möglichst  klein  sind,  so  bleiben  offen- 
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bar  aach  diese  q-^-c  ganzen  Zahlen  bei  jeder  simaltanen  Trans- 
formation des  Formenpaäres  ungeändert. 

Der  grundlegende  Nachweis  dafür,  dass  die  Gleichheit  der 
hier  gefand  enen  Invarianten 

(J)  öj,  ö„  .. .,  0j\        -     -  - 

fQr  die  Aequivalenz  zweier  Formenpaare  nicht  nur  notwendig, 
8onderD  auch  hinreichend  ist,  wird  nun  dadurch  geführt,  dass 
ein  beliebiges  Formenpaar  [9,  ip]  in  ein  „reducirtes"  Paar 
[0,  V]  transformirt  wird,  welches  durch  die  in  dem  Schema  (J) 
enthaltenen  Invarianten  eindeutig  bestimmt  ist;  denn  hieraus  folgt 
ja  unmittelbar,  dass  die  Reduction  zweier  Formensysteme  [9),  ijj] 
und  [q>\  ^'j,  denen  ein  und  dasselbe  Invariantensystem  (J)  angehört, 
auf  dasselbe  reducirte  Formenpaar  [(J>,  V]  führen  muss. 

Aus  der  in  den  beiden  ersten  Abschnitten  dieser  Arbeit 
darchgeffihrten  Reduction  der  Formenschar  f  =  ug>-{'V\p  ergiebt 
sich  nun,  dass  jede  Formenschar  f  stets  und  nur  auf  eine  Weise 
in  eine  „reducirte  Schar**  von  der  Form: 

^  {(P+ipOF)  ^^.-'-f.  F-F^-^l  (fi,  I.  =  1,  2,  ...) 

transformirt  werden  kann,  in  der  die  elementaren  Formen   4>^^^ 

und  ^^^  durch  die  Gleichungen: 

*;'^  =  ^4?  II?  (x+A  =  ej^-'^-l,  x=0,  1, ...,  e^r^-l), 

definirt  sind,  und  ^^^  gleich  Null  zu  setzen  ist,  sobald  e]u^  den 
Wert  Eins  hat. 

Aus  den  Untersuchungen  der  folgenden  Abschnitte  ergiebt 
sieh  nun,  dass  die  reducirte  Schar  durch  die  Invarianten  (J)  von 
f  vollBtändig  bestimmt  ist.  Ist  nämlich  (uv^^^—vu^^^)  irgend  einer 
der  Linearfactoren  der  Functionen  0,,  . . .,  0^,  und  giebt  die  Zahl 

r),  an,  wie  oft  er  in  der  Function  0^  enthalten  ist,  so  ent- 
sprechen   diesem  Factor   genau  t   von   den   oben    angegebenen 

Elementarscharen  [^^"^  ^f^^],  deren  Variabeinzahlen  beziehlich 

(y) 

gleich  «^'^  sind,  und  fÄr  die  w^^^  mit  dem  Verhältnis  -^^  in  sehr 
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eiafaoher  Weise  zusammenhängt.  Zu  diesen  treten  aber,  ent- 
sprechend den  Invarianten  m  bezw.  n»,  noch  andere  Elementar- 
soharen  hinzu,  in  denen  s&mtliche  Variabein  X  bezw.  Y,    deren 

erster  unterer  Index  gleich  e^^— 1  ist,  sowie  auch  das  zugehörige 
tD^^\  gleich  Null  sind.    Die  Anzahl  der  in  ihnen  vorkommenden 

Variabein  X,  Y  ist  gleich  (2m«4-l)  oder  (2mi+l\  falls  jene 
Invarianten  von  Null  verschieden  sind.    Endlich  entsprechen  den 

verschwindenden  Zahlen  m  und  m  überhaupt  keine  Elementar- 
scharen. Damit  ist  der  Beweis  vollständig  erbracht,  dass  die 
Functionen  (J)  in  der  That  ein  vollständiges  Invariantensystem 
für  das  Formenpaar  [9),  tp]  bilden.  Die  Invarianten  einer  For- 
menschar («qp+vV')  können,  wie  im  letzten  Abschnitt  der  Arbeit 
dargelegt  wird,  aus  den  in  (J)  aufgestellten  Invarianten  des 
Formenpaares  [qp,  tp]  unmittelbar  hergeleitet  werden;  denn  dem 
Begriffe  der  Schar  gemäss  bat  man  nur  noch  von  dem  Unter- 
schiede zweier  Formenpaare 

zu  abstrahiren,  wenn  (a,  6,  c,  d)  irgend  welche  Constanten  be- 
deuten, für  die  ad—bc  nicht  verschwindet 

Während  somit  die  Frage,  ob  zwei  Formenpaare  [9,  y;] 
und  [qp',  tp']  äquivalent  sind,  nur  die  Bildung  der  Invarianten  (J) 
erfordert,  also  auf  rationalem  Wege  gelöst  werden  kann,  setzt 
die  hier  gegebene  ZurückfQhrung  beider  Paare  auf  dieselbe  Re- 
ducirte,  und  die  hieraus  sich  ergebende  simultane  Transformation 
des  einen  Paares  in  das  andere  mit  Notwendigkeit  die  Kenntnis 
der  Wurzeln  von  0^  =  0  voraus.  Es  ist  nun  L.  Kronecker  ge- 
lungen, auch  diese  Untersuchung  auf  rationalem  Wege  durchzu- 
führen; jedoch  war  es  ihm  nicht  mehr  vergönnt,  auch  diese 
selbst  zu  veröffentlichen.  Hn. 


L.  Kroneckbr.      Algebraische    Rednction    der    Scharen 

quadratischer   Formen.     Berl  Her.  1890.  1375-1388;    1891.  9-17, 
33-44. 

Die  Besprechung  dieser  Arbeit  wird  im  nächsten  Jahrgange 
erfolgen.  
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W.  Weiss,     üeber  eine  algebraische  Theorie  der  Scharen 
nicht  adjangirter  Berührungscurven.     (Aas:  Sitznngsber.  d. 

Kais.  Ak.  d.  Wies,  in  Wien.    Math.-nat  Gl.  10.  Abt.  2  a.)    Dies.  Er- 
langen. 34  S.  8«. 


Capitel  3. 

Elimination  und  Substitution,  Determinanten, 

symmetrische  Functionen. 

G.  FouRBT.     Demonstration  et  application  d'un  thdor^me 
de  Liouville  sur  l'^limination.     Nonv.  Ann.  (3)  IX.  258-288. 

„Eliminirt  man  aus  2  Gleichungen  mit  2  Unbekannten  vom 
m^  resp.  n^  Grade  die  eine  der  beiden  Unbekannten,  so  ist  in 
der  Resultante  vom  i» .  n*«"  Grade  der  Coefficient  der  Glieder 
vom  (m  .n^ iy^  Grade  nur  abhftngig  von  den  Coefficienten  der 
Glieder  m^  bis  (m— 1)*«°  Grades  in  der  ersten  Gleichung  und 
denen  der  Glieder  n**°  bis  (» — t)*^  Grades  in  der  zweiten  Glei- 
chung.*' Dieser  von  Liouville  stammende  Satz  wird  auf  ein* 
fache  Art  bewiesen  und  sodann  benutzt,  um  fast  ohne  Rech- 
nung eine  Reibe  interessanter,  allerdings  zum  Teil  schon  be- 
kannter geometrischer  Sätze  herzuleiten,  von  denen  wir  nur  zwei 
anfbhren  wollen: 

1)  (Von  Ghasles  zuerst  ausgesprocheli) :  „Legt  man  an  eine 
ebene,  algebraische  Curve  alle  Tangenten,  die  einer  bestimmten 
Richtung  parallel  sind,  so  ist  das  Gentrum  der  mittleren  Ent- 
fernungen der  Berührungspunkte  ein  fester,  von  der  gewählten 
Richtung  unabhängiger  Punkt." 

2)  (Von  Humbert  herrührend):  „Wenn  eine  ebene  algebraische 
Carve  beliebigen  Grades  keinen  parabolischen  Zweig  besitzt,  so 
ist  der  geometrische  Ort  für  einen  Punkt  derselben  Ebene,  welcher 
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die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  von  ihm 
an  die  Curve  gezogenen  Normalen  constant  ist,  ein  Kegelschnitt^ 
Der  Liouville'sche  Satz  lässt  sich  ohne  weiteres  auf  ein 
System  von  beliebig  vielen  algebraischen  Gleichungen  mit  der 
gleichen  Anzahl  von  Variabein  ausdehnen,  und  liefert  somit  die 
Möglichkeit,  auch  die  analogen  Sätze  für  Flächen  zu  erschliessen. 

^  F. 

W.   Kretkowski.      Beitrag  zur  Eliminationstheorie. 

Prace  mat.-fiz.  II.  21-32.  (Polnisch.) 
Es  seien 

i*m  =  ao  +  Oi»H hörn»'",    B»=6„  +  6j»+--.6„ä" 

zwei  gegebene  ganze  Functionen.  Man  schreibe  ihreSylvester'sche 
Determinante  auf  und  bilde  aus  ihr  n  neue  Determinanten,  indem 
man  die  Elemente  der  p^*"  Verticalreihe  (p  =  l,  2,  ...,")  durch 
die  Grössen 

ersetzt  und  dann  die  p— 1  äusseren  Ränder  weglässt  Bezeichnet 
man  diese  Determinanten  mit  Sm+n^2(p-ih  (P  =  l)  ^9  •••} ''))  ^^  wird: 

Sm^n-2(p—l)  =  iimCm+n— 2(p— 1)  +  Än'^m+ii-2(p-l)      (p  =  1,  2,  3,  . . . ,  fl), 

WO  C  und  D  ganze  Functionen  von  &  resp.  von  Grade  n—p  und 
m—p  sind.  Es  kann  aber  auch  die  Determinante  Sm^n'-2(p-i)  in 
der  Form 

r=p— 1 
S„i  +  n-2{p-l)  =  ^     Ep^r  Ä*" 

dargestellt  werden,  wo  £p,r  eine  Determinante  vom  Grade 
fn-\'n — 2(p — 1)  ist.  Vergleicht  man  diese  zwei  Darstellungen 
mit  einander,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat. 

Die  Bedingungen  der  Existenz  eines  grössten  gemeinschaft- 
lichen Teilers  vom  Grade  s  der  gegebenen  Functionen  sind: 

Die  Gleichung 
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giebt  die  s  gemeinschaftlichen  Wurzeln;  die  Gleichungen  aber 

-Dm+«-2(*— 1)  =  0,       C,n+»-2(«— 1)  =  0 

geben  die  übrigen  Wurzeln  der  ersten  und  der  zweiten  Function. 

Dn. 

Fr.  Meyer.     Ueber  Discriminanten  und  Resultanten  von 
Singnlaritätengleichungen.     II,  III.     Gott.  Nachr.  366-375, 

493-501. 

„Unsere  Kenntnisse  von  den  Singularitäten  auf  Raumcurven 
reichen  wohl  so  weit,  dass  wir,  wenigstens  in  den  einfacheren 
Fällen,  die  Art  ihres  Entstehens  übersehen  können.  Insbeson- 
dere erlaubt  die  geometrische  Anschauung,  die  verschiedenen 
Möglichkeiten  des  ZusammenrQckens  je  zweier  „einfacher^  Sin- 
gularitäten (d.  i.  solcher,  die  bei  jeder  Curve  vorkommen)  zu 
erschöpfen.  —  Indessen  bleibt  die  innere  Seite  derartiger  Vor- 
gänge davon  unberührt:  erweist  sich  schon  die  geometrische 
Abzahlung  bei  der  Bestimmung  der  Anzahl  von  elementaren  Sin- 
gularitäten, welche  in  eine  höhere  eintreten,  als  unzureichend, 
80  wird  die  verschiedenartige  Geschwindigkeit,  mit  der  die  ein- 
zelnen singulären  Punkte,  Geraden,  Ebenen  coincidiren,  gar 
nicht  berücksichtigt. 

Im  folgenden  wird  ein  erster  Versuch  in  dieser  Richtung 
gemacht,  indem  die  einschlägigen  Verhältnisse  auf  einer  allge- 
meinen Ordnungscurve  vom  Geschlecht  Null  mit  algebraischen 
Hülfsmitteln  studirt  werden". 

In  der  ersten  Arbeit  werden  die  Singularitäten  der  Raum- 
curven A«,  in  der  zweiten  die  der  allgemeinen  Curven  R^  be- 
handelt, und  zwar  beschränkt  sich  der  Verfasser  auf  die  nächst- 
liegende Erweiterung  der  bereits  früher  (Gott.  N.  1888,  F.  d.  M.  XX. 
155)  von  ihm  untersuchten  Singularitäten  einer  allgemeinen  ebenen 
Ordnungscurve  Rl  vom  Geschlecht  Null,  nämlich  auf  die  „Hyper- 
osculationsebenen",  die  „Schmiegungsberührebenen"  und  die 
sTrefftangenten'*. Wbg. 

Fr.  Meyer.     Das  Princip  des  Projicirens  in  der  Elimi- 

nationstbeorie.      Natarf.  Ges.  Bremen.  9-11. 
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AsKWiTH.     On  groaps  of  substitutions  that  can  be  formed 
with  eight  letters.      Qaart.  J.  XXIV.  263-381. 

FortsetzuDg  der  F.  d.  M.  XXI.  1889.  142  besprochenen  Arbeit. 
Nach  einigen  Ergänzungen  der  dort  mitgeteilten  Resultate  geht 
der  Verfasser  dazu  über,  die  möglichen  Gruppen  der  aus  acht 
Buchstaben  zu  bildenden  Substitutionen  aufzustellen«  Er  findet 
157  solcher  Gruppen,  deren  jede  Substitutionen  enthält,  welche 
alle  Buchstaben  versetzen.  F. 


A.  Caylky.     On  the  Substitution  groups  for  two,  three, 
four,  five,  six,  seven,  and  eight  letters.     Qaart  j.  xxv. 

71-88. 

Durch  EinfQhrung  abkürzender  Bezeichnungen  gelingt  es, 
die  schon  früher  bekannten  Substitutions -Gruppen  aus  3,  4,  5 
Buchstaben  und  die  neuerdings  von  Herrn  Askwith  (vgl.  F.  d.  M. 
XXI.  1889. 142  und  das  vorangehende  Referat)  gefundenen  Grup- 
pen von  Substitutionen  aus  6,  7,  8  Buchstaben  in  gedrängter 
Form  darzustellen.  Die  Arbeit  bricht  bei  den  aus  7  Buchstaben 
zu  bildenden  Gruppen  ab;  hinsichtlich  der  aus  8  Buchstaben  zu- 
sammengesetzten wird  auf  eine  Fortsetzung  verwiesen,  aber 
schon  bemerkt,  dass  die  Anzahl  der  Gruppen  nicht  genau  mit 
der  von  Herrn  Askwith  angegebenen  übereinstimmt.  F. 


O.  BoLZA.     On   the  theory  of  Substitution -groups    and 
its  applications  to  algebraic  equations.    American  J.  xiii. 

59-144. 

Die  Arbeit  erhebt  nicht  den  Anspruch,  neue  Resultate  mit- 
zuteilen; sie  soll  vielmehr  eine  Einführung  in  die  Substitutionen- 
Theorie  und  die  Galois'sche  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen bilden  und  das  Studium  der  grösseren  Werke  (Jordan, 
Netto,  Serret)  sowie  der  Originalabhandlungen  (Abel,  Galois, 
Eronecker,  Klein)  erleichtern.  Die  Darstellung  ist  klar  und  ver- 
ständlich; die  Sätze  werden  häufig  nur  an  speciellen  Fällen 
(Gleichungen   dritten   und  vierten    Grades)   erläutert,    während 
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bexQglieb  der  aUgemeinen  und  strengen  Beweise  auf  die  genann- 
ten Aatoren  verwiesen  wird.  Besonders  schätzenswert  sind  die 
zahlreieben  Litteratarangaben.  F. 


A.  Del  Bb.     Sa  alcnni  grnppi  completi  contenuti   nel 
grnppo  Cremona  ad  nn  numero  qualuDque  di  variabili. 

Rom.  Aee.  L.  Beod.  (4)  VI9.  271-276. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  der  Aufstellung  einiger 
Tollständiger  n-facher  Gruppen,  welche  in  der  Cremona'schen 
Gruppe  mit  n+l  homogenen  Variabein  enthalten  sind;  diese 
Arbeit  ist  deshalb  dankenswert,  weil  man  noch  nicht  einmal  fQr 
den  Baam  alle  Cremona'schen  Transformationen  kennt. 

Wbg. 


MoRBicE.     Note  on  a  quaternary  group  of  51840  linear 

SubstitOtioDS.      LoDd.  M.  S.  Proo.  XXI.  58-62. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  eng  an  die  Abhandlungen  von 
Witting  (Diss.  Dresden.  1887  und  Math.  Ann.  XXIX)  und  Maschke 
(Math.  Ann.  XXXIII,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  142)  über  diesen  Gegen- 
stand an.  In  dem  ersten  Teile  giebt  der  Verfasser  einige  kurze 
Daten  Ober  die  Transformation  der  hyperelliptischen  Functionen  vom 
Geschlecht  2  im  Anschluss  an  die  Resultate  jener  Abhandlungen. 
Im  zweiten  Teile  betrachtet  er  drei  bemerkenswerte  Special- 
transformationen, welche  den  Perioden  einerseits  und  den  Jacobi'- 
ficben  Functionen  andererseits  gemeinsam  sind.  Wbg. 


H.  BuRKHARDT.  Zur  Theorie  der  Jacobi'schen  Glei- 
chungen 40.  Grades,  welche  bei  der  Transformation 
3.  Ordnung  der  Thetafunctionen  von  zwei  Veränder- 
lichen  auftreten.     Oött.  Nachr.  376-382. 

Ans  den  9  linear  unabhängigen  Jacobi'schen  Functionen 
3^  Ordnung  von  2  Veränderlichen  lassen  sieh  5  gerade  Func- 
tionen Y^j  Yj,  Y,,  7,,  Y^  zusammensetzen;  diese  Functionen  er- 

Foftaelir.  d.  lUth.  XXH.  1.  12 
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fahren  bei  linearer  Transformation  der  Perioden,  welche  die 
Charakteristik  fest  lässt,  eine  Gruppe  G  von  25920  linearen 
Substitutionen,  welche  aus  folgenden  4  Subatitutidnen  erzeugt 
werden  kann: 

r,  =  (J(r.+2y,),        =  r„  =  -y„  =  r., 
F.  =  d(r.-F,),  =  r„  =  -F„  =  «F., 

r,  =  d(y,+ r.+  yj,    =  y„  =  -y.,  =  y„ 
y,  =  (J(y,+ey,+e»yj,  =  r„  =  -y.,  =  er., 
y;  =  (j(y,+e»y,+firj,  =  y„  =  -  y«,  =  «f., 

WO  3  = ;=r  und  «  =s  6  ^   zu  setzen  ist.    Der  Verfasser  unter- 

sucht  zunächst  gewisse  Untergruppen  dieser  Gruppe  G  und  deren 
Zusammensetzung  und  giebt  dann  das  volle  System  der  zugehörigen 
Invarianten  an,  d.  h.  die  ganzen  rationalen  Functionen  von  Y^,  IT,, 
Y,,  Y,Y  y^,  welche  bei  Anwendung  aller  Substitutionen  der  Gruppe 
lingeändert  bleiben,  und  durch  welche  sich  alle  anderen  solche  Func^ 
tionen  in  ganzer  und  rationaler  Weise  darstellen  lassen.  Dieses 
volle  System  besteht  aus  6  Invarianten  von  den  bezüglichen  Graden 
4,  6,  10,  12,  18,  45.  _    _        .  Ht. 

L.  BiANCHi.      Sui  gruppi   di   sostituzioni   linear!  a  coef- 

ficienti   interi    COmplessi.     Rom.  Acc  L.  Rend.  (4)  VIi.  331-339. 

Die  Gruppen  G  der  linearen  Substitutionen  einer  Variable  2 

a^  +  ß 
yz+d 

mit  der  Determinante  ad—ßy  =  1 ,  in  welcher  die  Coefficienten 
a,  ßj  y,  d  alle  ganzen,  complexen,  mit  der  vierten  oder  dritten 
Einheitswurzel  t  bez.  e  gebildeten  Zahlen  durchlaufen,  sind  in 
der  ganzen  complexen  2-Ebene  uneigentlich  discontinuirlich  (Klein : 
Math.  Ann,  XXI.  141-182;  Poincar*:  Acta  Math.  III.  49-92). 
Der  Verfasser  untersucht  die  in  diesen  Gruppen  enthaltenen 
Untergruppen  mit  endlichem  Index,  welche  für  das  Studium  der 
aus  ihnen  hervorgehenden  Fucbs'schen  Functionen  und  der  för 
diese  Functionen  das  Analogon  der  Modulargleichungen  bilden- 
den Gleichungen  mit  ihren  Monodromie- Gruppen  von  Wichtig- 
keit sind. 
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Es  wird  zunächst  gezeigt,  dass  jede  Substittition  der  Gruppe 
G  sich  aus  3  Elementarsübstitutioneii 

^=(J;;>  »=(il)«»^^=(i;;)^-a;;) 

zasammensetzen  Iftsst.  Sodann  wird  auf  geometrischem  Wege 
bewiesen,  dass  jede  ^Hermite'sche  ITorm^  (d.  i.  eind  binäre  qua- 
dratische Form  mit  conjugirten  Variabein) 

mit  negativer  Determinante  bb^^ac  einer  ,,reducirten'^  Form 
äquivalent  ist.  Endlich  werden  diejenigen  Untergruppen  F 
TOD  G  betrachtet,  welche  durch  die  Congruenz 

C:  ?)-(ö;  ?)  ("'»-■'■) 

definirt  sind,  wo  /i  eine  Primzahl  in  der  complexen  Zahlenebene 
bedeutet,  und  es  wird  eine  mit  G  isomorphe  Gruppe  ^  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Substitutionen  aufgestellt,  deren  iden- 
tischer Substitution  in  G  die  Untergruppe  F  entspricht.  Wenn 
fi  eine  complexe  Zahl  ist,  so  unterscheidet  sich  die  Gruppe  ui 
nicht  von  der  gewöhnlichen  Modulargruppe;  wenn  fi  eine  reale 
Primzahl  q  von  der  Form  An+S  ist,  so  ist  ^  eine  einfache  Gruppe 

Yom  Grade   ^  ^^ — ^,  zweifach  transitiv  über  g*+l  Elemente, 

welche  in  dem  besonderen  Falle  g  =  3  holoedrisch  isomorph  mit 
der  alternen  Gruppe  über  6  Elemente  ist.  Wbg. 


L.  BiANCHi.      Sopra    una    classe    di    gruppi    Fuchsiani 
riducibili  a  gruppi  modulari.     Rom.  Acc.  l.  Read.  (4)  vi,. 

375-384. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Gruppe  derjenigen  Substitutio- 
nen, welche  die  von  Picard  (Ann.  de  Tfic.  Norm.  (3)  I,  F.  d. 
H.  XVI.  1884.  100)  genauer  untersuchte  quadratische  binäre 
Form  mit  conjugirten  Veränderlichen  und  ganzen  Goefficienten 
(die  sogenannte  Hermite'sche  binäre  Form) 

in  sich  sich  selbst  transformiren,  fQr  den  Fall,  dass  die  positive 

12* 
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Determinante  der  Form 

sich  in  die  Summe  zweier  Quadrate  zerlegen  Iftsst  und  keinen 
quadratischen  Factor  enthält.  Die  Elassenanzahl  dieser  Formen 
mit  der  Determinante  J  ist  2  oder  3,  je  nachdem  J  gerade  oder 
ungerade  ist,  und  die  Gruppe  der  oben  genannten  „ähnlichen'' 
Substitutionen  der  Form  lässt  aich  in  eine  Modulargruppe  (und 
zwar  eine  Untergruppe)  transformiren.  Die  Untersuchung  der 
Transformationsgruppe  der  nHauptform" 

«aJo— ^m 
liefert  gleichzeitig  die  Lösung  der  verallgemeinerten  Peirschen 

Gleichung  (Picard,  1.  c.  S.  53) 

a«+/»«-./(y'+<J»)  =  1 

in  ganzen  Zahlen  a,  /f,  f^  i.  Wbg. 


X.  Stouff.     Sur  certains  groupes  fuchsiens  forni^a  avec 
les  racines  d'^quations  binömes.     Toulouse  add.  ivp.  i-25. 

Der  Verfasser  betrachtet  Fuchs'sche  Gruppen  von  Substitu- 
tionen, welche  folgendermaasen  gebildet  sind:  Es  sei  j  eine 
primitive  Wurzel  der  Gleichung  (r^  =  1,  wo  p  eine  Primzahl  be- 
deutet, Sj  eine  Substitution  (x,  ^  .7  )i  ^i®  Coefficienten  haben 
folgende  Zusammensetzung  : 


izL 

CS  =  iyAÜHi**), 

A=:l 
p-1 


darin  sind  er«,  ßhy  Yh  'a  ganze  Zahlen  derart,  dass  die  Determi- 
nante Ofd^—bjc^  =  1  ist.    Zwischen  den  Coefficienten  von  Sj  wer- 
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den  noch  einige  weitere  Relationen  festgesetzt,  um  die  Gruppe 
discontinuirlich  eu  machen.  Diese  Gruppen  bieten  insofern  ein 
Interesse  dar,  als  nur  ein  Teil  derselben,  wie  der  Verfasser 
im  dritten  Teile  der  Arbeit  zeigt,  sieb  auf  Fucbs'sche  Gruppen 
mit  ganzen  Coefficienten  durch  Transformation  zurückfahren  Iftsst 
(yergl.  Poincarö:  Les  fonctions  fuchsiennes  et  rarithmötique,  Journ. 
de  Math.  (4)  IIL  1887),  während  unzählig  viele  andere  durch  keine 
Transformation  in  Gruppen  mit  ganzzahligen  Substitutionen  flber- 
gefllhrt  werden  können.  Einem  besonderen  Studium  werden  die 
Gruppen 

und 

unterzogen. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  die  Substitutionen 
£j  rational,  also  von  j  unabhängig  sein  sollen,  p  nur  die  Werte 

5,  7,  13  annehmen  darf,  weil  die  einzigen  Perioden,  welche  eine 
Substitution  mit  ganzen  Coefficienten  besitzen  kann,  2,  3,  4  und 
6  sind.  Wbg. 

6.  TüRBLLi.     SuUe  sostituzioni  lineari  a  coefficienti  im- 

maginarii.     Annali  del  R.  Ist.  Tecnioo  di  Napoli.  VII.  14  8.  (8ep.- 
Abdr.) 

Das  Referat  darüber  befindet  sich  in  F.  d.  H.  XXI.  1889. 
146.  Wbg. 

H.  Minkowski.      Beweis,   dass  jede  Discrimioante  eine 

von   Eins  verschiedene  Zahl   ist.      Natnrf.  Ges.  Bremen.  13. 


A.  J.  N.  Prange.     Een  en  ander  over  nienwere  algebra 
naar  aanleiding  van   een   onlangs    versehenen    werk. 

Nienw  Arobief.  XVII.  166*176. 

Zunächst  wird  auf  J.  Diekmann's  Arbeit:  „Anwendung  der 
Determinanten  und  Elemente  der  neueren  Algebra  auf  dem  6e- 
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biete  der  niedern  Mathematik^  hingewiesen  und  dabei  bemerkt, 
dass  es  erwünscht  wäre,  die  Determinantenrechnung  bei  Gym- 
nasien und  RealscI^ulen  einzufahren.  Die  weiter  behandelten 
rein  wissenschaftlichen  Gegenstände  sind :  1)  die  Lösung  irratio- 
naler Gleichungen,  2)  das  Verwandeln  von  algebraischen  Aus- 
drücken in  Determinantenform,  3)  die  Lösung  der  biquadratischen 
Gleichungen. 

Schliesslich  folgen  einige  Gedanken  ttber  die  Natur  der  An- 
wendung der  Determinanten  in  verschiedenen  mathematischen 
Gebieten.  G. 


L.  Eronegker.      Reduction   der  Systeme    von  »^    ganz- 
zahligen  Elementen.     J.  ffir  Math.  cvii.  135-136. 

Jedes  System  von  n'  ganzzahligen  Elementen  kann  durch 
eine  Reihe  elementarer  Transformationen  (d.  h.  Vertauschung 
zweier  Parallelreihen  mit  Vorzeichenänderung  der  einen  und 
Addition  einer  Reihe  zu  einer  Parallelreihe)  auf  ein  sogenanntes 
Diagonalsystem,  d.  h.  ein  solches  reducirt  werden,  in  welchem 
alle  Glieder  ausserhalb  der  Diagonale  gleich  Null  sind,  und  in 
dem  jedes  Diagonalglied  ein  Teiler  aller  folgenden  ist. 

Der  Beweis  dieses  für  viele  Anwendungen  wichtigen  Satzes 
beruht  auf  der  Möglichkeit,  das  erste  Element  des  Systems  durch 
elementare  Transformationen  so  lange  zu  verkleinern,  bis  es 
gleich  dem  grössten  gemeinsamen  Teiler  aller  n'  Elemente  ge- 
worden ist.  Alsdann  kann  man  alle  übrigen  Elemente  der  ersten 
Zeile  und  Colonne  zu  Null  machen.  Behandelt  man  nun  das 
übrig  gebliebene  System  von  (n— 1)'  Elementen  ebenso  und 
fährt  so  fort,  so  gelangt  man  schliesslich  zu  dem  gesuchten  Ele- 
mentarsystem. 

Da  die  Producte  der  m  ersten  Diagonalglieder  für  jedes 
m  gleich  dem  grössten  gemeinsamen  Teiler  der  Unterdeterminanten 
tn^^^  Ordnung  sind,  so  sind  sie  und  somit  auch  jene  Glieder 
selbst  Invarianten;  für  jedes  ganzzablige  System  existirt  dem- 
nach ein  und  nur  ein  reducirtes.  Hn. 
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£.  GuBLER.     Ueber  eine  Determinante,   welche  bei   der 
Berechnung     symmetrischer     Functionen     vorkommt. 

Wolf  Z.  XXXV.  79-82. 

Als  Beispiel  fbr  die  Anwendang  der  Waring'sohen  Methode 
berechnet  Serret  in  seinem  Handbuch  der  höheren  Algebra  den 
Wert  einer  symmetrischen  Function  der  Wurzeln  einer  al- 
gebraischen Gleichung  für  den  Fall,  dass  jedes  Glied  der  Function 
fi  Worzeln  im  Quadrat  und  v  in  der  ersten  Potenz  enthält,  üie 
Rechnung  erfordert  die  Bestimmung  von  fi  Zahlen  A,  welche 
linearen  Gleichungen  genfigen.  Serret  verschafft  sich  durch  eine 
recarrirende  Darstellung  lineare  Gleichungen,  deren  Jede  nur 
zwei  aufeinander  folgende  Unbekannte  enthält,  und  aus  welchen 
sieh  letztere  leicht  bestimmen  lassen.  Der  Verfasser  der  vor- 
liegenden Note  löst  die  linearen  Gleichungen  direct  durch  Deter- 
minanten und  zeigt,  dass  die  einfachen  Werte  der  auftretenden 
Determinanten  fi^"  Ordnung  dnrcb  gewisse  Umformungen  in  ele- 
ganter Weise  gefunden  werden  können.  F. 


E.  d'Ovidio»      Altra    addizione    alla    nota    ^Sui    deter- 
minanti  di  determinanti^.    Torino  Atti  xxvi.  I3i-i33. 

Der  Verfasser  teilt  zur  Vervollständigung  einiger  Noten  von 
Barbier  über  diesen  Gegenstand  (C.  R.  XCVI.  1845,  XCVII.  82; 

F.  d.  M.  XV.  1883.  122)  mehrere  teils  bereits  von  Cauchy,  teils  von 
ihm  selbst  („Sui  determinanti  di  determinanti^,  Torino  Atti  XL 
349-356)  sowie  von  Spottiswoode  („Elementary  theorems  relating 
to  determinants,''  J.  für  Math.  LI)  und  Franke  (J.  fdr  Math. 
LXL  350:  „Ueber  Determinanten  aus  Unterdeterminanten'')  be- 
wiesene Theoreme  mit,  welche  die  von  6arJ[)ier  mitgeteilten 
.Beispiele''  als  Specialfälle  enthalten.  —  Ebenso  hat  Picquet 
zwei  Abhandlungen  über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht; 
„Sar  les  däterminants  dont  les  öl^ments  sont  tous  les  mi- 
neurs  possibles  d'ordre  donnö  d'un  d^terminant  donnö"  (C.  R. 
LXXXVL  310-312,  1878)  und  „Analyse  combinatoire  des  däter- 
minants'*  (J.  de  l'Ec.  Pol.  Cah.  XLV.  201-244,  1878),  ohne  die 
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erwähnten  Autoren  ansaftthren.     Vergl.  fibrigens  Baltzer,  Deter- 
minanten (1881)  §  7  S.  62-69.  Wbg. 


A.  TissoT.     Sur  la  multiplication  des  d^terminants. 

J.  de  Math.  8p4c.  (3)  lY.  193-194. 

Ein  Verfahren  zur  Herleitung  des  Multiplicationssatzes,  das 
an  drei  homogenen  linearen  Gleichungen  erläutert  wird. 

Lp. 

E.  PoMEY.     Sur  un  th^or^me  de  d^terminants.   J.  de  Math. 

8p6c.  (3)  IV.  3-4. 

Zur  Ableitung  des  Hultiplioationssatzes.  Lp. 


Tb.  Muir.      Od    some    hitherto    unproved    tbeorems    in 
determinants.    Bdiob.  Proc.  XViii.  73-82. 

Die  meisten  dieser  Sätze  stehen  im  Eingange  eines  Auf- 
satzes von  Herrn  Cayley:  „Ghapters  on  the  analytical  geometry 
of  ft  dimensions^,  Cambr.  Math.  Journ.  IV  (1845);  Werke  IL 
Sie  bilden  nämlich  das  Capitel  I  jener  Schrift.      Cly.  (Lp.) 


L.  BiNEZEGH.     Application  des   determinants  k  la  göo- 

mdtrie.     J.  de  Math.  «16m.  (3)  IV.  218-223. 

Determinantenrelationen  zwischen  den  Quadraten  der  Ab- 
stände von  Punkten,  von  welchen  eine  Gruppe  auf  einer  Kugel- 
fläche liegt.  Lp. 

W.  J.  C.  Sharp,  S.  Sircom.     Solution  of  question  9776. 

Ed.  Times  LUX.  65-56. 

Sind  p,  9,  r  die  Lote  aus  den  Ecken  eines  Dreiecks  auf  eine 
beliebige  Tangente  des  Umkreises,  so  ist 

0    p    q    r 

;?    0    c*   5'     _ 
g    c»   0    a"     ■"^• 
r    6'   a'   0 
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Eine  Ähnliche  Relation  gilt  im  Ranme  von  n  Dimen- 
sionen. Lp. 

Hblgb  von  Koch.     Bidrag  tili  teorin  för  oändliga  deter- 
minanter.    Stockh.  öfv.  411-431. 

Enthält  Conyergenzbedingungen  f)lr  unendliche  Determinanten 
und  gewisse  andere  Sätze  betreffs  derselben,  welche  bekann- 
ten Sätzen  in  der  Theorie  der  endlichen  Determinanten  entsprechen. 
Darauf  folgt  eine  Anwendung  auf  lineare  Gleichungssysteme. 

Bdn. 


W.  J.  C.  Sharp.     On  simplicissima  in  space  of  n  dimen- 
sions.     (Third  paper.)     Lond.  M.  8.  Proc.  XXI.  316-350. 

Fortsetzung  zweier  früheren  Arbeiten  über  denselben  Gegen- 
stand :  Siehe  F.  d.  M.  XIX.  1887.  837  und  XX.  1888.  1290;  vgl. 
auch  XIX.  1887.  150.  Wbg. 

N.  N.     Volame  du  tdtrafedre  en  axes  obliques.   J.  de  Math. 

•p^o.  (3)  IV.  127-130. 


H.  W.  Segar.     Seme  inequalities.     Meu.  (2)  xix.  189-192, 

XX.  54-59. 

Bezeichnen  a,  6,  o  solche  positiven  Zahlen,  dass  a>b>c^ 
oder  b>e>aj  oder  e>>a>6,  und  sind  m  und  n  solche  posi- 
tiven Grössen,  dass  m>ii,  so  ist 

(I)        a^'Ä*  -f-  6^c*  -f  c*fl*  >  a^b^  -f  6"c^  -f-  c»a"*, 

(^D      (ö)     ©     U     >!•     C'»^")- 

Die  Ausdehnung  der  Formel  I  auf  mehr  als  drei  Zahlen  bildet 
den  Gegenstand  der  zweiten  Note,  in  welcher  die  bezüglichen 
Determinanten-Relationen  genauer  untersucht  werden.      Lp. 
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F.  Hertens.      Ueber  ganze   Functionen    eines  Systems 
von  mn  Veränderlichen,   welche  m  Zeilen   und  n  Co* 

lonnen   bilden.      Krak.  Denksohr.  XVn.  143-165.  (Polnisch.) 

Der  Verfasser  betrachtet  eine  ganze  homogene  Fanction  0 
der  Elemente  des  Systems 

02,1    Ö2,2    •  •  .    02,» 

.••  «••  ••• 

welche  die  Elemente  der  t^°  Zeile  in  der  Ordnung  /»  enthält.  Die 
Function  6  ist  also  charakterisirt  durch  die  Reihe  der  Zahlen 
'u  hl  *-'f  'm*    Die  Summe 

0,6,....«  aap^aäa^,b*->otir,9 

wo  jeder  der  Indices  a,  fc, ...,  e  die  Werte  1,  2, ...,  n  annehmen 
kann  und  die  Reihen  pq,,.ry  p'  q\..r^  zwei  verschiedene  Com- 
binationen  ohne  Wiederholung  zur  A*®°  Klasse  der  Zahlen  1, 2, . . . ,  m 
sind,  bezeichnet  er  mit 

und  nennt  den  Ausdruck 

dd 


dOp^n 


fttr  p'^p  die  Polare  der  Function  6.    Die  Operation 

\p  /      ^'  5ap,i         ''^  öap,2    •      ^     ''^    ÖOp,, 

nennt  er  yjPoIarenbildung'',  und  zwar  ist  dieselbe  von  der  „er- 
sten" Gattung,  wenn  p'<p,  von  der  „zweiten",  wenn  p*>P' 

Der  Verfasser  untersucht  die  Eigenschaften  dieser  Operation 
und  gelangt  zu  einer  allgemeinen  Relation,  mit  deren  Hülfe  die 
Grösse 

wo  A^ju, ...,  T  irgend  eine  Anordnung  von  1,  2,  ...,  m  ist,  als  eine 
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lineare  and  homogene  Function  von  0  und  ihren  Polaren  dar- 
gestellt werden  kann.  Aus  dieser  Relation  erhält  er  eine  all* 
gemeine  Formel 

m  =  Zcn.d  t  Z  i4a,6,.,*  ö--^- — - 

iV  ist  eine  ganze  Zahl,  die  c  sind  Rationalzahlen,  n^  ist  das 
Symbol  mehrerer  der  Reihe  nach  ausgeführter  Polarenbildungen. 
^a^,^  ist  die  Determinante 

öiA     ^i,fc     •  •  •      ^1,« 
Ö2,a      <hjb      •  •  •       fl^a,« 

•    ••  •■•  •••  ■•• 

Aas  dem  durch  diese  Formel  ausge'drückten  Satze  folgt,  dass 
jede  ganze  m-fach  homogene  Function  des  gegebenen  Systems 
im  Falle  tn>n  als  Summe  von  Polaren  von  Functionen  darstell- 
bar ist,  welche  nur  Variäbeln  der  n  ersten  Zeilen  des  Systems 
enthalten,  und  im  Falle  m^n  als  Summe  von  Polaren  von 
Functionen,  welche  die  Variabein  der  m^^"  Zeile  in  Determinanten 
m*«' Ordnung  des  Systems  enthalten. 

Aus  dieser  Theorie  ergeben  sich  für  die  Covariantentheorie 
wichtige  Formeln,  ferner  die  Bedingungen  für  die  Teilbarkeit 
einer  ganzen  Function  durch  eine  ganze  positive  Potenz  einer 
Determinante  und  auch  die  Darstellung  der  Function  0  (wenn 
«<n)  in  der  Form 

e  =  0P+O'P'4 , 

wo  P,  P\  . , .  Determinanten  m^^  Ordnung  des  gegebenen  Systems 
sind.  Dn. 

AüRic.     Formule  de  Waring.    Nouv.  ädd.  (3)  ix.  561-564. 

Darstellung  einer  symmetrischen  Function  als  ganze  Function 
der  Summen  gleicher  Potenzen.  F. 


P.  A.  MacMahon.     Memoir  on  the  Symmetrie  functions 

of  the   rOOtS   of  equations.  Lond.  Phil.  Trane.  GLXXXI.  481-536. 

Der  Verfasser. bemerkt,  dass  die  Theorie  der  symmetrischen 
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Fanctionen  eines  einzigen  Systems  von  Grössen  in  einer  sehr 
grossen  Anzahl  yon  Abhandlungen  durchforscht  worden  sei ;  was 
aber  die  analoge  Theorie  f&r  mehrere  Systeme  yon  Grössen  be- 
treffe, so  seien  nur  die  ersten  Umrisse  einer  Theorie  in  den 
bezüglichen  Abhandlungen  yon  Schlftfli  und  Gayley  gegeben. 
In  der  Theorie  der  symmetrischen  Functionen  eines  einzigen 
Systems  yon  Grössen  werden  diese  letzteren  als  die  Wurzeln 
einer  Gleichung  angesehen,  und  da  es  bei  einer  allgemeinen  Er- 
örterung passend  und  yorteilhaft  ist,  ihre  Anzahl  unbeschränkt 
zu  lassen,  so  wird  die  fundamentale  Beziehung  in  der  Gestalt 
angenommen: 

(l+«ia?)(l+a,«)...  =  l'{'a^x+a^x*^^ — 

=  l+(l>+(2)«*+--. 

Statt  jedoch  ein  Product  binomischer  linearer  Functionen  einer 
Veränderlichen,  wie  eben,  anzunehmen,  können  wir  bei  m  Syste- 
men yon  Grössen  ein  Product  nicht  homogener  linearer  Func- 
tionen betrachten  yon  der  Gestalt  l-ftfii^i  +  Oja^a  +  '-'  +  Om^»- 
Als  bezeichnend  für  diesen  allgemeinen  Fall  genügt  es,  bloss  den 
Fall  zweier  Grössensysteme  ins  Auge  zu  fassen,  und  der  Ver- 
fasser betrachtet  demgemäss  die  beiden  Grössensysteme: 

Pl»       Pu        •    •    M       AiJ 

in  denen  das  n  jedes  Systems  als  unendlich  betrachtet  wird. 
Die  fundamentale  Relation  ist  demnach: 

(l  +  a,x+fl,y)(l  +  a,x+ß,y)...(l  +  a^+ß,y)... 

=  l+a,oa?+Ooi»+02o*'+öii*»+öisy'H \'Op^y^+"' 

=  l+Ia,x+Sß,y+Sa,a^x*+Sa,ß,xy+2ß,ßy+'". 

Die  allgemeinste  symmetrische  zu  betrachtende  Function  ist 

SaP^ßVc^^ßVo^ßV'"^ 
symbolisch  dargestellt  als 

wobei  die  Summation  bezQglich  der  Ausdrucke  durch  Permuta- 
tion der  n  Zeiger  1,  2,  3,  ...,  n  bewirkt  wird.  Das  Gewicht 
(weight)   der  Function   muss  als  zweiteilig  angesehen  werden; 
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es  besteht  aus  den  beiden  Zahlen 

und  der  Verfasser  spricht  demgemftss  von  dem  Zwiegewichte 
(biweight)  JSjp,  Sq. 

Die  Summe  Sp+2q  ist  das  Gesamtgewicht  oder  kurz  das 
Gewicht;  mit  einer  beliebigen  Zahl  ir  ist  ein  Gewicht  tr  und  ein 
Zwiegewicht  yerknflpft,  welches  jeder  Zusammensetzung  von  u> 
mittels  zweier  Zahlen,  mit  Einschluss  von  Null  als  einer  Zahl, 
entspricht.  In  einer  solchen  Zusammensetzung  ist  die  Folge  der 
Teile  sa  beachten;  so  sind  21  und  12  Terschiedene  Zusammen- 
setzungen Yon  3. 

Wir  haben  dann  Teilungen   der  zweiteiligen  Zahl,  welche 

das  Zwiegewicht  bezeichnet.  So  ist  (p,7,  p,g,  Ps9a*")  eii^^Tei- 
loDg  des  Zwiegewichts  Ijp,  2qy  während  die  Teile,  welche  selber 
zweiteilig  sind    und   welche  daher  Zwieteile  (biparts)  genannt 

werden,  p,^,,  p,^,,  . . .  sind.  Gemäss  dem  Ablieben  Gebrauche 
werden  Wiederholungen  von  Zwieteilungen  durch  Potenzsymbole, 

w'c  (P^i)  =  (pi?[  P^)i  bezeichnet 

(l+a.«+fty)(l+a,aj+fty)...^  ^  . 

=l  +  (i0>+(ÖT)y+-  +  (T0V+(10",  01)x'y  +  (10,  Öi')a?y» 

+(ÖIV+-- 
Hierbei  bedeuten  die  Symbole  der  rechten  Seite  gewisse 
symmetrische  Functionen  von  «r,,  o,,  a,,  ...,  /?,,  j^,,  /?,,  ..., 
die  „einfach-unitftr*  (single-unitary)  genannt  werden  können.  Die- 
selben  sind  fundamental,  insofern  als  sie  dazu  dienen,  alle 
andern  rationalen  ganzen  Functionen  auszudrücken,  und  das 
allgemeine  Problem  besteht  darin,  solche  anderen  rationalen  gan- 
zen symmetrischen  Functionen  oder  aber  die  allgemeine  Function 

(Pi9r  Pt9s'  P»97'*-0  ^°  Gliedern  mit  diesen  einfach  -  unitftren 
symmetrischen  Functionen  auszudrückeik  Die  Arbeit  enthält 
mannigfaltige  interessante  Uateisuchungen  und  insbesondere 
Probetafeln  symmetrischer  Functionen  für  die  Teilungen  der 
einzelnen  Zwiegewichte  11,  21,  31  und  22.  Gly.  (Lp.) 
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H.  F.  Baebr.     On   Euler's  ^-function*).    Lond.  M.  8.  Proc. 

XXI.  30-32. 

Der  Verfasser  beweist  zunftohst  folgendes  Theorem  fiber  die 
UmkehruDg  endlicher  Reihen:  Wenn  ^(aj,a,,  ...^a^)  irgend  eine 
symmetrische  Function   der   in   beliebiger  Anzahl   vorhandenen 
Argumente  o^,  a,, . . . ,  Oi^  und 
f(ai,a„...,aA)=f(a,,a„...,ajfc)+^/'(a„a,,...,a*)-[-^^(a„a^,...,ai) 

1  3 

+  ...  +  ^f(a,)  4-^(0) 

«-1 

ist,  worin  JS  ein®  ftuf  jede  Auswahl  von  n— r  der  Argumente 
a^,  a,,  ...,  Gk  sich  erstreckende  Summation  bedeutet,  so  ist  um- 
gekehrt 

•         *  1  2 

-  -  +  (-1)-'^  F(a.)+(^1)'  F(0)  =  Ka„  o„  ...,  o»). 

Durch  Specialisirung  von  f(a„ai,...,at)  ergiebt  sich  hieraus 
erstens  der  von  Herrn  R.  W.  D.  Christie  (Lond.  M.  S.  Proc.  XX, 
F.  d.  M.  XXI.  1889.  200)  aufgestellte  Satz: 

1  2 

_- ...  ^  ^_l)w--i.^am --- 0,  .wenn  m<:« 

"  (diese  Summe  ist  gleich  iila,  a,a,  ...  On,  wenn  m  =^  n)\ 
zweitens  die  bekannte  zählentheoretische  Formel  iV  =  ^<;p(d) 
und  damit  der  von.  Dedekind  im  J.  fUr  Math.  LIV.  25  gege- 
bene Wert  für  g>(N),  —  In  Betreff  der  letzteren  vefgl.  Bach- 
mann: „Die  Lehre  von  der  Kreisteilung  und  ihre  Beziehungen 
zur  Zahlentheorie**  (1872),  S.  10  u.  11.  Wbg. 


E.  Catalan.     Gons^quence  d'un  thdorfeme  d'algäbre.  ' 

Belg.  Bnll.  (3)  XIX.  742-746. 

Sind  a, 6,  ...,  l  ungleiche  Grössen,  so  ist  die  Summe 

*)  Baier  gebtaacht  7r(n),  nicht  (p(n),    (Opera  arithmetica,  Fase,  Petro- 
poli  1849,  II.  p.  128.) 
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r  1-    I    1    ,      ,    1  >> 1 

\a-b  "^  a-c^         *'  a—iy(a-b)\a-cy...(a-iy 

+  Vfcir^  +  fcHT  +  •••  +  "6lir/(6-o)'(6-c)*...(6-0' 
.  + 

"^V/  — o"^  /-6   ■^"■f  /_fty(/_a)'(/— 6)'.. ,(/—*)' 
gleich  Null.  Mn. 

H.  Tabbr.     Od  tbe  tbeory   of  matrices.    Americao  j.  xii. 

337-396. 

Der  Verfasser  giebt  eine  systematische  Herleitung  der  von 
Caylejy  Sylvester  u.  a.  gefundenen  Hauptsätze  der  Matrizen- 
theorie. Eingehend  werden  daol&  die  Wurzein  der  Matrizen  0 
QDd  1  behandelt.  Zum  Schluss  werden  einige  Relationen  abge- 
leitet, die  eine  Verallgemeinerung  von  Sätzen  der  Quaternionen- 
lehre  enthalten.  Kfl. 

H.  Tabbr.      On    certain    identities    in    tbe    tbeory    of 

matrices.     Afbericaa  J.  XIII.  159- 172. 

Anknöpfend  an  eine  Arbeit  in  Bd.  XII  desselben  Journals 
(ygl.  das  vorangehende  Referat)  verallgemeinert  Verfasser  einige 
Sätze  der  Quaternionentheorie  mit  Hülfe  der  Matrizen.  Die  Be- 
traehtang  beschränkt  sich  auf  Matrizen  dritter  Ordnung.      KQ. 


Dritter  Abschnitt 

Niedere  und  höhere  Arithmetik« 

Gapitel  1. 
Niedere  Arithmetik. 


O.  Reichel.  Die  Grundlagen  der  Arithmetik  unter  Ein- 
führung formaler  Zahlbegriffe.  Httifsbuch  ftir  den 
Unterricht.     Teil  IL     Die  irrationalen  Zahlen.    Berlin. 

Haade  &  Speoer.  4d8.  8^ 

Der  Teil  I  erschien  im  Jahre  1886  (siehe  F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  122).  Das  Büchlein  schKesst  sieb  den  Capitein  VII  und 
VIII  des  ersten  Teiles  von  Stolz'  Vorlesungen  Aber  allgemeine 
Arithmetik  dem  Wesen  nach  an.  Es  möge  zar  besseren  Charak- 
terisirung  desselben  die  Definition  der  irrationalen  Zahl  (S.  17) 
angefahrt  werden:  „Eine  Irrationalzahl  ist  die  äosserlich  herge- 
stellte Verbindung  des  Zeichens  lim.  mit  dem  Zeichen  f(n)y  wenn 
f(n)  eine  Function  bedeutet,  und  fQr  jede  natfirliche  Zahl  k  die 
Gleichung 

lim(f(n+fc)-f(i.))  =  0 

erfüllt  ist;  wenn  es  aber  dennoch  keine  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  giebt,  der  die  Function  bei  wachsendem  n  sich  näherte.'' 

Vi. 
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L.  Kamblt.  Die  Elementar-Matbematik  für  den  8chul- 
QDterricht  bearbeitet.  I.  Arithraetik  und  Algebra. 
Für  Realgymnasien  etc.  neu  bearbeitet  von  H.  Lang- 
GUTH.     32.  Aufl.     (Erste  Auflage  der  Neubearbeitung.) 

Breslao.  F.  Hirt.  214  8.  8^. 

Die  ersten  7  Abschnitte  geben  den  Inhalt  der  früheren  Auf- 
lagen in  erweiterter  und  verbesserter  Form,  sie  sind  fttr  das 
Gymnasium  bestimmt  und  ausreichend,  nach  den  neuen  Lehr- 
pläoen  vielleicht  schon  zu  weitgehend  (KettenbrOche  u.  a.).  Von 
dem  Bearbeiter  neu  hinzugefügt  fttr  die  Zwecke  der  Realan- 
stalten  sind  3  Abschnitte  über  die  figurirten  Zahlen  und  arith- 
metische Reihen  höherer  Ordnung,  die  Gleichungen  des  3^°  und 
4^"  Grades,  die  unendlichen  Reihen  und  die  Lehre  von  dem 
Maximum  and  Minimum  der  Functionen.  Uebungsaufgaben  fehlen, 
werden  aber  als  besondere  Sammlung  in  Aussicht  gestellt.  Eine 
Zusammenstellung  der  behandelten  Formeln  am  Schlüsse  soll 
SchQlem  und  Lehrern  den  Gebrauch  des  Buches  erleichtern. 

Lg. 

M.  FocKB  und  M.  Krass.  Lehrbuch  der  allgemeinen 
Arithmetik  nebst  einer  Aufgaben  *  Sammlung.     Mänster. 

Coppenratb.  VI  +  228  S.  8<*. 

Das  Lehrbuch,  welches  in  fünfter  Auflage  erscheint,  umfasst 
die  Algebra,  so  weit  sie  Gegenstand  des  Schulunterrichts  ist. 
Die  beigefügte  Aufgabensammlung  bietet  Beispiele  für  alle  Ab- 
schnitte des  Lehrbuchs.  Von  dem  Capitel  über  die  Gleichungen 
an  sind  die  Resultate  mitgeteilt.  F. 


Fby.     Das  algebraische  Rechnen  für  Secunda.    Pr.  Qymn. 

StreUeD.  22  S.  8o. 

Kurze  Zusammenstellung  der  wichtigsten  Sätze  (ohne  Be- 
weise) aus  der  elementaren  Algebra  nebst  sich  anschliessenden 
Aufgaben  zur  schriftlichen  Bearbeitung.  F. 
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J.  Grass.     Die  Gruppen-Zahlbilder  und  ihre  Herstellung 
durch  die  Münchener  Rechenmaschine.  M&oohen.  KeUerer. 

32  S.  8°. 

Beim  allerersten  Rechenunterrichte  kommt  es  vor  allem  dar- 
auf an,  da88  die  Zahl  sowie  das  Rechnen  den  Kindern  durch 
die  Anschauung  vermittelt  wird.  Darauf  beruhen  die  bekannten 
Rechenmaschinen.  Eine  solche  Haschine  ist  um  so  vollkommener^ 
je  schneller  an  derselben  die  einzelnen  Einheiten  unterschieden 
werden,  ihre  Anzahl  erkannt  wird.  Liegen  die  Einheiten  in  einer 
einzigen  Reihe,  so  wird  echon  bei  dem  Bilde  für  4  die  Auffassung 
erschwert.  Deshalb  wendet  der  Verfasser  bei  Herstellung  der 
Zahlbilder  2  Horizontalreihen  an.  Die  natürlichste  Gruppe  fflr 
die  4  iet  die  „Doppelzweiergruppe  im  Rechtecke **,  d.  h.  die  Ein- 
heiten gruppirt  wie  die  Ecken  eines  Quadrates.  Bei  der  5,  6,  7 
wird  aus  einer  zweiten  „Vierergruppe^  die  1  (oben)  oder  2 
(eins  oben,  eins  unten)  oder  3  (oben  noch  eins  dazu)  genommen, 
u.  s.  f.  bis  zur  Zehn,  die  aus  zwei  Vierergruppen  und  einer 
Zweiergruppe  besteht.  Für  11  bis  20  werden  andersfarbige  Einer 
gewählt.  Der  Verfasser  stellt  die  Gruppen-Zahlbilder  zusammen, 
bei  denen  für  jede  Zahl  ein  bestimmtes  Bild  von  stets  gleicher 
Form  erhalten  wird,  hebt  ihre  Vorzüge  vor  den  bisher  ange- 
wandten Zahlbildern  hervor  und  besehreibt  die  von  ihm  con- 
struirte  Rechenmaschine,  durch  welche  die  angegebenen  Grup- 
pen-Zahlbilder leicht  hergestellt  werden  können.  M. 


H.  Schellen.  Methodisch  geordnete  Materialien  für  den 
Unterricht  im  theoretischen  und  praktischen  Rechnen. 
I.  Teil.     11.  Aufl.    bearb.    von    H.   Lemkes.      Manster. 

CoppeDrath.  XIV  u.  312  S.  8«. 

Neue  Auflage   des  bekannten  Handbuches  fQr  Lehrer  zum 
Gebrauche  beim  Rechenunterricht  an  höheren  Lehranstalten. 

F. 
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F.  RoESE.      5000  Aufgaben    nebst   Resultaten    aus    der 

Bruchrechnung.       Wismar.  Hiostorff.  48  S.  12^    (Aach  unter  dem 

Titel:    Arithmetiechea   Qaelleals   für  Freunde   des    Rechnens.    176  S. 
Taschenformat) 

Die  5000  Aufgaben  aus  der  formalen  Bruchrechnung  sind 
za  Gruppen  derart  zusammengestellt,  dass  alle  Aufgaben  einer 
Gruppe  (50)  dasselbe  Resultat  ergeben.  F. 


Ch.  M^rat  et  Cfl.  RiQUiER.  Bur  quelques  perfectionne- 
ments  dont  serait  susceptible  l'exposition  de  la  th^orie 
des  quantit^  negatives.    Nouv.  Ann.  (3)  IX.  60-59. 

Die  vorliegende  (einem  demnächst  erscheinenden  Lehrbuch 
Qber  die  Infinitesimalrechnung  entnommene)  Einfuhrung  in  die 
Theorie  der  negativen  Zahlen  legt  das  Hauptgewicht  darauf,  die 
Verwirrung  zu  vermeiden,  die  entsteht,  wenn  man  schon  im  ersten 
Anfange  die  Qualitätszeichen  -ff  —  der  positiven  resp.  negativen 
Zahlen  mit  den  Operationszeichen  4-»  —  der  Addition  resp. 
Sabtraction  verwechselt.  Es  wird  deshalb  die  Qualität  zunächst 
durch  besondere  Zeichen  ausgedrückt  und  im  Laufe  der  Ent- 
Wickelungen  die  Berechtigung  nachgewiesen,  die  positiven  und 
negativen  Grössen  in  jedem  Rechnungsausdrucke  durch  die  ent- 
sprechenden absoluten  Zahlen  mit  den  vorgesetzten  Operations- 
zeichen  +,  —  ersetzen  zu  dürfen.  F. 


T.  FuoRTKS.     Sul  numero  delle  divisioni   nella  ricerca 
del  massimo  comune  divisore  di  due  numeri.      Besso 

Per.  mai.  Y.  9-12. 

Ist  n  die  Anzahl  der  Teilungen,  i?»  die  kleinere  von  den 
zwei  angegebenen  Zahlen,  so  wird  der  Mini  mal  wert  von  Rn  durch 
das  «••  Glied  der  Reihe  1,  2,  3, 5,  8, 13, . . .  gegeben,  deren  jedes 
Glied  die  Summe  der  zwei  vorhergehenden  ist.  Die  Betrachtung 
dieser  Reihe  erlaubt  es,  einige  von  S.  Gatti  in  einem  Aufsatze 
von  gleichem  Titel  (Besso  Per.  mat.  IV.  100-104;  F.  d.  M.  XXL 
1889.  164)  aufgestellte  Sätze  aufs  neue  zu  beweisen;  daneben 

13* 
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noch  den  folgenden:  Ist  w  (>3)  die  kleinste  Zahl,  (ttr  welche 
2"gleich  oder  grösser  ist  als  die  kleinere  der  zwei  vorgegebenen 
Zahlen,  so  ist  die  Anzahl  der  Teilungen  höchstens  2ii— 2.  Es 
ist  aber  bekannt  (siehe  die  in  dem  oben  angeführten  Referate 
citirte  Arbeit  von  Colombier),  dass  diese  Anzahl  höchstens  n 
beträgt.  Vi. 

F.  J.  Stüdnicka.     Ueber  Frolov's  Zahlengruppen,  welche 
eine  zweigradige  Gleichheit  bieten.    Casop.  xix.  124.  cBöh- 

misch.) 
Enthält  eine  Darstellung  der  Eigentümlichkeit,  dass  nicht  nur 

sondern  auch 

Geltung  hat,  was  nach  M.  Frolov  „une  6galit6  a  deux  degrds" 
bietet  und  symbolisch  mit  J_  gekennzeichnet  wird,  so  dass  z.  B. 
geschrieben  wird: 

2, 11, 15, 10  ±  5, 16, 12, 5.  Std. 


L.  DA  Costa  e  Almbida.      Nota    sobre    a   doctrina    da 
proporcionalidade.  Coimbra  inst,  ocxxix. 

Elementare  Darstellung  der  Theorie  der  Irrationalzahlen;  der 
Verf.  definirt  dieselben   mit  Hülfe  von  Reihen  von  der  Gestalt: 


Tx.   (Lp,) 


Weitere  Litteratur. 

LE  P.  Faton.  Trait^  d'arithm^tique  th^orique  et  pra- 
tique,  en  rapport  avec  les  nouveaux  programmes 
d'enseignement,  termin^  par  une  petite  table  de  loga- 

rithmes.      11®  ^d.     Paris,  Gauthier-VillarB  et  PiU.  12«. 
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F.  Vkrhelst.      Cours   d'algfebre  dl^mentaire.      T.  I:  Le 
calcul  alg^brique.      Les  ^quations   da  premier  degr^. 

Pari«.  GanUkier-Villara  et  Fils. 

6.  Antinori.     Lezioni  d'algebra  elementare.  Torino.  Paravia. 

E.  BoNBTTi.     Trattato  completo  d'aritmetica   ragionata. 

Mesaina. 

A.  Bossi.      Elementi    di    aritmetica  ragionata.        NapoU. 

Ferrara. 

F.  DEL  Chissa.      Element!  di  aritmetica  teorico  -  pratica 
ad  U80  delle  scuole  preparatorie,  normali,    tecniche  e 

ginnasiali.     VeneBia.  Ferrari  [Bef.  io  Lagii  Per.  VI.  76-79]. 

G.  Frizzo.     Trattato  di  aritmetica  elementare.       Verona. 

Drucker  e  Tedeachi.  VIII  u.  352  S. 

6.  Garbieri.     Elementi  di  aritmetica  con  numerosi  eser- 

cizi   e    problemi.      Padova.  Saochetto. 

6.  Ingrami.     L'aritmetica  pel  ginnasio  superiore.    Bologna. 

Qamberini  e  Parmeggiaoi. 

V.  Murer.     Nozioni  di  aritmetica  pratica  per  il  1"  e  2^ 

COrso    elementare.     Spezia.  Tip.  Mataella. 

A.  DEL  PoGGETTO.      Aritmetica    per    la    scuola   tecnica. 

Firenzi.  NanniDi-Cbiesi. 

S.  PiNCBERLE.     Algebra  elementare.    MUano.  HoepH. 
RicoTTi.      Nozioni  di  aritmetica  razionale  e  di  calcolo 

letterale  esposte  ad  uso  delle  scuole  tecniche  (3'^  corso) 

giusta  i  programmi  5  nov.   1888. 

U.  Taboni.     Trattato   di  aritmetica  ragionata.     Parte  I. 

Pinerolo.  Ferrero. 

A.  BiFFiGNANDi.     Lc  pHncipali  proprietk  delle  grandezze 
proporzionali,  novamente   esposte.      Atti  e  Rendiconti  del- 

rAecademia  di  Seienze,  Lettere  ed  Arti  degli  Zeianti  di  Acireale.  II. 
62-84. 

E.  TiBERi.     Teorema  generale   sulle  condizioni  di  divi- 
sibilitä  dei  numeri  e  nuova  dimostrazione  del  teorema 

di    Pappo   e   di    Pitagora.     Arezzo.  Caglianl 


198  m*  Abschnitt.    Niedere  and  höhere  Arithmetik. 

Olbbicht.  Etwas  Neues  zur  Lehre  der  bürgerlichen 
Rechnungsarten.    HoffmanD  z.  XXL  497-49a. 

M.  ScHLöGEL.  ünfolgerichtige  Stellung  des  Wurzel- 
zeichens.     Hoffmann  Z.  XXI.  181-182. 

Kewitsch.     Gegen  das  Wurzelzeichen.      Hoffmann  z.  xxi. 

416-417. 

C.  IsBNKRAHB.  Noch  einmal  das  Wurzelzeichen.  Hoff- 
mann Z.  XXI.  505. 

P.  Altmann.  Zur  mathematischen  Zeichensprache. 
(Falsches  Aehnlichkeitszeichen.)     Hoffmann  z.  XXL  507-508. 

W.  Adam.  Lehrbuch  der  ßuchstabenrechnung  und  Al- 
gebra mit  zahlreichen  Uebungsaufgaben.  I.Teil.  4.  Aufl. 

Gera.  Hofmann.  VIII  n.  251  S.  8o. 

E.  Bardbt.      Arithmetische    Aufgaben    nebst    Lehrbuch 

der    Arithmetik.      6.    Aufl.     Lelpwg.  Tenbner.  X -+- 269  S.  8«. 

A.  Blind.  Lehrbuch  der  Gleichungen  des  IL  Grades 
(quadratische  Gleichungen)  mit  I  Unbekannten.  Bear- 
beitet nach   System  Kleyer.      Stuttgart.    JnL  Maier.    VIII -4- 

497  8.  Mit  53  Fig.  8«. 

A.  Brenner.  300  algebraische  Aufgaben  zur  Lösung 
mittels  einfacher  Schlüsse,  zunächst  für  Lehrerbildungs- 
anstalten   bearbeitet.    4.  Aufl.      Freisiog.  Dr.  Datterer.  48  8.  8^ 

J.  H.  Kühl.  Leitfaden  der  Arithmetik  und  Algebra. 
Für  den  Schul-  und  Selbstunterricht.     L  Teil.  Hamburg. 

Kriebel.  VI  -H  305  S.  129. 

A.  Pfenninger.  Die  Elemente  der  Arithmetik  und  Al- 
gebra für  höhere  Volksschulen,  Seminarien,  sowie  zum 

Selbstunterricht.      2.  Aufl.     Zfirich.  Schnltheas.  V1H-132S.  8«. 

J.  Schumacher.  Zur  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen.     Leipzig.    Deichert'sche  Yerlagsbachbdlg.  Nachf.    XII + 

137  S.  80. 

F.  X.  Steck  und  J.  Bielmayr.  Sammlung  von  arith- 
metischen    Aufgaben     in     systematischer     Ordnung. 

10.  Aufl.     Kempten.  Kösersche  Bacbhdig.  III  + 136  S.  8^. 
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H.  Staudachbr.  Lehrbuch  der  Grundrechnungsarten 
mit  Buchstabengrössen  (Elemente  der  Buchstaben- 
rechnung), der  Verhältnisse  und  Proportionen.  Bear- 
beitet nach  System  Kleyer.     Stuttgart.   Jui.  Maier.    viin- 

252  S.  8« 

F.  ViLLicüs.  Lehr-  und  üehungsbuch  der  Arithmetik 
für  unter  -  Realschulen.     3.  Teil  für  die  IIL  Klasse. 

3.   Aufl.     Wien.  Pichler'B  Wittwe  u.  Sohn.  IV  4- 146  S.  S» 


Capitel  2. 
Zahlentheorie. 

A.    Allgemeines. 
T.-J.  8ti£LTJ£S.     Sur  la  thdorie  des  nombres.      Toulouse 

ADD.  IV.  1-103. 

Bebandelt  in  drei  Gapiteln  die  Teilbarkeit  der  Zahlen,  die 
CoDgruenzen  (S.  18*49)  und  die  unbestimmten  linearen  Gleichungen. 
Das  letzte  Gapitel  bringt  wesentlich  Sätze  von  J.  S.  Smith. 

Tn. 


P.  A.  MacMahon.      The  theory  of  perfect  partitions  of 
nambers  and  the  compositions'of  multipartite  numbers. 

Meaa.  (2)  XX.  103-119. 

Eine  „yoUkommene"  Teilung  (partition)  einer  Zahl  ist  eine 
solche,  welche  eine,  und  zwar  nur  eine,  Teilung  jeder  kleineren 
Zahl  enthält;  so  ist  (4111)  eine  der  vollkommenen  Teilungen 
TOD  7.  Des  Verfassers  Absicht  in  dem  vorliegenden  Aufsatze  ist 
die  Ermittelung  des  Gesetzes,  nach  welchem  diese  Teilungen  in 
allen  Fällen  abgezählt  werden  können.     Vor  der  Angriffnahmc 
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des  allgemeinen  Falles  der  Abz&hlung  löst  er  die  Aafgabe  für 
die  besonderen  Zahlen  von  der  Form  a^—l,  wenn  a  eine  Prim- 
zahl ist.  Es  wird  gezeigt,  dass  diese  Aufgabe  mit  derjenigen 
der  Abzahlung  der  Zusammensetzungen  (composition)  von  Zahlen 
zusammenfällt  (Teilungen,  bei  denen  auch  die  Ordnung  des  Vor- 
kommens der  Teile  berQcksichtigt  wird,  werden  Zusammen- 
setzungen genannt),  und  dass  a^—1  dieselbe  Anzahl  vollkom- 
mener Teilungen  besitzt,  wie  die  Zahl  a  Zusammensetzungen, 
nämlich  2^^^.  In  dem  allgemeinen  Falle  führt  der  Verfasser  den 
Begriff  der  „vielteiligen'^  (multipartite)  Zahlen  ein  und  zeigt,  dass 

die  Zahl  ai^h^t^- 1   (wo  a,  6,  c,  ...  Primzahlen  sind)   ebenso 

viele  vollständige  Teilungen  besitzt,  wie  die  vielteilige  Zahl 
(aßy,.,)  Zusammensetzungen.  Die  Anzahl  vollkommener  Tei- 
lungen der  Zahl  a'^h^c^ 1  hängt  von  der  Auflösung  des  Aus- 
drucks 

J ^ 

in  Factoren  von  der  Form ab,  wo  p  ein  Divisor  von  q  ist. 

Glr.    (Lp.) 

A.  LuGLi.     Un  problema  d'aritmetica.      Besso.  Per.  mat  v. 

15-17.  35-40. 

Ist  N  das  Product  von  «  verschiedenen  Primzahlen  »i,  a,, .  . ,  a,, 
so  fragt  es  sich,  auf  wie  viele  Weisen  JV  in  m  Factoren  aufge- 
löst werden  kann.     Die  gesuchte  Zahl  ist: 

■  (sr^l »-  -("7')(".-«-+  ("i-')(-2>--  •  ■  • 

•••-(-')-C:2)2^'+(::J)<-'>^'-i-!- 

Ist  dagegen  iV  =  a?'.aja...a«n,  so  giebt  dieser  Ausdruck  die  An- 
zahl der  Zerlegungen  von  N  in  zwei  relativ  prime  Factoren  an. 

Vi. 

A.  Martin,   D.  Biddlk.     Solution  of  question  3276. 

Ed.  Times  LH.  61. 
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Herr  Martin  hatte  alle  Deunzifferigen  Quadratzablen  verlangt, 
welehe  die  Ziffern  von  1  bis  9  je  einmal  enthalten.  Hr.  Biddle 
giebt  ohne  irgend  welchen  Text  eine  Tafel  mit  29  Bolchen  Zahlen. 

Lp. 

£o.  Lucas.     Sur  les  diffdrents  syst^mes  de  num^ration. 

Mathesis  X.  243-244. 

Aaszug  aus  der  Zahlentheorie  des  Verfassers.  Mn. 


A.  ScHWiDTAL.     Die  Darstellung  aller  Zahlen  durch  die 

Zahl    3.     Pr.  Gymo.  Eönigehütte.  22  S. 

Jede  Zahl  Iftsst  sich  als  eine  Summe  von  positiven  und  ne- 
gativen Potenzen  von  3  darstellen,  so  dass  die  einzelnen  Glie- 
der keine  höheren  Goefficienten  als  +  1  haben  sollen.  —  Ele- 
mentare Behandlung  fOr  das  Verständnis  von  Schülern. 

Sn. 


Th.  Pjspin.     Sur  la  d^composition  des  grands  nombres 
en  facteurs  premiers.    Rom.  Acc.  p.  d.  N.  L.  XLiil.  163-I9i. 

Es  wird   gezeigt,    wie  die  Tafeln  von  Gauss,    welche   die 
Lüsong  diophantiscber  Gleichungen  von  der  Form: 

erleichtern  sollen,  auch  auf  die  Form 

{2tix  +  a)  (2ny  +  ß)  =  N 
anzuwenden  sind.    Da  nun  die  Primfactoren  von 

g*  — 1 

nur  Zerlegungen  obiger  Art  erlauben,  so  wird  hieraus  eine 
Methode  abgeleitet,  diese  Primfactoren  zu  bestimmen.  Erleich- 
teroDgen  gewähren  nicht  nur  Jacobi's  Canon  arithmeticus,  son- 
dern auch  die  „neuen  zahlentheoretischen  Tabellen"  von  Reuschle 
(1856).    Auch  die  Beispiele  sind  im  Anschluss  an  Reusohle  ge- 
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wählt.    Es  werden 


a  =  79,  fi=  5 
o=  7,  n  =  ll 
a=    3,     »  =  23 


a  =  43,  n=  5 
a=  5,  «  =  13 
a  =    7,    n  =  13 


behandelt.  Sn. 

A.    CUNNINGHAM.      Od    finding   factors.    Mess.  (2)  XX.  37-45. 

Darstellung  und  Vereinfachung  des  Verfahrens,  Ober  welches 
F.  d.  M.  XXI.  1889.  169  berichtet  ist.  Lp. 


L.  Saint- Loup.     Sur  la  repr^sentation    grapbique    des 
diviseurs  des  nombres.     Ann.  de  rfic.  Norm.  (3)  vii.  89-ioo. 

Der  Verfasser  setzt  seine  Versuche  fort,  das  Sieb  des  Era- 
tosthenes  graphisch  darzustellen.    Vgl.  C.  R.  CVII.  24.  (1888.) 

Sn. 

C.  HossFBLD.     Bemerkung  über  eine  zahlentheoretische 

Formel.      Schlömilch  Z.  XXXV.  382-384. 

Eine  Erleichterung  der  Rechnung,  wenn  die  Anzahl  der  in 
einem  bestimmten  Gebiete  enthaltenen  Zahlen,  die  durch  keine 
der  n  ersten  Primzahlen  teilbar  sind,  gefunden  werden  soll. 

Sn. 

Ed.  Lucas.     Sur  les  nombres  parfaits.   Mathesis  x.  74-76. 

Verschiedene  Eigenschaften,  unter  denen  wir  die  folgende 
hervorheben:  Jede  vollkommene  Zahl,  ausgenommen  6  und  496, 
endigt  mit  16,  28,  36,  56  oder  76.  Mu.    (Lp.) 


R.  E.  Allardice.     On  some  theorems  in  the  theory  of 

numbers.      Bdinb.  m.  S.  Proc.  VIIL  16-19. 

Beweis  folgender  Sätze:  Ist  n  eine  Primzahl,  so  ist 

1)    (2ii-l)(2»-2)...(fi  +  l)-(n-l)(fi-2)...l 
durch  fi'  teilbar; 
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2)    ^14.^-}-^+ (-  -^jy)  (w—1)'  durch  n'  teilbar. 

Der  zweite  Satz  wird  auf  die  Summe  der  m*«°  Potenzen  aus- 
gedehnt: 

Gbs.   (Lp.) 

F.  RoGEL.  Zur  Befitimmung  der  Anzahl  Primzahlen 
unter  gegebenen  Grenzen.    Math.  Ann.  xxxvi.  304-315. 

Weitere  Vervollkommnung  einer  in  Hoppe  Arch.  (2)  VII.  381-388 
gegebenen  Methode.  Sn. 

J.  W.  L.  Glaishbr.  On  the  function  which  denotes 
the  excess  of  the  number  of  divisors  of  a  number 
which  ^  1    (mod.  3),    over    the    number   which  ^  2 

(mod.  3).      Lond.  M.'S.  Proc.  XXL  395-402. 

Man  teile  die  Divisoren  der  Zahl  n  in  zwei  Klassen,  je 
nachdem  sie  ^  1  (mod.  4)  oder  ^  3  (mod.  4).  Der  Ueberschuss 
der  iu  der  ersten  Klasse  enthaltenen  Anzahl  sei  E(n),  Analog 
bestimme  man  den  Ueberschuss  H(n)  der  Anzahl  von  Divisoren 
=  1  (mod.  3)  über  die  Anzahl  von  Divisoren  ^2  (mod.  3).  Die 
beiden  zahlentheoretischen  Functionen  E(n)  und  H(n)  treten  als 
Coefficienten  vieler  Beihen  auf,  welche  zur  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  in  Beziehung  stehen.    Z.  B. 

'rX+2g^^^^^^^^  =  ^(l)+£(5)7+B(9)g'+£(13)9'+-. 

Speeiell  bei  den  Reihen,    welche  sich  auf  die  Dreiteilung  der 
Perioden  beziehen,  sind  die  Functionen  H(n)  von  Nutzen. 

Sn. 

J.  A.  Gmeiner.     Beweis  eines  arithmetischen  Satzes. 

Mooatsh.  f.  M.  I.  159-162. 
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Es  handelt  sich  um  folgenden  Satz  des  Herrn  Gegenbauer. 
Das  Product 

iii(fM+U)(m+2Ä)-..  (m+  (w— 1)*) Ä«-"^, 
wo 

r 

ist  stets  durch 


teilbar.    Alle  Symbole  bedeuten  ganze  Zahlen.  .  Specialisirungen. 

Sn. 

A.  Andrbini.     Osservazione  ad  una  nota  del  dott.  Garn- 
bioli.     Batt.  G.  xxvrii.  43. 

Reolamation    wegen    eines    irrtümlich    vorgeworfenen    Ver- 
sehens.   Es  handelt  sich  um  Perioden  von  Decimalbrüchen. 

Sn. 

L.  Gbgbnbaubr.      Zur    Theorie    der    Congruenzen    mit 
mehreren  Unbekannten.     Wien.  Her.  xcix.  790-813. 

Lebesgue  hat  (Journ.  de  Math.  (2)  IV.  366)  die  Anzahl  der 
Wurzelsysteme  der  allgemeinen  Congruenz  ersten  Grades 

a,a;,  +o,a;,  -\ f-«na'«+6  =  0    (raod.  p) 

bestimmt  und  für  dieselbe  elegante  Ausdrücke  mit  Hülfe  der 
^(p— l)-gliedrigen  Perioden  der  p**"  Einheits wurzeln  gegeben. 
Hier  wird  die  Anzahl  der  Wurzelsysteme  der  Congruenz 

OjXj-f-öjXj-l \'anxi'\-b=:0    (mod.  p) 

untersucht,  und  für  die  Congruenzen 

p  1  p-i 


werden  analoge  Fragen  discutirt.     Zur  Erledigung  allgemeinerer 
Aufgaben  werden  sehr  yerwickelte  Beziehungen  zwischen  Determi- 
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oaiiten  aafgestellt,  und  für  die   Anzahl  von  gewissen  Lösungs- 
svstemen  wird  eine  obere  Grenze  erhalten.  Sn. 


Ed.  Lucas.     Crit^rium  pour  la  formule  de  Paoli.    Mathesie 

X.  129-132. 

E.  Catalan.      Remarque    sur    une    note  de  M.    Lucas. 

Mathesis  X.  197-199. 

E.  Catalan.     Sur    Tanalyse    ind^termin^e    du    premier 

degr^.     Matheeis  X.  220-222,  241-243,  275-276. 

Hr.  Catalan  vereinfacht  und  vervollständigt  ein  von  Hrn.  Lucas 
angegebenes  neues  Verfahren  zur  Auffindung  der  genauen  An- 
zahl nicht  negativer  Lösungen  der  unbestimmten  Gleichung 
ax-f-6y  =  c.  Mn.  (Lp.) 


L.   Kronkcker.      Ueber   die   Dirichlet'sche  Methode   der 
Wertbestimmung  der  Gauss'schen  Reihen.     Hamb.   Mitt. 

II.  32-36. 

Der  Summe 

wird  unter  anderen  die  f&r  die  Summirung  der  Gauss'schen  Reihen 
sehr  bequeme  Form  gegeben: 

s^/'""«'-"-'"""*"""^  C  :o;±i!'±'2:  ''.:±A 

worin  l  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet;  hieraus  wird  die  (fQr 
X  =.  2  von  Dirichlet  bewiesene)  fundamentale  Relation : 


k=i)  I  '     A,    I  A=0  _oa 


abgeleitet,  welche  unmittelbar  zur  Wertbestimmung    der   allge- 
meinen Gauss'schen  Reihen  führt.    Setzt  man 
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80  ergiebt  sich  hieraus 
Setzt  man 

"(f)=<«(^).  <&)=(V5ro(f), 

80  stimmen  ( — \  (  i  /  °^'^  ^^°  Legendre-Jacobi'echen  Zeichen 

Oberein,  welche  auf  diese  Weise  analytisch  dargestellt  sind. 

Wz. 

A.  Tafelmachbr.  Zn  dem  dritten  Gauss'schen  Beweise 
des  Reciprocitäts  -  Satzes  fUr  die  quadratischen  Reste 
gehörende  Untersuchungen.     Pr.  Gymn.  Oßnabrück.  i-24. 

Es  wird  an  eine  Abhandlung  des  Herrn  M.  A.  Stern  (Gott 
Nachr.  1870.  237-253;  F.  d.  M.  IL  1869/70.  93-94)  angeknöpft; 
sodann  an  eine  Arbeit  des  Herrn  Schering  (Berl.  Ber.  1885. 
113-117).  Sn. 

M.  Mandl.  Deber  die  Verallgemeinerung  eines  Gauss'- 
sehen  Algorithmus.    Monatah.  f.  m.  I.  465-472. 

Die  zuerst  von  Herrn  Schering  gegebene  und  von  Kronecker 
commentirte  Verallgemeinerung  des  Kriteriums  ftlr  den  quadra- 
tischen Restcharakter  (Berl.  Ber.  1876.  330-341,  F.  d.  M.  VIII. 
1876.  93-95)  wird  hier  neu  bewiesen.  Sn. 


Th.  Pepin.     Nouvelle  d^monstration   de  la    loi  de  reci- 
procit6  de  Legendre.    Rom.  acc.  p.  d.  N.  L.  XLIII.  192-198. 

Der  Beweis  knüpft  an  den  zweiten  von  Gauss  an,  ohne 
indes  eine  vollständige  Theorie  der  Genera  zu  erfordern.  Es 
werden  nur  die  einfachsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  Compo- 
sition  quadratischer  Formen  benutzt.  Am  Schlüsse  finden  sich 
historische  Bemerkungen.  Sn. 
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F.  Franklin.     A    proof   of  the   theorem    of  reciprocity 
für  quadratic  residues.    Mese.  (2)  XIX.  176-177. 

Ein  neuer  und  kurzer  Beweis  dieses  Satzes.  Glr. 


J.  C.  FiELDS.     A  simple  Statement  of  proof  of  reciprocal- 

theorem.     AmericaD  J.  XIII.  189-190. 

Beweis  des  Gauss'schen  Kriteriums  mit  Hülfe  einer  neuen 
Gmppirung  der  Reste  und  Niehtreste.  Sn. 


E.  Büsche.  Beweis  des  quadratischen  Reciprocitäts- 
gesetzes  in  der  Theorie  der  aus  den  vierten  Wurzeln 
der  Einheit  gebildeten  complexeu  Zahlen.     Hamb.  Mut. 

II.  80-92. 

Im  Anschluss  an  das  Princip  des  dritten  der  Beweise  von 
Gauss  werden  hier  ftlr  die  Decidenten  AusdrQcke  durch  die 
Leg^endre'sche  Function  E(x)  mit  reellem  Argument  aufgestellt 
und  von  deren  Summe  sodann  bewiesen,  dass  sie  gerade  sei. 
Von  den  benutzten  Formeln  für  E(x)  seien  erwähnt: 

K^-i)r(2j:-~l)iii1_m-l    w-1 
TL       2«       J""     2     '     2    ' 

wo  m,  n,  k  positive  ungerade,   g  eine  positive  gerade  Zahl  be- 
zeichnet; je  zwei  dieser  Zahlen  seien  teilerfremd. 

Der  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam,  dass  einer  der 
benutzten  Ausdrücke  zu  verwickelt  sei,  um  den  hier  gefun- 
denen Beweis  als  eine  Vorbereitung  zum  Beweise  des  biquadrati- 
scben  Gesetzes  ansehen  zu  dürfen,  so  dass  die  Reconstruction 
des  von  Gauss  gefundenen,  aber  nicht  veröffentlichten  Beweises 
noch  zu  wünschen  bleibe.  Sn. 
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J.  Tatarinofk.       Die    Methoden    zur    Berechnung    der 

Summe  Ä^+  JB^+  •  •  •  +  £^^^  mit  Hülfe  der  Ket- 

P  P  P 

tenbrüche.     Mosk.  Math.  Samml.  XIV.  668-682.  (Bussisch.) 

Die  Summe  E^  +  £^  f  •  •  +  £^^11^,  auf  welche  die 

P  P  P 

Berechnung  des  Symbols  f—J  zurQckkommt,   wird  mit   Hälfe    der 
Kettenbrüche  gefunden.  Wi. 


E.  BuscHB.     üeber  die  Function  -£  {^l    J.ffirMath.cvi. 

«=i    L  ^  J 
65-80. 

Mit  Hülfe  des  Euklidischen  Algorithmus  lässt  sich  leicht 
der  folgende  allgemeine  Satz  beweisen:  Zwei  Functionen 
F(p,q)  und  F^{p^q)  stimmen  für  alle  ganzzahligen  Werte  ihrer 
Argumente  überein,  wenn  1)  -F(p,p)  =  J^i(p,p)  für  jeden  ganz- 
zahligen  Wert  von  p  und  2)  für  beliebige  ganzzahlige  p,  9,  l  die 
Gleichungen 

F(p  +  ^9w)-np,7)  =  J^.  (p+^q.g)-Fr(p.q), 

nP,g+  h)-  nP.q)  =  F,(p,q  +  lp)-F,ip,q) 

gültig  sind.  Dieser  Satz  lässt  sich  benutzen  zur  Auswertung  der 
beiden  Functionen  ^  (p, q)  +  tff(q^p)^  wo  die  Function  tfß(pjq)  für 
ungerade  positive  Werte  von  p  und  q  durch  die  im  Titel  an- 
gegebene Summe  dargestellt  wird,  und  zur  Definition  der  Function 
für  negative  q  die  Formel  i/;(p,  —9)  =  —  ^  (p,  q)  gelten  soll. 
Für  die  erstere  Function  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  die 
Formel 

./      Ni    ./      N      p—lq  —  l       ß— 1  d— 1 

^(p^g)+n^(gyp)  =^^^ 2~"2~' 

wo  €  und  3  beziehungsweise  die  Vorzeichen  von  p  und  q  be- 
deuten. Diese  Formel  enthält,  wie  man  sieht,  das  Reciprocitäts- 
gesetz  für  quadratische  Reste.  Ht. 
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M.  A.  St£RN.     Zur  Theorie  der  Function  Ex.  J.  für  Math. 

GVL  337-345. 

Der  Verfasser  leitet  in  elementarer  Weise  eine  grosse  Reihe 
von  Formeln  für  die  bekannte  Function  Ex  =  [x]  ab,  welche  als 
die  grösste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl  definirt  ist.  Die  Gestalt 
dieser  Formeln  ersieht  man  aus  den  Beispielen 

und 


■i"<S4)="?"K"+^). 


Ht. 


L.  Kronbcker.     Bemerkungen  über  die  von  Gauss  mit 
[x]  bezeichnete  arithmetische    Function   einer   reellen 

Grösse   X.      J.  ffir  Math.  GVL  346-348. 

Bezeichnet  r  irgend  eine  ganze,    die  Zahl  x  übersteigende 
Zahl,  so  gilt  offenbar  die  Formel 

E(x)  =  [x]  =  y^£\l  +  s(x-h)), 

WO  s(x)  das  Vorzeichen  von  x  bezeichnet.  Mit  Hülfe  dieses 
Ausdruckes  für  [x]  lassen  sich  leicht  die  Formeln  von  Busche 
und  Stern  (vergl.  die  beiden  vorigen  Referate)  verificiren. 
So  wird  beispielsweise  infolge  der  angegebenen  Formel 

■f[t]4(-"<-«-jj?'(^-^)C:;;1:.;::1> 

and  hieraus  folgt  leicht  die  bekannte  Formel 


T[^]=f<-'X"-'). 


WO  überall  m  und  n  ungerade  Zahlen  bedeuten.  Insbesondere 
werden  auch  die  beiden  im  vorigen  Referate  angegebenen  For- 
meln anf  dem  bezeichneten  Wege  abgeleitet.  Ht. 


FortKhr.  d.  Math.  XXII.   1.  14 
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U.  Laurent.     Memoire  aur  leg  fonctions  enti&res. 

J.  de  Vt^,  Pol.  LX.  107-136. 

Sind  q>  und  %  zwei  rationale  Fanctionen  der  Veränderlichen 
X,  so  bestehen,  wenn  man  x(x)  als  Modul  nimmt,  n  Gongruenzen 
von  der  Gestalt: 


(X) 


(f{x)  =  C,^  +  C„  X-] h  CinOC!^-\ 

ir<jr<x)=c,^  +c^^x-\ \-C2ni^''\ 


a;"-'y  (a?)  =  Cni  +  Cn2X-\- h  c,,a;»-», 

wo  n  der  Grad  von  x(*)  und  c,j,  c,„  ...,  c,^  bestimmte  Con- 
stanten sind.  Die  Determinante  2+c^^c„.,.Cnn  i^t  gleich  der 
Resultante  von  x\  ^^Ttn  bezeichnet  man  mit  a^,  a,,  . . .,  a«  die 
Wurzeln  der  Gleichung  x  =  0,  so  erkennt  man  leicht,  dass  jene 
Determinante  gleich  dem  Producte  9>(cr,)9)(a,)...qp(an)  wird.  Auch 
die  weiteren  Sätze  Ober  die  Resultante  zweier  ganzen  rationalen 
Functionen  folgen  leicht  aus  der  eben  gegebenen  Definition. 
Indem  der  Verfasser  nun  die  Goefficienten  der  beiden  Formen  tp 
und  X  als  Functionen  einer  zweiten  unabhängigen  Veränder- 
lichen y  annimmt,  gelangt  er  zu  den  entsprechenden  Sätzen  fiber 
die  Resultante  dreier  Functionen  von  zwei  Veränderlichen,  wobei 
auch  die  Frage  nach  den  Kriterien  für  die  Vielfachheit  gemeinsamer 
Lösungen  berührt  wird.  Endlich  betrachtet  der  Verfasser  den  Fall 
von  r  Functionen  9>,, ...,  q>r  mit  r  Veränderlichen  x^, ...,  a^\  hierbei 
wird  jedoch  die  Einschränkung  gemacht,  dass  die  Gleichungen 
y,  =  0,  ...,  q>r  =  0  genau  /u  endliche  und  von  einander  ver- 
schiedene Lösungssysteme  besitzen,  wo  /u  gleich  dem  Producte 
der  Grade  der  Functionen  qp,,  . . .,  qpr  ist  Bei  dieser  ein- 
schränkenden Annahme  gilt  das  folgende  Theorem:  Irgend 
zwei  ganze  rationale  Functionen  von  x^^  . . .,  Xrj  welche  für  jene 
^  Lösungen  die  nämlichen  Werte  annehmen,  sind  einander  con- 
gruent  bezüglich  des  Modulsystems  (ep^,  ...,  (pr).  Nun  bestimme 
man  eine  ganze  rationale  Function  j  der  Veränderlichen  x,,  . . .,  ov, 
welche  bezüglich  für  jene  fx  Lösungssysteme  den  ^  verschiede- 
nen jM*®"  Einheitswurzeln  gleich  wird.  Diese  Function  j  genügt 
der  Congruenz  j>  =  1  bezüglich  des  Modulsystems  (y^,  ...,  (fr), 
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and  da  ferner  keine  lineare  Gombination  der  Potenzen  1,  j\ 
/,  ...,  j>-*  der  Null  congruent  ist,  so  ist  offenbar,  dass  eine 
jede  rationale  ganze  Function  von  x^y  . . . ,  Xr  bezüglich  des 
Hodalsystems   (9,,  ...,  q>r)  einem  Ausdrucke   von  der  Gestalt 

c+ej+cj^-] hCfi-ij^"^  congruent  ist.    Auf  diese  Weise  folgt, 

dass  die  Theorie  der  Functionen  von  o;,,  . . .,  Xr  in  Bezug  auf 
das  Modulsystem  (9»^,  ...,  g>r)  im  wesentlichen  identisch  ist  mit 
der  Theorie  einer  Veränderlichen  j  in  Bezug  auf  den  Modul 
/" — 1.  Die  hauptsächlichsten  der  in  dieser  Arbeit  abgeleiteten 
Resultate  finden  sich  in  §20  der  Eronecker'schen  „OrundzQge  einer 
arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Grössen''  (Vgl.  F.  d.  M. 
XIV.  1882.  38).  Ht. 

A.  Matrot.      8ar    la    d^composition    d'un    entier   qael- 
conqne  en  one  somme  de  carr^s.     Asaoc.  Fraog.  Limoges 

XIX.  79-81. 

A.  Matrot.     Sur  les  r^sidus  quadratiques.    ibid.  82-88. 

Die  erste  Notiz  giebt  eine  einfache  und  kurze  Methode  für 
den  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  Primzahl  Teiler  einer  Summe 
a^+b^-^-l  ist;  daraus  fliesst  ein  elementarer  Beweis  des  Fermat'- 
schen  Satzes,  dass  jede  ganze  Zahl  höchstens  in  vier  Quadrate 
zerlegbar  ist  Die  zweite  Mitteilung  enthält  neue  Ansichten 
Qber  die  quadratischen  Reste  und  vornehmlich  eine  graphische 
Darstellung  des  Reciprocitätsgesetzes  nebst  einem  neuen  Beweise 
des  Satzes  beztlglich  des  quadratischen  Charakters  von  2. 
(Selbstanzeige  des  Verfassers  in  Assoc.  Frang.  XIX,.  147). 

Lp. 

Ed,  Lucas.     Nouvelle  d^monstration  de  la  loi  de  r^ci- 

procitä.      A88OC.  Fraof.  Limoges  XIXj.  147. 


L.  Gbgenbauer.     Ueber  einen    arithmetischen  Satz  des 
Herrn  Charles  Hermite.     Wien.  Ber.  xcix.  387-403. 

Die  Arbeit  von  Hermite  „Sur  les  valeurs  asymptotiques  de 

14* 
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quelques  fonctions  num^riques^  findet  sich  J.  ftlr  Math.  IC.  334-328 
(vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  143- 144).  Die  dort  gegebenen  Be- 
ziehungen der  Anzahl  f(n)  der  Darstellungen  einer  ganzen  Zahl 
n  als  Summe  von  zwei  Quadraten  zu  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  werden  hier  als  Specialfälle  von  allgemeineren  Rela- 
tionen bezeichnet;  die  Verallgemeinerungen  ergeben  dann  schliess- 
lich wieder  eine  asymptotische  Bestimmung  f&r  die  Anzahl  der 
Darstellungen  einer  ganzen  Zahl  durch  das  System  der  quadrati- 
schen Formen  einer  gegebenen  Discriminante.  Sn. 


0.  Landsbbrg.     Lettera  al  Redattore.    Batt.  g.  xxviil  52. 

Genauer  Nachweis  eines  von  Herrn  Varisco  bei  dem  Ver- 
such eines  Beweises  des  Permat'schen  Satzes  begangenen  Ver- 
sehens (vgl  Batt.  6.  XXVII.  371-380,  F,  d.  M.  XXI.  1889.  182). 

Sn. 


Pepin.      Demonstration   d'uu   thöor^me   de    Lionville. 

Rom.  Aoc.  P.  d.  N.  L.  Mem.  V.  131-151. 

Das  Theorem  findet  sich  Journ.  de  Math.  (2)  XIV.  1-8  (F.  d.  M. 
IL  1870.  286-287).  Herr  P^pin  findet  Beziehungen  zwischen  der 
Anzahl  der  Darstellungen  einer  beliebigen  Zahl  durch  die  bei- 
den quadratischen  Formen  (1,  0,  8)  und  (1,  0,  16)  einerseits  und 
den  beiden  Kriterien,  welche  Gauss  fQr  die  Bestimmung  des 
biquadratischen  Charakters  der  Zahl  2  gegeben  hat,  andererseits. 

Sn. 


F.  Tang.     Sur  quelques  points  de  la  thdorie  des  nombres. 

Darboax  Ball.  (2)  XIV.  215-218. 


Die  Kettenbruchentwickelungen  fflr  j^a'-|-4  und  ^a* — 4  wer- 
den mit  einander  verglichen,  und  zur  Bestimmung  der  Möglich- 
keit von  diophantischen  Gleichungen  angewandt;  z.  B.  wird  ge- 
zeigt, dass  unendlich  viele  Lösungen  von 

^'  +  1^'  +  »'  =  n'  +  D'  +  tt^'  +  iV 

für  jedes  ganzzahlige  N  existiren.     Zum  Schluss   werden   zwei 
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Sätze  von  Sophie  Germain  be\^ie8en,  welche  sich  auf  biquadrati- 
sche Reste  beziehen.  Sn. 

Ch.  Berdelle.     De  rincommensurabilit^  des  angles  des 
triangles  rectangles  an  nombres  entiers.      Aasoc.  Frang. 

Liraogee  XIX.  186-191. 

Hr.  Berdellö  nimmt  zwei  irreducible  BrQche  an,  •welche  den 
Cosinas  und  den  Sinus  eines  und  desselben  Winkels  darstellen, 
nämlich    qd  und  $jd.     Berechnet   man    sodann    den    Ausdruck 

\^  7i"^T  V '  ^°  welchem  h  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet, 

so  erhält  man  stets  einen  Ausdruck  von  der  Form  +-^r+-Fr»» 

"^  d^  ~  d^    ' 

in  welchem  die  beiden  Brüche,  die  den  Cosinus  und  den  Sinus 
des  ft-fachen  Winkels  darstellen,  ebenfalls  sich  als  irreducibel  er- 
weisen. Dieses  Ergebnis  beweist,  dass  ein  rationales  Dreieck, 
mithin  also  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  ganzzahligen  Seiten 
drei  ineommensurable  Winkel  besitzt.  Durch  Herrn  Gatalan  ist 
der  Verfasser  auf  eine  denselben  Gegenstand  behandelnde  Arbeit 
im  Lionville'schen  Journale  aufmerksam  gemacht  worden. 

Lp. 

L.  Gegen  BAUER.     Einige  arithmetische  Sätze.     MoDatsh.  f. 

M.  I.  39-46. 

Relationen  zwischen  Anzahlbestimmungen  im  Gebiete  allge- 
meiner complexer  Zahlen.  Verallgemeinerung  der  Formel  von 
Tschebyscheff  für  die  Summe  der  natürlichen  Logarithmen  aller 
Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Grenze.  Eine  Wahrschein- 
lichkeitsbestimmung in  Bezug  auf  die  Exponenten  bei  der  Dar- 
stellung der  aus  vierten  Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  complexen 
Zahlen  durch  Primzahlpotenzen.  Sn. 


F.  RoGBL.      Zahlentheoretische    Eigentümlichkeiten    ge- 
wisser  Reihen.     Hoppe  Arch.  (2)  IX.  210-212. 

Aus  dem  Maclaurin'schen  Satze  folgt  die  (auf  ihre  Gonver- 
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genz  zu  prüfende)  Reihe: 

Die  Coefficienten  der  Entwickeiung  werden  mit  HQlfe  des  Wilson' 
sehen  Satzes  umgeformt  Sn. 


J.  Amaldi.     Dimostrazione  della  periodicitk  nella  espres- 
sione  in  serie  infinite  delle  grandezze  razionali.      Besso 

Per.  mat.  V.  102-106. 

Ableitung   des  im   Titel    angegebenen   Theorems   aus  dem 
verallgemeinerten  Fermat'schen  Satze.  Vi. 


R.  LiPSCHiTZ.  Bemerkung  zu  dem  Aufsatze:  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  einer  Gattung  von  unend- 
lichen   Reiben.      J.  far  Math.  CVI.  27-29. 

Der  Verfasser  beriebtigt  eine  in  dem  früheren  Aufsatze 
(vergl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  176-177)  gegebene  Zahl  und 
zeigt,  dass  die  Anzahl  der  Klassen,  in  welche  er  die  Primzahlen 
eingeteilt  hat,  unendlich  gross  ist.  Wz. 


B.    Theorie  der  Formen. 

G.  B.  Mathews.       Irregulär    determinants    and    subtri- 
plicate  forms.     Mess.  (2)  XX.  70-74. 

Im  Art.  306  der  Disquisitiones  arithmeticae  stellt  Gauss 
ohne  Beweis  den  Satz  auf,  dass  alle  negativen  Determinanten 
von  den  Formen  -(216A-f27),  — (lOOOfc-f  75)  mit  Ausnahme 
von  — 27  und  —75  irregulär  sind,  und  dass  es  unendlich  viele 
ähnliehe  Fälle  giebt.  Der  Verfasser  liefert  einen  Beweis  für 
diese  Behauptungen  und  deckt  das  allgemeine  Princip  auf,  aus 
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welchem  sie  wahrscheinlich  erschlossen  wurden.  Er  erörtert  mit 
H&lfe  der  Gauss'schen  Methode  der  Composition  auch  die  Theorie 
der  von  ihm  „subtriplicate^  genannten  Formen  (Formen  einer 
Klasse  K,  för  welche  lf'=l).  Glr.    (Lp.) 


L.  Lachtinb.     Einige  Vereinfachungen  in  der  Auflösung 
der  unbestimmten  Gleichung  zweiten  Grades  mit  zwei 

Unbekannten.      Mosk.  Math.  Samml.  XIV.  487-526.  (RoBBisch.) 

P.    W.  Pbbobraschbnsky.       Bemerkungen    zur    vorher- 
gehenden   Abhandlung.       Mosk.   Math.   Samml.    XV.    118-121. 

(RuSBIBCh.) 

Nach  Hrn.  Lachtine  ist  bei  den  Formen  mit  positiver  Deter- 
minante die  reducirte  Form  diejenige,  deren  positive  Wurzel 
in  einen  reinen  Eettenbrueh  mit  nur  positiven  Elementen  ent- 
wickelbar ist,  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise.  Auf  diese 
Definition  und  die  Eigenschaften  der  Kettenbrüche  gestQtzt,  giebt 
der  Verfasser  eine  neue  Methode  zur  Ermittelung  aller  Trans- 
formationen, welche  die  reducirte  Form  in  sich  selbst  überführen. 
Diese  Methode  gestattet  es,  die  Peirsche  Gleichung  zu  umgehen. 

Hr.  Preobraschensky  zeigt,  dass  Hrn.  Lachtine's  Darstellung 
sich  dadurch  von  der  Dirichlet'schen  unterscheidet,  dass  er  die 
uneigentliche  Aequivalenz  nicht  ausschliesst  und  dadurch  den 
Begriff  der  Klasse  verändert.  Wi. 


P.  W.  Preobraschensky.     Theorie  der  binären  quadra- 
tischen  Formen.      Moek.  Physik.  Abt  III.  62-83.  (RoBsiBch.) 

Die  Darstellung  unterscheidet  sich  von  der  gewöhnlichen 
dadurch,  dass  nicht  nur  der  Teiler  und  der  Rest,  sondern  auch 
der  Quotient  berQcksichtigt  wird.  Mit  Hülfe  dieses  „Princips 
der  Uebergänge*'  werden  alle  Grundaufgaben  der  Theorie  der 
binären  Formen  nach  einer  für  positive  und  negative  Determi- 
nanten gemeinsamen  Methode  gelöst  und  verschiedene  Verein- 
fachungen eingefQhrt;  so  werden  z.  B.  die  Nenner  der  Näherungs- 
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werte  des  Kettenbruchs  von  y]9  nicht  einzeln  berechnet,  sondern 
direct  durch  einen  Process  gegeben. 

Der  Verfasser  zeigt  weiter,  dass  die  Klassen  der  Formen 
jeder  Determinante  sich  gemäss  vielen  Beziehungen  in  zwei  ver- 
schiedene Arten  einteilen  lassen.  Die  Klassen  erster  Art  (voll- 
kommene) haben  die  Eigenschaft:  wenn  eine  Primzahl  durch  eine 
solche  Form  darstellbar  ist,  so  kann  sie  auf  vier  Weisen  im 
Falle  einer  negativen  Determinante,  oder  durch  vier  Wertereihen 
im  Falle  der  positiven  Determinante  mittels  dieser  Form  dar- 
stellbar werden.  Wenn  die  Klasse  unvollkommen  ist,  so  ist  die 
Primzahl  nur  auf  zwei  Weisen  oder  durch  zwei  Wertereihen 
darstellbar.  So  z.  B.  hat  die  Determinante  —11  drei  Klassen: 
zwei  vollkommene  und  eine  unvollkommene. 

Am  Ende  der  Abhandlung  ist  das  Theorem  gegeben,  welches 
die  Erweiterung  des  Princips  der  Uebergänge  auf  complexe 
Zahlen  zeigt.  Wi. 

U.  Minkowski.  Ueber  die  Bedingungeni  unter  welchen 
zwei  quadratische  Formen  mit  rationalen  Coefficienten 
in    einander     rational     transformirt    werden    können. 

J.  für  Math.  CVI.  6*26. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  notwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  dafür  aufgestellt,  dass  eine  gegebene 
quadratische  Form  f  von  n  homogenen  Veränderlichen  und  mit 
rationalen  Zahlencoefficienten  sich  vermöge  einer  linearen  Sub- 
stitution mit  rationalen  Zahlencoefficienten  in  eine  andere  eben 
solche  quadratische  Form  g  oder  in  ein  rationales  Vielfaches 
einer  solchen  Form  g  transformiren  lässt.  Dieses  Problem  ist 
offenbar  gleichbedeutend  mit  der  Aufgabe,  fUr  eine  vorgelegte 
quadratische  Form  f  ein  vollständiges  System  von  solchen 
Grössen  anzugeben,  welche  gegen (tber  den  Transformationen 
der  genannten  Art  invariant  sind.  Der  fUr  die  Lösung  dieser 
Aufgabe  wesentliche  Gedanke  besteht  nun  darin,  dass  man  die 
Bedingungen  für  die  Transformirbarkeit  zunächst  in  Bezug  auf 
irgend   einen   Primzahlmodul   p    prüft,    ein   Gedanke,   welcher 
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aaf  den  fundamentalen  Begriff  des  Geschlechtes  ftthrt  (F.  d.  M. 
XVIL  1885. 159).  Die  Invarianten  des  Geschlechtes  sind  der  Träg- 
heitsindex J,  sodann  die  Determinante  J  der  nunmehr  ganz- 
zahlig angenommenen  Form  /*,  sowie  gewisse  grösste  gemeinsame 
Teiler  ihrer  Unterdeterminanten  und  endlich  die  sogenannten 
Charaktere  der  Form  (vergleiche  die  folgenden  Abhandlungen 
des  Verfassers:  „Sur  la  thöorie  des  formes  quadratiques  ä  coeffi- 
eients  entiers^,  art.  VI-XI;  „Untersuchungen  über  quadratische  For- 
men"*,  Acta  Math.  VII.  201-258;  „Ueber  positive  quadratische 
Formen^,  J.  für  Math.  IG.  1-9).  Diese  Charaktere  treten  auf 
10  Gestalt  Legendre'scher  Symbole;  sie  können  vollständig  er- 
schlossen werden   aus  den  Werten  der  verschiedenen  Summen 

2:11  g/ 

^e  ^  ,  wo  iV  und  a  zu  einander  prime  ganze  Zahlen  bedeuten 
und  die  Veränderlichen  in  der  Form  /*  Restsysteme  nach  dem 
Modul  iV  zu  durchlaufen  haben.  Wenn  alle  Invarianten  des  Ge- 
schlechtes bei  zwei  Formen  übereinstimmen,  d.  h.  wenn  die  beiden 
Formen  demselben  Geschlechte  angehören,  so  lassen  sich  diesel- 
ben nach  einem  fundamentalen  Satze  von  St.  Smith  mittels 
rationaler  Transformationen  von  der  Determinante  1  in  einander 
überführen,  und  zwar  derart,  dass  die  in  den  Nennern  der  Sub- 
stitutionscoef&cienten  auftretenden  ganzen  Zahlen  prim  zu  2 J  sind. 
Es  handelt  sich  nun  wesentlich  darum,  aus  den  eben  aufgezählten 
Invarianten  des  Geschlechtes  diejenigen  auszusondern,  welche 
überhaupt  bei  allen  rationalen  Transformationen  ungeändert 
bleiben.  Zu  dem  Zwecke  bestimme  man  zunächst  alle  diejenigen 
Primzahlen,  welche  in  der  Determinante  J  der  Form  in  un- 
geraden Potenzen  aufgehen.  Das  Product  aller  dieser  Prim- 
zahlen, mit  dem  Vorzeichen  (— 1/  genommen,  heisse  A\  es  ist 
offenbar,  dass  diese  Grösse  A  bei  allen  linearen  Transformationen 
mit  rationalen  Coefficienten  ungeändert  bleibt.  Ferner  lässt  sich 
immer  aus  den  Resten  der  Form  f  für  genügend  hohe  Potenzen 
von  p  als  Modul  je  eine  Grösse  Cp  bilden,  welche  nur  der  Werte 
4-1  und  — 1  fähig  ist,  und  welche  diesen  Wert  bei  keiner  ratio- 
nalen umkehrbaren  Transformation  ändert.  Für  alle  diejenigen 
angeraden  Primzahlen,  welche  weder  in  der  Determinante  noch 
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in  dem  Generalnenner  der  Coefficienten  von  f  wirklich  vorkom- 
men, findet  sich  diese  Einheit  Cp  von  vorn  herein  gleich  -f-^i  so 
dass  sie  überhaupt  nur  fOr  eine  endliche  Anzahl  von  Primzahlen 
gleich  —1  sein  kann.  Der  Beweis  für  die  Invarianz  von  Cp  beruht 
auf  einer  merkwürdigen  Relation,  welche  aussagt,  dass  das 
Product  sämtlicher  Cp  lediglich  schon  durch  J  und  A  bestimmt 
ist.  Andrerseits  bestimmen  die  Grössen  Cp  und  A  auch  um- 
gekehrt alle  Reste  der  Form  f  fDr  genügend  hohe  Potenzen  eines 
Primzablmoduls  p.  Bezeichnet  B  das  Product  aller  ungeraden 
Primzahlen,  fttr  welche  Cp  gleich  —1  ist,  so  ist  dem  Gesagten 
zufolge  B  eine  Invariante  der  Form  f  gegenüber  irgend  einer 
rationalen  Transformation,  und  es  gilt  nun  das  wichtige  Theorem : 
Zwei  rationale  quadratische  Formen  mit  n  Variabein  können 
dann,  und  nur  dann,  rational  in  einander  transformirt  werden, 
wenn  sie  gleiche  Invarianten  J,  A  und  B  haben.  Der  Träg- 
heitsindex J  ist  eine  Zahl  zwischen  0  und  n\  (—  VyA  und  B 
sind  positive,  aus  lauter  verschiedenen  Primfactoren  gebildete 
Zahlen;  B  ist  eine  ungerade  Zahl.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  es 
auch  umgekehrt  zu  jedem  mit  diesen  Bedingungen  verträglichen 
Systeme  von  Zahlen  J,  il,  B  wirklich  quadratische  Formen  von 
n  Veränderlichen  giebt.  Zugleich  findet  man  auch  den  Wert  der 
niedrigsten  durch  die  in  Rede  stehende  Transformation  zu  er- 
zielenden Determinante  J\  derselbe  ist  nämlich  gleich  AC^^  wo 
C  den  Quotienten  aus  B  und  dem  grössten  gemeinsamen  Teiler 
von  A  und  B  bedeutet. 

Um  die  zweite  Frage  zu  lösen,  nämlicb  die  Frage  nach 
den  Bedingungen  dafür,  dass  f  mitteTs  rationaler  Transformation 
in  ein  rationales  Vielfaches  dieser  Form  f  selbst  transformirt 
werden  kann,  ist  nun  noch  zu  untersuchen,  in  welchen  Hinsich- 
ten die  Zahlen  J,  A^  B  der  verschiedenen  rationalen  Vielfachen 
einer  und  derselben  Form  f  sämtlich  mit  einander  übereinstimmen, 
und  in  welchen  nicht.  Um  diese  Frage  fttr  die  Einheiten  Cp  zu 
entscheiden,  müssen  wir  zusehen,  wie  sich  die  Einheit  Cp  einer 
Form  f  von  der  entsprechenden  Einheit  der  Form  Mf  unter- 
scheidet, wo  M  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Ist  dies  ge- 
schetien,  so  lassen  sich  die  Invarianten  der  quadratischen  Form 
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f  in  dem  jetzt  betrachteten  Sinne,  d.  h.  die  Invarianten  der 
diophantischen  Gleichung  2.  Grades  f  =  0,  wirklich  aufstellen; 
es  zeigt  sich,  dass  dabei  die  Fälle  einer  geraden  und  einer  un- 
geraden Zahl  n  von  Veränderlichen  zu  unterscheiden  sind.  In 
beiden  Fällen  lässt  sich  eine  einzige  Invariante  D  derart  defini- 
ren,  dass  dann  das  Theorem  gilt:  Wenn  2  quadratische  Formen 
von  n  Veränderlichen  in  den  absoluten  Werten  ihrer  Zahlen 
n — 2J  und  in  ihren  Invarianten  D  übereinstimmen,  so  kann  jede 
von  ihnen  rational  in  ein  rationales  Vielfaches  der  anderen  trans- 
formirt  werden. 

Die  gewonnenen  Theoreme  gestatten  eine  grosse  Zahl  von 
Anwendungen,  von  denen  hier  nur  folgende  erwähnt  sein  mögen: 
Eine  Form  f  ist  dann,  und  nur  dann,  in  — /*  rational  transformir- 
bar,  wenn  ihre  Variabeinzahl  n  gerade,  ihr  Trägheitsindex  gleich 
\n  ist  und  ihre  Determinante  keine  Primzahl  von  der  Form 
4/^^-3  in  ungerader  Potenz  enthält.  Und  ferner:  Die  homogene 
diophantische  Gleichung  2.  Grades  f  =  0  ist  in  rationalen  Zahlen 
lösbar :  1)  wenn  f  eine  indefinite  Form  mit  5  oder  mehr  Variabein 
ist;  2)  wenn  f  eine  qtiaternäre  indefinite  Form  ist,  deren  In- 
variante D  nur  erste  Potenzen  von  Primzahlen  enthält;  3)  wenn 
{  eine  ternäre  indefinite  Form  mit  der  Invariante  D^\^  und 
4)  wenn  f  eine  binäre  Form  mit  der  Invariante  Z>  =  —  1  ist. 

Ht. 


Pepin.     Snr  quelques  formes  quadratiques  quaternaires. 

Jonro.  de  Math.  (4)  VI.  5-67. 

Nach  dem  Vorgange  von  Liouville  wird  eine  grosse  Anzahl 
von  Sätzen  abgeleitet  Aber  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer 
ganzen  rationalen  Zahl  durch  eine  quadratische  Form  von  der 
Gestalt  <M?*+6y'+ca'+ A',  wo  a,b^c^d  gewisse  gegebene  und 
X,  y,  j5,  t  zu  bestimmende  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Die  ge- 
fandenen  Sätze  beziehen  sich  sämtlich  auf  besondere  quadratische 
Formen.  Zur  Gharakterisirung  derselben  sei  etwa  der  folgende 
Satz  erwähnt:  Die  Zahl  der  Darstellungen  des  Doppelten  einer 
ungeraden  Zahl  m  durch  die  Form  x'-fy'+Sis'+S«'   ist. gleich 
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der  vierfachen  Summe  derjenigen  Teiler  von  m,  welche  nicht 
durch  3  teilbar  sind.  Ht 

G.  B.  Mathews.      On    the    arithmetical    theory   of  the 
form  x^'\-ny^+n^z^--Snxyz.    Lond.  m.  8.  Proc.  XXI.  280-287. 

Die  im  Titel  genannte  Form  gestattet  die  Zerlegung 

^(^,  y,  »)  =  («+ y<  +  »'*)(« + yOt  +  z0H'){x + yd't + ö/'), 

wo  t  die  reelle  kubische  Wurzel  aus  n  und  6  eine  complexe 
kubische  Einheitswurzel  bedeutet.  Der  Verfasser  beweist  auf  dem 
allgemeinen  von  Dirichlet  eingeschlagenen  Wege,  dass  die  Glei- 
chung F  (xj  y^z)  =  1  auf  unendlich  viele  Weisen  durch  ganze 
Zahlen  x,  y^  &  befriedigt  werden  kann,  und  dass  alle  diese  Lö- 
sungen aus  einer  einzigen  Fundamentallösung  sich  ableiten  lassen. 
Auch  die  bekannten  Sätze  über  die  Darstellungen  einer  ganzen 
Zahl  m  durch  jene  Form  F(xyy,z)  werden  kurz  auseinander- 
gesetzt. Ht. 


Capitel  3. 

Kettenbrüche. 
J.  Sleschinsky.      üeber    die    Convergenz    der    Ketten- 

brtlche.      Odessa  Ges.  X.  201-256. 

Eine  eingehende  Untersuchung  der  Frage  nach  der  Con- 
vergenz der  Kettenbrüche.  Zu  den  Resultaten,  welche  schon 
früher  von  dem  Verfasser  publicirt  wurden  (F.  d.  M.  XXI.  1889. 
186),  wird  jetzt  die  Untersuchung  der  Convergenz  der  Ketten- 
brüche  von  der  Form 

c,x^  ,  K, 

und 


1+ri—  a,x+b,+ 


hinzugefügt.  Wi. 
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T.  N.  Thiele.     Et  Stykke  Arvegods  fra  Professor  Opper- 

mann.     Nyt  Tidss.  for  Math.  I.  33-39. 

Der  im  Jahre  1883  gestorbene  Professor  Oppermann  (Pro- 
fessor der  deutschen  Sprache  an  der  Universität  Kopenhagen) 
hat  f&r  die  Entwickelung  des  mathematischen  Unterrichtes  in 
Dänemark  eine  grosse  Bedeatung  gehabt.  Leider  hat  er  jedoch 
sehr  wenig  niedergeschrieben,  und  Herr  Thiele  veröffentlicht  in 
diesem  kleinen  Aufsatze  eine  wörtliche  Mitteilung  Oppermann's 
in  dem  Kopenhagener  mathematischen  Verein  vom  Jahre  1874, 
in  welcher  er  eine  bequeme  Methode  zur  Ausziehung  einer 
Wurzel  beliebigen  Grades  gegeben  hat.  Das  Resultat  erscheint 
in  der  Form  eines  Productes. 

Wenn  Vj-^   <Ji6   gegebene  Wurzel  ist,   wo  6,  ß,   ebenso 

wie  alle  folgenden  Grössen,  ganze  Zahlen  sind,  und  wenn  ^  ein 
echter  Bruch  ist,  so  kann  man 


/\ 


'b+ß  _  a  +  a 
b-ß  ""  a  —  a 

setzen.  Nimmt  man  den  natürlichen  Logarithmus  auf  beiden 
Seiten  und  entwickelt  in  Reihen,  so  findet  man  als  erste  An- 
näherung g  __   /? 

a       nb ' 

also :  "/ 

Jb+ß  ^  nb+ß 

)  b-ß       nb-ß' 
Wenn  diese  Annäherung  nicht  ausreicht,  kann  man 


b+ß  _nb+ß     1+x 
b-ß  ""  nb—ß  '  1— a: 

setzen,  wo 


i^x    '^-/?, '  b, 


{b  +  ßXnb-ß)--{b-ß){nb+ßy 
(.b  +  ß)(nb-ßy-\^(b-^ßXnb+ßy' 


und  X  auf  dieselbe  Weise  bestimmen,  wie  vorher  -  •  Fährt  man 
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auf  diese  Weise  fort,  so  wird  man  bald  eine  gute  Annftbemng 
an  die  gesuchte  Wurzel  finden.  Bei  wiederholter  Anwendung 
der  Annäherungsformel  convergirt  das  Product  beinahe  wie  die 
Reihe 


h  t     3fi» 


'**  '       bf    3« 

Oppermann's  Methode  giebt  das  Resultat  unter  der  Form  eines 
Bruches.  Im  allgemeinen  gehört  dieser  nicht  zu  den  Näherungs- 
werten des  Kettenbruches,  welcher  die  Wurzel  darstellt.  In 
speciellen  Fällen  gehören  aber  alle  jene  Werte  zu  den  Näherungs- 

brQchen,  z.  B.  wenn  die  Wurzel  eine  Quadratwurzel  yi  ist  und 

eine  Oppermann'sche  Annäherung  -  die  Eigenschaft   hat,   dass 

p»  =  g»/  +  l. 
V. 

B.  Carrara.    Extraction  de  la  racine  carrde  par  la  md- 
thode  des  deux  moyennes.   Mathesis  X.  15-16. 

E.  Catalan.     Sur   le  d^veloppement,   en  fraction   con- 

tinue,  de  ^N.  Mathesis  X.  17. 
Ist  N  =  a^b^  =  Oj6,  =  a,6,  =  ••-,  2a,  =  öo  +  fcoi  2a,  = 
^i+^n  •••»  80  folgt  limon  =  lim6„  =  ^N  für  «  =  00.  Ist  a^  ein 
Näherungswert  p^'  Ordnung  des  Eettenbruchs  fUr  /Iv,  so  sind 
^n  ^31  ^11  •  "  ^^^  Näherungswerte  von  den  Ordnungen  2p,  4p, 
8p,  . . . ;  hierbei  ist  p  als  ein  Vielfaches  von  der  Anzahl  der  un- 
vollständigen Quotienten  der  Periode  des  Kettenbruchs  voraus- 
gesetzt. Mn.  (Lp.) 

S.  PiNCUERLB.     Sulla   rappresentazione  approssimata  di 
una   fanzione   mediante  irrazionali   quadratici.      Lomb. 

Ist«  Rend.  (2)  XXIII.  373-376. 

Die  in  einer  früheren  Note  (Di  un'  estensione  deiralgoritmo 
delle   frazioni    continue,   Lomb.    Ist.  Rend.  (2)  XXIL  555-558; 

F.  d.  M.  XXL  1889.  191)  behandelte  Verallgemeinerung  des 
Kettenbruchalgorithmus  wird  hier  auf  einen  besonderen  Fall  an- 
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geirandt,  woraus  sich  eine  Darstellung  einer  beliebigen  Function 

unter  der  Form  — ^ —  ergiebt,  welche  die  grösste,  ftlr  gegebene 

Ürdnungen  der  Polynome  P,  0,  R  erreichbare  Annäherung  dar- 
bietet. Vi. 


S.  PiNCHBRLB.      Saggio    dl    una    generalizzazione    delle 
frazioni  continue  algebriche.     Bologna  Mem.  (4)  x.  513-538. 

Die  Grundlage  der  in  dieser  Abhandlung  besprochenen  Ver- 
allgemeinerung des  Kettenbruchalgorithmus  (vgl.  Pincherle,  Di 
un'estensione  delFalgoritmo  delle  frazioni  continue,  Lomb.  Ist. 
Rend.  (2)  XXII.  555-558;  F.  d.  M.  XXI.  1889.  191)  bildet  der 
folgende  Satz: 

Sind  p  absteigende  Potenzreihen  a^(x)^  <^i(^)i  <^iC^)f  '-m 
a^-i(ar)  gegeben,  und  sind  ihre  Ordnungen  bpzw.  0,  — r,,  — (r,  +r,), 

•  •  •»  — ('"i+'^jH h'V-Oi  wo  ^11  ^s>  •••»  rp-i   positive  ganze 

Zahlen  bezeichnen,  so  kann  man  stets  p—l  Polynomea^^a,,  a,, ..., 
flp_i  Ton  den  Ordnungen  r,,  r,— 1,  r,  — 1,  ...,  rp_i — 1  derart 
bestimmen,  dass: 

eine  absteigende  Potenzreihe  bildet,  deren  Ordnung 

ist.  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  und  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  r,  t=  r,  =  •••  =  rjp^i  =  l  ist,  dass  also  die  Ord- 
nung jeder  der  Potenzreihen  a„,  a^^  . . .,  Op-i  durch  ihren  mit  nega- 
tivem Zeichen  genommenen  Index  dargestellt  wird  (in  welchem 
Falle  das  Functionensystem  „normal^  heisst),  erhält  man  eine 
nnendliche  Reihe  von  absteigenden  Potenzreihen  a^,  Op^i^  ..., 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Ordnung  von  Or  nicht  grösser 
als  — r  und  zugleich  kleiner  als  die  Ordnung  von  Ot-j  für  jedes 
r'>  r  ist  Es  besteht  ferner  zwischen  je  p-f-l  auf  einander  folgen- 
den Functionen  o  eine  recurrente  Gleichung: 

mit  anderen  Worten,  On  genügt  der  Oifferenzengleichung: 
f(»+p)  =  flp-i,«/(«+P— l)+-  +  02,nf(n+2)+aMf(fi+l)+/-(ii). 
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Man  kann  dadurch  jede  Fanction  a  durch  a«,  a,,  . . .,  Op^\  aus- 
drücken; es  ergiebt  sich  nämlich: 

WO  die  A  leicht  bestimmbare  Polynome  sind.  Die  Determinante : 
l^,*l  (*  =  0, 1>  2,  ...,p— 1;  fc  =  «,  »i+l,  «+2,  .  ..,ii+p— 1) 
hat  den  Wert  (  — 1)"('^^>.  Bezeichnet  man  durch  Äj,«,  Äi^,  • . ., 
Bp-i^n  die  den  Elementen  i4ü.«+p-i,  ili,»^-p-i,  ...,  il|r-i,„+p-i  ent- 
sprechenden Subdeterminanten  von  |Aa,»|,  bo  genügen 

der  Differenzengleichung : 

^(fi-p)  =  ap_,,«_p+if(n— p+l)+ap_2,,-.p+,f(n— p  +2)+  ••• 
+a,,,_,f(«-l)  H-fC«). 

Es  kann  sich  ereignen,  dass  die  wiederholte  Anwendung  des 
besprochenen  Algorithmus  zu  einer  Function  a  führt,  welche  iden- 
tisch Null  ist;  man  sagt  dann,  der  Algorithmus  sei  „begrenzt^ 
(„limitato^).  Das  AufWeten  dieser  Eigentümlichkeit  bildet,  wenn 
(Tq,  (7,,  ...,  Op-x  ein  normales  System  ist,  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  zwischen  a^,  (r,,  ...,  Op-i 
eine  lineare  homogene  Relation  stattfindet,  deren  Goefficienten 
ganze  rationale  Functionen  von  x  sind. 

Das  Hauptproblem  der  vorliegenden  Abhandlung  l&sst  eine 
Umkehrung  zu;  man  kann  nämlich  die  Polynome  a  als  gegeben 
voraussetzen  und  die  Functionen  a  aufsuchen.  Dieses  Problem 
wird  hier  nur  formal,  d.  h.  ohne  Berücksichtigung  der  Conver- 
genz  oder  Divergenz  der  ermittelten  Reihen,"  behandelt 

Setzt  man: 

so  gilt  die  folgende  merkwürdige  Entwickelung: 

Unter  den  vielen  Anwendungen,  welche  die  aufgestellte  Theorie 
zulässt,  erwähnt  der  Verfasser  die  folgenden: 

1.  Ist  a  eine  Wurzel  einer  irreductibeln  Gleichung  (p— 1)**' 
Ordnung,  deren  Goefficienten  von  x  abhängig  sind,  und  hat  a 
inx=oo  einen  einfachen  Nullpunkt,  so  gehört  eine  andere 
Function  a^  stets,  und  nur  dann,  dem  durch  a  bestimmten  Rationa- 
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lititsbereieh  an,  wenn  der  verallgemeinerte  Eettenbruchalgorith- 
Qias,  auf  die  Functionen: 

angewandt,  begrenzt  ist. 

2.  Ist  a  eine  durch  eine  lineare  DiiFerentialgleichung(p— !)*•' 
Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  definirte  absteigende  Potenz- 
reihe von  der  Ordnung  —1,  so  kann  eine  Function  a,  stets,  und 
Dar  dann,  auf  die  Form: 

A  X      A^      X  i       A  ^^^^ 

gebracht  werden  (wo  A^^  A^^  ...,  A^^^  rationale  Functionen  von 
theieichnen),  wenn  unser  Algorithmus,  auf  (y,-T-,  v-i,  •••,  -^ — z^,  o^ 

aogewandt,  begrenzt  ist. 

3.  Ist  a  eine  absteigende  Potenzreihe  von  der  Ordnung  — 1, 
so  ergiebt  sich  durch  wiederholte  Anwendung  des  obigen  Algo- 
rithmus auf  1,  a,  a',  •••,a*'~^  für  jeden  beliebigen  Wert  von  n 
eine  Relation  von  der  Form: 

wo  die  Ordnung  von  a«+p  nicht  grösser  als  —  (n+p)  ist.  Diese 
Gleichung  ist  also  bis  auf  die  (n+p)**  Potenz  von  -angenähert; 

X 

und  die  Ordnung  der  Polynome  A  ist  die  kleinstmögliche  bei  der 
angegebenen  Annäherungsstufe.  (Man  vergleiche  für  den  beson- 
deren Fall  p  =  3:  Pincherle,  Sulla  rappresentazione  approssimata 
ii  ana  funzione  mediante  irrazionali  quadratici,  Lomb.  Ist.  Rend. 
(2)  XXIII.  373-76;  s.  den  vorangehenden  Bericht). 

4.  Man  kann  ganz  analog  eine  angenäherte  Differential- 
gleichung durch  Anwendung  des  besprochenen  Algorithmus   auf 

da  (Pa           dP-^a      ,    ,, 
^'  j  )  :^ii  •••»  -j r  erhalten. 

Die  ausführliche  Darlegung  der  Theorie  des  verallgemeiner- 
ten Kettenbruchalgorithmus  für  p  =  3  bildet  den  Inhalt  einer 
späteren  Arbeit  von  Hm.  Pincherle  mit  dem  Titel:  Sulla  ge- 
neralizzazione  delle  frazioni  continue  algebriche  (Annali  di  Mat. 
(2)  XIX.  1891.  75-95). Vi. 

^ortBckf.  d.  Math.  XXII.   1.  15 
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D.  Gambioli.     Sülle  frazioni  continue.  BoiogMBend.  1889-90. 

33-55. 

Setzt  man: 

9.      P,     0     0 

-1      7,    P,    0 

0—1     g,    p, 

0    — 1    7»-i    p«-i 

0        0    -1    9. 

80  können  die  Näherungsbrüche  ß<  des  Eettenbruches : 

Pi 

durch  Jn  und  dessen  Ableitungen  nach  den  9,  ausgedrückt  werden. 
Ist  insbesondere  Pi  =p,  =  *-  =  l,  so  ist: 

ÖMnI  aVnl  ^}'^^^. 

Durch  diese  Formeln  kann  man  leicht  viele,  grösstenteils  be- 
kannte Eigenschaften  der  Näherungsbrflche  beweisen,  unter 
welchen  die  folgende  angeführt  werden  möge: 

n  QU. 

Die  Summe  ^^|z/,|'  -^  ist  gleich  1  oder  0,  je  nachdem  n 
ungerade  oder  gerade  ist.  Vi. 


W.  Zimmermann.     Ueber  die  Kettenbruch-Entwickelung 
einer  Function,  welche  durch  die  Differentialgleichung 

M^+Ny+Py^+Q  =  0,   wo  Jf,  iV,  P,  Q  ganze   ratio- 

nale  Functionen  sind,  definirt  ist.    Odessa  Oes.  x.  1-140. 
S.  DifTerentialgleiehungen. 


Vierter  Abschnitt 

Combinationslehre  und  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. 

R.  E.  Allardick.     Od  a  problem  in  permutations. 

Edinb.  M.  S.  Proc.  VIII.  64-69. 

Die  gelöste  Aufgabe  lautet:  „Wie  viele  Halsbänder  kann 
loan  ans  p  Perlen,  r  Rubinen  und  d  Diamanten  anfertigen?^ 
Die  EigentQmliebkeit  der  Aufgabe  besteht  darin,  dass  eine  all- 
gemeine Lösung  in  p,  r  und  d  allein  nicht  gegeben  werden 
kaon.  Die  Form  der  Lösung  hängt  von  der  Natur  dieser  Zahlen 
ab,  ob  sie  ein  gemeinschaftliches  Mass  besitzen,  und  wie  viele 
Ton  ihnen  gerade  und  ungerade  sind.  Alle  möglichen  Fälle  sind 
nieht  erledigt  worden,  doch  sind  mannigfache  Formen  betrachtet. 

6bs.  (Lp.) 

T.  B.  Sprague.      Od   the   difFerent  possible  non  -  linear 
arrangements  of  eiglit  men  on  a  cbess-board.     EdiDb. 

M.  S.  Proc.  VUI.  30-43. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  ist  die  bekannte  Aufgabe  der  acht 
Königinnen.  Zwölf  wesentlich  verschiedene  Lösungen  werden 
mehr  durch  den  Versuch  als  durch  mathematische  Schlüsse  er- 
mittelt. (Bekanntlich  ist  die  gesamte  Anzahl  der  Lösungen  92. 
Lp.)  Gbs.   (Lp.) 

15* 
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M.  Frolov.     Sur  les  permutations  carr^es.      J.  de  Math. 

8p6c.  (3)  IV.  8-11,  25-30. 

Der  Verfasser  versteht  unter  „quadratischen*'  Permutationen 
von  n  Elementen  einen  Satz  solcher  n  Permutationen,  bei  denen 
kein  Element  eine  Stelle  einnimmt,  die  es  schon  einmal  besetzt 
hatte.  Ordnet  man  daher  diese  Permutationen  in  Quadratform 
unter  einander,  so  sind  ausser  den  Horizontalreihen  auch  die 
Verticalcolonnen  Permutationen  der  gegebenen  n  Elemente.  Für 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Typen  aller  quadratischen  Permu- 
tationen von  n  Elementen  hat  der  Verf.  durch  Induction  bis  fi=7 
eine  Recursionsformel  gefunden,  die  er  dann  f&r  ein  allgemeines 
fi  aufstellt,  ohne  aber  einen  Beweis  für  sie  liefern  zu  können. 
(Vergl.  das  folgende  Referat.)  Lp. 

A.  Cayley.     On  latin  Squares.    Mese.  (2)  XIX.  135-137. 

Wenn  in  jeder  Zeile  eines  Quadrates  mit  n'  Zellen  dieselben 
n  Buchstaben  a,  6,  c, . . .  so  angeordnet  werden,  dass  kein  Buch- 
stabe zweimal  in  derselben  Colonne  vorkommt,  so  erhalten  wir 
ein  lateinisches  Quadrat  nach  einer  Benennung  von  Euler.  In 
ein  solches  Quadrat  können  wir  die  Substitutionen  einschreiben, 
durch  welche  wir  von  der  Grundlinie  zu  sich  selbst  (natQrlich 
also  die  Substitution  1)  und  zu  jeder  der  anderen  Zeilen  bezw. 
übergehen.  Somit  erhalten  wir  einen  Satz  von  n  Substitutionen, 
die  eine  „Gruppe''  bilden  können,  und  wenn  dem  so  ist,  können 
wir  umgekehrt  aus  der  Gruppe  das  lateinische  Quadrat  con- 
struiren.  Aber  nicht  jedes  lateinische  Quadrat  hängt  so  mit 
einer  Gruppe  von  n  Substitutionen  zusammen.  In  dem  vor- 
liegenden Aufsatze  werden  die  Fälle  n  =  2, 3, 4,  5  betrachtet. 
(Vergl.  das  vorangehende  Referat.)  Glr.    (Lp.) 


F.  Herrmann.     Ueber  die  Theorie  der  magischen  Systeme. 

Ber.  d.  FreioD  deutsch.  Hochstifts.  117-129. 

Um    die   Sonderstellung    der   Eck-    und    Randfelder   eines 
magischen  Quadrates  mit  der  Seitenzahl  n  zu  beseitigen,  bildet 
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der  Verf.   dasselbe   auf  einer   cyklidischen  Fläche   ab,   welche 
dareh    n  Meridian-   und   n  Parallelschnitte   in  n'  Zellen   geteilt 
wird.     Alsdann   bilden   immer  n   in    derselben  Fortschreitungs- 
richtang  (z.  B.  orthogonal  oder  diagonal)   liegende  Zellen  eine 
^chlossene  Kette.    Um  die  Problemstellung  zu  verallgemeinern, 
wird  zunächst  die  Forderung  erhoben,  alle  Zellen  mit  den  n'  Gom- 
binationen  zweier  Reihen  von  je  n  Elementen    so   auszufüllen, 
dass  in  allen  Ketten  von  einer  oder  mehreren  Arten  durch  Auf- 
fassung der  Combinationen  als  Summen  oder  Producte  dieselben 
Summen    erzielt    werden.     Erschöpfen    die    Combinationen    im 
ersten  Falle  alle  Zahlen  von  1  bis  n',   so  stellt  die  Abbildung 
ein  gewöhnliches  magisches  Quadrat  vor.     0er  Verf.  giebt  Re- 
geln fiber  Bildung  und  Anzahl  solcher  Ketten  und  bespricht  u.  a. 
die  verschiedenen  Grade  und  Bedingungen  der  Vollkommenheit 
in   den    magischen    Quadraten.     Gelegentlich    einer   Schlussbe- 
trachtung  des  Verfassers    über    die  Ausdehnung   des    Problems 
auf  Würfel  mittels  einer  analogen  Abbildung  derselben  im  vier- 
dimensionalen  Räume  sei  bemerkt,   dass  Ref.  das  Problem  der 
Herstellung  und  ebenen  Abbildung  magischer  Würfel  von  belie- 
biger Dimensionenzahl  schon  vor  längerer  Zeit  gelöst  hat,  worüber 
Jahrgang  1892  der  F.  d.  M.  Näheres  berichten  wird. 

Schg. 

Tb.  Parmentibr.     Sur  les  carr^s  magiques.     absoc  FraD9. 

Limoges  XIX.  88-99. 

I.  Eine  neue  allgemeine  Methode  zur  Bildung  magischer 
Quadrate  aus  einer  ungeraden  Anzahl  von  Elementen.  (Man 
schreibt  die  Zahlen  1  bis  n*  in  ihrer  natürlichen  Folge  auf  die 
Quadrate  und  dreht  die  ganze  Figur  um  ihren  Mittelpunkt  um 
einen  Winkel  von  45^,  wobei  ein  leicht  zu  findendes  Gesetz  zu 
befolgen  ist.)  II.  Magische  Quadrate  aus  discontinuirlichen 
Zahlen  (die  dadurch  entstehen,  dass  n  von  den  n'  Zahlen  eines 
gewöhnlichen  magischen  Quadrates  um  eine  und  dieselbe  Zahl 
vergrössert  werden).  III.  Magische  Quadrate  nach  Producten 
oder  logarithmische  magis<;he  Quadrate  (aus  den  Gliedern  einer 
geometrischen  Progression).  Lp. 
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Ed.  Lucas.      Sur    les   oarr^s  magiques  et  leurs   appli- 

Cations  k  rarithm^tique.    Assoc.  Frang.  Limoges  XIXi.  148. 


Nash.     Solution  of  question  10144.   Ed.  Times  Liii.  36-38. 

Die  von  Hrn.  Nash  gestellte  und  gelöste  Aufgabe  lautet: 
„Unter  der  Annahme,  dass  der  Weg  eines  Springers  vollständig 
bestimmt  ist,  wenn  das  erste  und  das  letzte  Quadrat  gegeben 
sind,  soll  gezeigt  werden,  dass  136  verschiedene  Wege  bestehen, 
unter  denen  keiner  das  Spiegelbild  eines  anderen  ist  oder  ans 
einem  anderen  durch  Drehung  des  Schachbrettes  abgeleitet  wer- 
den kann.  Bei  21  von  diesen  Wegen  stehen  die  Endquadrate 
um  einen  Springerzug  von  einander  ab.  Verbindet  man  diese 
Quadrate,  so  kann  ein  Weg  beschrieben  werden,  von  welchem 
die  übrigen  zwanzig  zurücklaufenden  Wege  entweder  durch  Dre- 
hung des  Bretts  oder  durch  Spiegelung  hergeleitet  werden  kön- 
nen.   Somit  kommen  die  136  auf  116  zurück".  Lp. 


S.  RiNDi.     Una  osservazione  relativa  ad  alcune  quistioni 

di   probabilitä.      Besso  Per.  mat.  V.  41-42. 

Zu  den  von  Herrn  Bertrand  (Calcul  des  probabilitös,  Paris 
1889)  angefbhi*ten  Beispielen  von  der  Unbestimmtheit  des  Wahr- 
scheinlichkeitsbegriffes bei  einer  unendlich  grossen  Anzahl  von 
möglichen  Fällen  fügt  der  Verfasser  ein  neues  hinzu.  Es  folgt 
dann  eine  auf  ein  von  Herrn  Murer  behandeltes  Problem  sieh 
beziehende  Angabe,  worüber  man  Giudice,  Sopra  una  quistione 
di  probabilitä  etc.  vergleiche  (Besso  Per.  mat.  V.  73-80,  F.  d.  M. 
XXI.  1889.  205).  Vi. 

Seydler.      Sur    le    problferae    de    Saint  -  Pdtersbourg. 

C.  R.  ex.  326-328. 

Peter  und  Paul  spielen  unter  den  bekannten  Bedingungen. 
Der  Verfasser  fügt  noch  die  neue  Bedingung  hinzu,  dass  die 
Münze  ftmal,  nicht  mehr  und  nicht  weniger,  geworfen  werden 
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1DQ88.     Der  Einsatz  von  Paul  wird  dann  zu 

ermittelt.  Ferner  ist  die  wahrscheinliche  Anzahl  von  Partien 
bei  der  Hypothese  von  n  Würfen: 

9>(«)  =  -^— 

Daher  mnss  der  mittlere  Einsatz  des  Paul  f&r  eine  Partie 

_    f(n)  _  n(n+S) 
''-  9)(ii)""  4(«+l) 

sein.  Beim  Petersburger  Problem  ist  nun  das  Spiel  nur  dann 
beendigt,  wenn  zum  ersten  Mal  Kopf  fällt;  dieses  führt  aber 
auf  die  Hypothese  eines  unendlichen  n,  so  dass  hier 

-.       ,.      «(«  +  3) 

N  =  lim  -T^^ rv  =  oo 

«=.«4(fi+l) 

wird.  Bö. 

Sydney  Lupton.     The  St  Petersburg  problem.  Natare  XLi. 

165-166. 

F.  Y.    Edgeworth.      Problems    in    probability.    No.  2. 
Gonipetitive  examinations.     Phil.  Mag.  (5)  xxx.  17M88. 

Hinsiehtlich  der  ersten  Aufgabe  vergleiche  man  F.  d.  M. 
XVllI.  1886.  176.  In  einem  Aufsatze  über  die  Statistik  der 
Prüfangen  (Journ.  of  the  Royal  Statistical  Society)  hat  der  Verf. 
eine  Abschätzung  der  Tragweite  vorgenommen,  bis  zu  welcher 
die  Ergebnisse  der  RangprQfungen  von  der  Zufälligkeit  abhängen, 
dass  von  zwei  gleich  befähigten  Prüfern  der  eine  oder  der  an- 
dere die  Leistungen  der  Prüflinge  censirt.  Gegenwärtig  werden 
die  mathematischen  Schlüsse  erläutert.  Das  fundamentale  Axiom 
liegt  in  dem  Satze,  dass  die  derselben  Leistung  von  verschiedenen 
Prüfern  erteilten  Censuren  sich  gemäss  irgend  einem  Fehlergesetz 
oder  einer  Leichtigkeitscurve  anordnen  lassen,  wobei  für  dieselbe 
Klasse  von  Prüfern  und  Leistungen  eine  Constanz  eintritt.  Doch 
ist  es  nicht  möglich,  in  einem  Auszuge  von  massiger  Länge  die  An- 
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Wendung  dieses  Axioms  hinreichend  zu  erläutern;  es  muss  daher 
auf  die  Abhandlung  selbst  verwiesen  werden.        Gbs.  (Lp.) 


i 


H.  Delannoy.     Problfemes  divers  concernant  le  jeu. 

AsBoc.  FraD9.  Limoges  XIX.  29-36. 

Der  Verf.  giebt  im  ersten  Teile  der  Assoc.  Fran^.  S.  144-145 
als  Inhalt  seines  Vortrags  folgende  Sätze  an: 

I.  Die  Differenz  zwischen  den  Gewinnen  und  den  Verlusten 
eines  Spielers  nähert  sich,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  dem  Werte 

— -l/fi,    wenn    die  Anzahl  n   der  Partien   unbegrenzt   wächst 

(Experimentell  hatte  jemand  den  Wert  0,8  ]/ra  gefunden,  während 

A.  =  0,7978  ist.)    II.   Die  Mittelzahl  der  Gleichgewichte  wäh- 
n 

rend  des  Austrags  von  A  =  2ri  oder  2ft4-l  Partien  ist 

Yl^^fc2*C;-_\  (*  =  l,2,...,n). 

Unter  „Gleichgewicht^  ist  der  Fall  verstanden,  bei  welchem  die 
Anzahl  der  verlorenen  Partien  gleich  derjenigen  der  gewonnenen 
ist.  III.  Wenn  ein  Spieler  a  Partien  verloren  hat,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  fUr  ihn,  mindestens  a  Partien  beim  Eingehen 
von  A  neuen  zu  gewinnen: 

1 


/ 


2^ 


(Ci  +  ci  +  ci  +  ...  +  a(^-), 


wenn  man  für  ^(^A—a)  das  grösste  darin  enthaltene  Ganze 
nimmt.  IV.  Die  Wahrscheinlichkeiten  zu  bestimmen,  in  einem 
gut  gemischten  Spiele  von  32  Karten  eine  Folge  von  8,  7,  ...,  1 
Karten  derselben  Farbe  zu  haben.  Eine  Tabelle  dieser  Wahr- 
scheinlichkeiten macht  den  Schluss.  Lp. 


L.  Lorenz.     Valgkredssystemer  og  Minoritäten.   Nyt  Tidss. 

for  Math.  I.  40-47. 

T.  N.  Thiele.     Om  Kredsvalgproblemet.      Nyt  Tidsa.  for 

Math.  L  56-63. 
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Beide  Arbeiten  beschäftigen  sich  mit  dem  Problem:  Durch 
wie  viele  Stimmen  wird  eine  Partei  auf  dem  Reichstage  reprä- 
sentirt,  wenn  angenommen  wird,  dass  nur  zwei  Parteien  vor- 
handen sind,  und  dass  man  die  verhältnismässige  Grösse  der 
Parteien  kennt?  Beide  Abhandlungen  zeigen,  dass  das  Verhältnis 
der  Repräsentation  der  Majorität  zu  der  Repräsentation  der  Mi- 
norität immer  grösser  wird  als  das  Verhältnis  der  Parteien. 
Die  erste  Abhandlung  nimmt  aber  an,  dass  der  Ausfall  der 
Wahl  nur  von  der  Grösse  der  Partei  und  der  Anzahl  der  Wahl- 
kreise abhängt.  Das  Resultat  besagt  hier,  dass,  wenn  die  Mi- 
norität nicht  unter  30  Procent  und  die  Anzahl  der  Kreise  nicht 
anter  10  ist,  die  Repräsentation  von  der  Anzahl  der  Kreise  un- 
abhängig wird. 

Die  andere  Abhandlung  wendet  dagegen  ein,  dass  der  Aus- 
fall der  Wahl  vielmehr  von  der  Anzahl  der  unabhängigen  oder 
leitenden  Stimmen  in  jedem  Kreise  abhängt,  und  kommt  zu  dem 
Besnltate,  dass  der  Vorteil  der  Majorität  abnimmt,  wenn  die 
Anzahl  der  Kreise  wächst.  V. 


J.  Curie.     Etüde  des   meilleurs  moyens   de  r^aliser  la 
repr^sentation  proportionnelle  des  diff^rentes  opinions 

dana   les   ÖleCtions.     Assoc.  Frang.  XVIII.  Paris.  993-1016. 

Zur  Lösung  der  Frage,  welche  Wahleinrichtungen  getroffen 
werden  müssen,  damit  die  Anzahl  der  Gewählten  einer  Partei 
proportional  der  Anzahl  der  Wähler  derselben  Partei  sei,  wird 
onter  Kritik  der  gebräuchlichen  Verfahrungsarten  ein  Vorschlag 
gemacht,  der  nach  Ansicht  des  Verfassers  die  „proportionale 
Vertretung"  verbürgt.  Lp. 


J.  J.  Sylvester.     Od    a  funicular  Solution   of  Buffon's 
„problem  of  the  needle^    in   its  most  general  form. 

Acta  Math.  XIV.  185-205. 

Nach  einem  kurzen  historischen  Ueberblick  über  das  Buffon'- 
i^che  Nadelproblem  verallgemeinert  der  Verfasser  die  Aufgabe, 


i 
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um  der  Theorie  „the  finishing  stroke^  zu  geben,  indem  er  die 
Nadel  dureh  eine  beliebige  Anzahl  mit  einander  fest  verbundener 
Figuren  in  einer  Ebene  ersetzt.  Er  f&hrt  den  Begriff  der  con- 
junetiven  Wahrseheinlichkeit  für  den  Fall  ein,  dass  alle  Figuren 
ein  und  dieselbe  Linie  schneiden,  und  den  Begriff  der  disjunctiven 
Wahrscheinlichkeit  fflr  den  Fall,  dass  eine  oder  mehrere  Figuren 
dieselbe  Linie  schneiden.  Sind  n  Figuren  gegeben,  und  bezeichnet 
Pi  die  Summe  der  conjunctiven,  Wi  die  der  disjunctiven  Wahr- 
scheinlichkeiten, so  ist  „by  a  universal  theorem  of  logic*': 

•  =  l 

und 

t=l 

Die  Methode  des  Verfassers  besteht  nun  darin,  dasa  er  die 
gegebenen  Figuren  der  Reihe  nach  ordnet  und  sie  dann  derart 
mit  einem  Bande  umzieht,  dass  einmal  das  Band  sich  zwischen 
je  zwei  aufeinander  folgenden  Figuren  kreuzt,  und  dann  ao,  dass 
es  sich  nicht  kreuzt.  Aus  der  Länge  dieser  Bandteile  werden 
dann  unter  Anwendung  des  Barbier'schen  Princips  die  gesuchten 
Wahrscheinlichkeiten  bestimmt.  Der  Verfasser  discutirt  sein 
Verfahren  ausführlich  für  den  Fall  n  =  3.  Zum  Schlüsse  wird 
der  Fall  betrachtet,  dass  die  gegebenen  Figuren  aus  zwei  begrenz- 
ten geraden  Strecken  bestehen,  lieber  den  Fall  von  drei  ge- 
raden Strecken  sagt  Herr  Sylvester:  „Die  Gesamtheit  der  Fälle 
für  3  gerade  Linien  ist  derartig,  dass  allein  schon  ihre  vollstän- 
dige Aufzählung  ein  besonderes  Studium  erfordern  würde;  des- 
halb überlasse  ich  es  anderen,  sowohl  hinsichtlich  der  Principien, 
als  auch  der  Einzelheiten  den  Gegenstand  weiter  zu  verfolgen." 

Bö. 

G.  Frattini.     Intorno  al  significato  di  alcune  questioni 

di   probabilitä.      Besso  Per.  mat  V.  72-73. 

F.  GiUDiCB.     Sopra  una  questione  di  probabilitk  trattata 
recentemente  dal  Prof.  Murer.    Beaeo  Per.  mat.  V.  72-73. 

Bericht  im  vorhergehenden  Jahrgange  S-  205. 
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F.  Galton.      Dice  for  Statistical  experiments.      Nature 

XLII.  13-14. 


Aufgaben  über  geometrische  Wahrscheinlichkeiten  und 
Mittelwerte  von  J.  J,  Sylvester,  D.  Biddlb,  A.  W. 
Robinson,  Wolstbnholme,  P.  H.  Schoute,  A.  Martin, 

S.  MUKHOPADHYAY   Stehen  in  £d.  Times    LIL   30-31,  34-35,  47, 
65,  97-103;  LIIL  80-81,  116. 


P.  A.  Nekrassopp.     Die  Umkehrung  des  ßernoulli'schen 

Theorems.     Mosk.  Physik.  Abt.  III.  45-47.  (Russisch.) 

Enthält  den  Beweis  der  Umkehrung  des  BernouUi'schen 
Theorems,  ohne  die  gleiche  apriorische  Wahrscheinlichkeit  aller 
Hypothesen  vorauszusetzen.  Wi. 


W.  GosiBwsKi.     Beweis  des  Ganss'schen  Fehlergesetzes. 

Pnee  mat-fiz.  II.  223-227.  (Polnisch.) 

Auf  zwei  Voraussetzungen  gründet  der  Verfasser  diesen 
oeaen  Beweis  der  Gauss'schen  Formel,  nämlich :  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  zufälligen  Fehlers  x — x^j,  eine  continuirliche, 
nach  X  differentiirbare  Function  von  x  —  x,^  ist,  und  dass  die 
Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  des  Systems  a?— a?,,  ^—^ji 
...  x—x^  dieselbe  ist  wie  die  der  Erlangung  der  Summe 
n^{x—x^^-\-{x — j?,)H — (x-x^).  Diese  Voraussetzungen  und 
aamentlich  die  zweite  Hihren  aber  nicht  zum  Ziele,  was  Herr 
Bosjan  in  einem,  im  nächsten  Bande  zu  besprechenden  Artikel 
gezeigt  hat.  Dn. 


M.  Ä.  Baraniecki.    Ueber  eine  analytische  Beweisführung 
im  I.  Bande  der  „Prace  mat.-fiz.^.  Pracemat-fiz.u.  220-222. 

(Poloisch.) 

Kritik     des     von    Herrn     Gosiewski     in    dem     Aufsatze 
rl'eber   die    Wahrscheinlichkeit    zufälliger    Fehler"    (F.    d.  M. 
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XX.  1888.  227)  für  das  Gauss'sche  Fehlergesetz  gegebenen  Be- 
weises. Dn. 


E.  CzuBER.    Zur  Theorie  der  Beobachtungsfehler.    Monatsh. 

f.  M.  I.  457-464. 

Es  wird  folgender  Satz  bewiesen:  Befolgen  die  wahren 
Fehler  «j,  «,,  .  . .,  «»  von  n  Beobachtungen  einer  Grösse  X  das 

6aus8*8che  Fehlergesetz   — ^-c-*'^*,  so  sind  die  Verbesserungen 

Aj,  A,,  ...,  Xn  der  Beobachtungen  auf  das  arithmetische  Mittel 
einem  Gesetz  von  derselben  Form,  jedoch  mit  einem  in  dem  Ver- 
hältnisse yn^:yn— 1  grösseren  Präcisionsmass  unterworfen. 

Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  Ausdrücke  fttr  den  mittleren 
und  den  durchschnittlichen  Fehler.  Jedes  mögliche  System  ij, 
ig,  ...,  K  hat  nun  der  Bedingung  [A]  =0  zu  genügen.  Mit 
Rücksicht  hierauf  wird  die  Wahrscheinlichkeit  eines  solchen 
Systems  durch 

ausgedrückt,  wo  [XI]  sich  auf  alle  l  bezieht  und  i  ein  beliebiger 
der  n  Zeiger  ist  Sowohl  dieser  Ausdruck,  als  auch  derjenige, 
der  entsteht,  wenn  man  von  der  Bedingung  [X]  =  0  absieht,  führen 
beide  wieder  auf  die  bekannten  Formeln  für  den  mittleren  und 
den  durchschnittlichen  Fehler.  Bö. 


E.  CzuBER.      Bemerkung    über    die    wahrscheinlichsten 
Werte  beobachteter  Grössen.    Hoppe  Arch.  (2)  IX.  97-101. 

Ist  q)(x)  das  Fehlergesetz,  und  sind  x,,  x,,  . ..,  x«  die  zu  n 
Beobachtungen  gehörigen  Beobachtungsfehler,  so  wird  das  wahr- 
scheinlichste Wertsystem  der  gesuchten  Grössen  p,  9,  r,  ... 
aus  der  Bedingung,  dass 

ein  Maximum  sein  soll,  erhalten.   Ist  x  ein  zufälliger  Fehler  im 
gewöhnlichen  Sinne,  so  ist  die  Möglichkeit  eines  Maximums  aus 
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den  Eigenschaften  von  (pQt)^  wie  sie  aus  der  Erfahrung  sich  er- 
geben, unmittelbar  eiuleuchtend.  Anders  verhält  es  sich  aber, 
wenn  der  Fehler  rr,  ohne  dass  er  aufhört,  dem  Zufall  unter- 
worfen zu  sein,  einem  besonderen  Gesetze  folgt.  Unter  dieser 
Voraussetzung  zeigt  der  Verfasser  im  Anschluss  an  die  Bessel'- 
scbe  ^Untersuchung  über  die  Wahrscheinlichkeit  der  Beobach- 
tuogsfehler*',  die  aus  einer  einzigen  Fehlerursache  entspringen, 
an  drei  einfachen  Beispielen  für  directe  Beobachtungen,  dass 
daDD  die  Eigenschaften  von  g>  solcher  Art  sein  können,  dass 
.Q  überhaupt  keinen  ausgezeichneten  Wert  annimmt,  oder 
aaeh  nur  ein  Minimum  werden  kann,  oder  endlich  einen  gröss- 
ten  Wert  erreicht,  ohne  eigentlich  ein  Maximum  zu  werden, 
hu  ersten  Fall  wird  die  Bestimmung  von  p  illusorisch,  im  zwei- 
ten ist  der  dem  Minimum  von  £2  entsprechende  Wert  der  vor- 
zogsweise  zu  wählende,  im  dritten  Falle  endlich  kann  es  vor- 
kommen, dass  der  grösste  oder  kleinste  Beobachtungswert  der 
wahrscheinlichste  Wert  der  gesuchten  Grösse  wird.  Bö. 


P.  PizzETTi.     Sur  la  th^orie  des  observations  arrondies. 

Astr.  Nachr.  CXXIV.  No.2955.  33-38. 

Im  Anschluss  an  eine  Abhandlung  des  Herrn  Lehmann- 
FUhes  (Astr.  Nachr.  CXX.  No.  2876.  305-312,  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  224-225)  bemerkt  der  Verfasser,  dass  der  Mittelwert  der 
Beobachtungsfehler  für  eine  abgerundete  Beobachtung  nicht  mehr 
^oU  ist,  wie  es  doch  die  Zulässigkeit  der  Anwendung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  erfordert.  Herr  Lehmann-Filh^s 
hatte  deshalb  auch  eine  besondere  Annahme  tlber  den  Mittelwert 
der  Beobachtung  innerhalb  der  Abrundungsgrenzen  machen 
mQssen,  um  dieser  Bedingung  zu  genfigen.  Der  Verfasser  zeigt 
oon,  dass  der  Mittelwert  der  Beobachtungsfehler  abgerundeter 
Beobachtungen  so  schnell  mit  der  Amplitude  2e  der  Abrundungs- 
grenzen abnimmt,  dass  er  selbst  unter  der  Annahme,  dass  dieses 
Intervall  den  doppelten  Betrag  des  mittleren  Fehlers  der  Beobach- 
tungen erreicht,  zu  vernachlässigen  ist,  wenigstens  im  Hinblick 
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aaf  den  Grad  von  AnnäheniDg,  den  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  Oberhaupt  zulässt.  Bo. 


R.  LiPSCHiTz.     Sur  la  combinaison  des  observations. 

0.  R.  CXI.  163-166. 

In  der  Abhandlung:  „Bestimmung  der  Genauigkeit  der  Beobach- 
tungen^ (1816)  hat  Gauss,  indem  er  mehrere  Probleme  von  Laplace 
verallgemeinerte,  ohne  Beweis  Formeln  f&r  die  Wahrscheinlich- 
keit gegeben,  dass  die  Summe  der  ft'®°  Potenzen  von  m  wahren 
Beobachtungsfehlern  v,  o', ..., f?^"*-^)  zwischen  bestimmten  Grenzen 
liege,  wenn  dabei  fttr  ein  ungerades  n  jedes  e  vorher  mit 
der  seinem  Vorzeichen  entsprechenden  Einheit  e  multiplicirt  wor- 
den ist.  Gauss  betont,  dass  diese  Formeln  für  jedes  Fehler- 
gesetz, das  der  Bedingung  ip(x)  =  q>(—x)  genügt  und  fftr 
wachsende  x  nicht  wächst,  gelten.  Der  Verfasser  giebt  nun, 
ebenfalls  unter  dieser  Voraussetzung,  einen  Beweis  der  Gauss'- 
schen  Formeln,  indem  er  den  Dirichlet'schen  Discontinuitäts- 
factor  in  einer  entsprechend  geänderten  Form  heranzieht  und 
bei  den  auftretenden  Reihenentwickelungen  noch  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  beibehält.  Die  Resultate  werden  in  folgender 
Form  gegeben: 

Es  sei 

/+« 
g>(x)afdx  =  L<*>     (n  gerade), 

—  00 

q>(^x)afdx  =  üT^*)     (n  ungerade). 

Die  Wahrscheinlichkeiten,  dass 

1.  — ■ 1-^^ ^—     (n  ungerade), 

m 

2.  "■  +  '''"  +  -  +  C«'"-'y_L(..)     („gerade), 

m 

3.  ^^      ^ — i-? ^ ^-  —  «f^«)     (fi  ungerade) 

m 
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zwisehen  — g  and  -^-g  liegen,  sind  dann 


0 

in 


*     V^^    r2(ir(^«)-fft->Ärw)^^  ^ 

Die  zwei  letzten  Formeln  enthalten  die  GausB'schen  Kesul- 
tate,  die  erste  ist  ftir  n  =  I  bereits  von  Dirichlet  abgeleitet  worden. 

Bö. 


W.  J.  LoüDON.      A    formula    in    the    „theory    of   least 

Squares^.      Natore  XLI.  394. 

Die  Formel,  welehe  der  Verf.  in  den  Lehrbflchern  yermisst,  ist: 


2(x')  =  ^(t')  + 


n  Lp. 


J.  A.   Kleiber.     Empirische  Formeln. 
J.  A.  Kleiber.     Ueber  die  beste  Ordinate  bei  der  Inter- 
polation   nach    der  Methode  der  kleinsten   Quadrate. 

Kasan  Ges.  Till.  232-24Ö.  (Rasfiacb.) 

Die  beiden  Artikel  des  leider  früh  verstorbenen  Mathemati- 
kers bilden  die  Fortsetzung  und  die  weitere  Entwickelung  der 
Resultate,  welche  in  einer  Abhandlung  ;, Theorie  der  Ausgleichung 
der  Beobachtungen''  (Kasan,  1888;  vgl.  F.  d.  M.  XX.  1888.  220) 
erzielt  wurden.  Wi. 


A.  QüiQUET.  Essai  d'une  th^orie  concernant  une  classe 
nombreuse  d'annuitös  viag^res  sur  plusieurs  t^tes  et 
exposition  d'une  m^thode  propre  ä  les  formuler  rapi- 
dement,    c.  r.  gxl  337-340. 

Fttr  gewisse  lebenslängliche  Leibrenten,  die  sich  auf  meh- 
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rere  Köpfe  erstrecken,  und  die  der  Verfasser  rentes  de  simple 
survivance  nennt,  wird  der  folgende  einfache  Satz  entwickelt: 

Jede  solche  Rente  ist  eine  lineare  und  homogene  Function 
der  verschiedenen  lebenslänglichen  Leibrenten  von  je  1  Fr.,  die 
zur  Lebenszeit  aller  in  Betracht  kommenden  einzelnen  Köpfe, 
und  während  ihrer  Lebenszeit  in  Gruppen  zu  zwei,  zu  drei  u.  s.  w. 
zahlbar  sind. 

Eine  einfache  Regel  erlaubt  dann,  fUr  jeden  gegebenen  be- 
stimmten Fall  die  Coefficienten  dieser  linearen  Function  schnell 
zu  berechnen.  Bö. 


W.  Lazarus.     Die  sociale  Gesetzgebung  und  die  Mathe- 
matik.    Hamb.  Mitt.  II.  158-162. 

Schon  seit  50  Jahren  finden  sich  Anwendungen  der  Mathe- 
matik auf  alle  Gebiete  der  statistischen  Forschung,  der  Volks- 
wirtschaft, der  Versicherung  sowie  der  Gesellschaftswissenschaft 
Die  Methode  auf  diesen  Gebieten  wird  immer  mehr  mathe- 
matisch. Trotzdem  konnte  es  den  Verfasser  noch  freudig  über- 
raschen, dass  der  Begründung  des  Gesetzentwurfs  betreffs 
der  Alters-  und  Invalidenversicherung  eine  „mathematische  An- 
lage^ von  12  Folioseiten  für  die  Mitglieder  des  Reichstags  bei- 
gefügt war.  Obwohl  nun  der  Gesetzentwurf  im  Reichstag  so 
wesentlich  unägewandelt  ist,  dass  die  meisten  Entwickelungen 
dieser  Anlage  hinfällig  geworden  sind,  macht  der  Verfasser 
dennoch  gegen  die  daselbst  gegebene  Berechnung  des  Kapital- 
wertes einer  Invalidenrente  Bedenken  geltend,  weil  diese  For- 
meln immer  als  Grundlage  von  weiteren  Entwickelungen  anzu- 
sehen seien.  Die  ^yAnlage''  bezeichnet  nämlich  die  Wahrschein- 
lichkeit für  einen  Invaliden  vom  Alter  ^,  vor  Erreichung  des 
Alters  ic-f  1  zu  sterben,  durch  %y  ohne  dabei  zu  unterscheiden, 
seit  wie  lange  die  Invalidität  bestanden  hat;  diese  Unterscheidung 
muss  aber  gemacht  werden.  Die  mit  Rücksicht  hierauf  ver- 
besserte Formel  wird  kurz  abgeleitet.  Bö. 
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Weitere  Litteratar. 

E.  VON  Böhm  -  B AWBRK.  Capital  and  interest;  a  critical 
history  of  economic  theory.     Translated  by  W.  Smart. 

London.  Macmillan  and  Co.  [Nature  XLII.  462-463.] 
R.  61PPBN.      The  growth   of  capital.       London.    G.    Bell    and 
Sona.  (1889.)    [Natnre  XLI.  553-556.] 

Ä.  Marshall.     Principles  of  economics.     Vol.  I.  London. 

Macmillan  and  Co.    [Natnre  XLH.  362-364.] 

L.  Marib.  Trait^  mathdmatique  et  pratique  des  Ope- 
rations finauci^es.     Paris.  Gaathier-Yillars  et  Fils. 

A.  P.  ViOLEiNE.  Nouvelles  tables  pour  les  calculs 
d'int^rSts  compos^s,  d'annuitös  et  d'amortissement.  5® 
^d.,  revue  et  augment^e  par  Laass  d' Agnen.  Paris.  Gan- 

thier- Villars  et  Fils. 

G.  Gardbnghi.  Delle  pensioni  vitalizie  nel  caso  che  le 
somme  versate  dagli  assicurati  siano  da  restituirsi, 
senza  interessi,  agli  eredi.    Besso  Per.  mat  v.  97-101. 

P.  DE  Lafitte.     Essai  d'une  thäorie  rationnelle  des  so- 

ci^t^S   de   seCOnrs   mutuels.      2®  ^d.       Paris.  Gauthier-Vlllars 
et  Fils. 

M.  Mack.     Das    Risico  bei    Lebensversicherungen.    (Aas 

A.  Ebrenzweig's  „Assecorans-Jahrb.  XU").    Selbstverl.  d.  Verf ,  Druck 
V.  Plaut  &  Co.,  Wien.    Diss.  Müncbeo.  62  S.  8«. 
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Fünfker  Abschnitt 

Reihen. 


Allgemeines. 

E.  Cesaro.     Sur  une  question  de  limites.  Mathesia  X.  25-28. 

Beweis  der  Regel  von  THospital  fdr  die  Fanctionen  einer  ganz- 
zahligen Variable  und  Anwendungen.  Folgendes  ist  die  Fassung 
dieser  Regel,  welche  besser  „Gesaro'sche  Regel^  heissen  sollte: 
„Wenn  für  ein  ganzes,  unendlich  wachsendes  n  die  Grössen  a. 
und  6,1  der  Null  zustreben,  während  bn  ohne  Ende  abnimmt, 
so  ist 

limi—  =  lim-r — r  -  -  ) 

On  On — Ö„  +  i 

falls  die  zweite  Grenze  vorhanden  ist.  Mn.    (Lp.) 

A.  La  Mabstra.     Sulie  successioni.  Batto.  XX viii. 241-244 

Eine  beliebige  Folge  ist  immer  zerlegbar  in  eine  endliehe 
oder  unendliche  Anzahl  anderer  Folgen,  welche  gegen  eine 
Grenze  convergiren.  Die  Grenzen  dieser  Folgen  sind  gleich, 
und  die  Anzahl  dieser  Folgen  ist  unendlich,  wenn  die  ursprüng- 
liche Folge  gegen  eine  Grenze  convergirt;  diese  Grenze  kann 
-j- cx),  0,  —  CXI  sein,  wenn  die  ursprQngliche  Folge  bezOglich  gegen 
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+  00, 0,  —  oo  convergirt.  Die  Grenzen  sind  verschieden,  und  die 
Anzahl  der  Folgen,  in  welche  die  ursprüngliche  zerlegbar  ist, 
ist  endlich  oder  unendlich,  wenn  die  Glieder  der  Folge  nicht 
beständig  wachsen  oder  abnehmen.  Alle  Glieder  der  ursprüng- 
lichen Folge  bilden  einen  Teil  der  partiellen  Folgen,  und  ein 
beliebiges,  aus  der  ursprünglichen  Folge  willkürlich  heraus- 
genommenes Glied  gehört  einer  (und  auch  nur  einer)  Folge  an. 

Wz. 


Ä.  La  Maestra.     Sopra  un  teorema  di  Canchy.   BattG. 

XXVIII.  36-37. 

Bezieht  sich  auf  die  von  einer  Folge  von  Gliedern  a^,  a„  a„  ... 
ta  erfüllende  Bedingung,  wenn  dieselbe  gegen  eine  endliche, 
bestimmte  Grenze  convergireu  soll.  Schg. 


A.  La  Maestra.     G^neralisation  d'un  th^or&me  d'Abel. 

C.  R.  CXI.  782-784. 

Eine  Reihe  «,  +  «,-[-«,  +  •••  hört  nicht  auf  zu  convergiren, 
^enn  ihre  Glieder  mit  Zahlen  a^,  a„  a„...  multiplicirt  werden, 
welche  gegen  Null  convergiren,  und  von  denen  jede  beständig 
kleiner  oder  grösser  als  das  arithmetische  Mittel  aller  vorher- 
gehenden ist,  vorausgesetzt,  dass  limratin  für  it  =  oo  in  einem 
endlichen  Intervalle  schwankt.    Dasselbe  gilt,  wenn  die  Zahlen  bni 

j    _   ^ii"i  +  flaA<aH hQnjMn 

beständig  wachsen  oder  abnehmen  und  endlich  bleiben,  und  wenn 
die  Coefficienten  fx  so  beschaffen  sind,  dass  für  fi  =  c»  die 
Grenze  von 

Qn  =  (Ml  +^,  +  •••  +i"0  """^^ 


existirt,  wenn  6»  nicht  gegen  Null  convergirt,   oder  dass  Qn  in 
einem  endlichen  Intervall  schwankt,  wenn  lim&„  =  0  ist. 

Wz. 


16' 
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Ä.  DB  Saint- Gbrmain.     Gdn^ralisation  de  ht  r^gle  de 
conyergence  de  Gauss.     Darbouz  Bali.  (2)  xiv.  212-215. 

Es  sei  U  eine  Reihe  positiver  Glieder  u^,  «j,  ti„ ...  Ton  der 
Art,  dass 

ist;  a,  j9,  ^'f  •..  seien  ganze  Zahlen,  of</y<y<...,  fernerseiB— 6 
die  erste  der  Differenzen  A^a^  B — fr,  C— c,  ...,  welche  nicht 
verschwindet;  dann  gilt  Folgendes: 

Je  nachdem  0  — fr>0  oder  <0  ist,  nehmen  die  Glieder  der 
Reihe  U  von  einer  gewissen  Stelle  an  bestftndig  zu  oder  ab. 

Ist  i9>l,  so  convergiren  diese  Glieder  gegen  eine  endliche 
Grenze;  wenn  ß  nicht  grösser  als  1  ist,  so  nähern  sie  sich  oc 
oder  0. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fttr  die  Con- 
vergenz  der  Reihe  U  ist  ß<Cl  und  B  — &<0,  oder  ß=l  und 
B-6<-l.  Wz. 


G.  FoüRET.  Remarque  sur  las  cas  douteux  k  certains 
caractferes  de  convergence  des  söries.    Nouv.  Ann.  (3)  IX. 

222-226. 

F.  GiüDiOE.  Oöservazioni  suUe  serie.  ün  nuovo  cri- 
terio  di  eonvergenza  per  le  serie  a  termini  positivi. 
Per  un  recente  articolo  del  sig.   Fouret.      Palermo  Rend. 

IV.  278-285. 

Der  Satz  des  Herrn  Fouret  besch&ftigt  sieh  mit  dem  Ver- 

hältnis  der  auf  u„:Un+i  und  Yun  beruhenden  Gonvergenzkriterien 
und  lautet:  Wenn  ti,  4-«j  +  "3H —  ^^^^  Reihe  positiver  Glieder 
und  für  hinreichend  grosse  Werte  von  n  das  Verhältnis  t<»+i:tt« 
kleiner  als  eine  gewisse  Zahl  2<Cl  (resp.  grösser  als  iL>>l)  ist, 
so  kann  man  eine  Zahl  ^i<l  (resp.  fi>l)  von  der  Beschaffen- 
heit finden,  dass  fttr  hinreichend  grosse  Werte  von  n  der  Ausdruck 
fi 

yün  kleiner  (resp.  grösser)  als  fi  ist. 
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Dagegen  kann  nach  Herrn  Giudice  das  Verhältnis  u^^i :  Un 
beliebige  Unregelmässigkeiten  darbieten;  als  Beispiel  wird  eine 
einfache  convergente  Reibe  angegeben,  für  welche  es  wenig 
wahrscheinlich  ist,  dass  dies  Verhältnis  kleiner  als  eine  ganz 
beliebig  gegebene  grosse  Zahl  ist.  Ausserdem  wird  fUr  eine  aus 
der  Reihe  ti,-f<'s+<'s~i~*"  ^^  gewisser  Weise  hergeleitete  Reihe 
^i+^j+ *»+•••  «iöö  angenäherte  Restberechnung  durchgeführt, 
wenn  die  Summe  und  der  Rest  der  ersten  Reihe  bekannt  ist  — 
Endlich  wird'  gezeigt:  Damit  die  Reihe  positiver  Glieder 
•'i  +  «f+S+'"  convergent  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
dass  eine  Function  o«  von  der  Art  bestimmt  werden  kann,  dass 
ffir  alle  Werte  von  n 


a->0,  -^^0.(1+-^) 


ist  Wz. 


F.  Giudice.     Sülle  serie  a  termini  positivi.   BBtt.6.xxviii. 

283^304. 

Aus  der  grossen  Anzahl  von  Sätzen  führe  ich  folgende  an: 
l8t  »i  +  <^s  +  t'3  +  "*  611^6  Reihe  positiver,  beständig  abnehmender 
Glieder  und  convergirt  nun  nicht  gegen  Null,  so  divergirt  die 
Beihe. 

Wenn  die  Reihe  tt,  +  «#8+ti,H —  (w»>0)  convergent  ist  und 


ist,  so'  ist  auch  t>j  +  «j  +  »» H —  convergent. 

Wenn  «,  +  ",+ "j-l —  ©ine  divergente  Reihe  positiver  Glie- 
der und 

f»  >0,      '^—  =  On  "^  ,     ön  ^  1 

iat,  so  ist  auch  f>,  +  f  j  +  »j  + '  •  •  divergent. 

Wenn  On>Oii.i,  lima«=oo,  ^  =  0  ist,  und  wenn  p  hin- 
länglich gross  angenommen  wird,  so  dass  /;b-ip>l  ist,  so  ist  die 
Beihe 

n=^p  ein  -iten- 1  •  •  •  fcö«  - 1 


248  ^'  Abschnitt    Reihen. 

convergent  and  hat  die  Summe 

C=lim(T,-log<)rH); 
für  an  =  l  ist  C  die  Euler' sehe  Gonstante. 

Ersetzt  man  in  der  für  das  Eummer'sche  Convergenzkriterium 
massgebenden  FuDction  o«  durch  a^n  und  untersucht  der  Reihe 
nach  die  Ausdrücke 

i*i'  =  (il«—l)  log  log  an,  ..., 

80  ist  die  Reihe  u^-\'U^'\'U^'\ —  convergent  oder  divergent,  je 
nachdem  einer  dieser  Ausdrücke  eine  Grenze  hat,  die  >l  oder 
<.l  ist  Ist  die  Convergenz  der  Reihe  tt,  +  u, +  •*«+•'•  durch 
Wm An=l(l>Vj  nachgewiesen,  so  ist  \manUn=0^  und  das  Pro* 
duct  aus  OnUn  und  jeder  Potenz  von  an,  deren  Exponent  <:it  ist, 
hat  k  zur  Grenze. 

Ausserdem  beschäftigt  sich  der  Verfasser  noch  mit  einer 
Function  C(l  +  a?),  die  eine  Verallgemeinerung  der  Weier- 
strass'schen  Function  r  darstellt,  und  mit  der  Grenze,  der  Aus- 
drücke    Cfli  +  ö,H h  ««):»,     ['t(l)  +  A(2)+...  +  i(n)]:n,     wo 

l(n)  die  Liouville'sche  Function  bezeichnet,  die  gleich  +1  oder 
—  1  ist,  je  nachdem  n  aus  einer  geraden  oder  ungeraden  Zahl 
von  Primfactoren  zusammengesetzt  ist.  Wz. 


E.  Cesaro.     Sur  la  multiplication  des  sdries.  DarboQxBaii 

(2)  XIV.  lU-120. 

Mit  Hülfe  des  Satzes:  „Wenn  a«  und  bn  für  n  =  oo  gegen 
a  und  b  convergiren,  so  ist: 

ii^^n+a,bn^i  +  -+anb,  ^ 

n  ' 

wird  der  schon  von  Abel  bewiesene  Satz  begründet:  Wenn  die 
Reihen  i*,  4-w,  +«,  +  •••,  ©j  +©,  +  ©,  +  •••  convergiren,  so  ist, 
wenn  tt>i,  =  ii,t)n+w,rn_i-| \-UnV^  gesetzt  wird,  ti>,+io, +»«  +  ••• 
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Mit  Hülfe  des  Satzes:  „Wenn  für  n  =  oo 

ist,  80  ist 

erweitert  der  Verfasser  den  Abersohen  Satz  auf  diejenigen 
FftUe,  in  denen  die  drei  Reihen  mittlere  Werte  U^  F,  W  besitzen, 
i  b.  wenn 

lim  ^'^^»^ JlllüL  =  F      lim   '^'^'^«  ^ Z_1!L  =  F, 

n  n 

W  A.\y  4. ...  4.  w 

it 

ist,  wo 

P«  =  «»,+iSH h»^?  F,  =  «^,+«',+ •••+««,  >F«  =  M>,+»aH htt?« 

gesetzt  ist,  dann  ist  gleichfalls   W  =  ÜV. 

Der  Verfasser  nennt  auch  dann ,  wenn  Un,  ohne  sich 
einer  Grenze  zu  nähern,  einen  mittleren  Wert  U  besitzt,  die 
Reihe  «i+Wa+w,  +  •••  »einfach  unbestimmt"  und  U  ihre  Summe. 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  setzt  er: 

and  nennt  dann,  wenn  U^  die  erste  der  Functionen  (/»,  l/«,  (/«,*•* 
ist,  welche  eine  Grenze  U  besitzt,  die  Reihe  tij -ft's+^i  +  *" 
«r-fach  unbestimmt"  und  U  ihre  Summe.  Dann  gilt  der  Satz: 
Moltiplicirt  man  eine  r-fach  unbestimmte  Reihe  mit  einer  «-fach 
oobestimmten,  so  erhält  man  eine  Reihe,  die  nicht  mehr  als 
(r+«-|-l)-fach  unbestimmt  ist.  Wz, 


M.  Lbrch.  Bemerkungen  zur  Reibentheorie.   Prag.  Ber.  1890. 

319.231. 


Die  Reihe 


•  log2  log3  . . .  logyi 
nT2     1.2.3...  W-^ 


worin  (n)  die  Anzahl  der  Ziffern  von  n  bedeutet,  ist  convergent; 
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trotzdem  ist  der  Quotient  — —  im  allgemeinen  log(f»-|-l)9  wird 

**« 

jedoch  fttr  Zahlen  von  der  Form  n  =  10''— 1  beliebig  klein  f&r 
hinreichend  grosse  Werte  von  v. 

Der  Verfasser  verteidigt  eine  von  ihm  angegebene  Reihe 
(vergl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  207)  gegen  einen  von  Herrn  Prings- 
heim  (Math.  Ann.  XXXV.  308)  erhobenen  Vorwurf. 

Wz. 


F.  GiüDicE.     Prodotti  infiniti.    Batt.  g.  xxviii.  305-313. 
F.  GiUDiCB.     Osservazione  alla  nota  sui  prodotti  infiniti. 

Batt,  G.  XXVin.  380. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  ftlr  die  Con- 
vergenz  (resp.  Divergenz)  des  unendlichen  Productes  a^o,«,..., 
dessen  Factoren  grösser  als  1  sind,  besteht  in  der  Existenz  einer 
Function  q>n^  deren  Wert  beständig  grösser  als  1  ist,  und  welche 
die  Eigenschaft  hat,  dass  fttr  alle  Werte  von  n 

^1 

(resp.  (<3P„  :  qp^^-O  "     ^  a„^.i,     liniqp,  =  1) 

11  =  30 

ist. 

Ausserdem  wird  eine  Methode  fttr  die  Berechnung  eines 
numerischen  unendlichen  Productes  angegeben  und  r^{^)  =  n 
berechnet.  Wz. 

D.  Andre.      Sur    las    produits     de    facteurs    variables. 

Soc.  Philom.  Bull.  (8)  IL  löl-lö3. 

Einige  Bemerkungen  über  Folgerungen,  welche  aus  einer 
Eigenschaft  eines  Productes  einer  endlichen  Zahl  veränderlieher 
Factoren  betreffs  der  einzelnen  Factoren  abgeleitet  resp.  niefat 
abgeleitet  werden  können;  z.  B.  wenn  das  Product  während 
einer  gewissen  Zeit  sich  stetig  ändert,  so  darf  daraus  nicht  die 
stetige  Aenderung  einzelner  Factoren  geschlossen  werden. 

Wz, 
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0.  Jezbk.     Ueber  die  Beiheuumkehrung.    Wien.  Ber.  xcix. 

Eb  sei  die  Fanetion  y  =  /'(p),  welche  in  der  UmgebuDg 
der  Stelle  0  regulär  ist,  darch  ihr  Element: 

gegeben;  dann  ist  die  zur  Function  y  umgekehrte  und  ebenfalls 
in  der  Umgebung  der  Stelle  Null  reguläre  Function  durch  ihr 
Element 

'^-f^ir*'  ^"(^>  = w^m 

definirt,  wobei  die  Zahlen  X^  die  sämtlichen,  ganzzahligen  posi- 
tiven Lösungen  der  beiden  Gleichungen 

K^K+K  +  •••  +  >U  =  «-i;  A,+2i,  +  ...4-«^,  =  2(«-i) 

darstellen  und  die  Zahlencoefficienten  [n^n...  2^^1^>]  durch  die 
BecarsioDsformel 

-(2fi— 3)[(ii-iyn-i  ,,.  2^'.-U^'] 
und  durch  [3*P]  =  -1,  [2']  =  3  gegeben  sind. 

Es  wird  sodann  ein  Ausdruck  fflr  den  Quotienten  Xn :  Xn-i 
abgeleitet,  und  die  Resultate  werden  auf  die  Exponentialfunction 
aogewandt.     Für  die  Function  y  =  W(a^  fc,  a:),  welche  durch 

definirt  ist,  ist  die  umgekehrte  Function  x  =  W(h^  a,  y). 

Endlich  wird  ffir  y  eine  ganze  rationale  Function  gesetzt; 
f&r  y  =  0  ergiebt  sich  die  Newton'sche  Näherungsformel;  mit 
der  Anwendung  auf  die  trinomische  Gleichung  y  =  q-^px-\'X'^ 
schliesst  die  Arbeit.  Wz. 


M.  d'Ocagne.     Sur  les  s^ries  r^currentes.     Nouv.  add.  (3> 

IX.  93-97. 

üas  allgemeine  Glied  t/„  =  a,  l/«_i  +ö,(/„-2  +  •••  +  öpt/«-p 
der  Reihe  T«,  l/,,  l/„  ...  soll  durch  die  p  ersten  Glieder 
''«?  1^11  •••1  t/p-i  und  durch  die  Glieder  der  entsprechenden  Fun- 
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damentalreihen  u^jU^.u^, ...  (ii»  =  a,ii«.i +  0,11.^2  4 [-  OpU^^^ 

ti^  =  t#j  =  ...  =  tfp_2  =  0,  Wp-i  =  1),    ferner   soll   die   Siminie 

der  Reihe  S  =  U^  +  U^  +  U^  H durch  I/o,  t^,,  ...,  l^-i  und  die 

Grössen  a^^  a,,  ...,  Op  ausgedrückt   werden.     Es   geschieht   in 
der  Form: 

^  = s; ' 

wo 

6,  =  1-0x1  ^  =  l-(o,+o,)i  --M  6p  =  l-(o.+o«  +  •••  +  öp) 
ist.  Ws. 


A.  Pringshbim.     Zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale 
und  der  unendlichen  Reihen.    Math.  add.  XXXTII.  591-604 

Der  Verfasser  beweist  den  Satz: 

Wird  f(x)  für  x  =  0  ohne  Maxima  und  Minima  unendlich, 

60  ist  für  die  Convergenz  von    /   f{x)dx  unter  allen  Umst&nden 

(j 
notwendig,  dass 

\\mxf{x)  =  0. 
Dagegen  giebt  es  keine  mit  verschwindendem  m  noch  so  lang- 
sam  ins   Unendliche   wachsende  Function  \pi — j  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  auch 

werden  mfisste.    Vielmehr  lassen  sich  zu  jeder  solchen  Fanctian 

!/;( — j  Functionen  f(x)  angeben,   für  welche  das   betreffende 

Integral  convergirt,  während  die  obere  Unbestimmtheitsgrenze 
des  obigen  Ausdrucks  einen  beliebig  (d.  h.  auch  unendlich) 
grossen  Wert  besitzt.  Wz. 
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J.  B.  DB  Cabbdo.     Sobre  o  resto  da  formula  de  Taylor. 

Teizeira  J.  X.  13-17. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  von  Herrn  Peano  in  Mathesis 
IX.  182  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  234)  angegebene  Restform  der 
Taylor'schen  Reihe: 

H  ^  (^-o)'rr"-'>(^.)-p-'>(a)  _«.),„^-| 

giebt  einen  neuen  Beweis  für  dieselbe  und  betrachtet  auch  den 
Fall  der  imaginären  Variabein.  Tx.  (Lp.) 


A.  Pringsbeim.     Zur  Theorie  der  Dirichlet'schen  Reiben. 

Math.  Ann.  XXXVII.  38-60. 

Wenn  die  M^  positive,  mit  v  niemals  abnehmende  Grössen 
mit  dem  Grenzwerte  c»,  die  a,  dagegen  ganz  beliebige  reelle 
oder  eomplexe  Grössen  bedeuten,  so  beweist  der  Verfasser 
betreffs  der  Gonvergenz  der  Reihen 

(1)  A^-e)  =  Ja^»-^ 

den  Satz:  Die  Reihe  (1)  convergirt  für  ein  bestimmtes  positives 
Q  in  der  durch  die  Indices  vorgeschriebenen  Anordnung,  also 
zum  mindesten  bedingt,  und  ihre  Summe  ist  gleich  derjenigen 
der  unbedingt  convergirenden  Reihe: 

wenn  ftlr  a  >  —  ft  «  <  1,  p  <  oc  der  Ausdruck 

A(o) 

nicht  oo  wird.     Die  Reihe  divergirt,  wenn 

lim 


n 

nicht  Nnll  wird. 

Diesem  (wegen  der  grossen  Willkttrlichkeit  der  Grössen 
^,  a,  «,  p)  ganz  allgemeinen  Kriterium  werden  speciellere  For- 
men  gegeben   und   sodann   für   den  Grenzwert   des  Ausdrucks 
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A^^^M^  fttr  11  =  oo  zwei  Sätze  bewiesen,  von  denen  der  zweite 
lautet :    Ist 

lim-^^  =  c,    wo  zunächst  Ol, 

und  fttr  irgend  ein  bestimmtes  «  >  0 : 

so  hat  man  fttr  jedes  er  >  0: 

lim  A^:^M'-^  =  G<'^  =  4^^  GW, 

und  es  tritt  im  Falle  <r  =  0  an   die  Stelle  dieser  Relation   die 
folgende : 

lim  -^l    =  -^^^GC)  =  i^^^  GH). 
lgi»f„  Ige  ige 

Für  den  Grenzfall  c  =  1  reduciren  sich  diese  Beziehungen  auf 

lim  Ai'^MZ''  =  G^"^  =  --  GW     lim  r^  =  «GW  =  G(» 

a  lg*« 

und  für  den  andern  Grenzfall  c  =  ex:: 

lim  /li"^*r  =  G^"^  =  G^'\    lim  -r^  =  0. 

Ig*- 

In  Bezug   auf  den  Grenzwert   von    gSayM^^  fttr  ^  =  -f  0 

zeigt  der  Verfasser  die  vier  Sätze:    1)  Setzt  man 


My^l 


=  d 


yj 


80  dass  also  Sdy  divergirt,  2dyMy^  convergirt,  so  ist: 

=  1,  wenn  *«+!  ^  *«, 


lim  Q  ^dyMy  ^ 


,  wenn  üf^fi^cilfn  (c>l), 


Ige 
=  0,  wenn  Jjf^^.!  ">  *„. 

2)  Ist  lim^n  =  Qy  so  hat  man 

oe  OD 

lim  g£gydyMy  ^  =  lim  qg^^v^v  ^ 

und  zwar  auch  dann,  wenn  gy  =  gy^^  irgend  wie  von  q  abhängt, 
sofern  nur  g^^o  Q^it  wachsendem  v  fttr  alle  positiven  Werte  q^ 
die  unter  einer  gewissen  endlichen  Grenze  r  liegen,  gleichmftssig 
gegen  den  Wert  g  convergirt. 
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3)  Ist 


80  wird  auch: 


lim  q£ayM7^  =  C,     falls     Ä«+i  f^  M 


n* 


4)  Besitzt 


n 


2a 

0 


flkr  R  =  .^o  einen  bestimmten  Grenzwert  6,  so  ist  auch 

lim  ö  J;ö,Äfr^*^'^^  =  G,    falls  ^f«^-l  ^  fA^, 


Dabei  bedeutet 

f,  («)£<(«), 

dass  lim 
11=  » 

=  ö, 

A  («)>/;(»), 

» 

R 

-  -^c, 

A(«)<A(«), 

n 

» 

=  0, 

rW^A(»> 

» 

n 

* 

^0  (endlich  aber 
bestimmt). 

nicht 

notwendig 
Wz. 

DiRicHLST.  On  tbe  series  whose  geueral  term  involves 
two  HDgles  and  which  serves  to  represent  an  arbitrary 
fuDCtion  between  given  limits.   Translated  from  French 

intO   Englisb   by    R.    FüJISAWA.     Tokio  Math.  Ges.  IV.  932. 

Uebersetzang  der  bekannten  Abhandlung  Dirichlet's,  welche 
im  XVII.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  veröffentlicht  wurde. 

E. 
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2. 

Besondere  Reihen. 

F.  H.  LouD.     A  rigorous  elementary  proof  of  the  binomial 

theorem.     Colorado  Stadies.  I.  7-15. 

Da  die  Behandlaog  der  einfacheren  Reihen  in  den  meisten 
amerikanischen  Lehrbüchern  nach  der  Ansicht  des  Verfassers 
unzureichend,  die  Abel'sche  Abhandlung  Qber  die  binomi- 
sche Reihe  fftr  den  Anfänger  zu  schwierig  ist,  so  will  er  auf 
elementarem  Wege  streng  beweisen,  dass  die  binomische  Reibe 

^+T'^  +  nr:2"^  +-"i72"."3~  "'  +  ••• 

für  positive  oder  negative,  ganze  oder  gebrochene  Werte  von  n 
gleich  (14-^)"  ist.  Er  geht  dabei  von  der  Definition  des  Pro- 
ductes  zweier  unendlichen  Reihen  aas  und  zeigt,  dass  dasselbe 
gleich  dem  Producte  der  Factoren  ist,  falls  diese  absolut  eon- 
vergent  sind.  Wz. 

N.  H.  Abel.     Researches  on  the  series 

^   1      ^      1.2  ^  1.2.3  ^ 

Translated  from   French  into   English   by   K.   Miwa. 

Tokio  Math.  Ges.  IV.  52-86. 

Uebersetzung  der  epochemaohenden  Abhandlung  Abel's  über 
die  Binomialreihe,  welche  im  I.  Bande  des  Grelle'schen  Journals 
publicirt  wurde.  E. 

J.  Mendizabol  Tämborrel.     Nueva  formula  del  binomio 

de   NewtON.     Mexico  Soc.  Alsate.  IV. 

Der  Verf.  trennt  die  Entwickelung  von  (jx-^-ay^  in  zwei 
Teile.  Der  eine  ist  geordnet  nach  den  steigenden  Potenzen  von 
x^  den  fallenden  von  a;  der  andere  nach  den  steigenden  von  a, 
den  fallenden  von  x.  Tx.  (Lp.) 
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J.  Tano.     Quelques  th^or^nies  sur  les  coefficients  bino- 

miaux.      Nouv.  Aon.  (3)  IX.  664-567. 

Bezeichnet  ( — j  das  Jacobi'sche  Zeichen,  m,  den  bekannten 

Binomialcoefficienten,  so  ist 

(1)  m,-«,+«.-«.  +  ...  +  (-lym,^  =  (— )3  ^  . 

Diese  Formel  wird  specialisirt,  je  nachdem  m^O  (mod.  6)  ist 
oder  nicht. 

Far  m  ^  2  (mod.  4)  ergiebt  sieh: 

(2)  Wo+»»4+»»8+«»i.  H h  «»4/i  =  4 

Aus  (1)  folgt  der  Riehelot'sche  Satz,  dass  3  primitive  Wur- 
zel der  Primzahlen  von  der  Form  2*+l  ist.  Wz. 


m— 2 
2 


C.  A.  Laisant.     Expression  du  produit  des  coefficients 
da  binöme.     S.  M.  F.  Bnii.  xviii.  140-I4i. 

Bezeichnet   man   das   Prodnct  aller  Coefficienten   der   Ent- 
Wickelung  von  (1-f*)"  durch  P«,  so  ist 

'^•  =  kT>'      ^"'2~>'      ^~3"/       •'• 
Wenn  n  ungerade  ist,  so  ist  P«  ein  Quadrat     Ferner  ist: 

P«  nl      *  Wz. 


H.  Dblannot.      Formules  relatives   aux   coefficients   dn 

binöme.     Abboc.  Frao^.  LimogeB  XIX.  35-37. 
2;(p-2k)C'^  =  qCl  (i  =  0,  1,  2,  . .  .,  g-1), 

^C-l)»(a+Är)C*  =  (-!>-» -^^^[pr(^-l)  +  a(p-l)]C;. 

^(p-2Ä)»Cj  =  p  .  2p  (*  =  0,  1,  2,  . . .,  p), 

^Cp— 2*)(P— 2*±  l)Cj  =  p .  2P.  Lp. 


PortKkr.  d.  Math.  XXn.  1. 
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A.  C.  DixoN.     On  the  sum  of  tbe  cubes  of  the  coeffi- 
cients  in  a  certain  expausion  by  tbe  binomial  tbeorem. 

Mess.  (2)  XX.  79-80. 

Setzt  man  (1+«^*  =  SokO^  (k  =:  0,  1,  2,  . . .,  2fi),  so  gilt, 
wie  hier  bewiescD  wird,  die  Beziehung 

(3n)! 


ö:-«f+«;~-+al«  =  (-1)-  + 


(niy 


Glr.  (Lp.) 


M.  Hamy.     Sur  le  tb^or^me  de  la  moyenne.  DarbouxBuii. 

(2)  XIV.  103-104. 

Ist  o,  .a,  ...Op  das  Product,    welches  einer  der  C«^  Combi- 
nationen  von  n  Buchstaben  zu  je  p  entspricht,  so  ist: 


WO  2!  und  2!  »ich  auf  alle  Combinationen  g**",  bezüglich  (q+iy^ 
Grades  beziehen.  Wz. 


A.  Hurwitz.  üeber  einige  Verallgemeinernngen  der 
Leibniz'scben  Differeutiationsformel  und  des  polynomi- 
scben  Lehrsatzes.     Schlomilch  z.  xxxv.  56-58. 

Der  Verfasser  giebt  einen  Beweis  der  Leibniz'schen  For- 
mel für  die  n^  Ableitung  eines  Productes  von  k  Functionen 
und  drei  Relationen,  welche  diese  als  besonderen  Fall  in  sieh 
enthalten,  wendet  seinen  Satz  auf  Exponentialfunctionen  aa  und 
erhält  ausser  zwei  anderen  Sfitzen  den  folgenden: 

(o,  +  öa  H h  ak+nay 

=  o, . . .  fl*2: ^  j^  ;    ^  ) (fl,  +  r, a/' (a, + r, a'/'-i . . . (a»  +  r^ayt -», 

worin  a,  a,,  a„  ...,  a^  irgend  k+l  Grössen  bedeuten  und  die 
Summe  der  rechten  Seite  sich  auf  alle  Systeme  nicht  negatirer 
ganzer  Zahlen  r,,  r„  ...,  n  erstreckt,  welche  der  Bedingung 
^i  +  ^'aH h*"*  =  ^  genügen.     Diese  Formel  geht  fbr  /r  =  2  in 
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eine  von  Abel  (Oeuvres  compl^tes,  nouvelle  Edition  Bd.  L  S.  102) 
berrQbrende  Verallgemeinerung  des  binomischen  Lehrsatzes  über. 

Wz. 

U.  Wbllii ANN.     Einige  wichtigere  Reihen  und  ihre  An- 
wendung.    Pr.  Gymn.  o.  Realgymn.  (Nr.  126)  Colberg.  11  S.  4^. 

Es  werden  die  Formeln  der  Zinseszins-  und  Rentenrechnung 
und  die  Zahlen  der  Permutationen,  Combinationen  und  Varia- 
tionen abgeleitet.  Wz. 

P.  J.  Breuer«     Die  Lehre   von   den  Logarithmen  nach 
vorwiegend  suchendem  Lehrverfahren  behandelt.      Pr. 

Progymn.  (Nr.  459)  Wipperfürth.  50  8.  4<^. 

Die  Behandlung  der  Logarithmen  auf  den  höheren  Schulen 
leidet  häufig  an  gewissen  Mängeln:  Für  die  BegrQndung  der 
Regel,  dass  die  Differenzen  der  Logarithmen  sich  annähernd  wie 
die  Differenzen  der  Numeri  verhalten,  falls  die  letzteren  im  Ver- 
hältnis zu  den  Numeris  hinlänglich  klein  sind,  wird  der  Schüler 
auf  die  höhere  Analysis  verwiesen.  Ebenso  wird  nicht  genügend 
erklärt,  warum  die  Logarithmen  für  die  Basis  e  als  die  natür- 
lichen zu  betrachten  sind.  Drittens  wird  auf  die  Herstellung 
der  Logarithmentafeln  zu  wenig  eingegangen.  Ausserdem  müssen 
f&r  das  Logarithmiren  und  die  Umkehrung  desselben,  das  soge- 
nannte Numeriren,  besondere  Zeichen  eingeführt  werden.  Die 
Arbeit  soll  diesen  Uebelständen  abhelfen;  sie  wendet  sich  nicht 
nur  an  die  Lehrer,  sondern  auch  an  Freunde  der  Mathematik, 
welche  nur  als  Gymnasiasten  Gelegenheit  hatten,  sich  mit  der- 
selben zu  beschäftigen.  Wz. 

Ch.  Merat.     Theorie  analytique  du  logarithme  ndpdrien 
et  de  la  fonction  exponentielle.    Tonioase  Ann.  ivq.  i-35. 

Während  in  vielen  Büchern,  selbst  in  klassischen  Werken, 
die  Eigenschaften  des  Logarithmus  und  der  Exponentialfunction 
häufig  mit  Hülfe  der  Geometrie  des  Kreises  begründet  wer- 
den,  behandelt  der  Verfasser  diese  Functionen   rein  analytisch, 

17* 
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indem  er  sich  auf  die  Theorie  der  Potenzreihen  stutzt.    Er  defi- 
nirt  den  natürlichen  Logarithmus  durch  das  Integral 

1 
und  die  Exponentialfunction  als  die  Umkehrung  desselben  und 
behandelt  die  wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Functionen,  nament- 
lich die  Darstellbar keit  durch  eine  Potenzreihe,  den  Convergenz- 
bezirk,  die  (um  2kni  verschiedenen)  Werte  von  /(x),  die  Perio- 
dicität  von  e',  den  Satz,  dass  die  Werte  ...  a^j-i,  x»,  x^^-i,  ... 
eine  geometrische  Reihe  bilden,  wenn  die  Werte  des  Logarithmus 
eine  arithmetische  bilden,  u.  s.  w.  Zum  Schlüsse  wendet  sich 
der  Verfasser  zu  den  Logarithmen  für  die  Basis  10. 

Wz. 

J.  SocHOCKi.       ßntwickelung    einiger    Functionen    und 

Reihen.      Prace  mat-fis.  II.  1-20.  (Poloisoh.) 

Die  unendliche  Reihe 

kann    durch    die    bekannte    Euler' sehe   Transformation    in    der 
Form 

dargestellt  werden.    Der  Verfasser  wendet  diese  Transformation 
auf  die  Reihe 

1      ,       1  +  /«        -   .    a?    .    a?'   .    x' 


F-log-^-^=l  +  ^  +  ^-f-=-  + 


2^x     ""  l—]/x  '    3    •    5    '    7 

an    und  erhält  daraus  rasch   convergirende  Entwickelungen   für 

die  Function  arctg — ,  sowie  fOr 

r"^       dx  _        1  1 

J       «"»(«+ 1>«'     -?  "~  «"'(«+1)'"  "^(j?+l)«»(a;+2)^"^"'' 
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Ana  diesen  Entwickelangen  ergeben  sich  auf  sehr  einfachem 
Wege  die  bekannten  Formeln  von  Stirling  und  Gudermann,  so- 
wie die  Formel  für  den  Logarithmus  der  Function  r(x), 

Dn. 

R.  Chartres.     Gregory's  series.    Natare  XLII.  341. 

Elementare  Herleitung  der  Reihe  fhr  arctgx.  Lp. 


F.  GiUDiCB.     Sviluppo  di  arcseno;.    Una  formula  di  tras- 
formazione  per  arctga;.     Besso  Per.  mat.  v.  33-35. 

Elementarer  Beweis  der  bekannten  Reihenentwickelung  von 

aresiod?  und  Aufstellung  der  folgenden  Formel: 

1  »  1 

*rctg  ^  ,  .  ,  ,  ^..   =  £ arctg 


a+(a»+l)Ä     ,5'+7--ö(a'+l)r-^(a-l)U-(a-l) 

Vi. 

F.  J.  Studnicka.     Ueber  eine  schnell  zum  Ziele  führende 
Ableitungsart  einiger  trigonometrischen  Reihen.     Gasop. 

XIX.  113.  (Böhmisch.) 

Verwendet  die  beiden  Ausdrficke 


1  — apc<« 

0 

um  die  bekannten  Reihen 

OD 

£  «*-*  COS  ia,        Jf«*-*  sin  Aa, 
Jf  -^  COS  kay        2  -r-  sm  kot 

kssl      A  it 

rasch  abzuleiten.  Std. 


Ä.  Strnad.     Ueber  einen  paradoxen  Ausdruck  der  Lu- 

dolfine.       Casop.  XIX.  144.  (Böhmisch.) 

Bespricht  Nicholson's  Formel 

n  1 


2  ""  (1~1)*.(1— 1)*' 
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welche    in    der  amerikanischen  Zeitschrift    ^The  Analyst^    vom 
Jahre  1882  enthalten  war.  Std. 


C.  A.  Swift,  T.  R.  Tbrry.     Solution  of  question  10136. 

Ed.  Times  LH.  75. 


«» 


tgtgtg...tgaj  =  a?+2ng-j+4fi(5n--l) 

+  y(175ri«-84ii+ll)|-J+-, 

wenn  das  Functionszeichen  tg  auf  der  linken  Seite  n-mal  steht. 

Lp. 

E.  C.  Hudson.     On  the  expansion  of  a  series.     Qaart  J. 

XXIV.  233-245. 

Es  ist  (vgl.  auch  GreenhilPs  Differential  and  Integral  Cal- 
culus,  2°'»  ed.  1891  p.  234): 

das  allgemeine  Glied  ist: 

e.(-x)'     y ^* 

Darin  ist: 

C'k  =  3^  (2<+*-  3)(2< + A-  5) . . .  (2l-*+3) 

+  3i£5(2/+Ä-5) ...  (2<-*+3)  +  ...  +  ^A(2<-Ä+3)+^; 

d»= ? j*  -  3*-5 

"'       3*-^(*-2)l'    "'-      6.3*-»(A-3)!' 

•t  _   (3*-7X15A— 52) 

'  80.3*-='(Ä-4)l     '     . 

.^  ^       (3ft-9X45ft'-423fc  +  958) 

320.3*-« .  (A-5)I         '  Wa. 


L.  Saalschutz.      Eine  Suramationsforniel.      Schiömiich  z 

XXXV.  186-188. 

Bedeutet  n  eine  ganze  positive  Zahl,  «,  y,  t  beliebige  Zahlen, 
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80  ist: 

(x  +  v  +  n —  1)  (a?  + 1>  +  »  —  2) . ..  (a?  -J-  ©) 


(x  +  n — l)(a?  +  fi  — 2)...  X 
_  ,  X    (x  +  v+n  —  i)..,(x  +  v  +  l)     y  +  p  +  fi— 1 
W.  (x  +  «-l)...(aj  +  l)  y  ■^•" 

x/     n— 1^«^      x  +  v  +  n--l  (y  +  t?  +  w-l).„(y  +  p+2/i-3) 
+  (-1)      (»Vi     ^^^^1 y...(y  +  „__2) 

,/     .v.(y4-P  +  w^l).,.(y4-P  +  2«-2) 

■^^    ^  y...(y+n-l) 

r(f>4-l)...(c  +  ii-l)(y  — a?)(y— a;+l)...(y  — x  +  ii  — 1) 


x(ar+l)...(x+fi~l)y(y  +  l)...(y  +  fi-l) 

Wz. 

A.  Brill.     Summation  einer  gewissen  endlichen  Reihe. 

Math.  AoD.  XXXVI.  361-370. 

Es  seien  m,  n(<:m\  q{>n)  ganze  positive  Zahlen, 

die  endliche  Reihe  derjenigen  Glieder,  die  vor  dem  ersten  ver- 
schwindenden abbricht.     Dann  ist  (m,  it,  q)  =  0: 

1)  för  m^fi,  9<i(w— w)  und 

2)  flJr  g  >  ^,7^7  1»^  2g.      Für  g  >  ^I"^,  m  <  2g— 1  ist 

(ifi,  »,  g)  +  (-l)«+.(2g+«-l-m,  II,  q)  =  0. 
Es  wird  sodann  m  specialisirt,   eine  Kecursionsformel  auf- 
gestellt and  die  Formel 


=  (-1) 


iz=  q\{g-n)l 


abgeleitet,  worin  tiy  q(^n)  ungerade  positive  Zahlen  sind. 

Wz. 

J.  W.  L.  Glaisher.     On    the  square  of  Euler's   series. 

Lood.  M.  S.  Proc.  XXI.  182-215. 

Das  Quadrat  der  Summe  1— g— g'4g*-|-g'— ...,  deren  all- 
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gemeines   Glied  (— l)»gK3»+i)   heisst,    ist    die  Summe  (Jacobi, 

Fundamenta   Nova   p.  185)    lSq+bq*—lq*+9q^^ ,    deren 

allgemeines  Glied  (--l)»(2n+l)g*"^*+*^  ist.  Die  Eigenschaften, 
welche  die  üoefGcienten  P«  dieser  letzteren  Reihe  besitzen,  bilden 
den  Gegenstand  dieser  Arbeit.  Es  wird  zunächst  gezeigt,  dass 
Pn  (d.  i.  der  Coefficient  von  9")  eine  Function  von  12ii-|-l  i^^^ 
Pn  =  £r(12ii-f-l).  Bedeuten  p  und  r  relative  Primzahlen,  so  be- 
friedigt O  die  Gleichung: 

(1)  Gdpr)  =  e(p)G(r). 

Der  numerische  Wert  von  6(12fi+l)  kann  mit  Hülfe  der  reellen 
Teiler  von  12fi+l  berechnet  werden. 

Bezeichnet  £(n)  die  Differenz  zwischen  der  Anzahl  der- 
jenigen Factoren  von  fi,  welche  =  1  (mod.  4)  sind,  und  der  An- 
zahl derjenigen  Factoren  von  n,  welche  ^3  (mod.  4)  sind,  ebenso 
B{n)  die  Differenz  zwischen  der  Anzahl  derjenigen  Factoren 
von  ft,  welche  ^  1  (mod.  3)  sind ,  und  der  Anzahl  derjenigen 
Factoren  von  n,  welche  ^2  (mod.  3)  sind,  so  ergiebt  sich,  dass 
diese  Functionen  £  und  H  die  Gleichung  (1)  befriedigen  und 
mit  0  zusammenhängen. 

Es  werden  recurrirende  Formeln  für  Pn  aufgestellt  und 
der  Wert  der  Functionen  C(12n+1)  und£(12n+l)  für  die 
Werte  von  n  =  1,  2,  3, ...,  100  berechnet.  Wz. 


J.  W.  L.  Glaishbr.    On  the  series  in  which  the  exponents 
of  the  powers  are  the  pentagona!  numbers.   Cambr.  Proc. 

VII.  69. 

Die  Mitteilung  erhält  nur  folgenden  Satz:    Es  ist  das  Qua- 
drat  der  Reihe 

welche  bekanntlich  gleich  dem  Prodnct 

(l+9)(l+7')(l-g')(l+9*)a+9*Xl"9*)(l  +  ?').-. 
ist,  gleich  der  Reihe 

l-f£(13)9+B(25)g'+E(37)9*+ß(49)g*  +  -, 
worin  E(n)  den  Ueberschuss  der  Anzahl  der  Divisoren  von  fi, 
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welche  ^  1  (luod.  4)  sind,  Ober  die  Anzahl  derjenigen  bezeichnet, 
welehe  ^3  (mod.  4)  sind.  (Vergl.  S.  203  dieses  Bandes  der  F. 
d.  M.)  6z. 

M.  d'Ocagnb.      Quelques    propriöt^s    des    nombres    jRTf^« 

AmericAO  J.  XIII.  145-152. 

Der  Verfasser  giebt  der  Function 

die  Form 

F(x)  =  6,-f6,a?4-6,«(a? — 1)  H -f  6„a?(«— 1)  ...  (a?— it-f-l) 

and  gewinnt  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  beider  Aus- 
drücke für  die  von  ihm  bereits  1887  (vergl.  F.  d.  M.  XIX.  241) 

auf  andere  Weise  definirten  Zahlen  IT^  die  Formel: 

bp  =  KpOp-^-Kp^iOp^i  4-  •■•  +  Kion. 

Indem  er  sodann  fflr  F(x)  der  Reihe  nach  1+^)  (1+^)'*  und 
x(x'-l) ...  (x—n)  nimmt,  setzt  er  diese  Zahlen  in  Beziehung  zu 

den  Binomialcoefficienten  und  den  Zahlen  5?,  welche  die  Summen 
der  aos^  je  m  der  Zahlen  1,  2,  ...,  n  gebildeten  Producte  dar- 
stellen, und  berechnet  die  Zahlen  JSfm  für  m,  p  =  1,  2, ...,  12. 

Wz. 

£.  BoucH^.     8ar  la  formule  de  Stirling.   c.  r.  gx.  513-515. 
Für 

(1)       «P(»)  =    e-««»^* 

gilt  die  Formel 

(2)  -#^  =  e^25iö^+?), 

wo  0  zwischen  0  und  1  liegt.  Nun  nähert  sich  dieser  Quotient, 
wenn  n  =  p  gesetzt  wird  und  p  ins  Unendliche  wächst,  der  Ein- 
heit   Andererseits  hat  man  nach  dem  Satze  von  Wallis 

Lägst  man  in  (2)  bei  festem  n  die  Zahl  p  inn  Unendliche  wach- 
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sen,  80  erhält  man 


V2fi 
und  nach  (1)  die  Stirling'sche  Formel: 

1 . 2 .  3  ...  II  =  V27r»n*«-*c»2,^ 

welches  Resultat  für  1.2.3...  n  die  beiden  Grenzen  \2nn ii*c~", 

1 

V27nin«c-»n*2»  liefert.  Wz. 

H.   Plamenewsky.       Question    208.      Gön^ralisatioii    et 

d^veloppements.     J.  de  Math.  sp6c.  (3)  IV.  179-186. 

M.  d'Ocagne.     Sur  las  moyennes  limites  de  deux  nom- 

bres.      J.  de  Math.  8p4c.  (3)  IV.  195-198. 

Die  vorgelegte  Aufgabe  war,  zu  beweisen,  dass 

lim  - — ^—^ —    ^      —^ —  =  i       (für  ft  =  oo). 

nyn 

Herr  Plamenewsky  zeigt  den  Zusammenhang  dieser  Aufgabe 
mit  der  Quadratur  der  Parabel  und  giebt  die  Verallgemeinerung 
für  die  Parabel  x  =  y»*,  bei  welcher  m^  Wurzeln  an  die  Stelle 
der  Quadratwurzeln  treten  (Grenzwert  =  m/(^fii-|-l)).  Indem  nun 
dieser  Gedanke  auf  den  Kreis  angewandt  wird,  erhält  der  Verf. 
verschiedene  Reihen  für  n  und  auch  die  Schwingungsdauer  des 
mathematischen  Pendels  (bei  unendlich  kleinem  Ausschlage). 

Hr.  d'Ocagne  weist  darauf  hin,  dass  durch  ihn  und  Hrn. 
Gesaro  Fragen  von  dieser  Art  in  mehreren  Artikeln  des  Teixeira'- 
schen  Journals  <VII,  vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  227  flf.)  behandelt 
und  auf  allgemeine  Sätze  zurQckgefährt  worden  seien.        Lp. 


J.  C.  FiBLDS.      Related  expressions   for  Bernoulli's   and 

Euler's   numbers.      Amerioaa  J.  XIII.  191-192. 

Für  die  Euler'schen  Zahlen  En   gelten,  je   nachdem  n  un- 
gerade oder  gerade  ist,  die  Formeln: 
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«+i 


«=s2   ^      •      -^ 


n+1 


-(l+(-l)   '   >.-2}, 

£.  =  (-l)L«J2   »^("y){r._,+(-l)»r._.|, 

#=2    ^      •      ^ 


WO 


»=2 

(— 1)»D.  =  ,«-(«_2)«4-(*— 4)» . 

Ferner  ist  fttr  ein  ungerades  it: 

^^ü+J  -  2»+'(2«+»— 1)  ' 


Wz. 


EL  DupORCQ.     Sar  la  somme  des  puissaiices  semblables 
des  X  Premiers  nombres.     Nouv.  Add.  (3)  ix.  594-595. 

Die  Summe  l"  +  2*  +  •••  +  a;»  der  «*•"  Potenzen  der  x  ersten 
Zahlen  kann  in  die  Form  gebracht  werden: 

1        0        ...        0 


*"  + 


(11+ 1)! 


X 

x' 


1 


0 


a?*        1 
JJ-+»    1 


n 

ii+l 


•  •  * 


n 


n+l 


Wz. 


E.  Gesaro.     Snr    les    d^monstrations    du    th^or^me    de 
Staudt  et  de  Clausen.   Beig.  Bali.  (3)  xx.  280-289. 

Der  Verfasser  stellt  in  seinem  Aufsatze,  über  den  Ur.  Man- 
nen S.  233-236  berichtet,  die  wesentliche  Uebereinstimmung  der 
Beweise  von  Catalan,  Badicke  und  Lucas  fest  und  giebt  eine 
Deutung  gewisser  Determinanten,  die  bei  dem  Letzteren  auf- 
treten. Dies  ist  im  Grunde  gleichbedeutend  mit  einem  teilweise 
neuen  Beweise.  Mn.  (Lp.) 
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^G.  T.  WoRONOi.     üeber  die  Bernoulli'schen  Zahlen. 

Charkow  Qes.  (RassiBch.) 

Wenn  die  m^  BernouUi'sche  Zahl  gleich  dem  irreducibeln 

p 

Bruche  -^  ist,  bo  hat  man  die  Congruenz 


+  (N—iy^^ E  ^^  jf^^^] (mod.  iV), 


falls  a  und  N  beliebige  relative  Primzahlen  sind.  Aus  diesem 
Theorem  folgt  das  andere:  „Wenn  m,  der  Index  der  m^  Her- 
nouUi'schen  Zahl,  durch  die  Zahl  k  =  p?pf -..p^  teilbar  ist,   wo 

PnPti-'-fP«  Primzahlen  sind,  welche  in  dem  Nenner  der  m^ 
BernouUi'schen  Zahl  nicht  aufgehen,  so  ist  auch  der  Zähler  der 
BernouUi'schen  Zahl  durch  k  teilbar^.  Die  Beweise  dieser  Sätze 
stützen  sich  auf  das  Theorem  von  v.  Staudt.  Wi. 


F.  J.  VAM  DKN  Berg.     Quelques  formales  pour  le  calcul 
des  nombres  de  Bernoulli  et  des  coefficients  des  tan- 

gentes.      Arch.  N6erl.  XXIV.  99-141. 

Siehe  F.  d.  M.  XX.  1888.  265.  G. 


E.  Lampe,  J.  D.  H.  Dickson,  J.  J.  Barniville.     Solu- 
tion  of  question   9977.     Ed.  Times  LH.  41-44. 

Aus  Veranlassung  verschiedener  Einzelaufgaben  tlber  Rela- 
tionen zwischen  den  Summen 

Sit(x)  =  l*4.2*+3*  +  ...  +  X* 

verweist  der  Ref.  in  der  Mitteilung  auf  seinen  kleinen  Aufsatz 
im  Journ.  für  Math.  LXXXIV.  270-272  (F.  d.  M.  IX.  1877.  176), 
wo  diese  Fragen  in  grösster  Allgemeinheit  beantwortet  sind, 
und  leitet  aus  den  dortigen  Formeln  eine  Menge  einzelner  Rela- 
lationen  ab,  z.  B. 
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+2^-i(2^+i)(^)+(2H2)©(;;)+(2H2')^      S...S + ... 

-*«»  \0+0\  ^-*-+*«.  1(5)+©!  ^--^  -  •••' 

worin  B^  die  /i'^  Bernoulli'sche  Zahl  bedeutet.  Lp. 


J.  W.  L.  Glaisher.     Theorem  relating  to  sums  of  even 
powers  of  the  natural  numbers.    Mess.  (2)  XX.  120-128. 

Setzt  man  Sr  gleich  l'"+2^4-3''  + ...  -f  t»-,  so  ist 

WO 


2n+l' 


1^     =    f«-!       2ng.   I    2n(2«-l)(2«-2)  B, 


o   » 


211+1  '    '  3!  2 

14  2—1  2ii(2tt-l)(2«-2)  B, 

2«(2n-l)...(2«-4)  B, 


+ 


5!  3  ' 


and  B„  0„  0„  ...  die  BernouUi'schen  Zahlen  sind. 

Glr.  (Lp.) 

J.  W.  L.  Glaisher.     Note  od  series  whose  coefficients 
involve  powers  of  tbe  Berooullian  numbers.      Meas.  (2) 

XIX.  138-146. 
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Die  HauptergebniBse  lauten: 

Hierin    bedeutet   B,    die    m"    Bernoalli'sche    Zahl,    und    wenn 
n  =  2'a'^b^c^  ...  (a,  b,  c, ...  ungerade  Primzahlen),  so  ist  gesetst 

ö,(«)  =  i(,+lX.+2Xa+l)G»+l)(y+l) ..., 

ß  f„^  -  ('+ 1)(«+2)('+3)    (a+l)(a+2)  (/gj  lX/?+2) 

Glr.  (Lp.) 


E.  Schröder.     Neueres   Ober   Bernoulli'sche  Functionen 
von  natürlicher  Ordnungszahl.    Nainrf.  Ge«.  Bremen.  j>.ß. 


F.  DiESTEL.      Beiträge    zu    der    Interpolationsreehnung. 

DjsB,  G5ttiogen,  auch  separat:  Göttingen.  Vandenhoeck  und  Ruprecht. 

47  S.  80. 

Nach  einigeD  historischen  Bemerkungen  über  die  Behand* 
lung  der  Interpolation  darch  Waring,  Newton,  Lagrange,  Gauss, 
Schering  giebt  der  Verfasser  zunächst  eine  Darstellung  der 
allgemeinen  Newton'schen  Interpolationsformel  durch  einen  Quo- 
tienten von  zwei  Determinanten  und  leitet  sodann  eine  Inter- 
polationsformel fttr  die  trigonometrischen  Functionen  ab.  Es  sei 
9)(u)  eine  einwertige  analytische  Function  des  Arguments  «,  sie 
verhalte  sich  im  Endlichen  überall  regulär  und  sei  einfach  perio- 
disch mit  der  Periode  2/7.  Es  seien  ti,,  ti,,  . . .,  ux  l  Werte  des 
Argumenta  ti,  welche  sämtlich  nach  dem  Modul  2nr  incongruent 
sind,  ferner  ausser  der  Endlichkeit  keiner  Beschränkung  unter- 
liegen.     Es    seien    nun    an    den   Stellen  u^^  n^^  r/,,  . . .,  na    die 
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Werte  der  Function  sowie  ihrer  Ableitungen ,  beziehlich  bis  zu 
den  Ordnungen  n,,  fi,,  ...,  n^  gegeben,  wo  n,,  n,,  ...,  fix  be- 
liebige endliche  positive  ganze  Zahlen  mit  Einschluss  der  Null 

sein  können.    Wird  g>(u)  in  der  Form  angenommen 

„ -j 

^(tt)  =  ao+ajCOSii+a,co82ti  -\ +  an-icos — - — « 

„ t 

-f-b, Sinti -f-bj  sin 2ti  4-  ...  +  b^_^sm—^-u 
und  ist 

eine  angerade  Zahl,  so  ergiebt  sich  die  Darstellung: 

sini(tl-tf,y-^«^ ...  sinK«— «ay-^"^ 

X  ^ili,cosi(u— tt,)»«-'"sin|(ii— fi,y. 

Die  Ä  sind  so  zu  bestimmen,  dass  für  u  =  u^^  u^^  ...,  »i  die 
Function  g>(u)  nebst  ihren  Ableitungen  bis  zu  der  angegebenen 
Ordnung  die  vorgeschriebenen  Werte  annimmt;  die  Summation 
ist  Ober  alle  Combjnationen  der  ganzen  Zahlen  n,,  fi,,  ...,  m 
von  derselben  Ordnung  zu  erstrecken. 
Auch  fflr  die  elliptische  Function 

wird  eine  Interpolationsformel  angegeben,  deren  Herleitung  be- 
sonders veröffentlicht  werden  soll.  Wz. 


V.  Willigt.      Sur    une    g^n^ralisation    de    la    fornmle 
d'interpolation  de  Lagrange.    Darbonx  Ball  (2)  xiv.  218-224. 

Das   erste  Glied  der  Hermite'schen  Verallgemeinerung  der 
Interpolationsformel  (vergl.  J.  fUr  Math.  LXXXIV.  70)  ist 

Um  die  A^  und  Xy  zu  bestimmen,  setzt  der  Verfasser 
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und  zeigt,  dass 

A    -       t       (  1  y-' 

WO  (flP(^)X~^  die  (a—l)^  AbleituDg  von  g)(x)  fflr  «  =  0  bedeutet. 
Dann  erhält  das  erste  Glied  der  Entwickelung  die  Form: 

a— 1 


^«  [ig] 


Bei  dieser  Herleitung  ist  A(x)  nur  den  Bedingungen  unter- 
worfen: 1)  fllr  x  =  a  nicht  zu  verschwinden,  2)  fUr  a;  =  fr,  c, ...,/ 
zu  verschwinden.  —  Mit  einer  Anwendung  schliesst  der  Ver- 
fasser. Wz, 


C.  A.  Laisant.     Interpolation   cin^matiqne.     Assoc.Pran^. 

Limoges  XIX.  70-73. 

Anwendung  der  bekannten  Interpolafionsformeln  auf  das 
folgende  Problem:  Ein  Massenpunkt  nimmt  .zu  den  Zeitpunkten 
'i9 '91  •••)'«•  di®  Lagen  4f,,  Jf„  ...,  If«  ein;  sein  Bewegungsgesetz 
zu  finden.  Die,  wie  alle  Aufgaben  ähnlicher  Natur,  unbestimmte 
Frage  führt  zur  Bildung  einer  geometrischen  Function,  welche 
sowohl  auf  den  Raum  als  die  Ebene  anwendbar  ist.       Lp. 


E.  Selling.  Ueber  eine  Formel  fUr  empirische  Zahlen- 
reihen, insbesondere  zum  Ersatz  der  Sterbe-  und  In- 
validitätstafeln.   J.  für  Math.  GVL  193-198. 

Die  Elimination  von  «,  6,  c  aus  den  6  Gleichungen 

y;k  =  afi*  +  6i?*+cir»    (fc  =  0,l,2,3,4,5) 

liefert    zur    Bestimmung    von    a    und    (u  resp.)   o=?ii  — 1     die 
Gleichung : 
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"'«-  («-/»Xa-y) 


y.       J.       JV       zii" 

^J.        JV       ^i"        ^^ 

jn     jiii     jiw        jy 

Dabei  ist  ^t=tfi+i-yk,   ^J^  = //jk+i  — ^t,  ^"=^+i  — -'JS  .-., 
/?=©  — 1,    y  =  fr  — 1.      Analoge    Formeln    gelten    für    6,  ]J 

Diese  Formel  erweist  sich  als  zweckmässig  zum  Ersatz  für 
die  Sterbe-  und  Invaliditätstafeln,  bei  den  ersteren  namentlich 
für  die  Lebensalter  zwischen  20  und  66  Jahren.  Wz. 


VortMshr.  d.  Math.  XXU.  1. 
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Sechster  Abschnitt 

Differential-  und  Integralrechnung. 

Gapitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

H.  Laurent.     Trait6  d'analyse.   Paria.  Qanthier-vnuri  et  fu«. 

Tome  V.     Calcul    integral,     ^uations    diflPärentielles 

ordinaires.    IV  -4-  417  s. 

Tome  VI.     Calcul  integral.     Equations  diff^rentielles 

partielles.     lV-h339S. 
Wie  in  der  Anzeige  des  IV.  Bandes  bemerkt  wurde  (F.  d. 
M.  XXI.  1889.  256),  so  zeigt  sich  auch  in  den  beiden  yorliegen- 
den  Bänden   tlber  die  Theorie  der  Differentialgleichungen   das 
Bestreben   des  Verfassers,    ausser   den   zum  Thema  gehörigen 
Dingen  noch  andere  abzuhandeln,  die  nur  in  losem  Zusammen- 
hange mit  ihm  stehen,  wenn  dieselben  interessant  erscheinen  oder 
auch   in   einem    der   früheren   Bände  eigentlich    hätten  erledigt 
werden  sollen,  aber  erst  nach  dem  Erscheinen  derselben  der  Auf- 
merksamkeit des  Verfassers  teilhaftig  geworden  sind.     Da  nun 
ein  übersichtliches  Register  dem  Werke  nicht  beigegeben  ist,  so 
ist  es  zufolge  dieser  Art  der  Behandlung  mühsam,  alle  die  Stellen 
zusammen  zu  finden,   welche  einen  und  denselben  Gegenstand 
betreffen.    In  der  Anzeige  des  ersten  Bandes  (F.  d.  M.   XVII. 
1885.  237)  hatte  Ref.   bereits   auf  einige  Mängel  hingewiesen, 
welche  aus  der  Eigenart  des  Verfassers  entspringen  und    deneu 
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lam  Teil  durch  die  angedeuteten  Wiederholungen  abgeholfen  ist. 
Eine  Kritik  von  Einzelheiten,  welche  wegen  des  grossen  Um^ 
fanges  des  Werks  nnterbleiben  musste,  ist  neuerdings  in  der  Bi- 
yista  des  Herrn  Peano  unternommen  worden,  auf  welche  hier 
hingewiesen  werden  möge. 

Der  Band  V,  welcher  den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

gewidmet  ist,    zerfällt   in  acht  Capitel.     Nach  den  einleitenden 

ailgemeinen  Sätzen  über  die  Differentialgleichungen  (I)  folgt  die 

Integratioo  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (11)  nebst 

der  Behandlung  der  wichtigeren  geometrischen  Probleme,  welche 

ZQ  ihneD  führen,  wie  die  Theorie  der  Charakteristiken  von  Hrn. 

Fouret^  das  Problem  der  Trajectorien  und  die  Grundlehren  ttber 

die  Connexe.     Die  linearen  Differentialgleichungen  (III)  werden 

zuem  nach  den  älteren  Methoden  integrirt,  dann  wird  aber  auch 

ein  Abriss   der   Fuchs'schen   Untersuchungen    beigegeben.    Den 

vieliti^ren   besonderen  linearen  Differentialgleichungen  ist  ein 

eigenes  Capitel  (IV)   gewidmet,   in   welchem   man    die   Kugel- 

fooetionen,  die  Gauss'sche  mechanische  Quadratur,  die  Bessel'- 

^hen  Functionen,  die  hypergeometrische  Reihe,  die  Kummer'sche 

Differentialgleichung    u.  a.  m.    vorfindet.     Die    Integration    der 

Dicht  linearen  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  und  der 

simoltanen  Differentialgleichungen  sind  die  Titel  zweier  verhält- 

sismtoig  kurzen  Capitel  (V  u.  VI),  in  denen  auch  die  bekann- 

^  bezQglicben  Aufgaben  aus  der  Geometrie  gleichzeitig  vorge- 

Ühri  werden. 

Die  Theorie  der  Eettenbrüche  und  die  Variationsrechnung 
!^i  einfachen  Integralen,  welche  in  den  beiden  letzten  Gapiteln 
des  Bandes  (VII  u.  VIII)  vorgetragen  werden,  dürfte  man  schwer- 
lieh zur  Theorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  rechnen. 
Di«  Digression  über  die  Zahlen  n  und  e,  welche  zwischen  der 
Kettenbrucbentwickelung  der  hypergeometrischen  Reihe  und  der 
W.eln  einer  quadratischen  Gleichung  steht,  ist  niedergeschrie- 
en worden,  ehe  die  Herren  Hermite  und  Lindemann  ihre  be- 
^hmten  Untersuchungen  hierüber  veröffentlicht  hatten ;  bezüglich 
'^^T  Ferweist  der  Verfasser  auf  die  letzte  Ausgabe  der  Geo- 
fc?trie  Rouchö's. 

18* 
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Der  Band  VI  des  Werkes   enthält  9  Capitel,    deren  Titel 
lauten:   I.  Lineare  partielle  Differentialgleichungen   erster  Ord- 
nung mit  einer  Unbekannten.    IL  Theorie  beliebiger  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  einer  Unbekannten. 
IIL  Totale  Differentialgleichungen  und  simultane  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen.   IV.  Partielle  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  und  simultane  Differentialgleichungen.    V.  Gleichungen 
mit  endlichen  Differenzen.    VI.  Functionalgleichungen.    VII.  Har- 
monische Functionen.    VIII.  Variationen  der  vielfachen  Integrale. 
IX.  Transformation    der   räumlichen    Gebilde.    Im    allgemeinen 
hält  der  Verf.,  wie  er  es  in  der  Vorrede  zum  ersten  Bande  er- 
klärt hat,   den  älteren  Standpunkt  von  Cauchy  fest;   allerdings 
hat  er  auch  die  Untersuchungen  Jacobi's  gebflhrend  berflokaicli- 
tigt    Wenn  neuere  Untersuchungen  aufgenommen  sind,  so  wer- 
den sie  entweder  nur  erwähnt   oder  in  ganz  kurzem   Auszuge 
besprochen,   sind   aber  nicht   organisch   mit   dem  Ganzen  ver- 
schmolzen.    Die  litterarischen  Verweisungen  geben  nur  eine  will- 
kürliche Auswahl  und  sind  besonders  in  Bezug  auf  die  neueren 
Veröffentlichungen  sehr  Ittckenhaft.     So  sind  z.  B.  zum  Pfaff"- 
sehen  Problem  (S.  144)  nur  angeführt:  Pfaff  (1814),  Gauss  (bloss 
Oeuvres  completes,  ohne  sonstige  Angabe),  Jacobi  (Grelle  J.  II, 
Liouville  J,  III),  Cayley  (J.  für  Math.  LVII),  Darboux  (BulL  1882). 
Die  wenigen  Seiten  über  das  Dirichlet'sche  Princip  (274 — 276) 
geben  von  der  Schwierigkeit  der  Frage  nur  eine  unvollständige 
Vorstellung  und  dürften  die  Herren  Schwarz  und  C.  Neumann 
wenig  befriedigen. 

Wie  in  den  früheren  Bänden,  so  sind  auch  in  den  beiden 
vorliegenden  wieder  Aufgaben  und  Noten  den  einzelnen  Capitela 
zugegeben  (mit  Ausnahme  der  Cap.  V,  VI,  VII  von  Bd.  VI). 

Lp. 

J.  BoussiNBSQ.  Cours  ^l^mentaire  d'analyse  iafioit^s^ 
male,  k  Tusage  des  personnes  qui  ^tu dient  cette  scienc 
en   vue  de  ses  applications  mecaniques  et  physiquei 

2*  ^d.    T.  IL      Calcul   integral.     Paris.  Oauthier-Villars  et  Fl) 

Selbstanzeige  in  C.  R.  CXL  133-135. 
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R  6.  Teixeira.     Curso  de  analyse  infinitesimal.    Calcolo 
difPerencial.     2.  edi^ao.     Porto.    359  s.  8^ 
Anzeige  in  Darboux  Bull.  (2)  XV.  12. 


A.  8.  Hakdy.     Elements  of  the  difierential  and  integral 

calcalus.     Bostoo.  XI  +  239S. 


H.  Fleury.     Theorie  rationnelle  de  Tinfini  math^matique 
et  du  calcul  infinitesimal.     Paris. 


A.  Fuhrmann.     Naturwissenschaftliche  Anwendungen  der 
Integralrechnung.    Lehrbuch  und  Aufgabensammlung. 

Berlin.  Erost  &  Kotu.  XII  a.  268  S.  S^. 

Das  Buch  bildet  den  zweiten  Teil  der  „Anwendungen  der 
lofinitegimalrechnung   in  den  Naturwissenschaften,    im  Hochbau 
lad  in  der   Technik.    Lehrbuch   und   Aufgabensammlung.    In 
^hs  Teilen,  von  denen  jeder  ein  selbständiges  Ganzes  bildet.^ 
Der  erste  Teil  ist   F.  d.  M.  XX.   1888.  272  angezeigt  worden. 
Der  Forliegende  zweite  Teil  behandelt  in  Capitel  I  einfache  Inte- 
grationen,   in    II  mehrfache  Integrationen,   in   III   Differential- 
^leiehangen  erster  Ordnung,  in  IV  Differentialgleichungen  zweiter 
Mnang.    Es  ist  von  vorn  herein  klar,  dass  die  Anwendungen 
<ief  Integralrechnung  mannigfachere  und  interessantere  Beispiele 
m  den  Naturwissenschaften  liefern  als  die  der  Differentialrech- 
DUDg,  und  von  dem  Verfasser  der  ^Aufgaben  aus  der  analyti- 
schen Mechanik^    war  eine  reiche  Auswahl  von  Beispielen  aus 
lier  Mechanik  zu   erwarten.    Eigentttmlicb  sind  dem  Buche  die 
Anwendungen  auf  die  Betrachtung  des  Verlaufes  chemischer  Vor- 
?^ge,  ein  Feld,  das  von  dem  Verf.  in  mehreren  Originalabhand- 
•^Dgen  besonders  bearbeitet  worden  ist.    Es   ist   den  jüngeren 
r<iemikern  sehr  anzuempfehlen,  sich  mit  dem  Gedanken  zu  be- 
freaoden,   dass  auch  in  der  Chemie  die  mathematische  Betrach- 
'ingsweise  eine  nicht  zu  unterschätzende  Bedeutung  erlangt  hat. 
^ie  im  ersten  Teile   sind    auch    diesmal  sehr  viele  Litteratur- 
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fi^°  Differentialquotienten  von  f(i)  übergeht,  ist  vielfach  beban- 
delt worden.  Sie  ist,  wie  ähnliche  Interpolationsaufgaben,  keine 
völlig  bestimmte  und  moss  erst  durch  neae  Bedingungen,  die 
man  der  zu  bestimmenden  Function  auferlegt,  zu  einer  solchen 
gemacht  werden.  Der  Verfasser  wählt  als  derartige  Bedingungen 
die  folgenden ,  wobei  er  die  Derivation  D^f(fi)  auch  mit  F(s,  n) 
bezeichnet: 

(1)    ^^aj"^  =y^n+i),      (2)  F(,, -0  =/'''V(»)rf*% 

(3)        D^D^f[z)  =  />«+»/•(»). 

Hier  bedeutet  v  eine  positive  ganze  Zahl  und  a  eine  willkürliche, 
aber  fest  bleibende  Gonstante.  Da  die  Derivation  von  dieser 
Gonstante  abhängig  ist,   so  wird  an  Stelle  von  D*f(z)  auch  die 

genauere  Bezeichnung  D^fQi)  angewandt.    Die  drei  Bedingungeo 

a 

für  F(«,  n)  führen  nun  zu  den  folgenden  analytischen  Darstellun- 
gen der  Derivation: 

wo  der  Integrationsweg  eine  von  a  ausgehende,  a  umkreisende 
Schleife  ist,  und 

WO  V  eine  positive  ganze  Zahl  und  der  reelle  Teil  von  n  negativ 
ist.    Nachdem  der  Verfasser  die  Gesetze  für  die  Derivation  von 
Summen  und  Producten  abgeleitet  hat,  untersucht  er  die  analyti- 
sche Natur  der  Derivatiouen  specieller  Functionsklassen,  wie  der 
rationalen  ganzen  und  gebrochenen  Functionen,  der  algebraischen 
Functionen  und  der  transcendenten  ganzen  Functionen.    Specielle 
Beispiele  und  einige  Anwendungen  der  entwickelten  Theorie  auf 
die  Integration  linearer  Differentialgleichungen  beschliessen  die 
Abhandlung.  Hz. 

P.  Linoner.      Ueber    begrenzte  Ableitungen    mit    com- 

plexem  Zeiger.    Fr.  Gymn.  Goslio. 
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Bezeichnet  fa(p)  eine  Function,  die  von  der  Form(a: — a)'*./'(^) 
ist,  unter  f{x)  eine  in  der  Umgebung  von  o;  =  a  einändrige 
Fanction  verstanden,  so  definirt  der  Verfasser  die  „zwischen  a 
und  X  genommene  Ableitung^  von  faip)  mit  dem  „Zeiger^  q 
durch  die  Gleichung 

wo  das  Integral  durch  eine  x  und  a  einscfaliessende  geschlossene 
Linie  zu  erstrecken  ist.     Die  Zeichen  iT  und  F  haben  die  von 
Gauss    eingeftihrte  Bedeutung.     Zu   dieser  Definition   wird   der 
Verfasser  durch  die  Betrachtung  des  speciellen  Falles  f{x)  =  1, 
also  fa{x)  =  (a?— a)*,  hingeleitet.     Setzt  man  für  F  die  hyper- 
geometrische Reihe  und  integrirt  sodann  gliedweise,   so  erhält 
man  die  Ableitung  dargestellt  in  Form  einer  nach  Potenzen  von 
x—a  fortschreitenden  Reihe.     Aus  der  Definitionsgleichung  selber 
entwickelt  der  Verfasser  die  hauptsächlichsten  für  die  Ableitungen 
geltenden  Gesetze.     Als   interessante  Beispiele  werden  die  Ab- 
leitungen der  Functionen,  «^(1—»)*,  (a?'— 1)«,  Igx,  ««e*,  u.  s.  w. 
bestimmt.      Den  Schluss   der  Arbeit   bildet   der  folgende  allge- 
meine Satz:  ^yGenQgt  die  abzuleitende  Function  einer  Fucbs'schen 
Differentialgleichung  ffi*^'  Ordnung  mit  k  singulären  Punkten,  so 
befriedigt  jede,   zwischen   einem   dieser  Punkte   und  der  unab- 
hängigen Variable  genommene  Ableitung  eine  ebensolche  Diffe- 
rentialgleichung   höchstens   von  der  Ordnung  mk  mit  denselben 
singulären  Punkten"".  Hz. 

H.  W.  Lloyd  Tanner.     Note  on  Arbogast's  method  of 
derivations.     Mess.  (2)  XX.  81-82. 

Kurzer  Beweis  der  Arbogast'schen  Regel.  Lp. 


P.  T.  FoLDBERG.      Integration    af    exakte    Differential- 
qvotienter  af  Formen  (p\x^  y,  -T-r"^  ~J^)'    NyiTidas.  for 

Math.  1.  23-27. 

Es    wird    auf   sehr    elementare    Weise    die   bekannte   not- 
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wendige   und   hinreichende   Bedingung   dafür  hergeleitet,    dass 
vi^j  y»  j^i  •••!  i^y  ®*°  exaeter  Differentialquotient  sei. 

V. 

F.  Mertens.     Einführung  neuer  Variabein  in  den  Diffe- 

rentialaUsdrUcken.      Krak.  Ber.  XX.  267-271.  (Poloitch.) 

Es  sei  V(u)  ein  Differentialausdruck,  in  welchem  Differen- 
tialquotienten der  Function  u  nach  den  unabhängigen  Variabein 
x^  y,  tj  ,,.  vorkommen.  FQhrt  man  neue  Variabein  £,  17,  £>  .-. 
ein,  so  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form 

F(ii)  =  wD  +  w'V  +  '", 
wo  U,  ü'j  ...  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  die  neuen 
Variabein  enthalten  und  die  Goeflßcienten  ai,  cd',  ...  von  der 
speciellen  Form  der  Function  u  unabhängig  sind.  Giebt  man 
also  dieser  Function  irgend  eine  f&r  die  Rechnung  bequeme 
Form,  so  gelangt  man  leicht  zu  einer  Reihe  linearer  Gleichungen, 
aus  welchen  man  die  gesuchten  Goefficienten  ermitteln  kann. 

Als  Beispiel  folgt  die  Transformation  des  bekannten  Aus- 
druckes 

d^u       d^u       S^u 

in  reelle  Polarcoordinaten.  Dn. 


F.  Franklin.      On    the  Hessian   of  a  product  of  linear 

funCtions.       Annals  of  Math.  V.  103-105. 

In  Erweiterung  eines  Satzes  von  J.  McMahon  (Annais  V. 
17,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  106)  wird  bewiesen,  dass  die  Deter- 
minante der  zweiten  Ableitungen  des  Products 

ti  =  Lj  L, . . .  Ln, 

Li  =  a,a5+6iy-f-<5<»  H (för  *  Variabein),  nach  «,  y,  *,  •..  den 

Wert  hat: 

H  =  -(fi-iX-ti)*-2:?(ji2..>L*+it*+2...  LnY, 

wo    Ji2^   die    Determinante   der   Goefficienten    der   k  Factoren 
tp  Lj,  . . .,  Lk  bezeichnet.    Specielle  Folgerungen  auf  ein  System 
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von  n(z>k)  reellen  linearen  Oebilden  von  k—2  Dimensionen  im 
Räume  von  k — 1  Dimensionen  sind:  1.  Die  Hesse'sche  Deter- 
minante des  Systems  verschwindet  stets  und  nur,  wenn  alle  jene 
Gebilde  dureh  einen  Punkt  gehen.  2.  Gilt  dies  von  weniger 
als  k  Gebilden,  so  besteht  sie  aus  dem  ursprünglichen  System, 
(ft— 2)'mal  gezählt,  and  einem  imaginären  Gebilde.  3.  Treffen  sich 
k  oder  mehr,  so  geht  das  letztere  durch  alle  solche  Schnitt- 
punkte. H. 

— f 

M.  FoucHE.     Sur  udc  simplification  k  un  calcul  de  Lam6 
relatif  ä  an  changenient  de  variable,    s.  M.  F.  Bull.  xviu. 

149-152. 

Die  cartesischen  Coordinaten  eines  Punktes  ^,  y,  z  seien  in  3 
orthogonalen  Parametern  ^,^i,^,  dargestellt  durch  die  3  Gleichungen 
/'(a;,y,d)  =  ^,  etc.    Lama  verlangt,  die  Grösse 

ö^      ö^      Ö^K 

in  Derivirten  der  3  Grössen  AfAj,^,,  definirt  durch  die  3  Glei- 
chungen 

»•=(|)'+(|)'+(S)'«=-. 

auszudrücken.    Er  gewinnt  und  verwendet  dazu  die  Relation: 

Ä«^  =  -.  Ä'   ^"^  - 


Der  Verfasser  kommt  kürzer  zum  Ziele,  indem  er  gleich  anfangs 
A^y  A^i,  A^,  mit  Anwendung  derselben  Relation  darstellt. 

H. 

L.  BiANCHi.     Sülle  forme  differenziali  quadratiche  inde- 
finite.   Rom.  Acc.  L.  Mem.  (1889).  68  S.  4». 


A.   A.  Markofp.      Ueber    eine    Mendeleieffsche    Frage. 

Petersb.  Abhaodl.  LXII.  1-24.  (RossiBch.) 

Die  Abhandlung  ist  der  Lösung  der  folgenden  Frage  ge- 
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widmet:  ,,E8  ist  gegeben  die  Gesamtheit  der  ganzen  Functionen 

Po*"  +  Pi*''~^  +  P8*"""^+ — hPm  deren  Grad  die  Zahl  n  nicht 
übersteigt,  und  deren  Zahlenwerte  fQr  alle  Werte  der  Veränder- 
lichen z  zwischen  a  und  6  den  Wert  L  nicht  übertreffen.  Es 
fragt  sich,  was  für  eine  Grenze  der  Zahlwert  der  Derivirten 
nicht  übersteigt.  Einer  ähnlichen  Frage  ist  Herr  Mendeleieff  in 
seinen  Untersuchungen  über  das  specifisohe  Gewicht  verschiede- 
ner Wasserlösungen  begegnet.  Wi. 


C.-A.  Laisant.     Limite  de  Texpression 

i  j_  j^ 

/P,gr  +  Pi^s'  +  "•  +  Pna;^y 

^        Pj+PjH hP«       ^ 

lorsque  m  croit  ind^finiment.    J.  de  Math.  sp^c.  (3)  IV.  4-b. 

Von  dem  leicht  bestimmten  Grenzwerte  werden  einige  be- 
sondere Anwendungen  gemacht.  Lp. 


Ch.  Galopin-Scüaub.  Questions  de  maxima  et  de  mi- 
nima. Theorie  et  exercices.  Geneve.  H.Georg;  Paris.  6aa- 
thier-Villare.  91  S.  b«. 

Der  Verfasser,  welcher  in  demselben  Verlage  eine  „Theorie 
des  approximations  num^riques"  1884  veröffentlicht  hat,  giebt 
auf  den  ersten  26  Seiten  des  Büchelchens  eine  Uebersicht  über 
die  analytischen  Methoden  zur  Aufsuchung  grösster  und  kleinster 
Werte  von  Functionen  einer  und  mehrerer  Veränderlichen.  Die 
dann  folgenden  Aufgaben  betreffen  L  Functionen  einer  Variable 
(Nr.  1-59),  II.  Functionen  mehrerer  Variabein  (Nr.  60-77),  IIL  im- 
plicite  Functionen  (Nr.  78-96),  IV.  geometrische  Aufgaben,  und 
zwar  1)  absolute  Maxima  oder  Minima  (Nr.  97-152),  2)  relative 
Maxima  oder  Minima  (Nr.  153-173),  3)  besondere  Fälle  (174-185). 
Die  Lösungen  sind  beigefügt.  Als  ungenau,  bezw.  unvollständig 
erwiesen  sich  bei  Stichproben  die  Lösungen  zu  Nr.  40  und  49. 
Für  die  Aufgaben,  welche  übrigens  nicht  den  Anspruch  erheben. 
Neues  zu  bieten,  nennt  der  Verfasser  als  Quellen:  Vieille,  Sohncke, 
Todhunter,  Vacquant,  Freuet.  Lp. 
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L  Malbtx.  Methode  ^l^mentaire  pour  Studier  les  va- 
riations  des  fonctions  continues,   maximums  et  mini- 

mnms.      Nonv.  Ado.  (3)  IX.  502-508. 

Für  rationale  Functionen  f(x)  stellt  man  die  Differenz 
zweier  Functionswerte  leicht  in  der  Form  dar: 

FQr  irrationale  f(x)  wird  vorgeschlagen  zu  setzen 

wo  e  mit  x  —  x^  verschwindet,  und  bewiesen,  dass  das  Maximum 
oder  Minimum  vom  positiven  oder  negativen  F(x^^x^)  abhängt. 

H. 

J.  Koch.  Darstellung  und  Anwendung  von  Schellbach's 
Verfahren,  Maxima  oder  Minima  der  Functionen  einer 
Veränderlichen  zu  bestimmen.    Casop.  xix.  129.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  ausführliche,  fflr  Mittelschulen  berechnete  Be- 
grQndung  des  Schellbach'schen  (Fermat'schen,  Lp.)  Verfahrens 
samt  zahlreichen  Anwendungen.  Std. 

0.  Stolz.  Die  Maxima  und  Minima  der  Functionen 
von  mehreren  Veränderlichen.    Wien.  Bor.  xcix.  495-010. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Function  /'(«ija?,,...,«?^)  an  der 
Steile  :r,  =  a^,  o;,  =  a„  . . . ,  Xm=  Om  ein  Extremum  besitzt,  entwickelt 
man  bekanntlich  /'(a, +1,,  «, +  5„  .,  öm  +  lJ-/'(a„a„...,a„,) 
nach  steigenden  Potenzen  von  fi, §„...,  fm-  Beginnt  die  Ent- 
wickelong  mit  Gliedern  n^^  Dimension,  so  findet  ein  Extremum 
statt  oder  nicht,  je  nachdem  die  Glieder  n^^  Dimension  eine  de- 
finite  oder  indefinite  Form  bilden.  Dieses  Kriterium  versagt, 
wenn  die  Glieder  !»*•'  Dimension  eine  semi-definite  Form  bilden, 
d.  h.  eine  Form,  die  ausser  für  |j  =  g,  = . . .  =  §^  =  0  auch  noch 
för  andere  Stellen  verschwindet,  übrigens  aber  nur  Werte  eines 
Vorzeichens  besitzt.  Für  diesen  Fall  hat  nun  Scheefi'er  in  einer 
binterlassenen  Abhandlung  eine  Methode  gegeben,  um  zu  ent- 
scheiden,  ob  ein  Extremum  eintritt,   oder  nicht.    Doch  bezieht 
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sich  diese  Methode  nur  auf  Functionen  von  zwei  Veränderlichen. 
(Vgl.  F,  d.  M.  XVIII.  1886.  245.)  Herr  Stolz  dehnt  nun  die 
Methode  von  Scheeffer  auf  den  Fall  von  Functionen  mehrerer 
Veränderlichen  aus.  Ist  die  Zahl  der  Veränderlichen  drei,  so 
lassen  sich  nach  den  von  Herrn  Stolz  gegebenen  Vorschriften 
die  Extreme  stets  ermitteln,  während  fQr  den  Fall  von  mehr  als 
drei  Veränderlichen  —  wie  Herr  Stolz  selbst  hervorhebt  —  ge- 
wisse Schwierigkeiten  sich  einstellen  können.  Die  Note  enthält 
überdies  noch  die  Durchfahrung  eines  verwickeiteren  Beispiels 
f&r  den  Fall  von  zwei  Veränderlichen,  sowie  einige  Bemerkungen, 
die  sich  an  ein  anderes  Kriterium  anknflpfen,  dem  zufolge 
f(x,,  a;„  ...,Xm)  an  der  Stelle  a^,a^y...jam  dann  und  nur  dann 
ein  Extrem  besitzt,  wenn  die  Stelle  einen  isolirten  Punkt  der 
Fläche  /"(a?,,  a?,,  ...,«,„)  =  0  darstellt.  Hz. 


K.  A.  P0S8B.     Zur  Frage  von  den  grössten  and  klein- 
sten Werten   einer  Fnnction   von   zwei   unabhängigen 

Veränderlicben.     Mosk.  Math.  Samml.  XIY.  591-600.  (RasBisoh.) 

Herr  Peano  hat  auf  Grund  des  Beispiels  t«  =  (y— Är*)(sf — bx^ 
(a>b>0)  gezeigt,  dass  die  gewöhnlich  angenommenen  Kriterien 
fQr  die  Existenz  eines  Maximums  oder  Minimums  fOr  den  Fall 
unzureichend  sind,  wenn  d^u  für  ein  System  von  /k,  ik,  /, . . .  Null 
werden  kann.  Herr  Posse  untersucht  in  der  vorliegenden  Notiz 
das  Peano'sche  Beispiel.  Wi. 


L.  Scheeffer.     Theorie  der  Maxima  und  Minima  einer 
Function  von  zwei  Variabein.    Math.  Add.  xxxv.  541-576. 

Abdruck  a.  d.  Leipz.  Ber.  1886;  Ref.  F.  d.  M.  XVIII. 


TsuRUDA.     An  example  of  maxima  and  minima.       Tokio 

Math.  Ges.  IV.  G. 

Elenientare  Lösung   des  Problems:    Welcher  Punkt    i8t    so 
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bezoessen,   dass  die  Summe  der  Quadrate  seiner  Abstände  von 
den  drei  Eeken  eines  Dreiecks  ein  Minimum  ist?  E. 


E.  HoppMAHN.     üeber  das  kürzeste  Verbindungssystem 
zwischen  vier  Punkten  der  Ebene.     Pr.  Gymn.  Wetzlar. 

Zwischen  4  festen  Punkten  A  bis  D  sollen  2  Punkte  N  und 
A^j  80  gewählt  werden,  dass  die  Summe  der  Strecken  AN^  BN^ 
AW„  CN^,  DN^  ein  Minimum  wird.     Die  Aufgabe  wird  auf  ana- 
lytischem Wege  gelöst;  die  Resultate  sind  schon  früher  Ton  Herrn 
ßopp  in  einer  gleichlautenden  Arbeit  (Diss.  Gott  1879)  erhalten 
worden.    Als  Lösung   erhält   man    ein  System    von   5  geraden 
LioieD,   die  je  120^   mit  einander  bilden  und  bei  welchen  die 
Strecken,  die  von  gegenüber  liegenden  Ecken  ausgehen,  zu  ein- 
aader  parallel  sind.    Um  die  beiden  Punkte  iV,  N^  hiernach  zu 
finden,  hat  man  über  2  gegenflber  liegenden  Seiten  des  Vierecks, 
lK  AB  und  CD^   gleichseitige  Dreiecke  ABE  und  CDF  nach 
aQ88en  zu  zeichnen  und  um  dieselben  die  umbeschriebenen  Kreise, 
so  sind  die  Schnittpunkte   der  Linie  EF  mit  den  Kreisen  die 
rerlangten  Punkte  JV,  JV,,  und  die  Länge  EF  ist  die  Länge  des 
Verbindungssystems.     Diese  Lösung  ist  für  besondere  Fälle,  die 
^enau  untersucht  sind,  zu  modificiren;  es  ist  ferner  angedeutet, 
wie  sich  dieses  Problem  auf  n  Punkte  erweitern  lässt. 

Sh. 

Clarkk,    D.   Edwardes.      Solution    of    question    8395. 

Bd.  Times  LIL  54-56. 

AsPARAGüs,    T.  Galliers,    G.  G.  Storr.     Solution    of 

question   8815.     Ed.  Times  LIL  114115. 

Die  erste  Aufgabe  betrifft  die  kleinste  Ellipse  durch  vier 
gegebene  Punkte;  ihre  Lösung  fuhrt  auf  eine  kubische  Glei- 
^hangj  deren  einzige  positive  Wurzel  der  Bedingung  der  Auf- 
gabe genügt.  Die  zweite  Aufgabe  fordert  die  Bestimmung 
'iesjenigen  Krfimmungskreises  einer  Ellipse,  welcher  in  seinem 
zweiten  Schnittpunkte  mit  der  letzteren  den  grössten  Winkel 
^^iWet  Lp. 
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V.   V.   Dantscher.      üeber    die    Ellipse    vom    kleinsten 
umfange  durch  drei  gegebene  Punkte.   Wien.  Ber.  xcix. 

10-58. 

Bei  directem  analytischen  Angriff  der  Frage  ergiebt  sich 
zunächst,  dass  der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Ellipse  auf  einer 
bestimmten  Curve  dritter  Ordnung  liegen  muss.  Heissen  die  gege- 
benen Punkte  il,  fi,  C,  so  muss  femer  der  Mittelpunkt  der  gesuch- 
ten Ellipse  so  liegen,  dass  die  aus  ihm  dem  Dreiecke  ABC  am- 
und  eingeschriebene  Ellipse  zusammenfallende  Axenrichtungen 
haben.  Nach  diesen  vorläufigen  Resultaten  schlägt  der  Verfasser 
einen  umgekehrten  Weg  ein,  nämlich  auf  einer  gegebenen 
Ellipse  E  sämtliche  Dreiecke  pfp"pf"  zu  bestimmen,  f&r  welche 
E  die  Ellipse  vom  kleinsten  Umfange  ist. 

Heisst 

^  +  |;-l=0    (a>6) 

die  Gleichung  von  £,  und  setzt  man 

^  _  o*-6'         _  1.3'6-(2X-1) 
Ä-    ^,    ;    Ol-      2.4-6...2i     ' 

ferner 

''-"^oiß+ir     '  Ä     2X+1     *     ' 

nennt  man  endlich  @  die  Ellipse  mit  den  Halbaxen 


a  =    ,,..,„,    b  = 


aV+6V'  '    "       aV+6V'  ' 

so  erhält  man  den  Satz: 

Die  sämtlichen  Dreiecke  P'P"P'"  auf  E,  ftlr  welche  der 
Umfang  von  E  ein  Minimum  ist,  sind  diejenigen,  welche  zugleich 
der  Ellipse  @  umgeschrieben  sind.  Unter  der  Annahme  des 
später  noch  zu  beweisenden.  Satzes,  dass  das  Verhältnis  der 
Quadrate  der  Halbaxen  einer  durch  die  3  Punkte  P',  P",  P'"  bin- 
durchgehenden  Ellipse  durch  die  Forderung,  dass  ihr  Um&ng 
ein  Minimum  sein  soll,  eindeutig  bestimmt  ist,  wird  schliesslich 
gezeigt,  dass  der  Umfang  der  Ellipse  £  das  einzige  Minimum 
ist,  dass  also  E  in  der  That  die  Ellipse  vom  kleinsten  Umfange 
durch  P',  P",  P'"  ist.  Sh. 


Oapit«!  9.    TotegralreefaDnog.  289 

R.  EL  Allardicb.     On  a  property  of  odd  and  even  polj- 

gODS.      Bdinb.  M.  S.  Proc.  VIII.  22-26. 

Die  betreffende  Eigenschaft  tritt  hervor  bei  der  Betrachtung 
der  Aufgabe,  einem  gegebenen  n-Eck  das  n-Ek^k  von  kleinstem 
Umfange  einzaschreiben,  uod  kann  wie  folgt  dargethan  werden. 
Einem  Polygone  mit  ungerader  Seitenanzahl  kann  ein  Vieleck  von 
derselben  Seitenzahl,  dessen  Umfang  ein  Kleinstes  ist,  einge- 
schrieben werden,  und  dieses  eingeschriebene  Vieleck  ist  ein- 
deutig bestimmt.  In  dem  Falle  eines  Polygons  mit  gerader 
Seitenzahl  lässt  sich  ein  Vieleck  mit  kleinstem  Umfange 
nicht  einschreiben,  es  sei  denn,  dass  zwischen  den  Winkeln 
J,  B,  C,  ...  des  gegebenen  Polygons  die  Beziehung  stattfindet 
Ä — B  +  C— DH — =0.  Ist  dies  der  Fall,  so  lassen  sich  unend- 
lich viele  Vielecke  kleinsten  Umfangs  einschreiben,  und  je  zwei 
von  ihnen  haben  gleiche  Umfange  und  parallele  entsprechende 
Seiten.  [Die  bezüglichen  Sätze  stehen  schon  bei  Steiner,  Ge- 
sammelte Werke  II,  Nr.  63,  S.  232  ff.  Vgl.  aueh  die  genaueren 
Bestimmungen  bei  R.  Sturm,  J.  fhr  Math.  XCVl.  53  ff.    Lp.] 

Gbs.    (Lp.) 

R.  Höhne.  Analytische  Untersuchungen  Steiner'scher 
Maxima-  und  Minimaproblerae,  welche  Beziehungen 
zwischen  Umfang  und  Inhalt  ebener  Figuren  enthalten. 

DU8.  Leipzig.  51  S.  8<>. 
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Integralrechnung. 

V.   Dantschbr  von  Kollksbkrg.     Bemerkung  zur  Inte- 
gralrechnung.     MoDAteb.  f.  Math.  I.  92-94. 

Es  wird  der  Satz  bewiesen:  „Sind  f(i)  und  (f(t)  im  reellen 

Fortaehr.  d.  Math.  XXU.  1.  19 
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Interralle  fo<<<<j  eindeutige,  reelle,  endliche  und  stetige 
Functionen  von  (,  so  ist 

wenn  der  Quotient  f(0:ip(i)  nicht  im  ganzen  Integrationsinter- 
valle  einen  und  denselben  Wert  hat.^  Die  Einschliessung  einer 
Complexen  zwischen  Verticalstriche  bedeutet  den  Modul. 

H. 


6.  Macloskib.     Formulae  for  integration.    Annale  of  Math. 

V.  106-10Ö. 

Statt  der  vier  Formeln,    welche   man   gewöhnlich   fbr    das 
Integral 

u 
giebt,    entwickelt  der  Verfasser  einfacher  zwei  Formeln,    zuerst 
zwei  Reductionsformeln,  welche  m  auf  m+1  und  p  auf  p±  1 
zurflckffthren,  dann  die  Endresultate,  wenn  m,  n,  p  ganze  Zahlen, 
m,  p  positiv  oder  negativ  sind.  H. 


M.  CiEMNiBWSKi.    Aus  dem  Gebiete  der  Integralrechnung. 

Prace  mat.-fiE.  II.  228-242.  (Poloisch.) 

Im  ersten  Teile  dieses  Artikels  behandelt  der  Verfasser  eine 
gewisse  Reductionsart  vielfacher  Integrale.    Ist  n&mlich 

ff    'f  («?  +  «? H +  »^)*r,<ir,  ...da:, 

das  gegebene  Integral  mit  den  folgenden  Bedingungen   fllr  die 
Grenzen: 

so    geschieht   die  Transformation  mit  HOlfe  der  Substitutionen: 
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Im  zweiten  Teile  behandelt  der  Verfasser  das  bestimmte  Integral 

üi  =   /    f(x)dx^ 

a 

welchem  er  unter  Anwendung  der  Mac-Laurin'schen  Reihe  die 
folgende  Form  erteilt: 

und  wendet  diese  Methode  auf  die  Entwickelung  der  Integrale 

x&'dxy     I       x^dx 

an.  Dn. 


Ph.  Gilbert.     Snr  quelques  formules  d'nn  usage  gön^ral 
dans  la  physiqae  math^matique.     Brax.  s.  bc.  xivb.  i-28. 

Eine  sehr  einfache,  von  Ostrogradsky  herrtthrende  Formel 
gestattet  die  Transformation  eines  auf  alle  Volumenelemente  eines 
Korpers  ausgedehnten  Integrals  in  ein  anderes,  das  sich  auf 
alle  Oberflftchenelemente  dieses  Körpers  erstreckt,  und  umge- 
kehrt Die  Anwendung  dieser  Formel  ist  in  manchen  Fragen 
der  mathematischen  Physik  und  der  Mechanik  sehr  förderlich.  — 
Die  entsprechende,  von  Hrn.  Gilbert  ermittelte  Formel  in  krumm- 
linigen Coordinaten  besitzt  in  ihrer  Allgemeinheit  eine  grössere 
Tragweite  und  fbhrt  meistens  zu  leichten  und  eleganten  Lösungen. 
Hr.  Gilbert  wendet  sie  besonders  auf  die  in  krummlinigen  Coor- 
dinaten bewirkte  Lösung  des  Problems  der  variabeln  Tempe- 
raturen in  einem  isotropen  Mittel  an,  auf  den  Beweis  des  Green'- 
schen  Satzes,  auf  die  Bestimmung  der  partiellen  DifferentialT 
gleiehnngen  fOr  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  und  auf  die 
der  Gleichungen  des  inneren  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 
elastiacher  Mittel,  immer  bei  demselben  Coordinatensystem. 
Mehrere  wichtige  Formeln,  vornehmlich  zwei  Formeln,  die  Gauss 
in  der  Theorie  der  Capillarerscheinungen  zur  Zurückführung  der 
sechsfachen  Integrale  auf  vierfache  benutzt,  fliessen  ebenfalls 
ans  der  von  Hrn.  Gilbert  verallgemeinerten  Ostrogradsky'schen 
Formel.     Hr.  de  Salvert  hat  im  ersten  Capitel  seine«  „Memoire 

19* 
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8ur  la  recherche  la  plus  g^n^rale  d'an  Systeme  orthogODal  triple- 
ment  isotherme''  (Brax.  S.  se.  XIII B.  117-260,  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  756)  vor  Hrn.  Gilbert  direct  die  Gleichung  der  Wärme- 
bewegung  in  beliebigen  Coordinaten  gegeben.  Mn.  (Lp.) 


E.  Carvallo.     Formuks  de  quaternions  pour  la  r^duc- 
tion  des  integrales  mnltiples  les  unes  dans  les  autres. 

S.  M.  F.  Boll.  XVIII.  80-90. 

Es  werden  zwei  Formeln  aufgestellt,  welche  den  Uebergang 
von  den  in  der  mathematischen  Physik  vorkommenden  typischen 
Formen  einfacher  und  doppelter  Integrale  zu  bezw.  doppelten 
und  dreifachen  vermitteln.  Dies  gelingt  durch  EinfBhrung  der 
fttr  die  Quaternionen-Theorie  charakteristischen  Einheiten (J,,/,,J,) 
und  Functionen.  Durch  ein  Beispiel  erläutert  wird  einer  der 
besonders  zu  behandelnden  Fälle,  in  denen  die  vermittelnde 
Function 

nicht  einen  eindeutigen  bestimmten  Wert  hat  Ausserdem  zeigt 
der  Verfasser,  dass  das  Symbol  V  analoge  Eigenschaften  besitzt 
wie  das  gewöhnliche  Zeichen  der  Ableitung,  und  dass  bekannte 
Formeln  von  Green  und  Ampere,  die  in  der  Theorie  der  EUek- 
tricität  vorkommen,  als  Specialfälle  in  den  oben  genannten  bei- 
den Hauptformeln  enthalten  sind.  Sobg. 


N.  J.  SoMiNB.     lieber  die  Redaction   eines  mehrfachen 

Integrals.    Mosk.  Math.  Samml.  XIY.  537-537. 

Reproduction   eines   früheren   Artikels   desselben  Verfassers 
mit  einigen  Vervollständigungen.    (S.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  287.) 

Wi. 


N.  ZiNiNB.     Zur  Aufgabe  von  der  Redaction  des  mehr- 
fachen Integrals.     Mosk.  Math.  Samml.  XJV.  549-553. 
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Das  Integral: 

welches  auf  alle  positiveD  Werte  der  Veränderlichen  x^,  j?„  ...,  o^^ 

sich  erstreckt,   die  der  Bedingung  a?, +a?,  H +  Xn^h(h>0 

genügen,    wird    durch    die    Anwendung    des    discontinuirlicfaen 
Factors  von  Cauchy  reducirt: 

»+00    ^{x-{-&i) 


inj 


x  +  ^  Wi. 


Capitel  4. 

Bestimmte  Integrale. 
C.  F.  Lindmann.    Nagra  formler  hos  Mr.  Bierens  de  Haan. 

Stoekh.  Öfv.  353-362. 

Berichtigungen  und  Vereinfachungen  einiger  Bierens  de  Haan'- 
sehen  Formeln  zur  Berechnung  bestimmter  Integrale.  Voran 
geht  eine  Herleitung  von  Keihenentwickelungen  itlr  vier  trigo- 
nometrische Ausdrücke.  ßdn. 


U.  BiGLKR.      Auswertung  einiger   bestimmten   Integrale 
durch     Anwendung     des     freien     Integrationsweges. 

Hoppe  Arcb.  (2)  IX.  60  94. 

Den  Aufsatz  bestimmt  der  Verfasser  zu  einem  Beitrag,  die 
Scheu  Tor  der  Anwendung  der  Methode  des  freien  Integrations- 
wegesy  welche  sich  in  der  Litteratur  zu  erkennen  gebe,  zu  über- 
winden. Als  Nachteil  ihrer  Meldung  wird  hervorgehoben,  dass 
öfters  die  Identit&t  von  Integralen  nicht  erkannt  werde.  Im 
Vorliegenden  werden  14  Beispiele  von  Integrationen  gegeben, 
die  meisten  aus  Dienger's  Lehrbuch  entnommen,  welche  derselbe 
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durch  Doppelintegrale  berechnet,  die  jedoch  nach  jener  Methode 
als  einfache  Integrale  behandelt  werden  können.  H. 


8.  PiNCHBRLE.     Sulla  trasformazione  di  Heine.      Palermo 

Bend.  IV.  143-145. 
Die  Heine'sche  Transformation 


f (') = /  ^ 


(siehe  die  Abhandlungen  von  Heine  im  J.  fbr  Math.  LX  u.  ff.) 
gilt  bekanntlich  nur  in  dem  Falle,  wo  ip{t)  l&ngs  des  ganzen 
Integrationsweges,  die  Grenzpunkte  eingeschlossen,  entweder 
durchaus  endlich  bleibt,  oder  nur  Unendlichkeitspunkte  besitzt, 
deren  Ordnung  kleiner  als  1  ist.  Wird  aber  ^(0  in  a  unend- 
lich Yon  einer  Ordnung,  welche  ^  1^  aber  <A4~1  is^)  so  kann 
man  die  Heine'sche  Transformation  durch  die  folgende  ersetzen: 

(x-ayJ  aj-<  Vi, 


R.  MiLDNBR.      Ueber  eine  Anwendung  der  Taylor'scbeii 
Reihe  und  einige  bestimmte  Integrale. .  Hoppe  Arch    (-2) 

IX.  285-296. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  f{h'\-z)  sich  nach  Potenzen 
von  s  in  eine  Reihe,  convergent  im  Umfang  —  il<»<A,  ent 
wickeln  l&sst,  wird  die  Formel  hergeleitet: 

r  [^(A+re--)~  Kh+re-^-)]  ^  =  [f(h  +  r)  ^f{h)]  log  ^ 

(a>0;  6>0;  — Ä<r<A). 
Sie  ist  die  Quelle  vieler  Formeln;  zu  nennen  sind: 

[^(^e-«'+"0  -  f(re-<»-'"0]  ^  =  2i  [^(r)  -  /-(O)]  ardg  -, 

X  A 
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—^\og(l+2rcosx+r^dx  =  _[r-^  +  __...+_J 

\/[f(rt^+f(re-^]\og(l-2qcoB2ai+q')dx  =  -„/^"^dx 

0  u 

(wenn  f(0)  =  0).  H. 


x»flO 

T.  J.Stibltjes.  Notesurrintögrale/     e'^^du.    Nouv.  Ann.  (3) 

u 
IX.  479-480. 

Der    Wert    des  Integrals    wird,    ausgehend    vom   Integral 
r    u''e-^*du  =  Jn  gefanden,  indem  J«  auf  J^  reduoirt,  Jn  zwi- 


u 


sehen  zwei  Grenzen  eingeschlossen  wird,  die  fttr  fc  =  oo  in  den 
Wallis'schen  Ausdruck  von  n  zusammenfallen.  H. 


J.  Rajkwski.     Ueber  einige  bestimmte  Integrale.       Krak. 

Ber.  XX.  272-281.  (Poloiach.) 
Für 

'^--^+T7'^+1.2.y(y+l)^+1.2.3.y(y+l)(y+2)^   +-' 

ii(fi--l)(n-2)(y--ii)(y-ii~l)(y~ii-2) 

+  — no "^  "^  '•' 

ist: 

0,  wenn  m'^nj  y  >  0, 

wenn  m  =  n,  y  >  0, 


10,  wenn  m  ^ 
r(l+n)r(y) 


and 

0,  wenn  m^w,  y>>m+ii, 

wenn   m  =  n, 

y>2n. 

Dn. 


j  /O,  wenn  m^w,  y> 

y**  e~4?-fr+0,;;„.,^^dj.  =  1  r(l+fi)r(l+y— it)^ 
o  [  y — 2ii 


) 
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M.  Lekch.     Mitteilungen  aus  der  Integralrechnung. 

Monateh.  f.  Math.  I.  105-112. 

Zuerst   wird  aus  bekannten  Eigenschaften  der  Besserschen 

1    /'^ 

Function  J(»)  =  —  /     e'*~*'rfa  und  der  Formel  von  Lipschitz 

u 


fer^J(ßr)är  =  -^^ 


die  Formel  von  Weber 

y*y(»)log»d»  =  r(l)-log2 

0 

hergeleitet;  dann  als  Gonsequenz  der  erstem  gefunden: 


/*  8in(»+ti)  _,  .  .  ^  f/  \ 


0 

dann  die  Transformation 


/  r(a)-*+J  «• 


„      -.,  „        '+(log«)' 


ausgeführt;   zuletzt  (wenn  £(x)  die  grösste  ganze  Zahl  unter  x 
bezeichnet)  die  Darstellung 

^   B(?+i)=K"i-iX«-i) 

I — I  ^  fll  y 


k=l  ^*W 


1     /''»    8in(m+n— l)»8in(m — l)n»8in(ii  — l)m»d» 
n  J  8ini5Bin2m2sin2ffift 

gewonnen.  H. 


E.  ScHBÖDBR.      Ueber    bestimmte    Integrale,     die    sich 
rational    durch  n  und    log  2    ausdrucken.     Natnrf.  Ges. 

Bremen.  8-9. 

B.  Lorenz.     En  diskontinuert  Faktor.    Nyt  Tidse.  for  Math. 

I.  76-79. 

In   den  Untersuchungen    Qber   die   Menge   der   Primzahlen 
braucht  Hr.  Oram  einen  discontinuirlichen  Factor 


( 
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(unter  dieser  Form  toq  Herrn  J.  Petersen  gegeben),  weleher  die 
Werte  2  und  S  Plr  x>p^  0  ttir  x<p^  endlich  m  fQr  x=p  hat. 
Statt   dessen    untersucht   Hr.    Lorenz   eine  Function,    welche   er 

— J  nennt,  wo  die  Parenthese  als  Functionszeichen  steht.  Diese 

Function  wird  0  für  a;  <  1,  1  fbr  a;  >  1  und  ist  endlich  für 
X  =  1,  wobei  X  reell  und  positiv  ist.  Die  Function  befriedigt 
die  Fundamentalgleichung 

wo  Xi  Xii  '"i  ^9  ^19  -••  willkOrliche  Functionen  beziehungsweise 
TOn  X,  :r,,  ...  und  r  sind.  V. 


6.  G.  Stokss.     Note  on  the  determination  of  arbitrary 
constants   which  appear  as   multipliers  of  semi  -  con- 

vergent  series.     Oambr.  Proc.  vi.  302-366.  (18^9.) 

Diese  Notiz  bezieht  sich  auf  drei  vor  langer  Zeit  erschienene 
Arbeiten  des  Verfassers  („On  the  numerical  calculation  of 
a  class  of  definite  integrals  and  infinite  series **,  „On  the  dis- 
eontinuity  of  arbitrary  constants  which  appear  in  divergent  devel- 
opments",  „Supplement  to  a  paper  on  the  discontinuity  of 
arbitrary  constants  which  appear  in  divergent  developments^. 
Cambr.  Trans.  IX.  166;  X.  105;  XI.  412).  Das  Problem,  um 
welches  es  sich  handelt,  ist  F.  d.  M.  II.  1869/70.  163  angegeben 
worden.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  eine  einfachere  Me- 
thode zur  Bestimmung  der  in  den  genannten  Untersuchungen 
auftretenden  willkürlichen  Constanten  dargelegt,  doch  lässt  sich 
dieselbe  hier  nicht  ohne  Weitschweifigkeit  wiedergeben. 

Gz. 

T.-J.  Stibltjbs.     Sur  quelques  integrales  d^finies  et  leur 
d^veloppement  en  fractions  continues.      Qaart.  J.  xxiv. 

370-382. 

Die  behandelten  Integrale  sind  alle  von  der  Form 

/«OD 
0 
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und  zwar  handelt  es  sich  um  die  fttnf  Beispiele: 
0(u)  =  (cos  u  4-0  sin  u)^  sin**  ti, 
0(u)  =  (co8hu  +  o8ii^h<<)^0inh"ti, 


^  8inh(fltf)cosh(6tt) 
^  ^  8inh(cii)        ' 


<D(tt)  =  (sinhfico8ht«)*F(cr, /y,  y,  — sinh'ii), 
0(u)  =  sinhy->i«C08h«+^-yttF(a,/»,y,  — sinh'ii). 
Die   nötigen   Gonvergenzbetrachtungen    sollen    später   mitgeteilt 
werden.  R.  M. 

P.  Mansion.     G^näralisation  de  la  formale  approxima- 
tive de  W.  Snell  et  Ozanam.     Brnx.  s.  ec.  xiv  a.  4ö. 

Mit  einem  immer  in  gleichem  Sinne  abweichenden  Fehler  ist 
r ' dt St 

Mn.  (Lp.) 
R.  Hoppe.     Ueber  die  von  Humbert  untersuchten  Kugel- 

flächenstOcke.      Hoppe  Arch.  (2)  IX.  53-59. 

Wird  eine  Kugel  durch  eine  geschlossene  konische  Fläche 
geschnitten,  so  entstehen  zwei  geschlossene  Kugelflächenstdcke; 
Humbert  hat  (Journ.  de  Math.  (4)  IV.  313-345,  F.  d.  M.  XX.  1888, 
813),  je  nachdem  der  Eegelmittelpunkt  innerhalb  oder  ausser- 
halb der  Kugel  liegt,  über  deren  Summe  oder  Differenz  w  be- 
merkenswerte Sätze  aufgestellt,  welche  der  Verfasser  zunächst  auf 
directem  analytischen  Wege  ableitet.  Alsdann  wird  untersucht, 
wie  sich  to  mit  der  Richtung  der  Axe,  d.  h.  der  Verbindungslinie 
von  Kegelspitze  und  Mittelpunkt,  ändert.  Nennt  man  h  den  Ab- 
stand der  Spitze  vom  Mittelpunkt,  r  den  Kugelradius  und  s  den 
Winkel,  welchen  eine  zweite  Axe  mit  der  ursprünglichen  bildet, 
so  erhält  man  den  Hauptsatz:  Teilt  eine  durch  die  Spitze  gehende 
Ebene  den  Kegel  in  zwei  congruente  Hälften,  so  variirt  ta  bei 
beliebig  veränderter  Lage  des  Kegels  relativ  zur  Kugel  nur  mit 
dem  Factor  Ar  cos«.  Teilt  sie  ihn  in  zwei  symmetrische  H&lften, 
so  kann  der  Kugelmittelpunkt   noch   längs  der  Symmetrieebene 
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beliebig  verschoben  werden,  während  to  proportional  Ar  cos  e  bleibt. 
Anwendungen  auf  ebenflächige  Kegel,  d.  h.  Pyramiden,  bilden  den 
Sebloss.  Sh. 

P.    MaNSION.       Paradoxe.     MatheeiB  X.  222-224. 

Einem  geraden  Gylinder  mit  Kreisbasis  kann  man  ein  Poly- 
eder mit  endlos  abnehmenden  Seitenflächen  einbeschreiben,  dessen 
Oberfläche  jede  vorgegebene  Grenze  erreicht,  oder  keine  Grenze 
hat  (Vgl.  Peano  „Sulla  definizione  delFarea  d'una  superfieie'' 
in  Bom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  V,.  54-57  und  Schwarz  in  Ges.  Math. 
Abhandlungen  II.  309-311,  369-370.)  Mn.  (Lp.) 


E.  Gblin.     Surface  et  volume  du  tore.    MatheeiB  x.  190-197. 


W.  G.  Imschenbtzky.  Ueber  die  geometrische  Deutung 
der  Euler'schen  Formel  für  die  angenäherte  Berech- 
nung  der   Quadraturen.     Petersb.  Abhandl.  LXII.  45-52. 

Es  werden  die  Bedingungen  abgeleitet,  unter  welchen  man 
auf  geometrischem  Wege  mit  Hülfe  der  Parabeln  höherer  Ordnung 
die  Euler*8che  Formel  beweisen  kann.  Wi. 


P.  Appell.      Sur  une  classe  de  polynömes  ä  deux  va- 
riables et  le  calcnl   approchä   des  integrales  doubles. 

Tonioase  Ann.  IV.  H.  1-20. 

Wenn  wir  für  alle  folgenden  Doppelintegrale  ein  bestimmtes 
lotegrationsgebiet  festsetzen  und  dann  unter  K{x,y)  eine  inte- 
grirbare  Function  verstehen,  welche  in  diesem  Gebiet  ihr  Zeichen 
nicht  wechselt,  so  kann  man  das  allgemeinste  Polynom  P(x^y) 
vom  Grade  p   bestimmen,    welches  die  ip{p  +  l)   Gleichungen: 

/  /Ka^y^Pdady  =  0    (•  +j  <  p)    befriedigt.     Dieses  P  findet  man 

p 
in  der  Form:  P=  -2'öp-u^p-u»  wo  die  a  beliebige  Constanten, 
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die  F  linear  unabhängige  Polynome  sind,  deren  jedes  nor  ein  Glied 
p**' Dimension  enthält.  Nun  ist  offenbar  flKV^nVf^^ydxdy^^O^ 
sobald  m+n^iu-f  y.  Man  kann  aber  aus  diesen  F  neue  Poly- 
nome V  herstellen,  för  welche  /  /  Kü^^n  Vf^^v  dxdy  =  0,    sobald 

nicht  gleichzeitig  m  =  /u,  ii  =  y  ist.  Zu  diesem  Zwecke  braucht  man 
nur  (und  dies  ist  ein  Fortschritt  gegenüber  frOheren  Arbeiten  von 
Hermite  und  Didon)  die  quadratische  Form: 

in  Quadrate  zu  zerlegen. 

Der  eigentliche  Zweck  der  vorliegenden  Note  ist  nun,  zu 
zeigen,  dass  die  definirten  Polynome  F(«,  y)  bei  der  mechanischen 
Quadratur  von  Doppelintegralen  eine  ähnliche  Rolle  spielen,  wie 
die  Legendre'schen  Polynome  bei  der  Oauss'schen  Berechnung 
der  einfachen  Integrale.     Wenn  man  in  dem  zu  berechnenden 

Integral  I  =^  / /Kf(x^y)dxdy  voraussetzt,  dass  f(^x^y)  nach   Po- 

OD 

tenzen  entwickelt  werden  kann:  f{x^y)=  £  f^u.v^y^^  und  daas 

man  die  Teilintegrale  /^,r=  f  f  Kxfy'^dxdy  direct  findet,  so  kann 

man  ein  angenähertes  Integral  J  finden,  wenn  man  ({x^y)  durch 
ein  Polynom  g>(x,y)  vom  Grade  p  ersetzt;  dasselbe  enthält 
n  =  i(p+  l)(p  +  2)  Coefficienten,  welche  so  gewählt  werden,  dass 
9  und  f  an  n  Stellen  (Xj,yJ,  («,>  y,)t  •  •  m  (^m) ^0  denselben  Wert 
haben.  Diese  Stellen,  welche  im  Integrationsgebiet  liegen 
müssen  und  nicht  einer  Curve  p**^  Ordnung  angehören  dürfen, 
kann  man  nun  noch  so  bestimmen,  dass  in  den  Entwickelnngen 
von  /  und  J  weitere  2fi  Glieder  identisch  werden.  Aber  nian 
trifft  hier  auf  grosse  Schwierigkeiten;  die  betreffenden  Gleichungen 
können  unvereinbar  sein  oder  Punkte  ergeben,  die  nicht  im  In- 
tegrationsgebiet liegen.  Der  Verf.  erläutert  diese  Schwierigkeiten 
an  3  Beispielen,  ohne  dieselben  zu  erledigen;  andere  Schwierig- 
keiten, welche  sich  aus  der  notwendigen  Fehlerbetraehtang  er- 
geben würden,  sind  nicht  berührt  worden.  R.  M. 
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L.  Lachtinb.     Der  Ausdruck   der   Wurzeln    euier   drei- 
gliedrigen  algebraischen   Gleichung   durch  bestimmte 

Integrale.      Mosk.  Math.  Samml.  XV.  61-83. 

Die  Methode,  welche  Boole  fQr  die  Ableitung  des  Ausdrucks 
der  Wurzel  einer  dreigliedrigen  algebraischen  Gleichung  in  der 
Abhandlung:  „On  the  differential  equations  which  determine  the 
form  of  the  roots  of  algebraic  equations*'  entwickelt  hatte,  wird 
durch  den  Verf.  vervollst&ndigt,  und  die  Ausdrücke  selbst  werden 
als  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen  untersucht. 

Wi. 


Capitel  6. 
Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

0.  V.   LiCHTENFKLS.      Ucber    den    Fundamentalsatz    der 
Theorie  der  Differentialgleichungen.     Monatsh.  f.  Math.  i. 

275-282. 

Die  Note  enthält  einen  neuen  Beweis  für  die  Existenz  eines 
regulären  Integrals  der  Differentialgleichung 

wo  $o(^i  y)  ^i°^  °^^^  ganzen  positiven  Potenzen  fortschreitende 
Reihe  bedeutet,  die  ftlr  o;  =  0,  y  =  0  verschwindet  und  in  der 
Umgebung  dieses  Wertepaars  convergirt.    Als  bekannt  wird  vor- 

aasgesetzt,  dass  der  Gleichung  ^  =  ^'(^)durchy  =  const.4-^aj) 

genflgt  wird,  wo  $((c)  denselben  Convergenzbereich  besitzt,  wie 
$'(j;),  und  das  folgende  Gleichungssystem  gebildet: 

-^  =  ^0,  y.  =  ^0«^;   ^  -  ^{x, y,)  =  5ß;(a:),  y,  =  ^,(xy, 

-^  =  ?(^,  y,)  =  *'.(^),  y,  =  ^.(^); ...;  ^  =  *(^,  yn-i) 
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in  welchem  alle  $m(^)  für  o;  =  0  verschwinden.  Von  den  so 
erhaltenen  Reihen  $,(x)  und  %t(x)  wird  gezeigt,  dass  sie  alle 
in  einem  bestimmten  Bereich  conyergiren  und  sich  mit  wachsen- 
dem n  bezüglich  den  Grenzreihen  ^'(x)  und  ^(x)  nähern,  derart, 
dass  ^'(x)  mit  ^n(x)  und  ^{x)  mit  $«(^)  in  den  n  ersten  Glie- 
dern übereinstimmen,  und  dass  endlich 

ist.     Da  nun 

^(aj)  =  lim^Coj,  ^n-iix))  =  ^(x,  ^{x)) 
ist,  so  folgt  der  zu  beweisende  Satz.  Hr. 


G.  Pbano.      Demonstration   de  rint^grabilitö  des   6qua- 
tiona  difF^rentielles  ordinaires.    Math.Ano.  XXX Vll.  182-228. 

Der  hier  gegebene  Beweis  fOr  die  Existenz  von  n  Integralen 
eines  Systems  n  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung mit  beliebig  gegebenen  Anfangswerten  ist  allein  auf  die 
Voraussetzung  gestützt,  dass  in  der  Umgebung  der  Anfangswerte 
die  GoefScienten  des  Differentialgleichungssystems  continuirlich 
sind.  Der  Beweis  wird  in  den  Bezeichnungen  des  logischen 
Caiculs  geführt  und  lässt  sich  hier  nicht  im  Auszuge  wieder- 
geben. Hr. 

H.  B.  FiNE.     Singular  Solutions  of  ordinary  difFerential 

equations.      American  J.  XII.  295-322. 

Die  Theorie  der  singulären  Lösungen  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  wird  unmittelbar  aus  dieser  selbst  abgeleitet 
auf  Grund  der  Darstellung  der  Integrale  in  Reihen,  welche  Briet 
und  Bouquet  in  ihrer  klassischen  Abhandlung  J.  de  TEc.  Pol. 
Cah.  XXXVI  entwickelt  haben.  So  wird  jede  directe  oder  in- 
directe  Bezugnahme  auf  den  Begriff  einer  vollständigen  Lösung 
vermieden  und  damit  auch  die  Schwierigkeiten,  die  in  der  älteren 
Theorie  der  singulären  Lösungen  von  Herrn  Darboux  zuerst  auf- 
gedeckt worden  sind.     Im  ersten  Abschnitt  wird  die  Differential- 
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gleiehuDg  erster  Ordnung 

betrachtet,  worin  f  eine  rationale,  in  Bezug  auf  p  irre^uctible 
Fanetion  von  x^  y,  p  bedeutet.  Durch  eine  passende  Transfor- 
mation können  nach  Briot  und  Bouquet  alle  gewöhnlichen  Lö- 
sttDgen  Yon  /*  =  0,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  a;  =  0 
y  =  0  gehen,  auf  die  Form  y  =  Fr«'"  reducirt  werden,  wo  V 
durch  eine  algebraische  Gleichung  als  Function  von  r  und  x 
gegeben  ist,  und  v  mit  x  durch  eine  Differentialgleichung 

(1)      ^a,  =  y(«,*) 

Tcrbnnden  ist,  in  der  9  für  ;v  =  0,  o  =  0  verschwindet.  Unter 
den  verschiedenen  möglichen  Entwickelnngen  von  V  nach  Po- 
tenzen von  0  und  x  existirt,  falls  f{x^  y,  p)  =  0  eine  singulare 
Lösung  hat,  d.  h.  wenn  die  Discriminante  von  f  nach  p,  gleich 
Null  gesetzt,  die  Gleichung  f  =  Q  befriedigt,  stets  eine  Entwicke- 
lang von  F,  für  welche  die  Gleichung  (1)  zwischen  v  und  x  in 
die  Form 

degenerirt,  und  daher  durch  \f)(p^  x)  =  0  befriedigt  wird.  Dies 
ist  die  singulare  Lösung,  welche  die  Differentialgleichung  also 
nicht  als  solche,  sondern  durch  das  Verschwinden  eines  gemein- 
schaftlichen Factors  befriedigt.  Der  zweite  Abschnitt  enthält 
die  Ausdehnung  der  entwickelten  Theorie  auf  Differentialglei- 
chungen höherer  Ordnung. 

Im  dritten  Abschnitt  werden  die  singulären  Lösungen  der- 
jenigen Differentialgleichungen  n^^  Ordnung  discutirt,  deren  all- 
gemeine Lösung  in  der  Form 

9(a?,  y,  c,,  ...,  Cm)  =  0 

darstellbar  ist,  wo  q>  in  Bezug  auf  x^  y  eindeutig  ist  in  einem 
gewissen  Bereiche  und  rational  in  Beziehung  auf  die  Parameter 
C|,  ...,Cm,  während  zwischen  den  letzteren  m—n  algebraische 
Gleichungen  bestehen.  Hr. 
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J.  Möller.     Ueber  die  singulären  Pankte  der  gewöhn- 
lichen   algebraischen    Differentialgleichungen.     Stoekh. 

VeteoBk.  Bibang.  XV.  Abt.  r.  No.  2.  31  S. 

Durch  Arbeiten  der  Herren  Poincar6  und  Björling  angeregt, 
stellt  der  Verf.  Untersuchungen  an  fiber  das  Verhalten  der  In- 
tegralcurven  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  in  den 
singulären  Punkten.  Hierbei  werden  zuerst  Gleichungen  erster 
Ordnung  und  ersten  Grades  betrachtet.  Um  das  Verhalten  der 
Integralcurve  in  der  Nähe  eines  Punktes  («o^yo)  ^^  ermitteln, 
legt  der  Verf.  durch  diesen  Punkt  eine  bewegliche  Gerade 
y—tfo  =  m{x  —  x^)  und  untersucht  den  Wert  von  dyjdx  in  einem 
Punkte  (x,y)  auf  einer  solchen  Geraden.  Vor  allem  geht  hieraus 
eine  Regel  hervor,  durch  welche  man  entscheiden  kann,  ob  ein 
singulärer  Punkt  „generell'^  oder  „individuell*^  ist,  d.  h.  ob  alle 
Integralcurven  durch  den  Punkt  gehen,  oder  nur  eine  einzige 
(resp.  eine  endliche  Anzahl)  von  ihnen.  Hierauf  folgen  der 
Reihe  nach  ähnliche  Untersuchungen  fiber  Gleichungen  von  den 
Formen : 

(wo  9>,^  rationale  ganze  Functionen  beliebigen  Grades  bezeichnen), 
endlich  Beispiele.  Bdn. 

R.  PiCARD.      Sur    une   classe    d'^quations  diff^rentielles 
dont  Tint^grale  g^n^rale  est  uniforme.   CR.  CX.  877-88a 

Die  in  Rede  stehende  Klasse  ist  durch  die  Gleichung 
f (Vt  9 'i  •  •  *  1  y^'^^O  "=  0  repräsentirt,  in  welcher  die  unabhängige 
Variable  x  nicht  vorkommt  und  f  ein  Polynom  bedeutet  Vor* 
aussetzung  ist,  dass  das  allgemeine  Integral  eine  eindeutige 
Function  von  x  ist,  deren  einziger  wesentlich  singulftrer  Punkt 
im  Unendlichen  liegt.  Die  Gleichung  (=-0  ist  alsdann  durch 
eine  eindeutige  umkehrbare  Substitution,  die  einen  willkQrlichen 
Parameter  enthält,  in  sich  transformirbar.  Ist  nämlich  y  irgend 
ein  Integral,  und  sind  y^yn-'-^yi''*^  die  Werte,   die  y  annimmt, 
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wenn  x  durch  X'\'h  ersetzt  wird,  dann  ist 

vV  =  J^*(Ä,»,  y\  ...,y^"^)    (*  =  0, 1, ...,  m), 

wo  die  Fk  eindeutige  Functionen  des  „analytischen  Punktes  auf 
der  f-FlSehe*'  sind.  Diese  Transformation  ist  umkehrbar.  Be- 
sonderes Interesse  bietet  der  Fall,  dass  diese  „biuniforme^  Trans- 
formation ^birational^  ist.  Es  wird  bewiesen,  dass  dann  das 
allgemeine  Integral  sich  mit  Hülfe  der  Aberschen  Transcendenten 
oder  derjenigen,  in  die  sie  degeneriren  können,  ausdrücken 
Iftsst  Eine  Folge  der  Ueberlegungen,  aus  denen  der  Satz  her- 
Torgebt,  ist  noch,  dass  eine  solche  Darstellung  des  allgemeinen 
Integrals  Y  stets  möglieh  ist,  wenn  es  mit  Hülfe  eines  particu- 
lären  Integrals  y  in  der  Form 

wo  R  eine  rationale  Function  und  a^^...^am  willkürliche  Gon- 
stanten  bedeuten,  ausgedrückt  werden  kann.  Hr. 


L.  Fuchs.      Zur   Theorie    der    linearen  DiflFerentialglei- 

chungen.      (Schluss.)    Berl.  Ber.  1890.  21-38. 

Die  in  der  letzten  Mitteilung  (Berl.  Ber.  1889.  713-726; 
F.  d.  M.  XXI.  305)  betrachtete  Function  H,  die  als  rational  er- 
kannt wurde,  wird  näher  bestimmt  und  dadurch  für  die  Functional- 
Determinante 

""■  dx  ö/c,  9/p, 
der  Ausdruck  /l=X:a*n  hergeleitet,    wo  X  eine  von  x^k^,k^ 
anabhängige  Grösse  ist  und 

'^  =  (*-*,)  (^-*.)(^-Ä,)  (^-ÄJ  (*,-*,)  (*,-*,)  (Ä,-.Ä  J  (Ä,-Ä3)  (i,-tj. 

Hieraus  folgt,  dass  die  einzigen  Singularitäten  der  Grössen  rr,  k^^  k^ 
als  Functionen  von  $,  rj,  ^  durch  das  Zusammenfallen  zweier  der 
Grössen  ^,  &i,  A,,^,i  Ar^  oder  das  Unendlichwerden  derselben  er- 
halten werden.  Der  gesamte  Wertyorrat  V  der  Mannigfaltigkeit 
^i'???!  wenn  die  Variabein  x^k^^k^  beliebige  Wege  beschreiben, 
ist  80  beschaffen,  dass  /(ij),  /(~ö»  '(Ö'-^W^C-D,  wo 
I(i)  den  Coefficienten  von  i  in  der  complexen  Grösse  a  bezeichnet, 
negativ  bleiben.    Die  oben  bezeichneten  singulären  Stellen  von 

FoHMhr.  d.  Math.  XXII.  1.  20 
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a?,  Ä,,  Ä,  als  Functionen  von  f,  jy,  S,  sowie  diejenigen  Werte,  welche 
durch  unzählig  viele  Umläufe  von  x,  Ar,,  k^  erhalten  werden,  der- 
art, dass  einige  der  Grössen  $,  17,  ^  von  einigen  der  Grössen 
^t  ^n  ^  unabhängig  werden,  liegen  auf  der  Begrenzung  von  V. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Variabein  x^k^yh^  eindeutige  Functionen 
des  Wertvorrates  V  der  Mannigfaltigkeit  |,  97,  C  ^'^^A*  t)\e  Dar- 
stellung kann,  wie  bemerkt  wird,  mittels  der  Thetafunction  be- 
wirkt werden.  Hr. 


L.  Fuchs.     Ueber  algebraisch  integrirbare  lineare  DiflFe- 
rentialgleichungen.     Berl.  Ber.  1890.  469-483. 

Besteht  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems 
von  Integralen  j/i^yt^y^  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  eine  homogene  Relation  n^  Grades 
mit  Constanten  Coefificienten,  so  besteht,  wie  der  Verf.  in  früheren 
Arbeiten  (Berl, Ber.  1882  und  ActaMath.I,  F.  d.M.  XIV.  1882,  242) 
nachgewiesen  hat,  für  n>  2  zwischen  der  unabhängigen  Variable 

s  und  17  =  ^  eine  algebraische  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung, in  der  die  Variabein  separirt  sind.  Aus  dieser  wird  dann 
die  algebraische  Natur  der  Integrale  der  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  gefolgert.  Der  Nachweis  findet  sich  jedoch  am 
angeführten  Orte  nur  angedeutet;  hier  wird  er  auf  zwei  Arten 
geführt,  die  auf  verschiedenen  Principien  beruhen.  Hr. 


L.  Heffter.      üeber    Recursionsformeln    der    Integrale 
linearer  homogener  DiflFerentialgleichungen.    J.  für  Maih. 

CVI.  269282. 

L.  Fuchs.     Bemerkung  zu  vorstehender  Abhandlung  des 
Herrn  Heffter.     J.  für  Math.  cvi.  283-284. 

Die  Untersuchungen  des  Herrn  Heffter  beziehen  sich  auf 
solche  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  n^'  Ordnung, 
deren   sämtliche   Integrale   regulär   sind.     Sie    werden    in    der 
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Form 

(1)         2:9k{x)yi-'^^  =  0 

betrachtet,  wo  gu  ganze  Functionen  bedeuten,  die  keinen  gemein- 
samen Factor  haben.  Der  erste  Abschnitt  enthält  die  Ableitung 
einer  Recursionsformel ,  die  für  die  Goefficienten  jeder  der  Dif- 
ferentialgleichung genügenden  Reibe  gültig  ist.  Mit  ihrer  Hülfe 
wird  zunftchst  folgender  Satz  bewiesen.  Wenn  der  Goeffieient 
von  y^'^J  in  (1)  den  Factor  x—Ot  nur  in  der  tii^^  Potenz  enthält, 
wo  ni  <  n,  und  die  zu  ai  gehörige  determinirende  Gleichung 
keine  ganzzahlige  Wurzel  besitzt,  die  >n  — w,— 1,  so  besitzt  die 
Gleichung  (1)  n — «<  in  der  Umgebung  von  x—at  eindeutige  In- 
tegrale. Darauf  wird  die  Frage  behandelt,  wann  der  Gleichung 
(1)  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  r  als  particuläres 
Integral  genügt.  Zu  der  offenbar  notwendigen  Bedingung,  dass 
die  zu  ^  =  oo  gehörige  determinirende  Gleichung  die  Wurzel 
—  r  besitze,  tritt,  falls  der  Goeffieient  von  yC*)  vom  Grade  n  ist, 
noch  hinzu,  dass  zu  dieser  Wurzel  wenigstens  ein  von  Logarith- 
men freies  Integral  gehöre.  Derjenigen  Wurzel  — r,  die  unter 
den  negativen  ganzzahligen  Wurzeln  den  kleinsten  absoluten 
Betrag  bat,  entspricht  daher  stets  die  Existenz  einer  ganzen 
rationalen  Function  r^°  Grades  als  Integral.  Die  Bemerkung 
des  Herrn  Fuchs  bezieht  sich  auf  diesen  letzteren  Satz,  für  den 
ein  anderer  Beweis  gegeben  wird,  beruhend  auf  der  Bildung 
derjenigen  Differentialgleichung  niederster  Ordnung,  der  die  r^^° 
Ableitungen  der  Integrale  der  gegebenen  Differentialgleichung 
genflgen.  Herr  Heffter  behandelt  noch  die  Frage  nach  der 
Existenz  von  Integralen  der  Form  (x-'ayg),(x)^  wo  r  beliebig  ist 
und  gx  eine  ganze  Function  A^°  Grades  bedeutet,  und  erledigt 
sie  für  zwei  besondere  Fälle.  Die  letzten  beiden  Abschnitte  ent- 
halten Anwendungen  der  vorher  abgeleiteten  Sätze  auf  specielle 
Klassen  von  Differentialgleichungen.  Hr. 


P.  ScBAFHEiTLiN.     Zur  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleicbangen  mit  rationalen  Goefficienten.      J.  für  Math. 

CVI.  285-314. 

20* 
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Vorliegende  Arbeit  bezweckt,  die  Resultate,  die  Herr  Fnehs 
betreffs  der  Reihenentwickelangen  der  Integrale  der  linearen 
Differentialgleichungen  durch  analytische  Methoden  abgeleitet 
hat,  auf  algebraischem  Wege  zu  gewinnen.  Hierzu  dient  die 
Einführung  einer  gewissen  „Normalform''  fOr  die  linearen  Dif- 
ferentialgleichuDgen.  In  anderer  Darstellung  und  Bezeichnungs- 
weise findet  sie  sich  bereits  in  der  Dissertation  des  Verfassers 
„Ueber  eine  gewisse  Klasse  linearer  Differentialgleichungen^ 
(Halle  1885).  Hinsichtlich  ihrer  Beschaffenheit  verweisen  wir 
auf  den  bezQglichen  Bericht  in  diesem  Jahrbuch  (XVIII.  1886. 
294).  Hinzugefügt  ist  hier  der  Nachweis,  dass  jede  Differential- 
gleichung mit  rationalen  Coefficienten  auf  die  gedachte  Normal- 
form gebracht  werden  kann,  und  eine  eingehendere  Untersuchung 
der  Eigenschaften  der  Normalform,  sowie  namentlich  der  Be- 
dingungen, unter  denen  sie  sich  auf  eine  Differentialgleichung 
niedrigerer  Ordnung  reduciren  lässt.  W&hrend  ferner  in  der 
Dissertation  nur  die  Frage  nach  der  Existenz  und  Darstellung 
eindeutiger  Integrale  behandelt  ist,  wird  hier  auch  das  Verhalten 
der  nicht  eindeutigen  Integrale  in  der  Umgebung  der  singulftren 
Stellen  in  Betracht  gezogen.  Hr. 


P.  Günther.  Ueber  eine  Methode,  die  zu  einem  singu- 
lären  Punkte  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung gehörige  Fundamentalgleichung  zu  be- 
stimmen.     J.  far  Math.  CVI.  330-336. 

Die  Coefficienten  der  in  Rede  stehenden  Gleichung  für  den 
Umlauf  um  den  in  a  =  0  yerlegten  singul&ren  Punkt  hatte  Ref. 
in  unendlichen  Reihen  von  der  Form 

gegeben,  wo 

x^  ein  nicht  singulärer  Punkt   in  der  Nähe  von  x  =.0  ist  und 
^D-'M^n  ^i°  Fundamentalsystem  von  Integralen  mit  bestimmten 
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Aofangswerten  fQr  x  =  x^^  bilden.  Der  Verf.  giebt  für  die 
Grössen  9f(«o)  explicite  Ausdrücke  durch  die  Goefficienten  der 

Differentialgleichung  mit  Hülfe  der  Reihenentwickelung,  die  Herr 
Fuchs  (Annali  di  Mat.  IV.  36  ff.,  s.  F.  d.  M.  II.  1870.  175)  für 
die  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  gegeben  hat.  Der 
Uebersichtlichkeit  wegen  wird  das  Verfahren  an  der  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  durchgeführt.  Bei  der  Anwendung  der 
gewonnenen  Ausdrücke  auf  die  von  Herrn  Gayley  (J.  für  Math. 
C.  293,  s.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  279)  behandelte  Differential- 
gleichung 

wird  gezeigt,  dass  die  von  Herrn  Cayley  aufgestellte  Form  für 
ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  nur  unter  gewissen,  von 
den  Goefficienten  a, /?,...  zu  erfüllenden  Bedingungen  gültig  sein 
kann.  Für  den  Fall,  dass  d  =  £  =  0,  hatte  dies  bereits  Ref. 
nachgewiesen   und  die  Bedingungen  der  Gültigkeit  entwickelt. 

Hr. 

J.  Cbls.      Sur  les   ^quations   diffdrentielles  lin^aires  or- 
dinaires.     c.  R.  OXI.  98-100. 

J.  Cbls.      Siir  une  classe   d'dquations   difiF^rentielles  li- 
n^aires  ordinaires.     0.  B.  CXI.  879-881. 

Bilden  «,,  j5„  ...,S|,  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen 
einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  n^  Ordnung  (^, 
80  genügen  die  Goefficienten  der  Elemente  der  p^°  Zeile  der  De- 
terminante 


J  = 


dividirt  durch  //,  ebenfalls  einer  linearen  Differentialgleichung 
A**'  Ordnung.  Für  p  =  n  erhält  man  so  die  Adjungirte  Lagrange's. 
Der  Verfasser  bildet  nun  eine  Reihe  von  Differentialgleichungen 

Ä,,  E„   ...,  Eon^ 

worin  E^  die  der  letzten  Zeile  der  Fundamentaldeterminante  von 


• 

... 

... 

• 

... 

-1) . . . 

« 

n 

-1) 
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E  entsprechende  Differentialgleichung,  E,  die  der  ersten  Zeile  der 
Fundamentaldeterminante  von  E^  entsprechende  Gleichung  ist, 
£,  so  aus  £„  wie  £,  aus  E^  entsteht  u.  s.  f.  Man  kann  dann  aus 
einer  Lösung  der  Gleichung  £2»  eine  Lösung  von  £  ableiten. 
Interessante  Eigenschaften  ergeben  sich,  wenn  in  der  obigen 
Reihe  eine  Gleichung  identisch  mit  der  ursprünglichen  Gleichung 
£  wird.  Ist  insbesondere  £2«  diese  Gleichung,  so  ist  die  Reihe 
periodisch,  und  man  kann  die  Gleichung  £  durch  Quadraturen 
integriren.  Das  Kriterium  hierfür  wird  für  die  zweite  Ordnung 
angegeben. 

Die  zweite  Note  enthält  die  Anwendung  dieser  Betrachtungs- 
weise auf  die  Gleichung  von  der  Form 

wo  a,  6,  ...,/  Polynome  in  r»  bezüglich  vom  n**",  (n— 1)*«",  ...,  0**" 
Grade  sind.  Hier  haben  alle  Gleichungen  obiger  Reihe  die  näm- 
liche Form  wie  £.  Der  Verf.  deutet  ferner  an,  wie  seine 
Methode  ein  Mittel  liefert,  zu  entscheiden,  ob  das  allgemeine 
Integral  der  Gleichung  in  der  ganzen  Ebene  der  x  eindeutig 
sei,  und  zugleich  dasselbe  zu  finden.  Für  die  von  Herrn  Goursat 
studirte  Gleichung 

wird  die  betreffende  Bedingung  explicite  angegeben.       Hr. 


J.  Rajbwsei.     Ueber  einige  Integrale  linearer  DiflFeren- 

tialgleichangen.    Krak.  Denkschr.  XVII.  166-180.  (PolDisch.) 

Poincarä  hat  in  der  Abhandlung  „Sur  les  integrales  irr^ 
gulieres  des  äquations  linäaires''  (Acta  Math.  VII,  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  290)  die  von  ihm  so  genannten  Normalreihen  von  der  Form 


e^ 


-<^o+-^  +  ^  +  ..-> 


(Q  ist  eine  ganze  Function  fi^^°  Grades)  eingeführt,  um  mit  deren 
Hülfe  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  auszudrücken. 
Diesem  Beispiele  folgend,  führt  der  Verfasser  zu  demselben  Zwecke 
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Normalreihen  von  der  Form 

ein,  die  eine  Function  F(x)  definiren,  welche,  nachdem  sie  durch 

/^x-V  diyidirt  worden  ist,  sich  in  dem  wesentlich  singulären  Punkte 
2  =  a  regulär  verhält.  Es  bedeutet  hier  g  eine  ganze  Function 
n^«°  Grades,  und  von  der  Function  F(jc)  sagt  der  Verfasser,  dass 
sie  ^in  dem  wesentlich  singulären  Punkte  x  =•  a  zm  der  ratio- 
nalen Function  g  gehört^. 

Im  ersten  Abschnitte  beweist  der  Verfasser:  wenn  die  Inte- 
grale der  Differentialgleichung 

im  Punkte  x  ^  a  sich  mittels  der  Normalreihen,  deren  Ord- 
nungen n,  ^n,  ^  •••  ^fim,  darstellen  lassen,  dann  werden  die 
CoefBcienten  pk  der  Differentialgleichung  in  diesem  Punkte  un- 
endlich, und  zwar  von  der  Ordnung,    die  nicht   grOsser   ist   als 

i+fi,  -f «,  H 1-  fi*.   Im  zweiten  Abschnitte  bestimmt  er  die  Form 

der  Coefficienten  p«  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Anzahl 
der  singulären  Punkte  eine  beschränkte  ist  und  die  Coefficienten 
eindeutige  Functionen  sind.  Im  dritten  Abschnitte  untersucht  er 
die  Form  der  Integrale  der  Differentialgleichung 

rf-y        P^  *::i^      jP, (5)  d^^  P^{x)      ^ 

wo  Pj,  P,,  ...,  P»,  in  der  Umgebung  von  a?  =  0  eindeutige,  con- 
tinuirliche  unendliche  Functionen,  die  «j,  «„  ...,  8m,  ganze  po- 
sitive Zahlen  oder  gleich  Null  sind.     Er  stellt  die  Integrale  in 

der  Umgebung  von  x  =  0  unter  der  Form  e^*^ip(x)  auf  und 
zeigt,  wie  man  die  Functionen  g  bestimmen  kann.  Dn. 


A.  M.  JoHANSON.     Integralernas  form  vid  lineära  diflFe- 
rentialekvationer.    Stockholm  öfv.  283-287. 

Einige  Bemerkungen   über   die  Coefficienten  der  n  Reihen, 
welche  in  der  Umgebung  von  o;  =  0  die  Integrale  der  Gleichung 
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P«  W-^" "rf^  +  P^^""^  •  ^""^  rf^  +  •••  +  ^-^^)  •  y  =  ^ 
darstellen,    wenn  Po(x),  p,(a;),  ...,  Pn(^)  Potenzreihen  sind    und 
wenigstens  PoC^)  unter  ihnen  für  a;  =^  0  nicht  verschwindet. 

Bdn. 

C.    HiGiAvi.     Sülle  eqnazioui  differeiiziali  lineari.       Rom. 

Acc.  L.  Rend.  (4)  VIp  8  i-HO. 

Die  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung mit  doppeltperiodischen  Coefficienten  von  der  Art,  dass 
ihre  Integrale  im  Periodenparallelogramm,  abgesehen  von  Polen, 
nur  einen  singulären  Punkt  besitzen,  haben  zum  particulären  Inte- 
gral eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  doppeltperiodische  Func- 
tion der  zweiten  Art,  wofern  die  zum  singulären  Punkt  der  deter- 
minirenden  Gleichung  gehörigen  Wurzeln  ganze  Zahlen  sind.  Die 
Differentialgleichungen  dieser  Art  sind  demnach  als  integrabel 
zu  betrachten.  Hr. 

C.   BiGiAVi.     Sülle  equazioni  difiperenziali   lineari  a  coef 
ßcieiiti  doppiamente  periodici.     Rom.  Acc.  L.  Read.  (4)  VI^. 

339-346. 

Gegenstand  der  Arbeit  ist  der  Beweis  des  folgenden  Satzes: 
Die  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  mit  periodischen 
Coefficienten  besitzen  eine  Gruppe  von  in  der  ganzen  Ebene  eindeu- 
tigen Integralen,  wenn  1)  die  Wurzeln  der  zu  den  singulären  Punk- 
ten der  Integrale  gehörigen  determinirenden  Gleichungen  ganze 
Zahlen  sind,  2)  ein  Fundamentalparallelogramm  der  Perioden 
bestimmt  werden  kann,  in  welchem  n—  1  verschiedene  eindeutige 
Integrale  existiren,  und  3)  das  letzte  Integral,  welches  darin 
nicht  eindeutig  ist,  bei  einem  Umlauf  um  alle  singulären  Punkte 
des  Parallelogramms  nicht  wieder  denselben  Wert  annimmt. 
Ein  Integral  wenigstens  ist  von  der  zweiten  Art.  In  dem  Falle, 
dass  nur  ein  singalärer  Punkt  im  Parallelogramm  vorhanden  ist, 
ist  nur  nötig,  dass  in  seiner  Umgebung  n— 1  eindeutige  Integrale 
existiren.  Das  particuläre  eindeutige  Integral  von  der  zweiten 
Art  lässt  sich  dann  immer  nach  allgemeinen  Kegeln  bestimmen. 
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HierDach  kann  die  Differentialgleichung  in  bekannter  Weise 
redueirt  werden  auf  eine  Gleichung  von  der  (n— l)****  Ordnung, 
die  wieder  zu  der  betrachteten  Art  gehört  oder  eine  Picard'sche 
ist.  Hieraus  erhellt,  dass  die  Gleichungen  der  bezeichneten  Be- 
schaffenheit mit  nur  einem  singulären  Punkte  fQr  die  Integrale 
als  vollständig  integrirbar  zu  betrachten  sind.  Hr. 


F.  Bremer,      üeber    lineare   homogene    DiflFereiitialglei- 
chungen  mit  doppelt -periodischen  Coefficienten.     Dias. 

OieBsen.  30  8. 

Nach  Ableitung  einiger  allgemeinen  Sätze  Ober  Differential- 
gleichungen der  bezeichneten  Art,  die  ohne  nähere  Ausführung 
bleiben,  im  übrigen,  wie  hier  bemerkt  sei,  in  erschöpfender  Voll- 
ständigkeit bereits  von  Herrn  Floquet  in  einer  Arbeit  unter  glei- 
chem Titel  (Ann.  de  TÄc.  Norm.  (3)  I,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  279) 
entwickelt  sind,  geht  der  Verf.  zum  speciellen  Fall  der  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  über,  die  er  in  der  reducirten 
Form  y"'\-P(ßOy  =  0  betrachtet.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
P(x)  eine  doppelt -periodische  Function  mit  den  Perioden  2K 
QDd2ür'«  ist  und  in  dem  Periodenparallelogramm  nur  den  einen 
Pol  X  =?  K'i  besitzt,  führt,  wie  der  Verf.  zeigt,  die  Forderung, 
dass  die  Differentialgleichung  ein  eindeutiges  Integral  haben 
BoUe,  zu  der  Lam6'schen  Gleichung.  Diese  sowie  die  der  Picard'- 
Bchen  Differentialgleichung  analoge  Gleichung 

„        cn4?dna?    ,  ,  ^ 

werden  nach  einer  einheitlichen  Methode  integrirt.  Sie  beruht 
darauf,  dass  y':y  =  u  eine  doppelt -periodische  Function  erster 
Art  sein  muss  und  daher  die  Form  hat 


wo  «  =  sna;,  Ä(»)  =  (1— j5')(1— A*i5*)  und  9)(ä)  eine  gerade, 
^(x)  eine  ungerade  rationale  Function  von  z  ist.  Zur  Bestim- 
mung von  ip  und  tp  dienen  zwei  Differentialgleichungen,  denen 
sie  genügen  müssen.   Sind  diese  Functionen  ermittelt,  so  erhält  man 
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udz 


/v 


das  Integral  y  in  der  Form  y  =c  '^'\  Die  Sabstitution  ä  =8na: 
mu88  y  als  doppelt -periodische  Function  zweiter  Art  von  x  er- 
geben. Die  wirkliche  Darstellung  dieser  Functionen  geschiebt 
nach  der  Methode  des  Herrn  Hermite,  die  mit  Ausführung  aller 
nötigen  Rechnungen  entwickelt  wird.  Im  allgemeinen  erhält 
man  auf  diesem  Wege  zwei  particuläre  Integrale  der  gedachten 
Art.  In  besonderen  Fällen,  wo  nur  ein  solches  existirt,  erhält 
man  das  zweite  Integral  in  der  bekannten  Weise  mit  Hülfe  des 
ersten  durch  Quadratur,  und  der  Verf.  beweist,  dass  auch  dieses 
eindeutig  ist.  Der  Integration  jeder  der  behandelten  Gleichungen 
geht  eine  kurze  Angabe  der  einschlägigen  Litteratur  voraus. 

Hr. 


L.  W.  TflOMife.  üeber  eine  Anwendung  der  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  auf  nichthomogene 
lineare  Differentialgleichungen.    J.  für  Math.  cvil.  50-79. 

Die  Differentialgleichungen,  die  hier  untersucht  werden,  sind 
von  der  Form 

mit  folgenden  Festsetzungen: 

Die  Coefficienten  p  sind  rationale  Functionen.  f^m(y,  ^)  ist 
ein  Differentialausdruck,  der  durch  ein  System  normaler  Diffe- 
rentialausdrücke darstellbar  ist,  z.  B.  ein  regulärer  Differential- 
ausdruck  oder  ein  solcher  mit  constanten  Coefficienten. 

q  ist  eine  Summe  von  Producten  R(x)¥(x)Q{x)  von  folgen- 
der Beschaffenheit: 

R(x)  ist  eine  rationale  Function,  F(x)  eine  allenthalben  ein- 
deutige analytische  Function,  die  einer  bekannten  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  genügt, 
deren  singulare  Punkte,  abgesehen  von  einem  Punkte,  solche 
sind,  bei  denen  nur  reguläre  Integrale  vorkommen. 

Q  ist  eine  Function,  die  einer  homogenen  linearen  Differen- 
tialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten   genügt,   deren  Diffe- 
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reDtialausdruck  durch  ein  System  normaler  Differentialaasdrttcke 
darstellbar  ist.  Unter  Hinweis  auf  die  Hülfsmethoden,  die  in 
früheren  Abhandlungen  des  Verf.  (vgl.  die  Uebersicht  derselben 
im  J.  fftr  Math.  XCVI,  s.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  257)  entwickelt 
sind,  wird  behandelt:  Die  Darstellung  der  Integrale  in  der  Um- 
gebung singulftrer  Punkte  mittels  Anwendung  von  bestimmten 
Integralen,  die  Berechnung  der  dargestellten  Integrale  mit  vor- 
geschriebener Annäherung,  die  Fortsetzung  der  Integrale  und  ^ 
endlich  die  Frage  nach  dem  Vorkommen  des  Logarithmus  in 
den  Entwickelungen  der  Integrale  in  der  Umgebung  der  sin- 
gnlftren  Punkte.  Hr. 

S.  PiNCHERLE.     Su  alcuiii  integrali  particolari  delle  equa- 
zioDi  differenziali  lineari  non  omogenee.     Rom.  Acc.  l. 

Bend.  (4)  VIi.  199-202. 

Bezeichnen  wir  als  eine  „auf  o  bezügliche  einfache  Func- 
tion^ einen  Zweig  einer  analytischen  Function,  welcher  die  ein- 
zigen Unstetigkeitspunkte  a  und  oo  besitzt  und  in  der  längs 
a-x  geschnittenen  Ebene  eindeutig  ist,  dann  gelten  die  folgen- 
den zwei  Sätze: 

Sind  (?(«),  (?,(«)i  ...,  OpO^O  gegebene  Polynome,  und  ist 
P(x)  ein  willkürliches  Polynom  von  der  (m — 1)''°  Ordnung, 
wo  m  die  Ordnung  von  Q{ai)  bezeichnet,  so  kann  man  für  jeden 
Null  wert  a*  von  Q(a)  die  Coefficienten  von  P(x)  derart  be- 
stimmen, dass  die  Differentialgleichung: 

J^  =  xPQ(x)-^+xP  i(?,(:r)  -^+  -  +  Qp{x)<f  =  P{x) 

(Torausgesetzt  nur,  dass  die  Integrale  von  Jq>  =  0  sämtlich 
regulär  sind)  eine  auf  ajc  bezügliche  einfache  Function  als  Inte- 
gral hat 

Eine  reguläre  lineare  homogene  Differentialgleichung: 
d^cp  ,         dP~^w 

wo  das  Polynom  ap  von  der  (p— /u)^'°  Ordnung  ist,  besitzt  p—fi 
iDtegrale,  welche  auf  die  Nullwerte  von  ap  bezügliche  einfache 
Functionen  sind.  Vi. 
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H.  VON  Koch.      Om    anyändningen    af  oändliga  deter- 
minanter  inom  teorin   för  lineära  homogeoa  differen- 

tialekvationer.       Stockholm  öfy.  225-236,  499-525. 

Eine  lineare,  homogene  Differentialgleichung  mit  eindeuti- 
gen Coefficienten ,  welche  in  der  Umgebung  von  o;  =  0  durch 
Laurent*8che  Reihen  darstellbar  sind,  hat  (nach  Fuchs)  wenigstens 
ein  Integral,  dem  man  in  der  N&he  von  o;  =  0  die  Form 


y  =  a^\p(^)+P,{^)} 


geben  kann,  wo  q  eine  Constante  und  P,  P,  Potenzreihen  sind. 
Wenn  die  Zahl  der  Glieder  in  P,  nicht  endlich  ist,  erfordert  die 
Bestimmung  der  Coefficienten  von  P  und  Pj  die  Behandlung 
eines  unendlichen,  linearen  Oleichungssystems.  Eine  specielle 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  hatte  G.  W.  Hill  zu  dem 
Studium  einer  für  das  entsprechende  Gleichungssystem  charak- 
teristischen Determinante  veranlasst.  Der  Verf.  sucht  nun  zu 
zeigen,  wie  man  auch  den  allgemeinen  Fall  mit  Hülfe  von  Un- 
tersuchungen  über  unendliche   Determinanten   behandeln   kann. 

Bdn. 


H.  6.  Zkuthbn.     Om  Oradannelse  af  Differentialligninger 
med  to  Variable   ved   Indförelse   af   Liniekoordinater. 

Nyt  Tidss.  for  Math.  I.  1-10. 

Eine  Gleichung  mit  zwei  Unbekannten  kann  immer  als  die 
Gleichung  einer  ebenen  Curve  aufgefasst  werden.  Die  Gleichung 
einer  ebenen  Curve  kann  aber  entweder  in  Punktcoordinaten 
oder  in  Liniencoordinaten  gegeben  sein.  Wird  nun  eine  Dif- 
ferentialgleichung mit  zwei  Variabein  als  die  Gleichung  einer 
ebenen  Curve  in  Punktcoordinaten  angesehen,  so  ist  es  oft  leich- 
ter, die  Gleichung  zu  integriren,  wenn  statt  Punktcoordinaten 
Liniencoordinaten  eingeführt  werden.  Als  Liniencoordinaten  der 
Geraden  y=^px—q  werden  p  und  q  benutzt.  Dieses  wird  durch 
Beispiele  erläutert.  V. 
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6.  ToRELLi.      Sopra  una  formola  data  da  Halphen  re- 
lativa  alle   trasformazioni  delle  equazioni  differenziali 

ÜDeari.      Nap.  Read.  (2)  IV.  233-238. 

Halphen  hat  in  seiner  preisgekrönten  Schrift  „Sur  la  r6- 
daetion  des  äquations  diff^rentielles  lin^aires  aux  formes  intä- 
grables*  in  den  M6m.  Sav.  Etr.  (2)  XXVIII.  117  ohne  Beweis 
eJDO  allgemeine  Formel  mitgeteilt,  die  das  Resultat  des  Ueber- 
ganges  einer  linearen  Di£ferentialgleichung  q^^'  Ordnung  in  die 

transformirte  durch   die  Substitution  -p^=  fi(X),  Y  =  yu{X)  ex- 

plicite  angiebt  Der  Verfasser  fögt  einen  sehr  einfachen  Beweis 
der  Formel  hinzu,  wobei  sich  ergiebt,  dass  der  Ausdruck  fUr 
die  in  ihr  auftretenden  Zahlencoefficienten  Br(s^k^^k^)  zu  modi- 
ficiren  ist     Statt  des  dort  angegebenen  Wertes 

slCq-sy. 

(«— At,-Ä, )!(^-,— r)!üf,!/f,l 

ist  zu  setzen 

rlsl 


(«-Äj-it, kr)lk,l...kr\ 


Hr. 


L.  PoCHHAMMBR.     Ueber  die  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  linearen  Coeffieienten.    Math.  Ann. 

XXXVI.  84-96. 

Eine  Differentialgleichung  dieser  Art  lässt  sich  auf  die  Nor- 
malform  (1)  xy"  =(3? — Q)y'  +ay  (a  und  q  Constanten)  bringen; 
sie  hat,  falls  q  nicht  ganzzahlig  ist,  eine  transcendente  ganze 
Function  von  x  und  das  Product  aus  x^-^  und  einer  transcen- 
denten  ganzen  Function  zu  particulären  Integralen.  Die  Auf- 
lösung der  Gleichung  (1)  kann  bekanntlich  durch  bestimmte  In- 
tegrale geschehen.  Diese  Integrale,  wie  sie  gewöhnlich  angege- 
ben werden,  haben  jedoch  nur  beschränkte  Gültigkeit,  da  sie 
Bur  für  gewisse  Wertgebiete  der  Constanten  o  und  q  convergiren. 
Der  Verf.  gelangt  zu  einer  allgemein  gültigen  Lösung  mittels 
b^timmter  Integrale,  indem  er  geschlossene  Integrationscurven 
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für  die  letzteren  anwendet  Lässt  man  in  der  ti-Ebene  die  Va- 
riable u  die  reelle  Axe  von  n  =  —  cx)  bis  u  =  —  fc,  wo  Ir  >moda?, 
dann  den  um  u  =  0  mit  dem  Radius  k  beschriebenen  Kreis  im 
positiven  Sinne  und  endlich  die  reelle  Axe  von  u  =  — k  bis 
u  =  —  oo  zurück  durchlaufen,  so  befriedigt  das  so  definirte  ge- 
schlossene Integral 


/c"(ii— x)-«M«-Prfii 


die  Gleichung  (1)  und  stellt  für  jedes  a  und  jedes  nicht  ganz- 
zahlige  q  die  eindeutige  Lösung  dar.  Für  die  andere  nicht  ein- 
deutige Lösung  dient  ein  über  dieselbe  Function  erstrecktes  ge- 
schlossenes Integral  mit  folgendem  Umlauf:  Auf  der  Verbindungs- 
linie zwischen  u  =0  und  u  =  x  nimmt  man  einen  beliebigen 
Punkt  c  an,  zieht  dann  durch  diesen  2  Kreise  $  undQ  um  resp. 
u  =  0  und  ti  =  iT,  so  dass  sie  sich  in  c  berühren.  Der  Inte- 
grationsweg beginnt  in  c,  durchläuft  nach  einander  £l+^+£i~5ß~ 
(£1+  bedeutet  einen  Umlauf  längs  D  im  positiven  Sinne  u.s.w.) 
und  endigt  in  c.  Die  Modificationen ,  die  für  ein  ganzzahliges 
Q  eintreten,  werden  ebenfalls  erörtert.  Hr. 


L.    Pochhammer.      üeber    die    Tissot'sche    Differential- 
gleichung.   Math.  Ann.  XXXVII.  512-543. 

Die  von  Herrn  Tissot  im  Journ.  de  Math.  (1)  XVII.  aufge- 
stellte lineare  Differentialgleichung  n^^^  Ordnung  wird  durch  In- 
tegrale von  der  Form 

befriedigt.  Nimmt  man  ausser  Oj,  ...,  On^i  noch  die  Werte  — oo 
und  X  als  Integrätionsgrenzen,  so  liefern  diese  Ausdrücke  das 
vollständige  Integral  der  Tissot'schen  Differentialgleichung.  Ihre 
singulären  Punkte  sind  a,,  a,, ...,  o„_i,  oo.  Zweck  der  vorliegen- 
den Arbeit  ist,  diejenigen  Integrale  in  der  Umgebung  der  singu- 
lären Punkte,  welche  bei  einem  Umlauf  um  dieselben  ihren  an- 
fänglichen Wert,  multiplicirt  mit  einem  constanten  Factor,  wieder 
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annehmeii  (von  Herrn  Pochhatniner  Hauptintegrale  genannt), 
durch  bestimmte  Integrale  darzustellen,  mit  Ausschliessung  der 
logarithmischen  Fälle.  In  den  bestimmten  Integralen,  die  hierzu 
dienen,  ist  die  zu  integrirende  Function  die  gleiche  wie  in  (1). 
Als  Integrationswege  kommen  aber  neben  geraden  Strecken  auch 
geschlossene  Gurven,  resp.  Ooppelumläufe  vor  (s.  das  vorstehende 
Referat).  In  der  Umgebung  der  endlichen  singulären  Punkte 
sind  sämtliche  Integrale  der  Differentialgleichung  regulär;  n  — 1 
von  einander  unabhängige  sind  eindeutig,  eines  ist  mehrdeutig. 
Ein  particulftres  Integral  existirt,  welches  eine  ganze  transcen- 
dente  Function  von  x  ist  und  daher  in  der  Umgebung  aller 
singulären  Punkte  als  eindeutiges  Hauptintegral  auftritt.  In  der 
Umgebung  des  Unendlichkeitspunktes  verhalten  sich  dagegen 
nicht  alle  regulär,  wie  die  zu  x  =  oo  gehörige  determinirende 
Gleichung  zeigt,  deren  Grad  nicht  n,  sondern  n—1  ist.  Auch 
hier  lassen  sich  die  Hauptintegrale  durch  bestimmte  Integrale 
darsteilen.  Der  Versuch,  aus  ihnen  Reihen  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  X  abzuleiten,  ergiebt,  dass  n—2  reguläre  und  zwar 
mehrdeutige  Integrale  existiren  und  2  irreguläre,  von  denen  das 
eine  eindeutig  ist,  nämlich  die  schon  erwähnte  transcendente 
ganze  Function,  das  andere  mehrdeutig.  Bemerkenswert  ist, 
dass  die  formal  genügende  Potenzreihe  nach  fallenden  Potenzen 
von  Xy  die  man  aus  der  Differentialgleichung  selbst  entwickeln 
kann,  zwar  im  allgemeinen  divergirt,  d.  h.  so  lange  die  n—1 
darin  auftretenden  willkOrlichen  Coefficienten,  von  denen  die 
übrigen  linear  abhängen,  beliebig  gelassen  werden,  aber  die 
Eigenschaft  besitzen  muss,  durch  eine  geeignete  Beziehung,  die 
man  zwischen  den  willkürlichen  Coefficienten  einführt,  convergent 
zu  werden,  da,  wie  bemerkt,  fi—2  von  einander  unabhängige 
reguläre  Integrale  in  der  Umgebung  von  x  =  rx>  existiren.  Diese 
Beziehung  wird  für  it  =  3  angegeben,  sie  ist  transcendent.  Zum 
Schluss  wird  noch  das  System  der  Integrale  dargestellt,  die  bei 
einer  Umkreisung  mehrerer  singulären  Punkte  ihren  anfäng- 
lichen Wert,  multiplicirt  mit  einem  constanten  Factor,  erhalten. 
Sie  werden  als  Hauptintegrale  einer  ringförmigen  Fläche  be- 
zeichnet. Hr. 


320  ^I-  AbBchnitt.    Differeotial-  and  IntegralrecbDDDg. 

P.    A.    Nbkrassoff.       Lineare    Differentialgleichnngen, 
welche  durch   beBtimmte   Integrale    integrirt    werden. 

MoBk.  Math.  Samml.  XV.  277-395. 

Es  werden  die  Methoden  gegeben,  um  eine  sehr  allgemeine 
lineare  Differentialgleichung  zu  bilden,  welche  durch  Integrale 
von  der  Form 

integrirbar  ist,  wo 

»  =  (ii~a,)*.-^..(M-a«>-*(«-tijyi-^..(y-iip)*p-i 

ist.  Ferner  bedeuten  hierin  a^^  a^^  ..,^  a^  constante  Orössen, 
tij,u„  ...,Uj>  Functionen  der  Veränderlichen  x]  0(XiU)  ist  eine 
ganze  Function  von  u  und  q>  (x^  u)  eine  rationale  Function.  Die 
Differentialgleichungen  des  Verfassers  enthalten  als  einen  speciel- 
len  Fall  die  Gleichungen,  welche  von  Hrn.  Goursat  („Sur  une 
classe  de  fonctions  repräsentäes  par  des  integrales  döfinies.^ 
Acta  Math.  II,  F.  d.  M.  XV.  1885.  243)  untersucht  worden  sind. 

Wi. 


E.  TscHOPP.    Die  symbolische  Methode  zur  Auflösung  von 

Differentialgleichungen.      Pr.  Gewerbesoh.  MalhauaeD.  20  8. 

Die  von  Boole  in  die  Analysis  eingeführte,  vornehmlich 
von  englischen  und  amerikanischen  Mathematikern  gepflegte 
Methode  der  Trennung  der  Operationszeichen  bei  der  Behand- 
lung von  linearen  Differentialgleichungen  hat  in  deutschen  Ar- 
beiten noch  wenig  Eingang  gefunden.  Im  Hinblick  auf  die 
wesentlichen  Dienste,  welche  die  symbolische  Methode  bei  der 
praktischen  Durchführung  der  Integration  und  auch  zur  Auffin- 
dung neuer  Resultate  leistet,  ist  die  in  vorliegender  Schrift  ge- 
lieferte lichtvolle  Darlegung  der  Grundzüge  der  Boole'schen 
Theorie  mit  Anwendung  auf  Beispiele  als  ein  dankenswerter 
Beitrag  zur  weiteren  Verbreitung  der  in  Rede  stehenden  Methode 
zu  begrüssen.  Zu  dem  in  neuerer  Zeit  erschienenen  rühmlichst 
bekannten  Lehrbuch  der  Differentialgleichungen  von  Herrn 
Forsyth,  worin  von  dieser  Methode  mehrfach  Gebrauch  gemacht 
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wird,  dürfte  diese  Schrift  eine  besonders  willkommene  Ergänzung 
darin  bieten,  dass  sie  für  die  Uebertragung  der  Transformationen 
Ton  algebraischen  Grössen  auf  die  an  ihre  Stelle  gesetzten 
Operationszeichen  den  strengen  Nachweis  ihrer  Zulässigkeit 
liefert. 

Der  erste  Abschnitt  enthält  die  symbolische  Behandlung  der 
linearen  Differentialgleichungen  mit  eonstanten  Goefficienten,  auf 
deren  rechter  Seite  eine  beliebige  Function  X  der  unabhängigen 
Variable  x  steht.     Die  Lösung  erscheint  in  der  Form 

u  =  (D^a,rKD-a,r' ...  (l>-ön)-^X,     1>  =  ^, 

{D'-ay-^X  =  e^fe-^Xdx 

und  wird  auf  3  Arten  ausgeführt:  1)  als  ein  n-faches  Integral, 
indem  man  die  im  Symbol  angezeigten  Operationen  hinter  ein- 
ander bewerkstelligt,  2)  als  Summe  von  Integralen,  durch  Zer- 
legung des  symbolischen  Bruchs  in  Partialbrache,  3)  ohne  In- 
tegrationsverfahren  ftir  gewisse  Beschaffenheiten  von  X  in  end- 
licher Form,  durch  Entwickelung  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  D,  die  zu  einem  particulären  Integrale  führt.  Zur  Behand- 
lang der  linearen  Differentialgleichungen  mit  veränderlichen 
rationalen  Goefficienten,  dem  Gegenstande  des  folgenden  Ab- 
schnitts, wird  x=:e^  gesetzt  und  gezeigt,  dass  jede  Gleichung 
auf  die  symbolische  Form 

gebracht  werden  kann,  wo  D  =  -^^    und    q>(D)   eine    rationale 

Function  von  D  bedeutet.    Hat  q>k(D)  die  Form 

<Pi(D)^ajt(p(D)ip(D^l).,.q)(D—k  +  l)j 

80  läset  die  Gleichung  sich  stets  auf  n  binomische  Gleichungen 
von  der  Form 

zurflckfQhren.    Für  die  etwas  allgemeinere  binomische  Gleichung 

u  +  q>{p)er^u  =  V 
wird  nun  eine  wichtige  Transformation  angegeben,  die  gestattet, 
an  Stelle  von  q>  eine  beliebige  andere  Function  \ff  zu  setzen,  und 

Fortichr,  d.  Math.  XXU.   1.  21 
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zwar  mittels  der  Substitution 

_  (p(D)q>(D—r)q>(D  —  2r)... 
"  "■  v^(I>)v/(ö-r)i/;(D-2r)...  ^' 
in  der  das  Product  auf  der  rechten  Seite  im  allgemeineb  unend- 
lich ist.  Bedingung  der  Anwendbarkeit  ist,  dass  für  das  ge- 
wählte '\p  das  Product  endlich  wird  und  zugleich  die  transformirte 
Gleichung  zu  den  integrabeln  gehört.  Diese  Transformation  wird 
dann  auf  beliebige  lineare  Differentialgleichungen  erweitert.  Es 
ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Verwendbarkeit  der  symbolischen 
Rechnungsweise  auch  bei  partiellen  linearen  Differentialgleichungen 
an  einzelnen  Beispielen  dargethan  wird.  Ein  sinnstörender 
Druckfehler   ist   uns  in  S.  16  Z.  13  aufgefallen:   (m+2)e  —  0\ 

statt  (m+2)d  =  2 ff  und  dd'  statt  ^.  Zur  Litteratur  Ober  die- 
sen Gegenstand  sei  noch  auf  eine  Arbeit  von  Grelle  in  Schlömilch 
Z.  XV  hingewiesen:  Die  Integration  der  gewöhnlichen  und  par- 
tiellen Differentialgleichungen  durch  die  Methode  der  Trennung 
der  operativen  Symbole  (S.  F.  d.  M.  II.  1870.  160).       Hr. 


A.  Starkoff.     Theorie  des  ^quations  g^n^rales.     Odessa 

Oes.  X.  143-200. 

Die  Abhandlung  betrifft  die  Darstellung  der  Eigenschaften 
der  alternirenden  Determinanten  (Altemanten)  und  ihrer  Anwen- 
dungen auf  die  algebraischen  Gleichungen,  die  Differential- 
gleichungen und  die  Differenzengleichungen.  Wi. 


P.  Riverbau.  Sur  les  invariants  de  certaines  classes 
d'dquations  difiFi^rentielles  homogenes  par  rapport  ä 
la  foDction  inconnue  et  k  ses  d^riv^es.     Th^se.      Paris. 

Qaathier-y iliars  et  Fils.  138  S.  4^. 


A.  Mayer.  Zur  Theorie  der  vollständigen  Lösungen 
der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabein.     Math.  Add.  xxxvil.  399-403. 
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Ist  y  =  q>{x^e)  das   vollständige  Integral   der  Differential- 
gleichung f(x^  y,  y')  —  0,  so  weiss  man,  dass  der  Wert  von  c  als 

Fnnction.  von  x^  der  durch  die  Enveloppe  -^  =  0  bestimmt  wird, 

ff  =  9(^,c)  wiederum  in  eine  und  zwar  singulare  Lösung  von  f  =  0 
überfährt.  Nach  der  Art  aber,  wie  man  die  singulären  Lösungen 
abzuleiten  pflegt,  erscheint  es  als  selbstverständlich,  dass  jede 
Lösung,  die  durch  einen  von  x  abhängigen  Wert  der  Inte- 
grationsconstanten  herbeigeführt  wird,  eine  Enveloppe  darstellen 
mflsse.  Dies  ist  nun,  wie  der  Verf.  nachweist,  keineswegs  der 
Fall.  Vielmehr  giebt  es  im  allgemeinen  unendlich  viele  Functio- 
Den  c  von  x,  die  eine  vollständige  Lösung  der  Differential- 
gleichung f  =  0  in  eine  andere  vollständige  Lösung  derselben 
transformiren,  und  zwar  erhält  man  sie  alle  durch  Integration 
der  Differentialgleichung  (ri— 1)**'  Ordnung 

dy'  +  W^  dcdx^'"^  n\  9^'-  de  \dxJ      ~  ^' 

worin  y  =  q>^y'  =  ^  zu  setzen  ist.  f  ist  dabei  als  vom  n'*° 
Grade  in  y'  vorausgesetzt.  Hr. 


A.  Matbr.     Allgemeine  integrirbare  Formen  von  DiflFe- 
rentialgleichnngen  erster  Ordnung  und  ihre  Kriterien. 

Leips.  Ber.  XLII.  491-524. 

Einem  Satze  des  Herrn  Maximowitsch  zufolge,  dessen  Beweis 
bisher  nur  in  russischer  Sprache  veröffentlicht  ist  (Kasan-Ges. 
1885;  C.  R.  CL  809,  s.  F.  d.  M.  XVIL  1885.  305),  muss  jede 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  sich  durch  eine  end- 
liche Anzahl  von  Quadraturen  integriren  lässt,  in  eine  lineare 
Differentialgleichung  transformirbar  sein.  Der  Verf.  stellt  sich 
nun  die  Frage,    wann  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

(1)         Z  =  qp(X), 

worin  X  und  Z  gegebene  Functionen  von  x^  y  sind,  p  =  dy/dx 
ist  und  g>  eine  willkürliche  Function  bezeichnet,  in  eine  lineare 
Differentialgleichung   zurückfahrbar   ist.     Dies  kann   nur   durch 

21* 
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eine  Transformation  von  der  Form 

(2)        x'  =  X(x,y,p),  y'  ==  Y{x,y,p\  p'  =  P(x,y,p) 

erreichbar  sein  von  der  Beschaffenheit,  dass  durch  sie  p'  =  dy*ldx^ 
eine  Folge  von  p  =  dy/dx  wird.  Ist  X  gegeben  und  ü  eine  von 
X  verschiedene  Function  von  der  Eigenschaft,  dass  X  =  const.  =  a, 
[/'=:Const.  =  6  eine  gemeinsame  Lösung  y  zulassen,  dann  ist 
F~F(X,t/),  wo  JF  eine  willkürliche  Function  bezeichnet.  Die 
Auffindung  von  U  erfordert  im  allgemeinen  die  Integration  von 

i  =  a.     P  ist  dann  bestimmt  durch  P  =  ^  '  "^*    ^^^^  ^'^^ 

wenn  X  und  dadurch  auch  Y  die  Variable  P  enthält.  Ist  X  frei 
von  p,  dann  kann   für  ¥  jede  beliebige  Function  von  x^y  ge- 

nommen  werden,  und  es  ist  dann  r  =  \-^  +  P~^)  •  \^^P~^)' 

Es  möge  nun  durch  die  Transformation  (2)  sich  Z(a;,  y,p) = ZXx\  y\p') 
ergeben,  so  geht  (1)  über  in  Z'(a;',y',p')  =  y(x'),  und  die  Auf- 
lösung dieser  Gleichung  nach  p'  muss  der  Annahme  nach  die 
Form  besitzen 

(3)         p'=  y'<b{x\  q>(x'))  +  W{x\  g>(x% 

Für  die  Möglichkeit  der  Zurückführung  von  (1)  auf  eine  lineare 
Gleichung  für  jede  willkürliche  Function  q>  ist  also  notwendig 
und  hinreichend,  dass  eine  Transformation  von  der  Form 

^'  =  X,     y'=F,     p'=r0(X,Z)+V(X,Z) 

existire.  Die  Kriterien  hierfür  werden  vollständig  entwickelt. 
Die  Bestimmung  der  Functionen  F,  0  und  V  im  Falle  der  Er- 
füllung der  Bedingungen  geschieht  durch  zwei  successive  Quadra- 
turen. In  dem  Integrale  der  linearen  Differentialgleichung 
(3)  hat  man  nur  für  x\  y^  zu  setzen  X  und  Y=  JP(X,  17),  um  das 
Integral  von  (1)  zu  erhalten.  Für  einen  besonderen  Fall  werden 
die  Kriterien  in  zwei  verschiedenen  Formen  gegeben  und  eine  der- 
selben benutzt,  um  sie  mit  den  Bedingungen  zu  vergleichen, 
welche  Herr  Maximowitsch  für  die  Integrirbarkeit  der  Differential- 
gleichungen einer   gewissen  Form   in  den  C.  R.  mitgeteilt  hat. 

Hr. 
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P.  S.  Nasimüff.      Ueber    die    Convergenz    der    Reihen, 
welche  als  Integrale  der  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung   dienen.     Kasan  Ges.  VIII.  162-167.  (RusBiBch.) 

AbänderuDg  des  Picard'schen  Beweises  der  Elxistenz  der 
lutegrale  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  (Darboux 
Bull.  (2)  XII,  F.  d.  M.  XX.  1888.  250).  Wi. 

Zimmermann.     Ueber  die  Kettenbruchentwickelung  einer 
Function,  welche  durch  eine  Differentialgleichung  von 

der  Form  M^+Ny  +  Py^  +  Q  =  0  bestimmt  ist,  wo  3f, 

AT,  P  und  Q  ganze  rationale  Functionen  sind.     Odesaa 

Ges.  X.  1-139.  (Rassisch.) 

Die  Untersuchungen  von  Laguerre  über  die  Kettenbruch- 
entwickelung einer  Function,  welche  einer  linearen  Differential- 
gleichung M^  +  Py  +  0  =  0  genügt  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  304), 

werden    verallgemeinert,   die    Beweise   vervollständigt   und    die 
Methoden  durch  zahlreiche  Beispiele  erläutert.  Wi. 


R.  LiouviLLE.      Sur    las    döveloppements    en    sörie    des 
integrales  de  certaines  dquations  diffdrentielles.      C  R. 

CXI.  597-600. 

Die  betrachteten  Differentialgleichungen  sind  von  der  Form 

wo  Oj,  a,,  ...  beliebige  Functionen  von  x  in  begrenzter  Anzahl 
sind.  Es  handelt  sich  um  die  Reihenentwickelung  der  Integrale, 
die  in  der  Umgebung  eines  Punktes  Xq  unendlich  werden,  wäh- 
rend die  Goefficienten  a,,  a,,  ...  an  dieser  Stelle  keine  Singu- 
larität darbieten.    Die  Darstellung  ist: 

A/-^+Ä,+Ä,<+A,<'  +  ...  (<  =  (iT-rr,)*). 

Je  nach  der  Bestimmung  von  t  erhält  man  hierdurch  zwei  Inte- 
grale y  und  V.     Die  Goefficienten  A,  h^j  ...  sind  von  x^  abhängig. 
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Multiplicirt  man  die  Reihe  mit  einer  andern  X,  die  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  x^x^  fortschreitet  und  in  der  Umgebung 
von  X  =  x^  convergirt,  so  genflgt  das  Prodact  y(^)  in  einem 
gewissen  Gebiete  der  o;- Ebene  einer  Gleichung  von  derselben 
Form  wie  (1),  doch  mit  einer  unbegrenzten  Anzahl  von  Coef- 
ficienten.  l  hängt  im  allgemeinen  von  a;^  und  a  ab.  Es  werden 
Ausdrücke  angegeben,  die  sich  invariant  verhalten  bei  der  Trans- 
formation y(^)  =  Xy  und  der  Aenderung  der  unabhängigen  Va- 
riabein.   In  dem  einfachsten  Falle 

(2)  ä  +  «iy'+3a,y"+3fl,y  +  a,  =0 

ergeben  sich,  wenn  eine  zweite  Potenzreihe  von  x — x^  mit  q 
bezeichnet  wird  und  l  und  q  so  gewählt  werden,  dass  die  bei- 
den Functionen 

yCD  =  Ay  +  gt>,     ©(»)  =  Iv  +  Qy 
eine  Differentialgleichung  von  demselben  Typus  wie  (2)  befriedigen, 
fUr  die  Functionen  1-\-q  und  Xq  merkwQrdige  Eigenschaften,  falls 
die   Gleichung  (2)   integrabel   ist     Ein    näheres    Eingehen    auf 
diesen  Gegenstand  behält  der  Verf.  einer  späteren  Mitteilung  vor. 

Hr. 

A.  WiNCKLER.     Deber  den  Multiplicator  der  Differential- 
gleichungen erster   Ordnung.      Wien.    Ber.    XCIX.    457-479, 

875-898. 

Das  von  Euler  in  seinen  Inst.  calc.  int.  (Bd.  I  art.  493-527) 
angewandte  Verfahren  zur  Lösung  der  Aufgabe,  Differential- 
gleichungen zu  finden,  die  durch  Multiplicatoren  von  gegebener 
Form  integrabel  werden,  beruht  teilweise  auf  willkürlichen  An- 
nahmen, die  entweder  zu  Widersprtlchen  oder  zu  unnötigen  Be- 
schränkungen f&r  die  Beschaffenheit  der  resultirenden  Differential- 
gleichungen führen.  Der  Verfasser  nimmt  das  Euler'sche  Problem 
in  neuer  Fassung  wieder  auf,  die  von  stets  zulässigen  Voraus- 
setzungen ausgeht  und  einer  ausgedehnteren  Anwendung  fähig 
ist.     Die  Differentialgleichung  wird  in  der  Form 

äy 
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angenommen,  wobei  s  eine  noch  unbekannte  Function  von  x  und 
y  bedeutet  Der  Multiplicator  q  dieser  Gleichung  muss  dann 
der  Bedingung 

dx  dy 
genOgen.  Damit  die  beiden  unbekannten  Functionen  q  und  % 
bestimmt  seien,  wird  die  stets  zulässige  Voraussetzung  gemacht, 
dass  zwischen  denselben  eine  Relation  Q-=F{x^yyi)  bestehe. 
Hieraus  ergiebt  sich  fdr  z  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung: 

dzdx  +  V-^  dJdy  ^dx^  ^dy  " "' 
die,  wenn  F  näher  bestimmt  ist,  in  zahlreichen  Fällen  integrirt 
werden  kann.  Da  das  Integral  eine  willkürliche  Function  ent- 
hält, so  wird  auf  diesem  Wege  eine  grössere  Allgemeinheit  als 
durch  das  Euler'sche  Verfahren  erreicht.  Bei  den  folgenden 
Anwendungen  werden  die  Fälle  unterschieden,  ob  für  g  eine 
Function  bloss  von  z  oder  von  z  und  einer  oder  beider  Verän- 
derlichen X  und  y  gewählt  ist.  Der  erste  Fall  führt  zu  einem 
trivialen  Resultat.  Die  Beispiele  sind  zumeist  so  gewählt,  dass 
in  ihnen  bereits  bekannte  Resultate  in  grösserer  Allgemeinheit 
erscheinen.  Hr. 

6.  Wallenberg.  Beitrag  zum  Studium  der  algebrai- 
schen Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  deren 
Integrale  feste  Verzweigungspunkte  besitzen,  insbe- 
sondere derjenigen,  welche  die  Ableitung  bis  zum 
dritten  Grade  enthalten.      Schiömiioh  z.    xxxv.    193-218, 

257-271,  a21-353;  Dias.  Halle  1890,  jedoch  ohne  die  Abschnitte  IV- VI. 

Die  Differentialgleichungen  der  genannten  Klasse  sind  be- 
kanntlich zuerst  von  Herrn  Fuchs  in  einer  fundamentalen  Ab- 
bandlang aber  diesen  Gegenstand  (Berl.  Ber.  1884.  699-710,  F. 
d.  M.  XVI.  248)  betrachtet  und  in  ihren  Eigenschaften  voll- 
ständig charakterisirt  worden.  Diesen  Untersuchungen  hat  dann 
Herr  Poincar6  in  der  Arbeit  ,,Sur  un  thäoreme  de  M.  Fuchs^ 
(Acta  Math.  VII.  1-32,  F.  d.  M.  XVII.  1885.  279)  wichtige  Be- 
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merkungen  über  die  Natur  der  Integrale  hinzugeffigt.  Nach 
einer  kurzen  Darstellung  der  von  diesen  Autoren  erhaltenen  Re- 
sultate behandelt  der  Verf.  zunächst  die  irreductiblen  binomi- 
schen Differentialgleichungen  y'"*  =  Ä(»,y),  die  den  Fuchs'schen 
Bedingungen  genögen.  (Solche  werden  „Fuchs'sche"  genannt). 
Die  Untersuchung  ergiebt,  dass,  wenn  m  >2  ist,  sie  die  Form 
y''w  =  A(j5)Ä(y)  haben  müssen.  Alle  möglichen  Formen  der 
Gleichungen  werden  in  einer  Tabelle  aufgeführt,  die  7  wesent- 
lich verschiedene  Typen  enthält.  Auf  die  binomischen  lässt  sich 
eine  allgemeinere  Klasse  von  Fuchs'schen  Gleichungen  von  der 
Form 

zurückführen  mittels  einer  linear  gebrochenen  Substitution  in  t;, 
deren  Bestimmung  die  Lösung  einer  Riccati'schen  Gleichung  er- 
fordert.    Im  zweiten  Abschnitt  wird  auf  die  trinomischen  Fuchs^- 
sehen   Differentialgleichungen    eingegangen ,    unter   der   Voraus- 
setzung, dass  die  Discriminantengleichung,  in  Bezug  auf  y'  ge- 
nommen, nur  einfache  Wurzeln  in  y  besitzt.     Der  Grad  der  Dif- 
ferentialgleichung in  y*  kann  3  nicht  übersteigen,  und  das  Ge- 
schlecht p  der  Gleichung  zwischen  y  und  y\  s  dabei  als  constant 
betrachtet,  ist  ^  1.     Die  typische  Form  derselben  wird  explicite 
aufgestellt  und  ihre  Integration,  die  in  jedem  Falle  algebraisch 
ist,  geleistet.     Der  dritte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  voll- 
ständigen   Fuchs'schen    Differentialgleichungen    dritten    Grades. 
Nach  einer  ebenfalls  die  Auflösung  einer  Riccati'schen  Gleichung 
erfordernden  Transformation  wird  sie  auf  die  Form 

(1)  (»'-P)»-3(?(y'-P)-2R  =  0 
gebracht.  Die  Fuchs'sche  Bedingung  2)  (s.  das  citirte  Referat) 
wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Discriminante  nur  einfache 
Factoren  enthält,  in  Bedingungsgleichungen  für  die  Coefficienten 
umgesetzt  und  ergiebt  p  ^3  für  das  Geschlecht  der  algebraischen 
Function  y'  von  y.  Hierbei  wird  eine  wichtige  Relation  gewon- 
nen, die  der  Poincar^'schen  Bedingung 

dF(z,y,y')   ,dF  dF 

— ar  --  +  öj^y  -  «*^  +  C''  +  «y  )ö7 

(iSf,  L,  M  ganze  rationale  Fanct.  von  x,  deren  Goefficientea  ratio- 


Capitel5.    Oewöhnliche  DifferentialgleichuDgen.  329 

nale  Functionen  von  z)  für  die  Fuchs'schen  Gleichungen  entspricht. 
Infolge  derselben  erhält  man  durch  Differentiation  von  (1) 

(2)  ^^^'^  ^^  ^KA  +  By){y'—P)  +  ^^-{A  undBFunct.von»). 

Dieser  Ausdruck  liefert  zugleich  ein  Mittel  zur  Integration.  Ist 
p>ly  so  muss  das  Integral  nach  einem  Satze  des  Herrn  Poincarä 
algebraisch  sein.  Zur  Herstellung  des  Integrals  wäre  die  biratio- 
nale Transformation  der  beiden  durch  J^(»o?y>yO=0,  F(Äj,y,y')  =  0 
dargestellten  Riemann'schen  Flächen  aufzufinden,  was  im  allge- 
meinen mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft  ist.  Diese  werden 
io  bemerkenswerter  Weise  umgangen  durch  die  geschickte  Ver- 
wendung eines  von  Herrn  Fuchs  gefundenen  Theorems  Ober  die 
Form  des  algebraischen  Integrals  (Berl.  Ber.  1884.  1171,  F.  d. 
H.  XVI.  263),  wonach  das  Integral  von  (1)  in  der  Form 

r  =  ^  ^^IJZf)  (^  konstant;  %,%,rpo^tpi  Functionen  von  x) 

dargestellt  werden  kann.  Durch  Differentiirung  derselben  mit 
Benutzung  von  (2)  erhält  man  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
in  y' —  P,  die  identisch  sein  muss.  Indem  man  in  den  so  erhal- 
tenen 3  Gleichungen  die  Goefficienten  der  Potenzen  von  y  gleich 
Null  setzt,  ergiebt  sich  die  Bestimmung  der  Functionen  9>oi  7i  i  V'o)  V'i* 
Ist  p  ^  1,  so  muss  P  vom  ersten  Grade  in  y,  £  =  0  sein,  und 
die  Gleichung  (2)  stellt  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  y  dar.     Ihr  allgemeines  Integral  lautet  also 

(3)  y  =  c,g)  +  c^tp  +  X' 
Die  Elimination  von  y  und  y'  aus  der  Gleichung  (3),  ihrer  Ab- 
leitung und  (1)  liefert  die  zwischen  den  Integrationsconstanten 
c^,  c^  bestehende  Relation,  mit  deren  Berücksichtigung  (3)  das 
allgemeine  Integral  von  (1)  darstellt.  —  Im  Anschluss  an  diese 
allgemeinen  Ausführungen  wird  im  vierten  Abschnitt  die  Diffe- 
rentialgleichung dritten  Grades,  in  der  das  Glied  mit  y^^  fehlt, 
eingebend  behandelt  und  ihre  Integration,  die  hier  stets  alge- 
braisch ist,  nach  verschiedenen  Methoden  durchgeführt.  —  Der 
fünfte  Abschnitt  enthält  wichtige  allgemeine  Bemerkungen,  aus 
denen  wir  hervorheben:  1)  Die  Maximalzahl  des  Geschlechts 
einer  Fuchs' sehen  Gleichung  vom  Grade   m   in  y'   ist  (m  —  1)'. 
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2)  Wenn  die  Relation  ^  +  3-y' =  *(*^y'3~7  besteht,  dann  ist 

f^P      ßP 
das   Integral  von  F  =  0  stets   algebraisch.    3)  Ist  3-  +  3-  V* 

=  Ä'(a)F4-il(»)y'+/u(»)y-|-v(»),  so  reducirt  sich  die  Integration  von 
JF=:0  auf  die  der  linearen  Gleichung  y"+ly'+fiy+v  =  0^  and 
die  zwischen  den  beiden  Integrationsconstanten  bestehende  Re- 
lation dient  zugleich  zur  Herstellung  der  Poincarö'schen  biratio- 
nalen Transformation,  die  hier  bilinear  ist.  —  Der  Abschnitt  VI 
enthält  Beispiele.  Hr. 

E.  Jahnke.     Ueber  die  algebraischen  Integrale  algebrai- 
scher Differentialgleichungen.    Schiomüch  z.  xxxv.  U8-154. 

Es  handelt  sich  um  die  Ermittelung  der  Bedingungen  dafttr, 
dass  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

in  welcher  die  Goefficienten  f  ganze  rationale  Functionen  sind, 
durch  eine  rationale  Function  genQgt  werde.  Die  Untersuchung 
wird  durch  die  Annahme  specialisirt,  dass  eine  rationale  Func- 
tion y  existire,  die  durch  die  Differentialgleichung 

(^y  =  R(y)  =  QoV'+gy  +  -  +  9. 

definirt  wird  und  mit  u  in  der  Beziehung  steht: 

(2)  V  =  V(u)+yW(u), 

WO  V  und  W  rationale  Functionen  sind.  Der  Nachweis,  dass 
es  solche  Differentialgleichungen  giebt,  wird  unter  Bezugnahme 
auf  eine  frühere  Arbeit  des  Verfassers  (Diss.  Halle,  F.  d.  M. 
XXL  1889.  324)  so  geführt,  dass  die  Zulässigkeit  der  Voraas- 
Setzung  (2)  zunächst  für  den  Fall  erwiesen  wird,  dass  der  Glei- 
chung (1)  eine  doppeltperiodische  Function  genOgt,  womit  zu- 
gleich  eine  Ldcke  in  der  erwähnten  Dissertation  ausgefttllt  wird. 
Soll  das  Integral  rational  sein,  so  tritt  noch  die  Bedingung  hinzu, 
dass  R{y)  einen  dreifachen  linearen  Factor  habe.  Fflr  m  =  3 
und  m  =  4  werden  die  Rechnungen  auqgeftthrt.  Es  zeigt  sich, 
dass   die   allgemeinste  Differentialgleichung   dritten  Grades    der 
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Form  (1),  der  eine  rationale  Function  genttgt,  die  durch  (2)  ge- 
forderte Bedingung  stets  erfüllt.  Die  binomischen  Differential- 
gleichungen, die  in  die  hier  behandelte  Klasse  gehören,  haben 
die  Gestalt 

ihre  Integrale  sind  y"*  =  9)(u),  wo  g>  eine  lineare  Function  be- 
deutet Hr. 

6.  ViVANTi.     Bulle  equazioni  algebraico-differenziali  del 

primo  Ordine.      Palermo  Rend.  IV.  9-24,  197-216. 

Es  werden  einige  Fragen  erörtert  betreffend  die  Bedingungen, 
unter  denen  ein  Integral  einer  algebraischen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  algebraisch  durch  gewisse  Transcendenten  aus- 
drttckbar  ist,  insbesondere  durch  Integrale  von  linearen  oder 
von  Systemen  linearer  algebraischer  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung.  Für  den  Fall,  dass  das  System  aus  zwei  Gleichungen 
bestehen  soll,  ist  das  Resultat,  dass  die  gegebene  Gleichung 
dann  stets  durch  eine  algebraische  Transformation  der  abhän- 
gigen Variabein  in  eine  lineare  algebraische  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  übergeführt  werden  kann.  Hr. 


P.  Painlbv^^.    Sur  las  integrales  rationnelles  des  dquations 
du  premier  ordre.     C  R.  GX.  34-36. 

Es  handelt  sich  um  eine  Methode,  welche  gestattet,  für  die 
rationalen  Integrale  y  =:  R{x)  der  Differentialgleichungen  von 
der  Form 

wo  P  und  Q  Polynome  bezeichnen^  eine  obere  Grenze  für  die 
Grade  des  ZAhlers  und  Nenners  von  R(x)  anzugeben.  Durch 
eine  homographische  Transformation ,  kann  man  stets  bewirken, 
dass  die  Schnittpunkte  der  Curven  P  =  0,  Q  =  0,  unter  denen 
auch  die  der  Curven  y  =  R{x)  und  Q  =  0  sich  befinden  müssen, 
s&mtlich  iai  Endlichen  liegen,  {x^^  yj  sei  einer  dieser  Punkte. 
Man  ermittelt  aus  der  Differentialgleichung  für  die  holomorphen 
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Integrale  die  Ordnung  von  y— yo  ^^  Beziehung  auf  x—js^  und 
damit  den  grösstmöglichen  Grad  der  Vielfachheit  von  (x^^  yj 
als  Schnittpunkte  der  Curven  y  =  Ä(aj)  und  Q  =  0.  So  ergiebt 
sich  eine  obere  Grenze  /u  für  die  Gesamtzahl  der  Schnittpunkte 
(die  vielfachen  nach  dem  Grad  ihrer  Vielfachheit  gerechnet)  der 
genannten  Curven.  Ist  m  der  Grad  von  Q,  n  der  höchste 
der  Grade  des  Zählers  und  Nenners  von  A,  so  ist  also 
^^m(n+l).  Hierdurch  erhält  man  eine  Grenze  für  n.  Die 
Methode  versagt  nur,  wenn  die  Differentialgleichung  eine  Riccati'- 
sche  ist.  Auf  die  Gleichung  (1)  lassen  sich  die  Differential- 
gleichungen f(y\  y^  x)  =  0  zurückführen,  wenn  f  rational  in  x 
und  vom  Geschlechte  Null  in  Beziehung  auf  y,  y^  ist  Ist  f 
irrational  in  x^  dann  kann  man  die  rationalen  Integrale  durch 
rein  algebraische  Operationen  erhalten.  Auch  auf  die  Glei- 
chungen 

y^  =  A(y,x)  +  B(y,x)yc(^) 
lässt   sich    die  Methode    ausdehnen.      An    die  Stelle   der  Curve 
0  =  0  tritt  hier  C  =  0.  Hr. 

P.   Painlevä.      Sur    une    transfortnation    des    öquations 
diflfdrentielles  du  prämier  ordre,    c.  R.  ex.  840-843. 

Ist  die  Gleichung 

gegeben,  wo  P  und  Q  Polynome  bez.  von  den  Graden  t  und  x 
sind,  80  kann  man  durch  eine  Transformation  von  der  Form 

die  Gleichung  (1)  stets  in  eine  ähnliche  Gleichung  überführen, 
in  der  P  und  Q  resp.  die  Grade  n  und  n— 2  haben,  wenn  n  die 
grösste  der  beiden  Zahlen  %  und  x-f  2  ist.  Setzt  man  die  Glei- 
chung (1)  bereits  in  dieser  Form  voraus,  so  kann  sie  durch  die 
Substitution 
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wo  a  eine  p-fache  Wurzel  der  Gleichung  0(a,  a?)  =  0  ist,  /?,  d 
und  q>  mit  Hülfe  zweier  Quadraturen  bestimmt  sind,  in  eine 
ähnliche  „reducirte"  Gleichung  transformirt  werden,  in  der  auf 
der  rechten  Seite  die  Goefficienten  von  y«  im  Zähler,  von  y^^^"^ 
im  Nenner  gleich  1  sind  und  die  Glieder  vom  Grade  n—1  und 
n—l^p  im  Zähler  fehlen.  Die  übrigen  Goefficienten  bangen 
fttr  eine  gegebene  Wurzel  a  von  zwei  willkürlichen  Gonstanten 
ab,  and  man  erhält  alle  zu  dieser  Wurzel  gehörigen  „Reducirten** 

ÜB 

aus  einer,  indem  y,  durch  Cy^  und  a:^  durch  — ^  +h  (C  und  h 

Constanten)  ersetzt  werden.  Wenn  p  =  1,  dann  bilden  die 
2n— 5  Goefficienten  der  „Reducirten**  ein  System  von  verschie- 
denen Invarianten  der  Gleichung  (1).  Zwei  Gleichungen,  die 
in  diesen  Invarianten  übereinstimmen,  lassen  sich  durch  eine 
Substitution  (2)  in  einander  transformiren.  Mittels  der  Invarianten 
kann  man  ferner  die  Gleichungen  von  der  Form  (1)  angeben, 
deren  Integrale  um  bewegliche  kritische  Punkte  eine  gegebene 
eodliche  Anzahl  von  Werten  annehmen.  Endlich  wird  noch  der 
Satz  abgeleitet,  dass  die  Gleichungen  (1),  die  für  eine  continuir- 
liehe  Gruppe  von  Transformationen  (2)  invariant  bleiben,  sich 
durch  eine  Substitution  dieser  Art  aus  homogenen  Gleichungen 
ableiten  lassen  und  daher  integrabel  sind.  Eine  Ausnahme 
bildet  die  Riccati'sche  Gleichung,  die  auch  die  einzige  ist,  welche 
eine  ZurfickfQhrung  auf  die  reducirte  Form  nicht  gestattet. 

Hr. 

P.  Painleve.     Sur  las  integrales  algöbriques  des  6qua- 
tions  difförentielles  du  prämier  ordre.    0.  R.  ox.  945-948 

FOr  die  Differentialgleichung 

P(x  v) 
y'  =  ^\  *^^      (P  und  Q  Polynome  in  x  und  y) 

wird  eine  Methode  angegeben,  zu  erkennen,  ob  das  Integral 
eine  algebraische  Gurve  ist,  durch  deren  vielfache  Punkte  nicht 
mehr  als  k  verschiedeneZweige  gehen,  wo  k  gegeben  ist.  Hierzu 
dient  die  Entwickelung  von  y  —  yi  nach  Potenzen  von  x-^Xi 
nach   dem  Verfahren  von    Briot   und  Bouquet,    wo   (x^yi)   die 
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Schnittpankte  von  P  =  0,  Q  =  0  sind,  unter  denen  die  gedachten 
vielfachen  Punkte  sich  befinden.  Eine  zweite  Methode  gestattet, 
alle  algebraischen  Integrale  von  gegebenem  Geschlechte  p  zu 
finden.  Man  lässt  zunächst  mittels  einer  Gremona'schen  Sub- 
stitution alle  Punkte  (^i,  yO  mit  dem  Ursprung  0  zusammen- 
fallen. Sei  m  der  Grad  einer  algebraischen  Integralcurye  vom 
Geschlechte  p,  fi  der  Grad  der  Vielfachheit  des  nunmehr  einzi- 
gen vielfachen  Punktes  0;  dann  ist,  wenn  ^  nicht  grösser  als  1 
ist,  eine  obere  Grenze  von  m  gegeben  durch  die  Gleichung 

(m  -  l>(fii -  2)  =  2p. 

Wenn  p  nicht  Null  ist,  dann  ist  n  wenigstens  gleich  1,  und  man 
hat  n'<2p,  /u<p  und  damit  eine  obere  Grenze  für  m  und  /u. 
Ist  p  =  0,  so  wird  die  Aufgabe  durch  die  Substitution  y  =  ix 
auf  die  in  der  vorhergehenden  Note  behandelte  Frage  nach  den 
rationalen  Integralen  der  Differentialgleichung  in  x  und  t  zurQck- 
geftthrt.  Hr. 


Elliot.     Sur  une  äquation  du  premier  ordre  et  V6qua- 

tion   de  Jacobi.      Add.  de  Vto.  Norm.  (3)  Vir.  101-134. 

Gegenstand  der  Arbeit  sind  die  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  von  der  Gestalt 

dy^  Py'  +  Oy  +  R 
dx  Sy  +  T       ' 

deren  Goefficienten  beliebige  Functionen  von  x  sind.  Durch  die 
Substitution 

transformirt  sie  sich  in  die  »reducirte  Gleichung*' 

in  der  J  und  H  bis  auf  die  willkürlichen  constanten  Factoren  hj 
resp.  h^  bestimmt  sind  und  die  Eigenschaft  haben,  in  Folge  der 
gleichzeitigen  Aenderungen 
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y  =  ay,  +  fr,    -7-^  =  c    (a,  fr,  c  beliebige  Functionen  von  x) 

aberzugehen.     Der  Quotient  ff :  J  =  J~  ist  daher  eine   absolute 
Invariante.     Führt    man    in    (2)    noch    durch    die    Substitution 

dX 

-T-  =  J  die  neue  unabhängige  Variable  X  ein,   so   erhält  man 
die  „kanonische  Gleichung'^ 

(3)        ^  +  1  =  "^ 


dX    '  Y  ' 

in  der  X  ebenfalls  eine  absolute  Invariante  ist.  Aus  (2)  und  (3) 
erkennt  man,  dass  die  Gleichung  (1)  integrabel  wird,  wenn 

äJ      4 

3^  =  3—  :  J  =  oonst.  oder  y  =  --  =  const. 
aX      ax  J 

Durch  die  Substitution  F  =  i«  -| — ^  ,  .  ,  wo  u  eine  Lösung  von 

ai,+fr 

(2),  a  und  fr  beliebige  Functionen  von  x  sind,  erhält  man  eine 

neue  Gleichung  von  der  Form  (1),   und  indem  man  diese  auf 

die  kanonische  Form  bringt,  wird  die  daselbst  auftretende  In- 

yariante  /,  von  den  Functionen  a  und  fr  unabhängig.  Es  kann 
nun  eintreten,  dass  -j^ ,  wo  X.   die  andere  absolute  Invariante 

OÄ, 

ist,  constant  =  k  wird,  alsdann  ist  die  ursprüngliche  Gleichung 
integrabel.  Die  bezügliche  Discussion  ergiebt,  dass  die  absolute 
Invariante  von  (1)  in  diesem  Falle  die  Form  hat 

Durch  diesen  Wert  von  J  sind  eben  die  Jacobi'schen  Gleichungen 
eharakterisirt.  Diese  werden  einer  näheren  Betrachtung  unter- 
zogen, wobei  3  Fälle  unterschieden  werden,  je  nachdem  die  zu- 
gehörige kubische  Gleichung  3  verschiedene  Wurzeln,  eine  Dop- 
pelwurzel oder  eine  dreifache  Wurzel  hat.  Im  ersten  Falle  er- 
giebt sich  k  als  Wurzel  einer  kubischen  Gleichung,   im  zweiten 
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7  2 

ist  Ä  =  0,  im  dritten  ist— =— :J= — pr,  also  die  Jacobi'sche  Glei- 

oa?  9 

cbuDg  unmittelbar  integrabel.  Im  folgenden  werden  die  Glei- 
chungen der  Form  (1)  untersucht,  deren  allgemeines  Integral 
die  Form  hat 

(y-'Ay(y-By(y—Cy  =  D.coTi%t  {A,B,C,D  beliebige  Functio- 
nen von  x).  Hierzu  ist  notwendig,  dass  entweder  D  =  const 
und  a  +  /y  +  y  =  0,  oder  Z)  =  const.  A^B^C^  mit  der  Bedingung 

.  -f  ^  +  7^  =  0-     Die  erste   Form    führt    nur  auf  Gleichungen, 

A       Iß        Lf 

die  aus  der  Jacobi'schen  Gleichung  durch  Aenderung  der  unab- 
hängigen Variable  hervorgehen.  Die  zweite  Form  ist  ein  Special- 
fall der  Form 

(y-^)«(y-B)^(y  -C)r  (y^Oy  =  const, 
welche   zu  einer  Differentialgleichung  von  der  Form  (1)  führt, 
unter  den  Bedingungen 

Durch  eine  Aenderung  der  unabhängigen  Variable  kann  man 
bewirken,  dass  A^B^C^D  lineare  Functionen  von  x  sind.  Die 
Differentialgleichung  hat  alsdann  4  Particularlösungen,  die  lineare 
Functionen  von  x  sind,  und  stellt  somit  eine  Verallgemeinerung 
der  Jacobi'schen  Gleichung  dar.  Sie  gehört  zu  der  Klasse  von 
Gleichungen,  die  Herr  Darboux  in  den  G.  R.  LXXXVI  (F.  d.  M. 
X.    1878.    214)  betrachtet  hat 

Zum  Schlüsse  folgen  Bemerkungen  über  die  Gleichungen 
von  der  Form  (1),  in  denen  P,  0,  Ä  Constanten,  S  und  T  Poly- 
nome vom  ersten  oder  zweiten  Grade  sind.  Hr. 


W.  Raschke.  üeber  die  Integration  der  DiflFerential- 
gleichungen  erster  Ordnung,  in  welchen  die  unab- 
hängige Veränderliche  nicht  vorkommt.    Acta  Math,  xiv, 

31  -  80. 

Die  Arbeit  ist  der  Inhalt  einer  im  Jahre  1883  erschienenen 
Dissertation,    über   die   in   diesem  Jahrbuch  XV.  1883.  249  be- 
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richtet  ist  Herr  Fuchs,  der  sie  zum  Abdruck  gebracht  hat, 
fQgt  einige  Worte  hinzu,  denen  wir  entnehmen:  „Leider  wurde 
der  talentYoUe  junge  Mann  im  darauf  folgenden  Jahre  in  seiner 
Vaterstadt  Danzig  das  Opfer  eines  Unglflcksfalles.  Die  Arbeit 
enthält  Gesichtspunkte,  welche  sowohl  fQr  die  vorliegende  Frage, 
als  auch  fbr  andere,  welche  über  dieselbe  hinausgehen,  bemer- 
kenswert sind*".  Hr. 

R,  LoHNSTBiN.  üeber  lineare  homogene  Diflferential- 
gleichuDgen  zweiter  Ordnung,  welche  Integrale  be- 
sitzen, durch  deren  Dmkebrung  sich  eindeutige  Func- 
tionen  zweier  Variabein  ergeben.     Dias.  Berlin.  68  8.  4<>. 

In  einer  Reihe  von  grundlegenden  Abhandlungen  hat  Herr 
Fuehs  eine  Klasse  von  Functionen  mehrerer  Variabein  eingeführt, 
Ton  denen  die  Aberschen  Functionen  einen  besonderen  Fall 
bilden,  indem  er  die  Frage  behandelte,  welche  Functionen  in 
dem  Jacobi'schen  Umkehrungssatze  die  Stelle  der  algebraischen 
Functionen  einnehmen  dürfen,  wenn  die  Umkehrbarkeit  erhalten 
werden  sollte.  Insbesondere  hat  er  für  den  Fall  zweier  Ya- 
riabeln,  von  dem  System  der  Differentialgleichungen 

ausgehend,  unter  gewissen  Voraussetzungen  über  die  Functionen 
fi(s)  und  f,(0,  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
ftr  sie  entwickelt,  damit  die  symmetrischen  Functionen  von  %^y  s, 
eindeutige  Functionen  von  ii,,  m,  seien.  Der  Verf.  bringt  zu- 
nächst den  interessanten  Nachweis,  dass,  wenn  man  das  Um- 
kehrproblem für  die  allgemeinere  Form 

stellt,  9^1  («)  mitf,(j5)  und  9),(is)  mit  f^(^z)  als  notwendig  identisch 
sich  ergeben,  wodurch  man  auf  die  Form  des  Systems  (1)  zu- 
rQckgefÜhrt  wird.  Die  weitere  Untersuchung  wird  unter  der 
Voraussetzung  geführt,  dass  fj(s),  f^(i)  ein  Fundamentalsystem 
TOD  Integralen  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  mit  lauter  regulären  Integralen  bilden,  bei 
welcher   die    Wurzeln    sämtlicher   determinirenden    Gleichungen 

Portnhr.  il.  MAtb,  XXII.   1.  22 
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rationale  Zahlen  sind.  Dabei  findet  der  Verfaaser  ausser  den 
bereits  von  Herrn  Fuchs  in  einer  Tabelle  (Oött.  Nachr.  1880) 
aufgeftthrten  DiflTerentialgleichungen,  die  gewissen  in  einer  fro- 
heren Arbeit  (J.  fflr  Math.  LXXXIX,  F.  d.  M.  XII.  1880.  241) 
entwickelten  Bedingungen  genQgen,  noch  eine  weitere  Anzahl 
allerdings  algebraisch  integrirbarer  Differentialgleichungen,  fllr 
welche  die  fragliche  Umkehrung  möglich  ist. 

Nach  einer  kurzen  Zusammenfassung  der  Hauptresultate,  zu 
denen  Herr  Fuchs  in  der  Behandlung  des  allgemeinen  Umkebr- 
problems  f&r  zwei  Variabein  (Gott.  Abh.  1881,  F.  d.  M.  XIII. 
321)  gelangt  ist,  werden  zuvörderst  die  verschiedenen  Formen, 
welche  die  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichungen  für  die  sin- 
gulären  Punkte  (2  =  cx)  einbegriffen)  haben  müssen,  aufgestellt. 
Darauf  werden  die  Differentialgleichungen  in  drei  Gruppen  geteilt, 
je  nach  der  Beschaffenheit  von  2  als  Function  des  Quotienten 
?  ==  A(0*fi(*)'  Diese  Function,  die,  wie  Herr  Fuchs  nachge- 
wiesen hat,  ein-  oder  zweiwertig  sein  muss,  wird  hier  durch- 
gehends  eindeutig  vorausgesetzt.  In  der  ersten  Gruppe  ist  ^==oc 
der  einzige  wesentlich  singulare  Punkt  von  2  als  Function  von 
^.  In  diesem  Falle  muss  2  eine  doppeltperiodische  Function  von 
S  sein,  und  die  durch  die  Substitution  f,(iBir) :  /",(»»)  =  C»  («=  1^2) 
transformirten  Gleichungen  (1)  in  den  Variabein  ^j  C^  haben 
zur  Lösung 

Ci  +  t,  =  «i,-rn      CJ  +  C;  =  2(«,-f),), 

wo  Vj  und  t?,  Gonstanten  sind.  Die  symmetrischen  Functionen 
von  Sj,  2,  stellen  sich  also  nach  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  als  Quotienten  zweier  fflr  alle  endlichen  Werte  von 
Uj,  w,  convergirenden  Potenzreihen  dar.  In  der  zweiten  Gruppe 
hat  2(^  auch  endliche,  wesentlich  singulare  Punkte.  Die  nähere 
Untersuchung  zeigt,  dass  höchstens  ein  Punkt  dieser  Art  existirt, 

und  dass  a(Ö  die  Form  2  =  <|)(— rlogH  annimmt,    wo    tp    eine 

doppeltperiodische  Function  und  cu  eine  ihrer  Perioden  bezeichnet. 
Die  in  Z^  und  t;,  transformirten  Gleichungen  (1)  haben  hier  die 
Lösungen 

?7»  4-  i:?*  =  -  2  («.  -  r J,    £»  +  Ci  =  2(«,  -  »,), 
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and  die  symmetrischen  Functionen  von  i5,,  2,  stellen  sich,  wie 
YorhiD,  vermittelst  ReihenentwiQkelungen  als  eindeutige  Func- 
tioDen  von  C, +  Csi  ^i'^^  ^^h  während  die  letzteren  aus  den 
Torstehenden  Gleichungen  sich  eindeutig  durch  u^,  u,  ausdrücken. 
Id  der  letzten  Gruppe  hat  2(Q  keinen  wesentlich  singulären 
Punkt,  ist  also  eine  algebraische  Function  von  ^.  Die  hierher 
gehörigen  Differentialgleichungen  sind  algebraisch  integrirbar, 
and  das  Umkehrungsproblem  lässt  sich,  wie  man  a  priori  weiss, 
durch  die  Aberschen  Functionen  zweier  Variabein  erledigen. 
Doch  ergeben  sich  auf  dem  hier  eingeschlagenen  Wege  Integral- 
gleichungen ziemlich  hoher  Grade,  deren  Kenntnis  von  Interesse 
ist.  Zugleich  dienen  die  hier  durchgeführten  Rechnungen,  da 
die  Gesamtheit  der  in  diese  Gruppe  fallenden  Differential glei- 
chuDgen  aufgestellt  und  integrirt  wird,  zur  lehrreichen  Illustration 
der  Sätze,  die  Herr  Fuchs  in  seinen  klassischen  Abhandlungen 
Aber  algebraisch  integrirbare  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung (J.  für  Math.  LXXXI  und  LXXXV,  F.  d.  M.  VII.  1875. 
172  und  X.  1878.  228)  entwickelt  hat.  Hr. 


A.  Ros^N.    Undersökning  af  an  linear  differentialekvation 
af  andra  ordningen.    Land  1890.  00  S. 

Es  werden  die  integrirenden  Functionen  einer  linearen, 
homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  drei  sin- 
gulären Punkten  untersucht,  und  zwar  ohne  Hülfe  von  Poincare's 
allgemeinen  Untersuchungen  über  lineare  Differentialgleichungen 
mit  regulären  Integralen.  Nach  einigen  bekannten  Sätzen  be- 
treffs linearer  Substitutionen  bringt  der  Verfasser  kurze  Mit< 
teilungen  über  die  Fuchs'sche  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen mit  besonderer  Rücksicht  auf  Gleichuugen  zweiter 
Ordnung  und  studirt  dann  bei  einer  Gleichung  der  oben  genannten 
Art  den  Quotienten  zweier  particulären  Integrale,  durch  welchen 
die  Integrale  selbst  und  damit  das  allgemeine  Integral  sich  leicht 
aasdrücken  lassen.  Besonders  werden  reelle  Werte  der  unab- 
hängigen Variable  berücksichtigt.  Bdn. 

22* 
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O.  Cassel.     Sur  une  ^uation  lin^aire  da  second  ordre 
k  coefficients  transcendants.    Stockholm  Ofv.  881-384. 

Zufolge  der  Gleichungen 

d{nt>y  "^  Ll6  8in';iü  ^  2*  %\iinv\  '     d(nv)  "  I» 

giebt  r,  als  Function  von  s,  eine  conforme  Abbildung  eines  ge- 
wissen, durch  Geraden  und  Kreisbogen  begrenzten  Gebietes  auf 
die   ganze   Halbebene;   ebenso  x,   als   Function    von   ti,    wenn 

2  1 

X  =  ^  ,  Q  ,  11  =  —     Als  bemerkenswert  wird  hierbei  bezeich- 

net,  dass  man  die  :c- Werte,  welche  den  Eckpunkten  der  abge- 
bildeten Figur  entsprechen,  leicht  bestimmen  kann.         Bdn. 


V.  Jambt.     Sur  un  cas  particulier  de  l'^quation  de  Lam^. 

0.  R.  CXI.  638-639. 

Die  Gleichung 


dq> 
hat  zum  allgemeinen  Integral 


ä =(»'•'">- ^) 


z 


z  = 


J      C-w      C-w  ,    C-w  ^  2    /' 


2     ""     2  2 

wo  A  und  B  willkttrliche  Gonstanteo   sind   und  C  bestimmt   ist 
durch 

c=2  r  —  -—  +  r    ^^ 


Hr. 


P.  SiEMON.     Ueber  die  Integrale  einer  nicht  homogenen 
Differentialgleichung   zweiter  Ordnung.     Pr.   Laieensch. 

Berlin.  22  S. 

Die  behandelte  Differentialgleichung  ist 
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wo  kn  constant  ist.  Die  reducirte  Gleichung  ist  die  BesseFsche, 
deren  vollstfindiges  Integral  bekannt  ist.  £&  handelt  sich  daher 
nur  um  das  additiv  hinzutretende  partieuläre  Integral  der  com- 
pleten  Gleichung.  Dieses  wird  zunächst  in  der  fQr  n>  ^  gül- 
tigen Form  gegeben: 

Hn=^kn^  I     si n(^ cos ir) si n*" wdw  =  knX'*  j  sin(a? si n M?)co8^"fr dw. 

0  *ü 

Die  Entwickelung  der  Eigenschaften  dieser  Function  bildet  den 
Inhalt  der  Arbeit. 

1.  Aufstellung     der   'recurrenten     Gleichungen     zwischen 
E,,,{x\  Hn(x),  Hn^i{x\  oder  ^,  Hn(x),  Hn-iix). 

2.  Reihenent Wickelung  von  Hn(x)  in  der  Form  x'^^ix). 

3.  Die  yorhergehenden  Darstellungen  gelten  nur  für  n  >  —  ^. 
Mit  Benutzung  der  Gleichung 


im 


[xTHn(Vi)]  =  4  ^  T  Bn-.n  (V^) 


werden  Ausdrücke  für  H  mit  beliebig  negativem  Index  durch 
die  Summe  zweier  endlichen  Reihen  abgeleitet,  von  denen  die 
eine  Potenzen  von  a^  die  andere  H  -  Functionen  mit  positivem 
Index  enthält    Dies  geschieht  auf  unendlich  viele  Weisen. 

4.  Verhalten  der  Function  Hn(x)  für  sehr  grosse  Werte  des 
Arguments.  Zu  dem  Zwecke  werden  für  Hn(x)  semiconvergente 
Reihen  entwickelt,  die  nach  negativen  Potenzen  von  x  fort- 
schreiten.   Es  ergiebt  sich  u.  a.,  dass  für  —  ^  <  n  ^  1 

lim£rM(^)  =  0  für  a;  =  oo. 

5.  Darstellung  von  ff»  durch  Reihen,  die  nach  Besserschen 
Functionen  fortschreiten,  und  mittels  derselben  Auswertung  der 

bestiomiten  Integrale  /  ^^^  ^  ^^  ^  ^^  Sind  m  und  n  positive 
ganze  Zahlen  mit  Ausschluss  der  Null,  so  ist  fttr  m  <:  n 


J  X 

0 
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6.    Berechnung   anderer   bestimmter   Integrale,   welche   die 
Function  H  enthalten.  Hr. 


6.  DE  LoNGCHAMPS.     Integration  de  Töquation  de  Bras- 
sine   an    moyen    des    fonctions    hyperberaonlliennes. 

AsBoc.  Frao^.  Limoges  XIX.  146-152. 

Die   hier   betrachteten  hyperbernoullischen  Functionen  ent- 
springen aus  dem  Gebrauche  des  Algorithmus 

der  nach  einem  vom  Verfasser  gemachten  Vorschlage  (Belg.  Bull. 
(3)  XVIII,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  447)  die  »Isobare«  der  Folge 
il,,  il,,  .  .  .  ,  An  heisst.  Benutzt  man  die  Recursionsformel 
Anq)(n)=^{A)n^  in  welcher  ff  (is)  den  „Schlfissel«  darstellt,  so  be- 
stimmt man  die  unbegrenzte  Folge  A^^  A^^  ...  und  die  Functionen 
A^x-\-A^x^ -\-  >  '*  und  andere  ähnliche,  adjungirte  Functionen 
benannt.  Die  „Schlüsselfunctionen"  zweiten  Grades  ermöglichen, 
abgesehen  von  einem  Ausnahmefalle,  die  vollständige  Integration 
der  zu  dem  Geschlechte  der  Brassine*schen  Gleichungen  gehöri- 
gen Differentialgleichungen  von  folgender  Form: 

Lp, 

H.  Gylden.     Fortsatta  Undersökningar  rörande  en  icke- 
lineär  DifFerentialekvation  af  andra  ordningen.    Siockh. 

Veteosk.  Bihang.  23  8.  (18S9.) 


D.  Bbsso.  Suir  integrazione  dell'  equazione  differenziale 
lineare  omogenea  del  second'  ordine,  quando  sia 
conosciuta  una  funzione  intera  del  secondo  grado  a 
coefficienti  costanti  di  due  suoi  integrali  fondamentali. 

Modena  Mem.  (2)  VII.  239-244. 

Ist  eine  ganze  Function  zweiten  Grades  zweier  Fundamental- 
Integrale  y,,y,  der  Gleichung 
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gleich  z  gegeben,  so  sind,  falls  nicht  eine  gewisse  Relation 
zwischen  p,q  und  ihren  Derivirten  stattfindet,  y,  und  y,  die 
Wurzein  einer  Gleichung  zweiten  Grades,  deren  Coefficienten 
rational  ans  «,  p,  q  und  deren  Ableitungen  zusammengesetzt  sind. 
Im  Ausnahmefalle  lässt  sich  die  gegebene  Differentialgleichung  auf 
die  eiuer  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  reduciren. 

Hr. 

D.  Besso.  Suir  integrazione  dell'  equazione  differenziale 
lineare  omogenea  del  terz'  ordine  quando  sia  conosciuta 
nna  funzione  intera  del  secondo  grado  a  coefBcienti 
costanti   di   due  suoi  integrali  fondamentali.        Modena 

Mem.  (2)  VII.  245-252. 

Sind  yi,y,,y,  drei  Fundamentalintegrale  einer  linearen  ho* 
mogenen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  und  ist 

(1)      y?+»;+yJ  =  « 

als  Function  von  x  bekannt,  so  lässt  sich  die  Integration  auf 
die  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  reduciren  von  der 
Beschaffenheit,  dass  die  logarithmischen  Ableitungen  ihrer  Lösun- 
gen die  Wurzeln  einer  Gleichung  vierten  Grades  mit  bekannten 
Coefficienten  sind.  Ist  zweitens  eine  nicht  homogene  Function 
zweiten  Grades  von  y^ ,  y„  y,  als  Function  von  x  gegeben,  dann 
lässt  sieb,  falls  nicht  eine  gewisse.  Relation  zwischen  den  Coeffi- 
cienten der  Differentialgleichung  stattfindet,  eine  Lösung  dersel- 
ben rational  durch  ;s,  die  Coefficienten  und  ihre  Ableitungen 
ausdrücken,  und  die  nach  bekannter  Reductionsmethode  mit  ihrer 
HQlfe  hergestellte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  hat  die 
Bigenschaft,  dass  die  logarithmischen  Ableitungen  ihrer  Lösungen 
Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  mit  bekannten  Coeffi- 
cienten sind.  Im  erwähnten  Ausnahmefalle  hängt  die  erste  Lösung 
Ton  der  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  ab.  Hr. 

E.  Jahnkb.  Zur  Integration  der  binomischen  DiflFeren- 
tialgleiohuDg  dritter  Ordnung.  Schiömiioh  z.  xxxv.  376-380, 
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Die  Reduction  der  Differentialgleichung 

der  eine  elliptische  Function  u  genügt,  auf  die  Differentialgleichung 
zweiten  Grades  der  Weierstrass'schen  Function  s^pCs  —  O  ge- 
schieht durch  eine  Transformationsformel ,  welche  s  =  oc  giebt 
für  ein  beliebiges  u  =  tig.     Durch  die  Substitution 

erhält  man  für  y  eine  elliptische  Function  zweiten  Grades,  wo- 
bei y  =  oo  dem  Werte  u  =  oo  entspricht.    Um  u  =  ti^  an  Stelle 

von  tt  =  oo  zu  substituiren,  führt  man  u'  = ein.    Endlich 

II— «0 

wird  y  in  die  «-Function   durch  die  von   Herrn  Weierstrass  in 

seinen  Vorlesungen   gegebene  Transformation  übergeführt.     Die 

Invariante  g^  verschwindet  im  vorliegenden  Fall,    g^  stimmt  bis 

auf  einen  numerischen  Factor  mit  der  Discriminante  von  P(u) 

überein.  Hr. 


A.  Cayley.     On   a  particular  case  of  Kummer's  difPe- 
rential  equation  of  the  third  order.    Mass.  (2)  XX.  75-79. 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  ist 

{(t—iy^ t(t-i) "^  «•)""• 

Der  besondere  Fall,  auf  welchen  die  gegenwärtige  Notiz  sich  be- 
zieht, ist  von  Hrn.  Goursat  betrachtet  (Recherohes  snr  l'^uation 
de  Kummer,  Acta  Soc.  Sc.  Fennicae  XV.  (1888)  47-127);  bei 
ihm  sind  die  Constanten: 

^-g,^ 32'  ^-9'"*  ~8'*  "144'''  ~18' 

Glr.    (Lp.) 
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M.  RoSKNKRANz.  Ueber  gewisse  homogene  quadratische 
Relationen  unter  den  Integralen  einer  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  sechster  Ordnung.      Schlö- 

milch  Z.  XXXV.  82-96, .  129-147 ;  Diss.  Halle.  37  8.  B«. 

Nach  der  grundlegenden  Abhandlung  des  Herrn  Fuchs  über 
die  linearen  Differentialgleichungen,  zwischen  deren  Integralen 
homogene  Relationen  höherer  als  erster  Ordnung  bestehen  (Berl. 
Ber.  1882;  Acta  Math.  I,  F.  d.  M.  XIV.  1882.  242),  in  welcher 
der  Fall  der  Gleichungen  dritter  Ordnung  erledigt  ist,  haben 
sich  die  Herren  Goursat  (S.  M.  F.  Bull.  XI,  F.  d.  M.  XV.  1883.  265) 
und  Schlesinger  (Diss.  1887,  F.  d.  M.  XX.  1888.  347)  mit  der- 
selben Frage  bezüglich  der  Gleichungen  vierter  Ordnung  be- 
Beb&ftigi.  Bei  diesen  ergab  die  Untersuchung,  dass,  falls  jene 
Beziehungen  quadratisch  sind,  der  Differentialgleichung  Potenzen 
der  Integrale  einer,  oder  Producte  von  Potenzen  der  Integrale 
verschiedener  Differentialgleichungen  Genüge  leisten,  übereinstim- 
mend mit  dem  Ergebnis  des  Herrn  Fuchs,  dass  eine  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  in  diesem  Falle  durch  die  Quadrate 
der  Integrale  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung  befriedigt  werde. 
Es  ist  nun  einleuchtend,  dass  zwischen  den  Integralen  einer  Dif- 
ferentialgleichung fi'^'  Ordnung  i/^,  ...,  Un,  die  als  Producte  von 
Potenzen  der  Integrale  einer  beliebigen  Anzahl  von  Differential- 
gleichungen darstellbar  sind,  quadratische  Relationen  von  der 
Form  bestehen  müssen 

aber  es  fragt  sich,  ob  diese  Relationen  auch  die  hinreichende 
Bedingung  für  jene  Eigenschaft  der  Differentialgleichung  bilden. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  diese  Frage  für  die  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  sechster  Ordnung  mit  eindeu- 
tigen Coefficienten  erledigt.  Es  können  nach  den  verschiedenen 
dabei  auftretenden  Möglichkeiten  der  Gleichung  genügen:  1.  die 
ftlnften  Potenzen  der  Integrale  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung, 

2.  die  Quadrate  der  Integrale  einer  Gleichung  dritter  Ordnung, 

3.  die  Producte  der  Integrale  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung 
in  die  einer  solchen  dritter  Ordnung.    Die  in  jedem  einzelnen 
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Falle  aufzustellenden  homogenen  quadratischen  Relationen  bilden, 
was  für  den  Zweck  der  Arbeit  wichtig  ist,  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  fOr  die  Darstellbarkeit  der  Integrale  in 
der  verlangten  Form.  Im  Anschluss  an  den  erstgenannten  Fall 
wird  allgemein  nachgewiesen,  dass,  wenn  unter  den  Integralen 
tij,  ...,t««  einer  Gleichung  n^  Ordnung  die  n — 2  Relationen  be- 
stehen 

dieser  Gleichung  die  (n— l)**"  Potenzen  der  Integrale  einer 
Gleichung  zweiter  Ordnung  genügen.  Als  bemerkenswert  heben 
wir  noch  folgenden  Satz  hervor,  der  die  Verallgemeinerung  einer 
bekannten  Eigenschaft   der  Functionen  17,   die  durch   beliebige 

Umläufe  des  Arguments  x  in  17'  =  — -^  übergehen,    darbietet: 

V  +  Qf] 

Sind  a>j,  cü,  Functionen  von  x^  die  bei  einem  beliebigen  Umlaufe 
von  X  in 

übergehen,  und  bestimmt  man  3  Grössen  ^^iS^yS^  als  Functionen 
von  X  so,  dass 

^-01,,   ^-o),,    -2;±i,^^  ^^-c, 

wo  c  eine  Gonstante  bezeichnet,  dann  genügen  diese  Functionen 
einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
mit  eindeutigen  Coefficienten  von  der  Form 

Die  Erweiterung  auf  die  Bestimmung  von  n  Grössen  ergiebt  sich 
unmittelbar.  Hr. 


G.  Penselkr.     P]ine  lineare  DifiFerentialgleichuug  fünfter 
Ordnung     mit     zwei     endlichen     singulären    Stellen. 

Diss.  Kiel.  LipsiuB  u.  Fischer.  23  S.  4^ 
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E.  Gbohn.  Ueber  die  Ableitung  der  singulären  Lö- 
sungen eines  Systems  von  simultanen  Differential- 
gleichungen aus  den  Differentialgleichungen.  Dias.  Mar- 
burg. 46  S.  8^ 


Capitel  6. 

Partielle  Differentialgleichungen. 

A.  R.  FoRSYTH.     Theory  of  differential  equations.    Part  I. 
Exact  equations  and  Pfaff's  problem.       Cambridge.    Uoi- 

yeraity  Preas.  XUr-h340S.  8o. 

In  der  Vorrede  zu  dem  „Treatise  od  differential  equatioDs*' 
(vgl.  die  Anzeige  der  deutschen  Uebersetzung  in  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  297 ff.)  kündigte  Hr.  Forsyth  an,  dass  es  in  seiner  Absicht 
lilge,  in  einem  späteren  Bande  verschiedene  dort  fortgelassene 
Gegenstände  zu  behandeln.  Das  vorliegende  Buch  ist  ein  erster 
Beitrag  zur  Erfüllung  jenes  Versprechens.  Die  Behandlung  ist 
nach  der  geschichtlichen  Entwickelung  angeordnet,  um  jede 
wesentliche  Förderung  der  Erkenntnis  in  den  behandelten  Dingen 
hervorzuheben,  und  im  Laufe  der  Darstellung  werden  eingehende 
Angaben  über  die  Schriften  der  ursprünglichen  Forscher  gemacht. 
Das  Buch  zerfällt  in  dreizehn  Capitel.  Die  beiden  ersten  er- 
örtern bezw.  die  einfache  totale  Differentialgleichung  und  ein 
System  totaler  Gleichungen.  In  dem  ersten  werden  die  Methoden 
von  Euler,  Bertrand,  Collet,  Natani  und  du  Bois  -  Reymond  be- 
sprochen; das  andere  dagegen  enthält  eine  Verallgemeinerung 
der  Euler'schen  Methode  nebst  einer  Prüfung  der  Natani'schen 
und  eines  Mayer'schen  Theorems  zu  ihrer  WeiterfÜhrung.  Auch 
die  Frobenius'schen  Bedingungen  für  die  kanonische  Form  wer- 
den erörtert.     Die  nächsten  vier  Capitel  sind  einer  historischen 


' 
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Uebersicht  über  die  zur  Erledigung  des  PfaflTschen  Problems 
ersonnenen  Methoden  gewidmet,  insbesondere  über  die  Pfaff^Bche, 
durch  Gauss  und  Jacobi  vervollstAndigte  Reduotion,  über  die 
Methoden  Grassmann's  und  Natani's.  Im  siebenten  Gapitel  wird 
eine  Anwendung  auf  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung gemacht.  Dann  folgen  Gapitel  über  die  Glebsch'sche  Me- 
thode, über  Berührungs-Transformationen,  über  die  Lie'sche  Me- 
thode, über  die  Frobenius'sche  und  eines  mit  einem  Auszuge 
aus  den  Darboux'schen  Arbeiten;  das  letzte  Gapitel  endlich  er- 
örtert Systeme  Pfaff 'scher  Gleichungen.  Ein  alphabetisches 
Namen-  und  Sach  -  Register  erleichtert  die  Auffindung  gesuchter 
Gegenstände  und  gereicht  dem  Werke  zu  besonderer  Empfehlung. 

Gbs.  (Lp.) 

E.  GouRSAT.  Theorie  des  ^qaations  aux  döriv^es  par- 
tielles du  premier  ordre.  Le^ons  k  l'Ecole  Normale 
(1889-90)    rddig^es    par    C.    Bourlet.      Deux    parties. 

Paris.  168  8.  ^^.  autographirt. 

In  erweiterter  Form  1891  in  Paris  bei  Hermann  heraus- 
gegeben (354  S.  8*).  Anzeige  in  Darboux  Bull.  (2)  XV.  5  10. 
^Bücher  dieser  Art,  welche  den  Zustand  der  Wissenschaft  über 
einen  besonderen  Punkt  zusammenfassen,  sind  äusserst  wünschens- 
wert."    Lp. 

Ch.  Meray  et  RiQUiBR.  Sur  la  convergence  des  däve- 
loppements  des  integrales  ordinaires  d'un  syst&me 
d'dquations  diff^rentielles  partielles.    Ann.  de  I'J^.  Norm. 

(3)  VII.  23-88,  aaob  sep.  Paris.  Gauthier-Villara  et  Fils. 

Im  Auschluss  an  die  Abhandlung  der  Verfasser  besflglich 
der  Systeme  totaler  Differentialgleichungen  (Ann.  d'£c.  Norm.  (3) 
VI.,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  338)  werden  hier  die  Bedingungen 
vollständig  angegeben  für  die  Existenz  von  gewöhnlichen  (nicht 
singulären)  Integralen  von  Systemen  partieller  Differential* 
gleichungen,  die  beliebig  gewählten  Anfangsbedingungen  oder 
solchen,  die  nach  einem  gewissen  Gesetze  gewählt  sind,  ent- 
sprechen. Hn 
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Ch.  Märat  et  RiQUiBR.     Sur   la  convergence  des  d^ve- 
loppements    des    integrales    ordinaires    d'un    Systeme 

d'^üations   diff^rentielles   totales.      Paria.    Ganthier  -  ViUars 
et  Fila. 

Besondere  Aasgabe  der  Abhandlung,  über  welche  F.  d.  M. 
XXI.  1889.  338  berichtet  ist. 


Gh.  Mj^ray.  Extension  de  la  m^thode  de  Jacobi  pour 
integrer  une  seule  ^quation  aux  d^riv^es  partielles  k 
nne  fonction  inconnue,  dont  les  d^riv^es  y  entrent 
lin^airement ,  au  cas  d'un  Systeme  passif  d'äquations 
de  cette  sorte  en  nombre  quelconque.    Add.  de  r£c.  Norm. 

(3)  VII.  217-232. 

Nachdem  der  Verfasser  eine  Reihe  von  Sätzen  und  Bezeich- 
oungen  aus  einer  früheren,  gemeinsam  mit  Herrn  Riquier  ver- 
fassten  Abhandlung  (Ann.  de  Ytc.  Norm.  (3)  VI,  VII;  F.  d.  M. 
XXI.  1889.  338  und  das  vorangehende  Referat)  über  Systeme 
von  partiellen  Differentialgleichungen  wiederholt  hat,  wendet  er 
sieh  zur  Betrachtung  des  ^immediaten  passiven"  Systems 

g— =  — ilm,0  +  A.4    ß^+ h^«,9  Q^  (»»=  h  •••lP)i 

WO  u  eine  Function  der  p  Hauptvariabein  a;,, ...,  o^p,  der  para- 
metrischen  Variabein  ti,,  m,,  ...,  u,  ist  und  Am,n  Functionen  von 
x„  ...,  jcp^  fij,  ...,  11^,  u  bedeuten.  Damit  dasselbe  passiv  sei, 
mQssen  die  Gleichungen  bestehen 


(v  =  0,  1,  ...,  q)j 


worin  für  ^ —  stets  -tt-  zu  nehmen  ist  und  m  und  n  sämtliche 
ou^  du 

Combinationen  zu  zweien  der  Zahlen  1,  ...,  p  annehmen.     Um 

dieses  System  zu  lösen,  kann  der  von  Jacobi  für  eine  Gleichung 

vorgeschriebene  Weg  eingeschlagen  werden.    Man  bildet  zunächst 
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ein  Hülfssystem  totaler  DififerentialgleichuDgen,  löst  die  Formeln, 
welche  die  allgemeinen  Integrale  hiervon  liefern,  nach  den  will- 
kQrliehen  Constanten  auf  und  bildet  aus  den  hierdurch  erhaltenen 
Functionen  F,, ...,  Fq^i  die  Lösungen  des  vorgelegten  Gleiehungs- 
Systems.  Sh. 

P.  A.  MacMahon.     ä  theorem  in  the  calculus  of  linear 
partial  differential  Operations.    Quart  J.  xxiy.  246-350. 

Eine  Erweiterung  von  Taylor's  Theorem  durch  Einführung 
gewisser  Symbole.  Wegen  Einzelheiten  muss  auf  die  Arbeit 
selbst  verwiesen  werden.  Sh. 


G.  Chrtstal.  A  demonstration  of  Lagrauge's  rule  for 
the  Solution  of  a  linear  partial  differential  equation, 
with  some  historical  remarks  on  defective  demon- 
strations  hitherto  current.    Bdiob.  TraoB.  xxxvi.  551-&62. 

Der  Verf.  meint,  der  Punkt,  in  welchem  die  Beweise  mangel- 
haft seien,  liege  in  dem  Nachweise,  dass  jede  Lösung  der  Dif- 
ferentialgleichung Pp  +  Og  =  Ä  von  der  Form  f(uy  «)  =  0  sein 
muss,  wobei  u  =  a^v  =  b  zwei  unabhängige  Integrale  des  Hlllfs- 

Systems  —    =  -^  =  -  -  sind.  Cly.    (Lp.) 


W.  P.  Ermakoff.     Lineare  Differentialgleichungen    mit 
partiellen  Derivirten  erster  Ordnung.    Charkow  Ges.  (2)  i. 

104-112.  (Rassisch.) 

N.  80KOLOFF.     Lineare  Differentialgleichungen  mit  par- 
tiellen Derivirten  erster  Ordnung.      Kiew.  Uni?.  Nachr.  X. 

(1889).  C5-100.  (Russisch.) 

Hr.  Ermakoff  skizzirt  im  ersten  Artikel  den  Plan  einer 
neuen  Darstellung  der  Theorie  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen ohne  Beweise  der  Theoreme  (vgl.  F.  d.M.  XX.  1888. 
360).  Die  vollständige  Ausftihrung  dieses  Planes  bildet  den  In- 
halt  der  zweiten  Abhandlung.  Wi. 
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W.  E.  Sbrdobinskt.  üeber  die  besonderen  Fälle,  welche 
bei  der  Anfsuchung  des  allgemeinen  Integrals  nach 
der  Methode  von  Lagrange  eintreten    können.      Mosk. 

Math.  Samml.  XIV.  489-451.  (RuBBisch.) 

Wenn  «  =  F(^,  y,a,6,c,d,e)  das  vollständige  Integral  einer 
partiellen  Differentialgleichnng  zweiter  Ordnung  ist,  so  mOssen 
die  Constanten  a,  b,  c,  dj  e  durch  Functionen  von  x^  y  ersetzt 
werden,  wenn  man  das  allgemeine  Integral  bekommen  will. 
Diese  Functionen  müssen  den  drei  Gleichungen  genügen: 

-r-  aa  4-  •••+-=—»«  =  0, 
da  de  ^ 

'    ^'^    da  I  I     ^'^    de  ^  0 

8a. dx  de*  dx  ' 

da  +  •  •  •  -|-  5 — j-  de  =  0. 


da  '  dy  de  .  öy 

Der  Verrasser  beschäftigt  sich  mit  den  Fällen,  in  welchen  diese 
Bestimmung  von  a,  b,  c,  d,  e  als  Functionen  von  x  und  y  unmög- 
lich ist     Wenn  -^,  -p,  ^,   t-  die  partiellen  Lösungen  einer 

Gleichung  von  der  Form     P^  +  0^  ^  Ru    sind,    so    erhält 

inana  =  Const.  Wenn  aber  ^,  ^,  -p  die  partiellen  Lösungen 

derselben  Gleichung  sind,  so  erhält  man  a  =  Const.,  b  =  Const. 

Wi. 


D.   A.  Grawe.      Ueber    die    Integration    der    partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.    St-Petersb.  (i889.) 

Die  Abhandlung  enthält  in  ihrem  ersten  Teile  die  Verall- 
gemeinerung der  zweiten  Jacobi'schen  Methode  zur  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  den  Fall, 
in  welchem  diese  Gleichung  die  unbekannte  Function  V  enthält, 
und  die  Anwendung  der  von  Korkine  gegebenen  Methode  zur 
Äuflörang  der  verallgemeinerten  Aufgabe  von  Caucby,  das  nor- 
male System  der  Gleichungen 
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A  (*!»  ^j»  •  •  •  1  «^«1  ^»  Pn  P,  j  •  •  •  1  P«)  =  0, 

(g^n) 

80  zu  integriren,  dass  die  unbekannte  Function  V  bei  den  par- 
ticulären  Werten  der  unabhängigen  Veränderlichen  Xn  =  a, 
Xn-i  =  a,,  ...,  a?„.j,+i  =  Gg^i  in  eine  willkQrliche  Function 
^(x^y  a?j,  . . . ,  a?«-jr)  der  übrigen  sich  Torwandelt.  Der  Verfasser 
behandelt  die  Untersuchungen  von  Herrn  Mayer  Aber  lineare 
Gleichungen  und  die  neue  Lie'sche  Integrationsmethode  als 
specielle  Fälle  der  allgemeinen  Theorie. 

Das  zweite  Capitel  ist  den  Anwendungen  gewidmet.  Nach 
den  Beispielen  der  Systeme,  welche  unmittelbar  integrirt  werden, 
wird  die  Theorie  auf  das  Problem  der  drei  Körper  angewandt, 
und  es  wird  gezeigt,  dass  die  Gleichungen  Bertrand's,  ausser 
den  schon  bekannten  Integralen,  keine  anderen,  von  dem  Wir- 
kungsgesetze der  Kräfte  unabhängigen  besitzen.  Wi. 

• 

J.  HoRN.     üeber  Systeme  linearer  DifFerentialgleichungen 
mit  mehreren  Veränderlichen.    Beriio.  Mayer  u.  Müller.  123  s. 

Ein  integrables  System  totaler  linearer  Differentialglei- 
chungen 

(1)        dzk  =  (flu»,  ^ +  a^niÄrn)  dx  +  {bkiZi  H +  bk^^^dy 

(k  =  1,  2,  •  • . ,  tfi) 
habe  zu  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  und  y,  deren 
gemeiDschaftlicher  Nenner  die  irreductibeln  Factoren  9(«,y), 
tp(xy  y), . . .  enthalte;  dann  besitzt  das  den  simultanen  Glei- 
chungen genflgende  Functionensystem  Sj,  «-m  ^m  folgende  Eigen- 
schaften: Jeder  Zweig  des  Systems. lässt  sich  mittels  eines  Fan- 
damentalsystems  von  m  Zweigen 

**ij  •  •  •  j  **»*    (fc  =  1,  2, . . . ,  m) 
in  der  Form 

mit  Constanten  Coefficienten  darstellen.  An  sämtlichen  Stellen 
(a,  6),  die  nicht  auf  einem  der  „singulären  Gebilde'*  q>(x,  y)  =  O, 
t^(^,  y)  =  0,  •  *  •  sich  befinden,  sind  alle  Zweige  in  Potenzreihen 


► 
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^(x— a,  y— 6)  entwickelbar.  In  der  Umgebung  einer  Nullstelle 
(o,  b)  yoD  9»,  die  nieht  zugleich  Schnittstelle  zweier  Bingnlftren 
Gebilde  ist,  existirt  ein  Fundamentalsystem ,  dessen  Darstellang 
im  einfachsten  Falle  lautet: 

Pj,...,Pm  haben  fflr  alle  Punkte  (a, 6)  von  fp=0  denselben 
Wert  und  sind,  bis  auf  additive  ganze  Zahlen,  dadurch  bestimmt, 

dw  e"^^  Wurzel  einer  Gleichung  n*«"  Grades  (Fundamental- 
gleiehang)  ist,  deren  Goefficienten  mit  den  Gonstanten  des  Dif- 
ferentialgleichungssystems  in  transcendentem  Zusammenhange 
stehen.  ^  sind  in  der  Umgebung  von  (a,  6)  eindeutige  Functio- 
nen Ton  x^  y.  Im  allgemeinen  treten  in  der  Darstellung  der  In- 
tegrale noch  Logarithmen  von  qp  auf,  in  der  Form: 

ht^  »(«»y/M  £fc.« + &,«-!  logqp + -  +  &viGog9)>-* }. 

Lassen  sich  bei  geeigneter  Wahl  des  Exponenten  p*  alle  auf- 
tretenden ^  in  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  x—a^  y^b 
fortschreitende  Potenzreihen  ^(x—a^y—b)  entwickeln,  soheisst 
das  Zweigsystem  regulär  und  zum  Exponenten  pk  gehörig,  wenn 
zugleich  Pk  80  gewählt  ist,  dass  z.  B.  im  einfachsten  Falle  nicht 
sämtliche  Potenzreihen  ^i , . . . ,  ^^  durch  tp  teilbar  sind.  Ein 
Differentialgleichungssystem  (1),  das  an  einem  singulären  Ge- 
bilde 9  =  0  lauter  reguläre  Integrale  hat,  heisst  selbst  regulär 
u  4^  =  0.  Hauptgegenstand  des  Werkes  ist  nun  die  Erfor- 
sehong  der  Bedingungen  der  Regularität  des  Systems  (1)  und, 
Uls  diese  erfüllt  sind,  die  Darstellung  der  regulären  Zweig- 
iTBteme.  Die  Exponenten,  zu  denen  dieselben  gehören,  ergeben 
rieh  als  Wurzeln  einer  „determinirenden  Gleichung^,  deren 
CoeiBeienten  mit  den  Gonstanten  des  Differentialgleichungssystems 
(1)  in  algebraischer  Beziehung  stehen.  Die  Lösung  der  ge- 
litten Aufgaben  wird  f&r  m  =  2  und  m  =  3  derart  durchge- 
(thrt,  dass  man  erkennt,  dass  der  Uebergang  zu  Systemen  mit 
a  abhängigen  Variabein  keine  principiellen  Schwierigkeiten 
bietet.  In  Betreff  des  Auftretens  von  Logarithmen  in  den  Zweig- 
lyitemen  werden  übrigens  nur  die  Bedingungen  für  die  Möglich- 
^^y  nicht  für  die  Wirklichkeit  ihres  Vorkommens  entwickelt. 

r«TKhr.  d.  Math.  XXII.   1.  '  23 
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In  einer  früheren  Arbeit  (Acta  Math.  XII),  aaf  welche    in  « 
vorliegenden  Werke  bezüglich  einiger  Sätze  verwieeen  wird, 
der  Verfasser  sich  mit  einem   gewissen   als   integrabel  vocd 
gesetzten  System  partieller  Differentialgleichungen  von  der  Fo 

dh  .       ö»   ,       dz       dh         .      ,    1.  ö*   ,  L< 


(2) 


beschäftigt.    Dieses    lässt   sich    durch   die    Substitution    s  = 

—  =  «j,  —  =  Äj  auf  ein  totales  integrables  System  (1)  mit  dreii 

hängigen  Veränderlichen  zurQckftlhren.  Die  specielle  üntereueid 
des  Systems  (2)  wird  hier  von  neuem  nach  den  yorher^eheoi 
Gesichtspunkten  aufgenommen  und  die  allgemeinste  Form  i 
Systems  (2)  mit  lauter  regulären  Integralen  aufgestellt 
zeigt  sich,  dass  das  in  der  genannten  Arbeit  behandelte  SysU 
das  einfachste  der  Art  ist. 

Zum  Schlüsse  wird  noch  das  Verhalten  der  Integrale  in  d 
Umgebung  der  Schnittstelle  zweier  singulären  Gebilde  q»  = 
tp  =  0  andeutungsweise  entwickelt.  Haben  die  „determinirendei 
Gleichungen  bezüglich  q)  =  O^xjj  =  0  lauter  verschiedene  Würze 
PoiPnPa  bezw.  ^o»?i»9s»  ^^^^  ^^'  ®*°  Fundamentalsystem  rr 
Integralen  der  Gleichungen  (2)  darstellbar  in  der  Form 

Zk  =  9(x,y/*  xp  (ic,y)**^*(a?  -  a,  y— 6)    {k  =  1, 2,  3). 

Hr. 

F.  Engel.      Zur    Invariantentheorie    der    Systeme   voi 
Pfaffschen  Gleichungen.     (Zweite  Mitteilung.)      Leip 

Ber.  XLII.  192-207. 

Zur  Fortsetzung  der  Mitteilung  in  den  Leipziger  Ber.  XI 
(F.  d.  M.  XXI.  1889.  340)  werden  neue  Sätze  über  System 
die  mit  einem  PfaflTschen  Systeme  invariant  verknüpft  sind,  g 
geben  und  die  Resultate  nach  der  Ausdrucksweise  der  Mannii 
faltigkeitslehre  anschaulich  gedeutet.  Anwendung  davon  wir 
gemacht  auf  ein  System  von  drei  PfafiTschen  Gleichungen  m 
sechs  Vei'änderlichen    und  auf  die  vom  Verfasser  schon  frühe 
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[Math.  Ann.  XXII,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  324)  behandelte  Frage 
Dach  allen  solchen  Transformationen  der  fi-fach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten  JV«  des  (m  +  »)-fach  ausgedehnten  Raumes 
Rn^n,  bei  welchen  Berührung  erster  Ordnung  der  ff«  erhalten 
kleibt.  Hr. 

Ä.  E.  Pellet.     Sur  une  classe  d'öqaations  aux  d^riv^es 

partielles.      Aasoc.  Frao^.  Ldmogea  XIX.  203-204. 

Es  sei  f(p,  ti,  Pj,  p,,  . . . ,  p«)  =  0  die  partielle  Differential- 
fleiehung;  in  ihr  bedeuten  p,,  p,,  ••-,  p»  die  Ableitungen  einer 
FuDCtion  z  nach  den  unabhängigen  Variabein  x^,  «„  . . . ,  o?«,  v 
iie  Fanetion  A^x^  +  •  •  •  +  AnXn ,  wo  die  Ajt  Functionen  bloss 
Ton  den  p»  sind,  u  =  & — p^x^ — Pufl?«.     Man  setze 

Dieaes  System  simultaner  Gleichungen  bestimmt  die  n  Functionen 
h  mit  n— 1  willkürlichen  Constanten  ausser  derjenigen,  welche 
ils  Zaaatzconstante  von  a  auftritt-,  ferner 

u  =  y(a),    — il,«, AnXn  =  9)'(a), 

schliesslich  bestimmen  wir  9)(a)  aus  der  Gleichung 

f  (— 9>'»  Vf  Pii  Pfi  •  •  •  9  P«)  =  0-  Lp. 


P.  Järisch.      Zur  Theorie  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleicbungen.    Hamb.  Mitt.  II.  110-119. 

Verf.  stellt  sich  die  Aufgabe,  Functionen  ^{F)  zu  finden, 
^elehe  LöstiDgen  gewisser  partieller  Differentialgleichungen 
^Gi,  wenn  F  selbst  ein  Integral  derselben  ist. 

Für  lineare  Gleichungen  erster  Ordnung  mit  Constanten  Goef- 

^^eoten 

*      ö» 

•==1       OXi 

'crden  die  Functionen  %p  in  der  Form 

V'W  =  (fliXi-aiX,^ .  »,    {ij  =  1,  2,  . . . ,  *  und  i  ^» 
?öiiiden,    deren  Anzahl  i*(*— 1)  ist.     Durch  wiederholte  An- 
^«idttng  der  durch  ^  angedeuteten  Operation  auf  %p(z)  ergeben 

23* 
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sich  aus  diesen  beliebig  viele  neue  Functionen,  welche  dieselben 
Eigenschaften  besitzen. 

Fttr  die  partielle  Differentialgleichung 

d*F      d*F      d*F 

stellt  Verf.  sechs  Functionen  ^  auf,  von  denen  einige  bei  An- 
wendung von  Kugel-  oder  Cylindercoordinaten  die  bemerkens- 
werte Eigenschaft  besitzen,  nur  von  zwei  Veränderlichen  explicite 
abzuhängen.  Sh. 

F.  Gr.  Tbixbira.     Note  sur  Tint^gration  des    ^quations 
aux  d^riv^es  partielles  do  second  ordre.   Teixeira  J.  il. 

168-173. 

Herr  Imschenetzky  hat  gezeigt  (£tude  sur  les  möthodes 
d'intögration  des  ^quations  aux  döriväes  partielles  du  second 
ordre,  Archiv  fttr  Math.  LIV.  209-360),  dass  die  Gleichung 

iJr  4-  2ür*  4- 1<  +  If  +  JV  (r/-#»)  =  0 
in  eine  lineare  Gleichung  transforroirt  werden  kann,  wenn  man 
ein  particuläres  Staromintegral  mit  drei  willkürlichen  Constanten 
kennt.  Indem  er  sich  dann  auf  die  Untersuchungen  Ampere's 
über  die  allgemeine  Theorie  der  Integrale  partieller  Differential- 
gleichungen stützt  (Gab.  XVII,  XVIII  des  J.  de  llc.  Pol.),  zeigt 
er,  dass  diese  Gleichung  beträchtlich  einfacher  wird,  wenn  dieses 
Integral  dem  einen  oder  beiden  Systemen  von  Gleichungen  ge* 
nügt,  auf  welche  Monge  und  Ampere  das  Probleai  der  Inte- 
gration der  vorgelegten  Gleichung  zurückführen,  indem  sie  eine 
der  Formen  annehmen: 

Oa  die  Ampere'sche  Theorie  sich  zu  einer  gedrängten  Darstellung 
nicht  gut  eignet,  so  zeigt  der  Verf.,  wie  man  diese  Ergebnisse 
durch  directe  ganz  elementare  Ueberlegungen  gewinnt. 

Tx.    cr.p.) 


r 
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E.  PiCARD.  Snr  Temploi  des  approximations  successives 
dans  r^tude  de  certaines  dquations  aus  d^riv^es  par- 
tielles.   G.  R.  GX.  61-67. 

E.  PiCAHD.  Memoire  snr  la  th^orie  des  dquations  aux 
d^riv^es  partielles   et  la  m^thode  des  approximations 

successives.     Jonro.  de  Math.  (4)  VI.  145-210. 

E.  PicARD.  Rectification  au  sujet  du  memoire  sur  les 
^quations  aux  därivdes  partielles.    JoiirD.de  Math.  (4) VI. 231. 

Es  handelt   sieh    hier   um    die   Integration   der  partiellen 


WO  i^  0,  C  Functionen   von  x,  y   darstellen,    und   die   Grenz- 
ied/D^Qogen    verschieden   sind,  je    nachdem  die   Discriminante 

^"^-AC  positiv   oder    negativ  ist.     Im   ersten  Falle   sind  -^, 

.—  auf  einer  Curve,  u  in  einem  Punkte  derselben  gegeben;  im 

zweiten  dagegen  ist  der  Wert  von  u  auf  einer  Linie  bekannt. 
Man  kann  die  folgenden  zwei  Formen  als  Typen  der  Gleichun- 
^eo  von  positiver  bezw.  negativer  Discriminante  annehmen: 

fc%\  d^u    .    d^u         „/      du     du  \ 

^^^     d^  +  W'^  ^"'  ^'  W  ''  ^^ 

Die  vou  Herrn  Picard  eingeführte  Annäherungsmethode  be- 
^bt  darin,  dass  man  zuerst  eine  beliebige  Function  u^  annimmt 
iod  dann  die  Gleichungen: 


^^   den     vorgeschriebenen    Grenzbedingungen     nacheinander 
^^^tpirt     £b   kann  sich   ereignen,    dass    die    Functionenr^he 
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tij,  ti„  u,  nach  einer  beBtimmten  GreoEfunetion  convergirt,  welche 
in  diesem  Falle  das  gesnehte  Integral  liefert. 

Die  Untersuchungen  von  Herrn  Picard  beziehen  sich  zum 
grössten  Teile  auf  die  Gleichung  (2)  und  auf  einige  besondere 
Fälle  derselben.  Ist  Gleichung  (2)  linear,  so  existirt  unter  Tor- 
gegebenen  Grenzbedingungen  in  jedem  beliebigen  Bereiche  ein 
einziges  Integral.  Im  allgemeinen  Falle  existirt  immer  ein 
Integral,  wenn  nur  der  Bereich  hinreichend  klein  ist  und  die 
Function  F  in  Bezug  auf  jedes  von  ihren  Argumenten  derivirbar 
ist;   es   kann   aber  auch  mehrere  verschiedene  Integrale  geben. 

Ist  jedoch  F  von  -^—  und  -^—  unabhängig,    ferner  ftir  jedes 

Wertsystem  ti,  a;,  y  positiv  und  nimmt  mit  ti  zu,  so  kann  man 
beweisen,  dass  es,  welches  auch  der  vorgegebene  Bereich  sei, 
nicht  zwei'  verschiedene  Integrale  geben  kann.  Wendet  man 
dann  die  Annäherungsmethode  an,  so  gelangt  man  nicht  zu  einer 
die  Gleichung  Ju  =  F(ti,  x^  y)  befriedigenden  Function  ti,  son- 
dern  zu    zwei   Functionen   t«,  o,    für   welche    das    Gleichungs- 

System : 

J{u)  =  F(t), «,  y),     J{f>)  =  F(i«, «,  y) 

erfüllt  ist;  und  man  muss  den  Bereich  gehörig  verkleinern,  um 
die  zwei  verschiedenen  Functionen  ti,  v  auf  eine  einzige  zu  re- 
duciren.  Diese  Beschränkung  ist  aber  nur  scheinbar,  denn  man 
kann  das  für  einen  hinreichend  kleinen  Bereich  ermittelte  Inte- 
gral auf  jeden  beliebigen  Bereich  durch  die  Schwarz'sche  alter- 
nirende  Methode  erweitern.  Diese  Methode  ist  auch  dann  an- 
wendbar, wenn  F  für  u  =  0  verschwindet  und  u  auf  der  Be- 
grenzung durchgängig  positiv  sein  soll. 

Die  Picard'sche  Annäherungsmethode  kann  auch  auf  Systeme 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  angewandt  werden, 
wie  der  Verfasser  im  letzten  Capitel  seiner  Abhandlung  nach- 
weist. Vi. 

E.  Picard.     Sur  la  d^terminatiou  des  integrales  de  cer* 
taiues    äquations    aux    d^rivdes    partielles    du   second 

ordre   etc.    J.  de  rfic.  Pol.  LX.  89-105  und  C.  a  CXL  487-492. 
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Fortsetzung  der  Studien  (Acta  Math.  XII.  323-338,  Journ. 
de  Math.  (4)  VI;  F.  d.  M.  XXI.  1889.  348)  über  die  Bestimmung 
der  Integrale  partieller  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
darch  ihre  Werte  längs  einer  geschlossenen  Curve.  Zunächst 
wird  bewiesen,  dass,  wenn  die  Goefficienten  von 

analytische  Functionen  von  x  und  y  sind,  innerhalb  des  Teiles 
der  Ebene,  för  den  B^ — AC<.0  ist,  auch  u  eine  analytische 
Function  der  Variabein  ist.  Früher  war  gezeigt  worden,  dass 
ein  Integral  durch  seine  Werte  längs  einer  genügend  kleinen 
geschlossenen  Curve  bestimmt  ist,  jetzt  wird  dieser  Satz  dahin 
erweitert,  dass,  wenn  F  Null  ist  oder  das  entgegengesetzte 
Zeichen  von  A  und  C  hat,  u  bestimmt  ist  durch  seine  Werte 
längs  einer  beliebigen  geschlossenen  Curve,  und  es  wird  auf 
dem  schon  früher  eingeschlagenen  Wege  dies  Integral  wirklich 
ermittelt.  Sh. 


G.  KoBB.     Sur  un  th^or^me  de  M.  Picard.    c.  r.   cxi. 

726-728. 

Damit  ein  Integral  von 


dx*        dy*  dx  dy 

innerhalb  einer  geschlossenen  Curve  durch  die  Werte  desselben 
aaf  der  Curve  bestimmt  sei,  muss  letztere  so  gewählt  sein,  dass 
svcli  innerhalb   derselben   zwei  reelle  und  stetige  Functionen  B 
and  B'  bestimmen  lassen,  welche  die  Ungleichheit 
ß.  ,  nr,^  SB   .dB  ^^    dd       de 

erfüllen.  Diese  von  Herrn  Picard  gegebene  Bedingung  ersetzt 
der  Verfasser  durch  die,  dass  die  Curve,  innerhalb  deren  diese 
Bedingung  erfüllt  ist,  ein  Integral  von 

dx^         oy^ 
%  ftr  welches  «?  =  0  eine  geschlossene  Curve  ist. 

.      Sh. 
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A.  Petot.      Snr   les    öquations   lineaires    aux    d^riv^es 
partielles.     G.  B.  GXI.  522-524. 

Besitzt  die  Oleichang 


9ii9c  öju         dv 

vier  LösQDgen  X,,  . . .,  A^,  welche  der  Gleichang: 

genflgen,  so  entspricht  jeder  Lösang  l  obiger  Gleichang  eine 
Lösung  fi  der  Gleichung: 

3V  dfi      ,  dfi    .  /        da       db  \  _ 

welche  daroh  die  Formel  bestimmt  ist: 

WO  B^  und  C,  Goef&cienten  eines  bestimmten  Differentialaus- 
drucks sind.  Für  den  Uebergang  von  ^  zu  il  ist  eine  ähnliche 
Formel  entwickelt.  Sh. 

C.  GuiCHARD.      Sar  une  classe  particuli^re   d'^quations 
aux  d^riv^es  partielles  dont  les  invariants  sont  ägaox. 

Ann.  de  rfic.  Norm.  (3)  VII.  19-22. 

Aus  einer  Lösung  q  der  Differentialgleichung 

worin  q)  eine  Lösung  von 

-9j^  +  cos^  =  0 

ist, -ergeben  sich  neue  Lösungen  der  Form: 

wo  X  und  &  durch  Quadraturen  zu  bestimmen  sind  aus: 
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dl  dg      dq>       dl  d» 


d» 


—        ^g     dq> 


dv  dv      dv 

Dureh  wiederholte  Anwendung  dieser  Transformationen  er- 
geben sich  beliebig  viele  neue  Lösungen.  Sh. 


S.  Zaremba.     Note  concemant  Tint^gration  d'une  ^qua- 
tion  anx  d^riv^es  partielles.     Add.  de  vtc.  Norm.  (3)  vii. 

135-142. 

8.  Zaremba.     Snr  Tint^gration  d'une  äquation  aux  d^ri- 
v^es  partielles.    G.  R.  ox.  127-129. 

Die  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  einer  partiellen 
Differentialgleichung  der  Form: 

5^+9'.(*+»)(-^+-^)+9',(«+y>  =  0, 

WO  ^,  und  9,  beliebige  Functionen  von  x  +  y  sind,  kann  auf 
die  Integration  einer  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  und  auf  Quadraturen  zurQckgef&hrt  werden, 
wie  dies  Biemann  (Werke  S.  162)  schon  bemerkt  hat.  Dieses 
Resultat  wird  auf  ein  von  Herrn  Darboux  gestelltes  Problem 
angewandt,  das  Linienelement  auf  einer  abwickelbaren  Ober- 
flAehe  auf  die  Form 

a 
za  bringen.    Diese  Aufgabe  erfordert  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung: 

d'z  [/  dz  Y     /  d&  Yl      .  dz     dz       dH 
dx^V^dx)      \dy)rdx'dy'  dxdy 

+ f-  [(t)'-  im = •>. 

und  diese  lässt  sich  zurückführen  auf: 

^    d^V        dV       dV  ^^ 
drds        dr        ds    "~    ' 
welche  unter  obigem  Typus  enthalten  ist.  Sh. 
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J.  KüRSCUAK.      Ueber    partielle    Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  mit  gleichen  Charakteristiken.      Math. 

ADD.  XXXVII.  317-320. 

Wenn  die  partielle  Differentialgleichung 


dp*  dpdq  dq*  dxdp        dydq 

.   d'v       .    d'v        dv  _ 

^~Ndi  *"+    didq  '"^    dz     "•^' 
welche  das  Problem: 

löst,  eine  charakteristische  Gleichung: 

mit  gleichen  Wurzeln  hat,  so  ist  sie  nach  der  Methode  von 
Monge  lösbar,  und  zwar  nach  Ermittelung  zweier  ersten  Integrale 
vermöge  einer  einzigen  Quadratur.  Sh. 

G.  ToRELLi.     Sopra  alcune  equezioni  alle  derivate  par- 

ziali.      Nap.  Beod.  (2)  IV.  123-128. 

Von  Herrn  Beltrami  wurde  bemerkt,  dass  die  vollst&ndigen 
elliptischen  Integrale  erster  resp.  zweiter  Gattung 

ti  =    /  '  ((>*bin*^-i-^'»cos'^)+*d^ 


0 


Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichungen 
sind.    Verf.  leitet  fttr 

71 

(/=/''  sin^^  -i^cos^^'-^'^-^^Cp'sin»^  +  e'*cos'^)-«rf* 

verschiedene  partielle  Differentialgleichungen  ab,  welche  ausser 
für  a  =  ±i^  /9  =  i,  y  =  1  in  eine  der  obigen  Differential- 
gleichungen übergehen.  Sh. 
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A.  GuTZMER.     Remarques   sur  certaines  äquations   aux 
diff^rences  partielles  d'ordre  sup^rieur.  Joam.  de  Math.  (4) 

VI.  405-422. 

Mathieu  bildete  darch  Iteration  tod: 

ö'tt    ,   ö'ii    .   9*11 


den  Ausdruck 


und  untersuchte  die  Integrale  der  Gleichung 

J'ti  =  0  resp.  —  Stt^p, 

die  er  als  zweite  Potentiale  bezeichnete.  Verf.  verallgemeinert 
diese  Betrachtungen  nach  zwei  Richtungen:  nach  der  Anzahl 
der  Iterationen  und  der  der  unabhängigen  Variabein.  In  erster 
Hinsicht  erhält  man  Differentialgleichungen  2n^'  Ordnung,  deren 
Integrale  untersucht  und  als  n^  Potentiale  bezeichnet  werden; 
in  letzter  Hinsicht  unterscheiden  sich  die  Lösungen  der  erhaltenen 
Differentialgleichungen  wesentlich,  je  nachdem  die  Anzahl  der 
Variabein  gerade  oder  ungerade  ist.  Kur  für  eine  gerade  Anzahl 
erhält  man  den  allgemeinen  Fall  des  logarithmischen  Potentials. 

Sh. 

A.  GuxzMBR.      Remarque  sur  certaines  equations   diff^- 

rentielles.      Teixeira  J.  X.  3-12. 

In  einer  Abhandlung,  welche  im  Journ.  de  Math.  (4)  VI. 
405-422  (vergl.  das  vorangehende  Referat)  erschienen  ist,  hat  der 
Verf.  die  Differentialgleichungen  betrachtet,  welche  aus  der  La- 
place'schen 

-^"  =  ^1^  =  ^  (i  =  l,2,...,^) 

durch  Wiederholung  der  Operation  J  entstehen.  Innerhalb  des- 
selben Gedankenkreises  nimmt  jetzt  der  Verf.  zur  Verallgemei- 
nerung seiner  Ergebnisse  u  als  Function  von  v  an  und  setzt 

«>  =f¥r)dr,    r  =  2{x,^a,y  (i  =  1,  2, . . .,  j) 
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und  kommt  so  zur  Gleichung 

d^u       tp(r)    du   _ 
dv*  "^  q>(r)    dv    "    ' 
die   er  untersucht.    Es   folgen   dann   einige  Bemerkungen  Aber 
die   Iteration    der    homogenen    linearen    Differentialgleichungen 
und   die  Anwendung   dieser   Bemerkungen   auf  die   Gauss'sche 
Gleichung 

^'y    I    (g+/y+l>-y   dy  aß     ^  ^ 

dx*  «*— «  dx       «•— « 

Der   Verfasser    bestimmt    die   Bedingungen   dafbr,    dass    diese 
Gleichung  die  Iteration  der  Gleichung  sei: 

äs 


dx 


+  py  =  0. 


Tx.  (Lp.) 


J.  Weingarten.     Ueber  particuläre  Integrale  der  Diffe- 

rentialgleichang  JY=:0  und  eine  mit  der  Theorie  der 

Minimalflächen  zusammenhangende  Gattung  von  FlUs- 

sigkeitsbewegungen.    Gott.  Nachr.  318-385. 

Verfasser   untersucht   diejenigen  Lösungen  V  der  Laplace'- 

sehen  Differentialgleichung,    zwischen    deren    ersten    Derivirten 

$,  fj,  ^  eine  und  dieselbe  Gleichung  in  jedem  Punkte  des  Raumes 

besteht. 

Im  ersten  Abschnitt  wird  zunächst  entwickelt,  dass  die  durch 
diese  Gleichung  zwischen  $,  17,  ^  dargestellte  Fläche,  deren 
Punkte  durch  2  Parameter  p  und  q  bestimmt  werden ,  erstens 
eine  Minimalfiäche  ist  und  zweitens  der  Differentialparameter 
der  Function  ^  =  x^  +  yr]  +  z^--V  identisch  verschwindet.  Unter 
der  die  Allgemeinheit  nicht  beeinträchtigenden  Annahme,  dass 
p,  q  stets  als  orthogonalen  isothermen  Gurvenscharen  angehörig 
betrachtet  werden,  entwickelt  der  Verfasser  alsdann  die  geome- 
trischen Eigenschaften  des  bei  der  Bestimmung  von  V  auf- 
tretenden  Strahlensystems. 

Im  zweiten  Abschnitt  wird  untersucht,  ob  Potentialfunctionen 
obiger  Art  existiren,  denen  eine  stationäre  Bewegung  einer  in- 
compressiblen  FlQssigkeit  entspricht,  fflr  welche  eine  StromflILche 
zugleich  Fläche    gleichen  Drucks  ist.    Hierbei  ergeben  sich  die 
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zwei  S&tze:  Jeder  Minimalfläche,  welche  eine  sphärische  Asympto- 
tenlinie besitzt,  lassen  sich  Potentialfunctionen  zuordnen,  welchen 
eine  FlQssigkeitsbewegung  entspricht,  für  die  eine  abwickelbare 
Oberfläche  gleichzeitig  Stromfläche  und  Fläche  constanten  Drucks 
der  Fitlssigkeit  wird.  Und:  Jeder  Minimalfläohe,  die  längs  einer 
in  ihr  befindlichen  Curve  durch  eine  Kugel  berührt  werden  kann, 
lassen  sich  unendlich  viele  Potentialfunctionen  zuordnen,  denen 
Flflssigkeitsbewegungen  entsprechen,  fQr  welche  eine  geradlinige 
Fläche  die  erwähnte  Eigenschaft  besitzt.  Ein  einfaches  Beispiel 
der  zweiten  Art  ist  das  Katenoid;  die  damit  zusammenhängen- 
den Bewegungen  werden  zum  Schlüsse  ausführlich  behandelt. 

Sh. 

6.  BAcklin.     Om  partiela  differentialekvationer.      Dias. 

Upaala.  44  S. 

Auseinandersetzungen  über  sogenannte  „complete^  Integrale 
(mit  ^(ii  +  l)(fi-|-2)— 1  unterschiedlichen  willkürlichen  Constan- 
ten) einer  Differentialgleichung  n^  Ordnung  zwischen  einer  ab- 
hängigen und  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  und  über  Hfllfs- 
systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  durch  welche 
man  von  einem  „completen^  Integrale  zum  ,, allgemeinen"  über- 
gehen kann.  Bdn. 

C.  SoMiGLiANA.      Sulla    trasformazione    delle    eqaazioni 
lineari,  omogenee,  a  derivate  parziali,  con  coefficienti 

COStanti.    Aooali  di  Mat.  (2)  XVIII.  265-299. 

Die  gewöhnlichen  Methoden  der  Transformation  linearer 
homogener  partieller  Differentialgleichungen  mit  constanten  Coef- 
fieienten  leiden  an  den  Uebelständen,  besonders  bei  höheren  Ord- 
nangen  sehr  langwierige  Rechnungen  zu  verursachen  und  yoU- 
Btändig  die  äusserst  wichtigen  Beziehungen  zwischen  den  Coef- 
fieienten  der  transformirten  Differentialgleichung  im  Dunkeln  zu 
lassen.  Anknüpfend  an  die  Jacobi'sche  Transformation  der 
Laplace'schen  Gleichung  legt  sich  der  Verfasser  die  Frage  vor, 
ob  es  niebt  möglich  ist,  die  Transformation  linearer  homogener 
Differentialausdrücke  mit  constanten  Coefficienten  der  Form: 
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auf  die  TraDsformation  des  Ausdrucks  erster  Ordnung: 

zurtlckzuftthren. 
Setzt  man 

und  fuhrt  man  durch  die  Substitution  der  Variabein  y  an  Stelle 
von  X  in  /ly[V^  diesen  Ausdruck  über  in: 

lyii^i^i^i  oyi^.dyi^...dyt^ 

wo  die  6  Functionen  der  y  sind,  so  zeigt  sich,  dass  diese  Coef- 
ficienten  6/,.^^  lineare  Functionen  der  Coefficienten  6|,j^  (also  der 

Coefficienten  der  y^^°  Ableitungen)  und  gewisser  ganzer  rationaler 
Ausdrücke  der  Grössen  Hqr.p  und  deren  Ableitungen  nach  den 
y  sind. 

Nun   sind   aber   die  Coefficienten  6;,.^^  auch  diejenigen  der 

Transformirten  von  J^[ü^^ ...,  U,],  und  man  folgert  daraus,  dass 
die  ZurückfQhrung  der  Transformation  von  Jp[U]  auf  die  von 
^i^{U^J ...,  Uy]  ausfahrbar  ist,  sobald  gewisse  lineare  Gleichungen 
nach  Hgr.p  auflösbar  sind.  Die  auf  diese  Auflösung  bezüglichen 
Entwickelungen  hier  anzuführen,  dürfte  zu  weit  führen.  Die 
allgemeinen  Methoden  werden  dann  an  Gleichungen  bis  zur 
vierten  Ordnung  zur  Transformation  benutzt.  Sh. 


C.  SoMiGLiANA.     Sopra  un'  equazione  a  derivate  parziali 

del  quarto  ordine.    Annali  di  Mat  (2)  XVIII.  59-92. 

Diese  Abhandlung  ist  der  Untersuchung  der  Gleichung: 


dx*  ^     ''dx\dx,    '      ''dx\dx\   '   ^  dx^dx\ 


^""^  dx\      ^ 
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gewidmet,  wo  die  c  constante  Grössen  sind.  Als  Grundlage 
dazu  dient  die  Theorie  der  zu  einer  binären  biquadratischen 
Differentialform  gehörigen  unveränderlichen  Ausdrucke.    Ist: 

(p(dx^,  cte,)  =  a,  dx\  +  4a,  dx\  dx,  +  6a,  dx\  dx]  +  4«,  dx,  dx\ 

+  a^dx\  =  Sakumd^hd^kdxidxmj 

wo  die  a  Functionen  von  x^^  x,  sind,  und  setzt  man: 

80  ist: 

a  =  iSakkimOhkim 

eine  Invariante  der  Form  q>.  Ist  ferner  eine  zweite  Form  tp 
gegeben,  deren  Coefficienten  durch  6  bezeichnet  werden  mögen, 

Qod  setzt  man  Ckum  =  — ^^,  so  ist  ShumChkim  eine  absolute  simul- 

a 

tane  Invariante  von  9>,  ip.     Nimmt  man  als  Form  ip  nach  ein* 

ander  die  Formen: 

/*  ■         V  »rr      flwr      >»r      >/n  -,    oU      OV    oW    dT       ,  ,  ,  . 

f,id^„dx,)  =  dU.dr.äyV.dT  =2-5^  -^-^.  ^  ^  rfx,  dr,da>,dx„, 

d*ü    dV  dW 
>t,(,dx^,da,)=dW.dV.dW       =^ö^^  dildV    ^c»*"**^'*^. 

«^j  ff  ^  tZ 

<,,(dx„d^,)  =  d*ü.dr  =2  ^^^^ö^^^  öx-    '^"'^^'^"^'«r 

f,(dx„ds,)=d^U  =:j^_^|L_        dx,dz,dx.dx, 

ftQ,  80  erhält  man  die  folgenden  unveränderlichen  Ausdrucke: 

insbesondere : 

.<)-^.(f)'f^H(i|y(-t9--4.|g(g)V<0 

a,  a,  —  4o,  a,  +  3a\  ' 

^  mir  Hl       ^  ^'^     ÖKÖIF 
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und  hieraus  die  ferneren  Ausdrücke,  welche  wie  ^,[1/,  V^^^^T] 
und  ^,[C^,  V]  in  Bezug  auf  ihre  Argumente  symmetrisch  sind: 

Mü,  r,  w]  =  j,[v\v,  w]+j,[v\w, u]+j,[w\u,  vi 

d,[u,v]^j,[u\v]  +  j,[r\ui 

Die  linke  Seite  von  (a)  kann  als  die  f&r  die  Form: 

—   ^4^1  — ^i<^?  ^^i  +  6cg  dx*  dx]  — 4c,  cfag,  dx\  +  e^  dx\ 
^  ""  c^c^— 4c,c,  +  3cj 

berechnete  Invariante  ^«[I/]  angesehen  werden;  bringt  man  f 
auf  die  Form: 

_  dx*  +  6mdx^dy*  +  dy* 

was  sich  immer  durch  eine  lineare  Transformation  ausfuhren 
lässt,  so  geht  (a)  in: 

ttber.  Wir  werden  voraussetzen,  dass  q>  eine  positive  Form  ist 
dass  also  3m+l>0.  Ist  \p{x^y)  =  Q  die  Begrenzung  eines 
zusammenhängenden  Bereiches  C,  und  setzt  man: 

r^   rrr,         in  d'UdUdtfß     .    ^     /dWdUdllt     ,    dWdUdtp\ 

+  öy«  öy  dy  ' 

bezeichnet  man  ferner  durch  (/  ein  innerhalb  C  reguläres  Inte- 
gral von  (b),  d.  h.  eine  Function,  welche  (b)  erfallt  und  nebst 
ihren  Ableitungen  bis  auf  die  vierte  Ordnung  eindeutig,  endlich 
und  stetig  ist,   so   ist  V  vollständig  bestimmt,   wenn  die  Werte 


Capttel  6.    Partielle  DiffereDtialgieichongen.  369 

TOD  U  DDd  V,  [l/|V^,  17],  nur  bis  auf  eine  bilineare  Function 
bestimmt,  wenn  die  Werte  von  V,[P|v,  ü^]  und  ^/j[l7|v]  auf 
der  Begrenzung  gegeben  sind.  Jedes  reguläre  Integral  der  Glei- 
ehuDg  (b)  kann  aus  einem  speeiellen  Integrale  derselben  abgeleitet 
werden  vermittelst  der  Formel: 

ff{üj,[r]-rj,[u])da 

wo  das  erste  Integral  über  den  ganzen  Bereich  C,   das  zweite 

4 

Aber  die    Begrenzung    desselben   erstreckt   ist,    und  d9  =  y^, 
da  =  ^ dxA^\   man   erhält  nämlich,   wenn   t/(a,  /?)   den 

Wert  des  gesachten  Integrales  im  inneren  Punkte  (a,  /9),  Z(rr,  y) 
ias  bekannte  specielle  Integral  bezeichnet: 


^ßM 


wo  Z  statt  Z(x—ay  y—ß)  der  KUrze  halber  gesetzt  wurde,  und 
*(*i)i  B(m)  zwei  von  m  abhängige  Gonstanten  sind.  Was  das 
«pecielle  Integral  Z(x,  y)  betrifft,  so  findet  man: 

fttr    |m|<i: 
Z(x,  y)  =  (x*-  y  xy +y')  »g  V«' -  2/fa;y  +7 

+  (a:'4-  Y  iPy +y')  lg  l^i*'+2tey  +  y' 


+  -y  -  (X  -y*)  arctang  (-^=^.  ^^), 


wo  üc 


=/ 


1—3« 


2     ' 

'«trtr.  4.  n,u,,  XXll.  1.  24 
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für  m>|': 
2{x,  y)  =  -^-^(^^--p*y^\iix^J^^ 


+  i  J^-t)  >^  /«*+  &  +  Ä  -»-^  (&l^)' 


WO  p  =V3»i— i^9iii'— 1. 


Auf  die   Entwickelung   von  Z(xy  y)   in    eine   unendliche   Reihe 
können  wir  hier  nicht  eingehen.  Vi. 


V.  VoLTBRRA.     Sülle  equazioni  differenziali  che  proven- 
gono  da  questioni  di  calcolo  delle  variazioni.    Rom.  acc. 

L.  Rend.  (4)  VI,.  43-54. 

Es  bezeichne  F  eine  Function  der  unabhängigen  Variabein 
oTp  X,, ...,  ^M,  der  Functionen  derselben  y,,  y,, ...,  y^  und  der  Ab- 
leitungen dieser  Functionen,  und  es  mögen  zwischen  y,,  ^„  •••}  ^i» 
und  ihren  Ableitungen  die  Relationen  bestehen: 

F,  =0,  JP,  =0,  ...,  Fr  =  0. 

Betrachten  wir  die  Ableitungen  von   y,,  y,)*-Myp   (bis  auf  die 
höchsten)  als  selbständige  Functionen,  setzen  wir  nämlich: 


für 

Ableitung  von  y<  ist,  so  verwandeln  sich  F,  Fj,  F„  ...,  Fr  in 
Functionen  von  s^,  «„ ...  und  deren  ersten  Ableitungen,  während 
zwischen  diesen  Grössen,  ihrer  Definition  gemäss,   noch  andere 


WO  -^-;^-;^^ ;;^^die  höchste  in  F,F,,F„  ...,  Fr  vorkommende 
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Relationen : 

Fr+l  =  0,    Fr+2  =  0,    .  .  .  ,    F,  =  0 

bestehen.     Bezeichnen  wir  durch  »^^   den    Differentialquotienten 
^ —  and  setzen  voraus,  die  Function: 

*  =  F+^i*F* 

A=l 

eDtbalte  nur  die  Differentialquotienten  4*\  ^tl^,  •••)^1m  und  das 
Gleichungssystem : 

d(Z)  d0  80 

sei  nach  »J'>,  ä^'\  ...,  »^*>,  i,,  A„  ...,  i*  auflösbar.    Setzt  man 
die  f&r  diese  Grössen  gefimdenen  Ausdrücke  in  die  Function: 

ein,  so  werden  die  durch  das  Gleichungssystem: 


(a) 


a««         afl     a«/        ajj  a«,         as 


l  dxt^  ~     ap« '  a«,,  ~    dp(^ '     '   ax.,        dpo) 

bestimmten  Functionen  &  die  Gleichung: 


3  /Fete, (te, ... (te,  =  0 


befriedigen.  Dieses  wichtige  Resultat  giebt  zu  manchen  Fol- 
gerangen Veranlassung,  von  welchen  nur  eine  hier  hervorgeho- 
ben werden  möge.  Ist  Sn-t  die  Begrenzung  eines  n-dimensio- 
nalen  Raumes  Sn»  i^  die  innere  Normale  zu  Sn-i,  und  bezeich- 
nen 2j,  p(0  und  II,,  9<'^   zwei  Integralsysteme   der  Gleichungen 

(a),  so  gilt  die  Relation: 

24* 
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J  £^\ ffif  cos vxi^  +  9^') cos vxi^ -\ 1-  g W cos y«,^  J dSn^x 


*ll~l 


—Jx^i  {yi^  cos  Vir.,  +  pO) cos  V iCij  H h  p W  cos  vx^,  J  dS^-x 


Vi. 


S.  LiE.     Neuer  Beweis   des   zweiten  Fundamentalsatzes 
in  der  Theorie  der  Transformationsgruppen.   Leipz.  Ber. 

XLII.  453-477. 

Als  zweiten  FuDdamentalsatz  seiner  Gruppentheorie  bezeich- 
net Herr  Lie  den  Satz,  dass  V  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen : 

-Xif  =  ^rf *r («n  .-.j  iPf»)  Q^      (*  =  1,  ...,  r) 

in  fi  Veränderlichen  x^  . . . ,  rr«  stets  dann,  al)er  auch  nur  dann, 
eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeogen,  wenu  sie  in  Beziehungen  yon 
der  Form: 

(1)  (XÄ)  =  i,c«.X/    (f,Ä  =  l,...,r) 

11 

stehen,  wobei  die  c^«  Gonstanten  bedeuten.  Er  giebt  hier  für 
diesen  Satz  einen  neuen  Beweis,  der  sich  durch  besondere  £io- 
fachheit  der  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  auszeichnet.  Die 
Hauptgedanken  dieses  Beweises  sind  folgende: 

Sind   Xjf,  ...fXrf  irgend  welche  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen,  so  erzeugt  die  infinitesimale  TransformatioD: 

Jf=e,X/+..-  +  c,X/ 
mit  den  r  willkürlichen  Parametern  «,,  ...,€^  eine  Schar  von 
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sC  endlichen  Transformationen: 

yy  =  Xp  -\'  y^  JCa?y+  27  XXXy  +  ••• 

^^  fy  (*J?  •  •  •  »  ^n>    ^M  •  •  M  *r) 
(l'  =  1,   .  .  .  ,  «), 

die  paarweise  zu  einander  invers  sind.  Bei  diesen  oc'*  Trans- 
formationen nimmt  jede  Figur  des  Raumes  d^j, . . . ,  ^n  höchstens 
oc'*  verschiedene  Lagen  an.  Betrachtet  man  insbesondere  solche 
Figuren,  die  Herr  Lie  m-Ecke  nennt,  und  die  aus  je  m  Punkten 
von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  bestehen,  so  erkennt  man 
sofort,  dass  jedes  m-Eck  bei  den  00**  Transformationen  (2) 
höchstens  oc''  und,  wenn  m^r,  mindestens  00^  verschiedene 
Lagen  annimmt.  Demnach  nimmt  fQr  m^  r  jedes  m-Eck  bei 
den  Transformationen  (2)  gerade  00''  verschiedene  Lagen  an. 

Sollen  nun  die  cx>^  Transformationen  (2)  eine  r-gliedrige 
Gruppe  bilden,  so  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Schar 
der  Transformationen 

mit  den  2r  Parametern  6»  und  A*  nur  aus  00''  verschiedenen 
Transformationen  besteht;  denn  die  Schar  (3)  umfasst  die  Schar 
(2)  (für  kk  =  0)  und  fällt  daher  dann,  und  nur  dann,  mit  (2) 
zneammen,  wenn  sie  bloss  co''  Transformationen  enthält.  Dem- 
oaeh  bildet  die  Schar  (2)  dann,  und  nur  dann,  eine  Gruppe, 
wenn  jedes  (r  +  1)-Eck  auch  bei  zweimaliger  Ausföhrung  der 
oc  Transformationen  (2)  nur  oor  verschiedene  Lagen  annimmt, 
wenn  also  der  Inbegriff  der  00''  Lagen,  die  ein  (r-f  1)-Eck  bei 
den  Transformationen  (2)  annimmt,  seinerseits  stets  diesen  Trans- 
formationen gegenüber  invariant  bleibt,  oder  wenn  die  00*^'^+*) 
(r+l)-Ecke  des  Raumes  o?,, . . .,  o;»  von  den  Transformationen  (2) 
in  (x^'+i)-»*  invariante  Scharen  von  je  oo*"  (r  +  1)- Ecken  zerlegt 
werden. 

Sind  x^\  . . . ,  os^^O  ==  1»  •  •  • » ^+1)  die  Ecken  eines  beliebi- 
gen (r  4-  l>Eeks  und  setzt  man : 

so  kommt  die  eben  gefundene  Bedingung  darauf  hinaus,   das3 
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die  r  Gleichungen: 

(4)        ü»r  =  XjfiPV  =  0    (*  =  l,'...,r) 

1 

in  den  »(r+1)  Veränderlichen  af^  gerade  «(r+1)— r  unab- 
hängige Lösungen  gemein  haben  müssen.  Da  nun  die  Glei- 
chungen (4)  sicher  von  einander  unabhängig  sind,  so  tritt  dieser 
Fall  dann,  und  nur  dann,  ein,  wenn  sie  ein  r-gliedriges  voll- 
ständiges System  bilden,   wenn  also  Relationen  von  der  Form: 

(PiPO  =  i,ya.K>, . . . ,  x^;^^))V.f    (i,  *  =  1, . , . ,  r) 
bestehen.     Diese  aber  zerlegen  sich  in  die  Gleichungen: 

(•,*  =  !,...,  r;    jr=l,  ...,r+l), 
aus  denen  nach  einem  alten  Satze  von  Lie  folgt,  dass  die  tpa, 
blosse  Constanten  sind. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  das  Bestehen  von  Gleichungen  von 
der  Form  (1)  notwendig  und  hinreichend  ist,  wenn  die  oo*^  Trans- 
formationen (2)  eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden  sollen. 

El. 

S.  Lie.    Bestimmung  aller  r-gliedrigen  transitiven  Trans- 
formationsgruppen    durch     ausführbare    Operationen. 

Leipi.  Ber.  XLII.  478-490. 

Herr  Lie  hat  frOher  bewiesen,  dass  r'  Gonstanten  coa  stets 
dann,  aber  auch  nur  dann,  die  Zusammensetzung  einer  r-gliedri- 
gen  Gruppe  bestimmen,    wenn  sie  seine  bekannten  Relationen: 

Ciki+cjtu  =  0, 

r 
(1)     {  £{  <^ikv  Cyjt  +  Cj^y  Cyu  +  Cßy  C^fa  }  =  0 

(i,  *,y, »  =  1,  . . . ,  r) 
erfüllen.    Indem  er  sich  auf  diesen  Satz  stützt,  beweist  er  hier, 
dass  alle  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen   von    gegebener  Zu- 
sammensetzung durch  ausftlhrbare  Operationen  gefunden  werden 
können. 

Zunächst  setzt  Herr  Lie  auseinander,  dass  gewisse  von  ihm 
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schon  1878  angewandte  Betrachtungen  ohne  weiteres  zwei  zu 
einander  reciproke,  einfach  tranBitive  Gruppen  von  der  Zusam- 
mensetzung Cik8  aufzustellen  erlauben;  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen dieser  Gruppen,  der  sogenannten  kanonischen  Para- 
metergruppen, findet  man  durch  Integration  eines  Systems  von 
ÜDearen  Differentialgleichungen  mit  constanten  Goefficienten;  sie 
werden  rationale  Functionen  von  gewissen  Ausdrücken  Vj,!",,... 

und  von  den  Exponentialgrössen  e^\  e^%  . . . ,  die  n  sind  dabei 
algebraische  Functionen  von  r  Veränderlichen,  und  zwar  die 
Wurzeln  einer  gewissen  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen 
CoefScienten. 

Nunmehr  lassen  sich  nach  früheren  Lie'schen  Sätzen  die 
endlichen  Gleichungen  der  beiden  kanonischen  Parametergruppen 
durch  Quadraturen  finden  und,  wenn  dies  geschehen  ist,  ohne 
Quadraturen  die  endlichen  Gleichungen  jeder  transitiven  Gruppe 
Yon  der  gegebenen  Zusammensetzung  Ciju- 

Die  Bestimmung  der  endlichen  Gleichungen  aller  transitiven 
Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  erfordert  demnach 
ausser  der  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  höchstens 
noeh  Quadraturen.  Verbindet  andererseits  Herr  Lie  seine  Er- 
gebnisse mit  einer  von  Herrn  Schur  gemachten  Bemerkung,  so 
zeigt  sich,  dass  die  Bestimmung  der  infinitesimalen  Transfor- 
mationen aller  dieser  Gruppen  nicht  einmal  Quadraturen  ver- 
langt, sondern  nur  die  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung. 

El. 


F.  Schur.  Beweis  für  die  Darstellbarkeit  der  infinitesi* 
malen  Transformationeu  aller  transitiven  endlichen 
Gruppen  durch  Quotienten  beständig  convergenter 
Potenzreihen.    Leipz.  Ber.  XLii.  i-7. 

Der  Beweis  beruht  auf  der  früher  (Math.  Ann.  XXXV. 
161-197)  gegebenen  analytischen  Darstellung  der  Componenten 
der  infinitesimalen  Transformationen  der  Parametergruppen  oder 
der  einfach  transitiven  Gruppen.     Alsdann  wird  bewiesen,  dass 

Componenten  der  infinitesimalen  Transformationen  der  trau- 
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sitiven  Gruppen  ttberhaapt  rational  durch  die  der  zugehörigen 
Parametergruppe  ausgedrückt  werden  können,  wodurch  auch  für 
diese  der  Beweis  erbracht  ist.  Sh. 


W.  K1LLIN6.     Die  Zasammensetzung  der  stetigen  end- 
lichen Transformationsgruppen.  (Vierter  Teil.  Schloss.) 

Math.  Ann.  XXXVI.  161-189. 

Diese  vierte  Abhandlung  (tlber  die  dritte  s.  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  376 ff.)  enth&lt  eine  grosse  Anzahl  von  Sätzen,  die  sich 
auf  die  Hauptuntergruppen  r-gliedriger  Gruppen  beziehen. 

Der  an  die  Spitze  von  §  27  gestellte  Satz  (s.  S.  166)  ist 
schon  früher  von  Lie  gegeben  (Theorie  der  Trfsgr.  1,  S.  262. 
1888).  Die  übrigen  Sätze  des  §  27  sind  fast  alle  einfache  Fol- 
gerungen aus  diesem  Satze;  wirklich  neu  ist  nur  der  Satz  auf 
S.  168:  ^Jede  Gruppe,  die  ihre  eigene  Hauptuntergrappe  ist, 
mit  Ausnahme  der  einfachen  und  der  halbeinfachen  Gruppen, 
besitzt  eine  invariante  Untergruppe,  deren  Transformationen  mit 
einander  vertauschbar  sind.""  (Halbeinfach  nennt  Herr  Killing 
jede  Gruppe,  die  in  mehrere  paarweise  vertauschbare  einfache 
Gruppen  zerfällt.) 

In  §  28  erschliesst  Herr  Killing  zunächst  aus  seinen  frühe- 
reu  EntWickelungen  den  Satz:  *^Jede  Gruppe,  die  ihre  eigene 
Hauptuntergruppe  ist,  enthält  Kegelschnittsgruppen.''  (Als  Kegel- 
schnittsgruppe wird  jede  dreigliedrige  Gruppe  bezeichnet,  die 
mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  auf  der  Geraden  gleich 
zusammengesetzt  ist).  Dieser  Satz  fällt  mit  einem  früher  vom 
Ref.  aufgestellten  Satze  zusammen ;  da  aber  der  damals  gegebene 
Beweis  eine  Lücke  enthält,  so  gebührt  Herrn  Killing  das  Ver- 
dienst, den  ersten  strengen  Beweis  des  Satzes  geliefert  zu  haben. 
Die  übrigen  Sätze  des  §  28  ergeben  sich  unmittelbar,  wenn  man 
den  eben  angeführten  Satz  mit  gewissen  schon  früher  von  Lie 
angestellten  Betrachtungen  (Th.  d.  Trfsgr.  I ,  S.  266-270)  ver- 
bindet. 

Im  §  29  wird  die  Frage  erörtert,  wie  eine  Gruppe  beschaflfen 
sein  muss,  um  Hauptuntergruppe  einer  andern  sein  zu  können. 
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Herr  Killing  gelangt  hier  zu  dem  bemerkenswerten  Satze 
(S.  180):  nWenn  die  Hauptuntergroppe  einer  gegebenen  Gruppe 
keine  Kegelschnittsgruppe  enthält,  so  muss  sie  vom  Range  Null 
sein^. 

In  §  30  endlich  wird  das  Problem  erledigt,  die  Zusammen- 
setsnng  aller  Gruppen  zu  finden,  deren  Hauptuntergruppe  eine 
gegebene  Gruppe  ist,  die  ihrerseits  mit  ihrer  Hauptuntergruppe 
zusammenAlIt.  Erw&hnt  sei  hier  der  Satz  auf  S.  184 f.:  „Wenn 
eine  r-gliedrige  Gruppe  eine  p-gliedrige  Hauptuntergruppe  be- 
sitzt, die  einfach  oder  halbeinfach  ist,  so  enthält  sie  r^p  unab- 
hängige ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen^.  Ausser- 
dem behandelt  Herr  Killing  noch  den  Fall,  dass  die  Haupt- 
QDtergruppe  einer  gegebenen  Gruppe  nicht  ihre  eigene  Haupt- 
nntergruppe  ist,  und  gelangt  hier  zu  dem  wichtigen  Satze 
(8.  187):  „Die  Hauptuntergruppe  einer  beliebigen  Gruppe  besteht 
stets  aus  einer  einfachen  oder  halbeinfachen  Gruppe  und  einer 
inrarianten  Untergruppe  vom  Range  Null.^  Dabei  ist  zu  be- 
achten, dass  entweder  die  einfache  (halbeinfache)  Gruppe  oder 
die  invariante  Untergruppe  vom  Range  Null  oder  auch  die  ganze 
Hauptuntergruppe  auf  die  identische  Transformation  zusammen- 
schrumpfen kann.  Zum  Schluss  wollen  wir  noch  auf  den  wich- 
tigen Satz  auf  S.  189  aufmerksam  machen.  El. 


W.  Killing.      Bestimmung    der  grössten  Untergruppen 
von  endlichen  Transformationsgruppen.   Math.  Ann. xxxvi. 

Diese  Abhandlung  zeigt,  dass  die  allgemeinen  Untersuchun- 
gen des  Verfassers  über  die  Zusammensetzung  der  Gruppen  un- 
mittelbar zur  Lösung  der  in  der  Ueberschrift  bezeichneten  Auf- 
gabe fbbren.  In  erster  Linie  bestimmt  Herr  Killing  die  grössten 
Untergruppen  der  einfachen  Gruppen.  Indem  er  die  von  ihm 
selbst  aufgestellten  Typen  von  Zusammensetzungen  derartiger 
Gruppen  der  Reihe  nach  behandelt,  gelangt  er  unter  anderem 
zu  dem  früher  von  Lie  bewiesenen  Satze  über  die  grössten 
Untergruppen  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  und  zu  den 
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Werner'schen  Sätzen  über  die  projective  Gruppe  einer  Manaig- 
faltigkeit  zweiten  Grades  im  n-fach  ausgedehnten  Räume  (vgl. 
F.  d.  M.  XXI.  1889.  375  f.);  ausserdem  bestimmt  er  aber  auch 
(so  können  wir  es  ausdrücken)  die  grössten  Untergruppen  der 
projectiven  Gruppe  des  linearen  Complexes  im  (2fft+l)-fach  aus- 
gedehnten Räume,  eine  Aufgabe,  die  bisher  noch  nicht  gelöst  war. 
Auch  für  die  nicht  einfachen  Gruppen  giebt  Herr  Eilling 
die  nötigen  Regeln,  um  ihre  grössten  Untergruppen  zu  bestim- 
men. Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass,  wie  Herr  Killing  selbst 
betont,  seine  Betrachtungen  überhaupt  zur  Bestimmung  aller 
Untergruppen  einer  Gruppe  von  gegebener  Zusammensetzung 
geeignet  sind.  El. 

A.  ScHWABZ.     Zur  Theorie  der  reellen   linearen  Trans- 
formationen  und   der  Lobatschewski'schen  Geometrie. 

Wien.  Ber.  XOIX.  153-190. 

Sind  Oyß^Y^d   reelle  Zahlen    und   ist   ad—ßy^l^   so  be* 
stimmt  die  Gleichung: 

(1)    ^+t»-y(^^.J^)_^^ 

bekanntlich  eine  Gruppe  von  oo'  reellen  Transformationen  der 
Ebene  x^y,  Fasst  man  jede  Transformation  dieser  Gruppe  als 
eine  Bewegung  der  Ebene  auf,  so  erhält  man  eine  Gruppe  von 
nichteuklidischen  Bewegungen,  die  dem  Falle  der  Lobatschews- 
ki'schen  Geometrie  entspricht;  die  durch  (1)  definirte  reelle 
Gruppe  kann  nämlich,  wie  nebenbei  erwähnt  werden  mag,  durch 
eine  reelle  Transformation  in  die  projective  Gruppe  eines  reellen 
Kegelschnitts  übergeführt  werden. 

Herr  Schwarz  untersucht  in  seiner  Abhandlung  die  Geo- 
metrie, die  in  der  Ebene  x^y  durch  die  besprochenen  Bewe- 
gungen definirt  wird;  er  berechnet  die  Bogenlänge  und  den 
Flächeninhalt  gewisser  Gurven,  sucht  die  kürzesten  Linien  auf, 
bestimmt  die  Curven,  die  in  der  bewussten  Geometrie  als  Kreise 
zu  bezeichnen  sind,  und  löst  noch  eine  Anzahl  anderer  Auf- 
gaben der  euklidischen  Geometrie  für  die  von  ihm  zu  Grunde 
gelegte  nichteuklidische  Geometrie.  El. 
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6.  ScHKFPBRS.     BeBtimmung   einer   Klasse   von   Beruh- 
ningstransformationsgruppen  des  dreifach  ausgedehnten 

Raumes.    Acta  Math.  XIY.  111-178.     Auch  Sep.  -  Abdr.  Dias.  Leip- 
zig. 70  8.  4». 

Nach  Lie  heisst  eine  Gruppe  von  Berührungstransformationen 
des  gewöhnlichen  Raumes  reducibel,  wenn  sie  sich  durch  eine 
Bertthrungstransformation  dieses  Raumes  in  eine  Gruppe  von 
Pankttransformationen  überführen  lässt;  im  entgegengesetzten 
Falle  heisst  sie  irreducibel.  Da  nun  Lie  schon  längst  alle  Grup- 
pen Yon  Punkttransformationen  des  A,  bestimmt  hatte,  so  war 
esj  um  alle  Gruppen  von  Berührungstransformationen  dieses 
Raumes  zu  kennen,  nur  noch  nötig,  die  irreducibeln  unter  ihnen 
zu  bestimmen.  Einen  Teil  dieser  Aufgabe  hat  Lie  selbst  schon 
früher  erledigt,  einen  andern  Teil  hat  Herr  Scheffers  auf  Lie's 
Veranlassung  und  unter  seiner  Anleitung  durchgeführt.  Herr 
Scheffers  bestimmt  nämlich  in  der  vorliegenden  Arbeit  alle 
irreducibeln  Berührungstransformationsgruppen  des  Raumes  a;,y,s, 
bei  denen  eine  Schar  von  oo^  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung: 

(1)       *(a>,»,»,g,  |)=eon8t. 

iorariant  bleibt. 

Die  von  Lie  herrührende  Methode,  die  Herr  Scheffers  dabei 
benutzt,  ist  folgende:  Zunächst  denkt  man  sich  die  Gleichung 
(1)  durch  eine  Berührungstransformation  auf  die  Form: 

(1')        y  =  const. 

gebracht,  was  nach  einem  Lie'schen  Satze  immer  möglich  ist. 
Jede  der  gesuchten  Berührungstransformationsgruppen  erhält 
dabei  eine  neue  Form  C,  bei  der  y  für  sich  transformirt  wird, 
and  zwar,  wieder  nach  einem  Satze  von  Lie,  höchstens  drei- 
gliedrig. Nun  enthält  G  eine  invariante  Untergruppe  g^  bei  der 
y  gar  nicht  transformirt  wird,  und  es  lässt  sich  zeigen,  dass  g 
stets  irreducibel  ist,  wenn  G  es  ist.  Andererseits  kennt  man 
durch  Lie's  Untersuchungen  alle  irreducibeln  Berührungstrans- 
formationsgruppen  der  Ebene,  und  daraus  kann  man  durch  ge- 
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wisse  von  Lie  häufig  angewandte  Betrachtungen  die  verschie- 
denen möglichen  Formen  von  g  betimmen  und  auf  Normalformen 
zurückführen.  Hat  man  diese  Aufgabe  gelöst,  so  muss  mau  noch 
zu  jeder  der  gefundenen  Gruppen  g  die  zugehörigen  Gruppen 
G  bestimmen,  bei  denen  die  Veränderliche  y  ein-,  zwei-  oder 
dreigliedrig  transformirt  wird. 

Es  erübrigt  noch  zu  bemerken,  dass  Herr  Scheffers  im 
ganzen  zwölf  verschiedene  Normalformen  für  die  gesuchten 
Gruppen  findet,  das  heisst,  jede  Gruppe  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit ist  durch  eine  Berührungstransformation  des  Raumes 
x^  y,  z  mit  einer  dieser  zwölf  Normalformen  ähnlich.        El. 


Gapitel  7. 

Variationsrechnung. 
M.  E.  Waschtschknko  -  Zakhartschenko.      Variations- 

rechnUDg.     Kiew  1889.  (Rafisisch.) 

Das  Buch  enthält  folgende  Gapitel: 
1.    Die  Definition  der  Variation. 
IL    Entwickelung  der  Variationen  der  bestimmten  Integrale. 

III.  Die  grössten  und  kleinsten  Werte  der  bestimmten  In- 
tegrale. 

IV.  Geometrische  Beispiele. 

V.  Beispiele  aus  der  Geometrie  des  Raumes. 

VI.  Isoperimetrische  Aufgaben. 

VII.  Isoperimetrische  Aufgaben  (Fortsetzung). 

VIII.  Die  Kriterien  der  Maxima  und  Minima.  Wi. 


E.  T.  Sabinine.      Ueber    die   Transformationen   in    der 
Variation  des  bestimmten  Integrals.     Mosk.  Math.  Sammi. 

XV.  90-117.  (RuBiiBCh.) 
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Es  wird  gezeigt,  dass  die  Methode  des  willkttrlichen  Factors, 
welche  von  Glebsch  im  §  4  seiner  Abhandlung:  „lieber  die  Re- 
daetion  der  zweiten  Variation  auf  ihre  einfachste  Form^  für  die 
Transformation  des  einfachen  Integrals  gegeben  wurde,  auch  auf 
das  Doppelintegral  anwendbar  ist.  Wi. 


W.  P.  Ermakoff.     Die  Ausdehnung  der  Aufgaben  der 
Variationsrechnung    auf    die    Differentialgleichungen. 

Kiew.  Uoiv.  Nachr.  1889.  (Rassisch.) 

Die  Aufgabe  der  Variationsrechnung  wird  in  folgender  Weise 
erweitert:  „Es  ist  ein  System  von  Gleichungen  F^  =0,  F,  =0,  ... 
gegeben,  welche  die  unabhängige  Veränderliche  x^  die  gesuchten 
Functionen  y,  y^,  y,,  .«•  und  ihre  Ableitungen  bis  zu  einer  belie- 
bigen Ordnung  enthalten.  Diese  Functionen  sollen  so  bestimmt 
werden,  dass  irgend  eine  von  ihnen  für  einen  Wert  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  einen  bestimmten  Wert,  für  einen  an- 
deren den  grössten  oder  kleinsten  Wert  annimmt.''  Die  Aufgabe 
m  der  Brachistochrone  wird  als  ein  specieller  Fall  dieser  all- 
femeinen  Aufgabe  betrachtet  und  gelöst.  Wi. 


ö.  VON  EsCHBRicH.     Zur  Theorie  der  zweiten  Variation. 

(Fortsetzung.)     Wien.  Ber.  XCIX.  1463-1501. 

Fortsetzung  der  Abhandlung  aus  Wien.  Ber.  XCVII  Abth.  IIa. 
1416-1441  (vergl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  379).  Die  schon  in  dieser 
Arbeit  behandelte  Differentialgleichung  q>(xi)  =  0  wird  hier  wieder 
den  Betrachtungen  zu  Grunde  gelegt.  Es  giebt  unendlich  viele 
Systeme  von  n  linear  unabhängigen  particulären  Integralen  von 
7(0  ="0,  in  denen  jedes  Paar  von  Integralen,  für  y  und  s  in 
9^(y}»)(F.  d.  M.  XXL  1889.  380)  gesetzt,  diesen  Ausdruck  gleich 
Null  macht.  Nennt  man  solche  Integrale  ein  System  conjugirter 
Integrale,  so  giebt  es  zu  jedem  Punkte  x  der  Strecke  a,  6  ein 
<^njogirte8  System.  Die  genauere  Untersuchung  besonders  der 
Determinanteneigenschaflen  dieser  conjugirten  Integrale  fahrt 
dann  zu  folgendem  Schlussresultat:  Erteilt  man  in  dem  Integrale 
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y^f(«,»',.My^"0^, 


wo  y,  y',  .-»y^*""*^  an  den  Grenzen  a  und  6  feste  Werte  anneh- 
men sollen,  diesen  Grössen  Variationen  17,  ijS  ••.,'7^"~^\  die  an 
den  Grenzen  und  innerhalb  tiberall  stetig  sind,  während 
17^"^ .  •  M '7^**"'^  daselbst  eine  discrete  Mannigfaltigkeit  von  Un- 
Stetigkeitspunkten  besitzen  dürfen,  so  sind  die  s&mtlichen  zuge- 
hörigen zweiten  Variationen  des  Integrals  dann,  und  nur  dann, 
Yon  Null  verschieden  und  gleich  bezeichnet,  wenn  die  Determi- 
nante des  einer  Grenze  conjugirten  Integralsystems  weder  an  der 
anderen  Grenze  noch  innerhalb  beider  Grenzen  verschwindet 
Wird  diese  Determinante  innerhalb  der  Grenzen  Null,  so  be- 
stehen Variationen  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen;  ist  sie 
nicht  innerhalb  der  Grenzen,  aber  an  der  oberen  Grenze  Null, 
so  sind  alle  Variationen  gleichbezeichnet,  aber  nicht  mehr  alle 
von  Null  verschieden.  Sh. 

G.  KoBB.     Om  maxima  och  minima  af  dubbelintegraler. 

Stockholm  öfv.  385-399. 

Der  Verf.  sucht  eine  Theorie  für  die  Maxima  und  Minima 
der  Doppelintegrale  aufzustellen,  welche  der  Weierstrass'schen 
Theorie  fttr  einfache  Integrale  entspricht.  In  voller  Allgemein- 
heit hat  er  später  seine  Untersuchung  in  den  Acta  Mathematica 
dargestellt.    Hier  wird  nur  ein  besonderer  Fall  behandelt. 

Bdn. 

V.  VoLTERRA.     Sopra  una  estensione  della  teoria  Jacobi- 
Hamilton  del  oalcolo  delle  variazioni.   Rom.  Acc  L.  Bend. 

(4)  VI,.  127-138. 

Es  sei  /  =  //  Ududv^  wo  U  eine  Function  der  unabhän- 
gigen Variabein  «,  r,  der  Functionen  derselben  a?,,  a?„  ...,  Xn 

und  der  Functionaldeterminanten    }.  '^    *^  oder  g^  ist  Setzt  man: 

d(u,v) 
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SO  erhält  man  aus  d/  =  0  das  Gleichungssystem: 

dH  _  d(xi,  X,)       dB  _        -  d(pa,  Xh) 
W  öp«  ~    d(u,  V)  '     dx,  -       .fi  d(ti,  tj)  ' 

und  /  Dimmt  folgende  Gestalt  an: 

Setzen  wir  voraus,  um  die  Betrachtungen  des  Verfassers  zu  ver- 
einfachen, die  Begrenzung  des  Integrationsbereiches  bestehe  aus 
einer  einzigen  Linie  £,  deren  Gleichungen  u  =  f(i)^  o  ==  <f(i) 
sein  mögen;  nehmen  wir  ferner  an,  die  Integrale  x^^  j;,,  ...,  ar„ 
von  (a)  seien  vollkommen  bestimmt,  wenn  ihre  Werte  auf  8 
bekannt  sind,  und  bezeichnen  diese  Werte  fQr  n  =  3  durch: 

(b)  x,  =  xpQl    X,  =  aj(0,    X,  =  Ö(0. 

Dann  ist  /  eine  Function  der  fQnf  Functionen  f,  g>,  i//,  x^  0,  oder 
auch  eine  Function  der  in  einem  fanfdimensionalen  Räume 
(^n  Vs)  Vii  y*}  Vi)  liegenden  Linien  ^,  deren  Gleichungen: 

Vi  ^  f(0,  y,  =  g>(0,  y,  =  v(0,  y,  =  z(0,  y*  =  ö(0 

sind  ((tber  Linienfunctionen  siehe  die  früheren  Arbeiten  des  Ver- 
fassers). Man  kann  nämlich  schreiben:  /  =  ^|[-<^]|*  Bezeichnet 
man  aber  durch  L  die  im  dreidimensionalen  Räume  (x^,  rr„  x^) 
Hegende  Linie,  deren  Gleichungen  die  (b)  sind,  so  beweist  man, 
dass  /=  H''|[L,  S]|,  dass  man  nämlich  jede  der  Linien  L,  8 
unabhängig  von  der  anderen  längs  sich  selbst  verschieben  kann, 
ohne  dass  der  Wert  von  /  verändert  werde.  Die  Linienfunction 
W  erfQllt  die  Gleichung: 

dw    .  „i^   dw       dw       dw  \ 

ö(u,  r)  +  "^  ^  d{x,,  xj  acx;;^'  ö(S;7^y  ^^ '  ^»^  ^»» "'  v-^'^ 

sie  ist  im  aligemeinen  nicht  „vom  ersten  Grade^  (siehe  F.  d.  M. 
XXI.  1889.  402),  es  gilt  aber  der  Satz: 

Sind  die  Integrale  der  Gleichungen  (a)  bekannt,  so  kann 
man  eine  Function  W  voip  ersten  Grade  der  Linien  L  des  Rau- 
mes (oTj,  o;,,  x^)  derart  bestimmen,  dass: 

''<d(x,,  x,y  dix„  x,y  dix,,  x,y  "'»' "'"  '^J  +  *  -  "- 

wo  k  eine  Gonstante  bezeichnet.     Ist  umgekehrt  eine  solche  Func- 
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tion  vorhanden,  and  sind  die  Gleichungen: 

M         -^  —  '^(^<'  **) 
^''^  dpa  ~    d(«,  V)  • 

nach  Ersetzung  von  »,a  durch  57 r-,  unter  einander  vertrag- 

0{Xi^  Xk) 

lieh,  so  finden  auch  die  Gleichungen: 

statt. 

Es  ergiebt  sich  femer:     Sind: 

(d)  X,  =  x,{u,  f>),     a?,  =  «,(m,  u),    «i  =  x,(u,  v) 

die  Integrale  der  Gleichung  (c)  und  enthAlt  W  eine  Gonstante  a, 
so  ist: 

o 

wo  a',  A'  zwei  Constanten  sind  und  a  den  von  irgend  einer 
auf  der  Fläche  (d)  liegenden  Linie  L  eingeschlossenen  Flächen- 
teil  bezeichnet 

Die  Arbeit  schliesst  mit  einigen  geometrischen  Anwendungen 
dieser  letzten  Sätze.  Vi. 

E.  T.  Sabininb.      Ueber   die  Abhandlung    von    Sarms. 

Mosk.  Math.  Samml.  XIY.  451-470.  (Rasaiaeb.) 

Es  wird  eine  Stelle  der  Abhandlung  von  Sarrus  „Beoherches 
sur  le  calcul  des  variations*'  (Mäm.  Sav.  Etr.  X)  kritisirt,  näm- 
lich seine  Lösung  der  Aufgabe,  eine  Fläche  zu  finden,  die  bei 
einer  gegebenen  Oberfläche  das  grösste  Volumen  enthält.  Sarrus 
hat  dabei  nicht  berttcksichtigt,  dass  die  gesuchte  Fläche  aucb 
cylindrische  und  ebene  Teile  haben  kann.  Wi. 


L.  Babbera.     Teoria   della  integrabilitk  delle  funzioni 
e  dei  massimi  e  minimi  degli  integrali  definiti.    Bologna. 

Tip.  Oamberini  e  Parmeggiaoi.  213  S.  8^. 

Die  unter  diesem  Titel  erschienene  Sohrift  ist  das  Werk 
eines  Dilettanten  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik,  welchem 
nicht  das  Gltlck  zu  Teil  geworden  ist,  die  Segnungen  zu  er- 
fahren,  die  eine  strenge  mathematische  Schulung  zu  gewähren 
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pflegt.  Es  fehlt  dem  Verfasser  gänzlich  dasjenige  Mass  spe- 
cieller  Kenntnisse,  welches  für  den  Schriftsteller  unerlässlich  ist, 
der  den  Anspruch  erheben  will,  auf  dem  Gebiete  der  Variations- 
rechnung als  Reformator  aufzutreten. 

Wenn  der  Verfasser  sich  mit  den  Ergebnissen  früherer  For- 
schungen auf  diesem  Gebiete  etwas  genauer  bekannt  gemacht 
hätte,  als  er  es  zu  thun  für  ausreichend  gehalten  hat,  wenn  er 
sich  femer  hätte  dazu  entschliessen  können,  die  von  ihm  aufge- 
fundenen, auf  seine  neue  „Theorie^  sich  gründenden  und  zur  Er- 
läuterung derselben  bestimmten  angeblichen  Lösungen  einiger 
specieller  Aufgaben  hinsichtlich  ihrer  Richtigkeit  einer  eingehen- 
den Prüfung  zu  unterziehen,  so  würde  ihm  die  vollständige 
Unhaltbarkeit  seiner  Methode  nicht  haben  entgehen  können. 

Als  Problema  VII  behandelt  der  Verfasser  (Seite  210-211) 
die  Aufgabe|der  Bestimmung  eines  (von  einer  vorgeschriebenen 
Begrenzungslinie  begrenzten)  Flächenstückes  von  kleinstem 
Flächeninhalt.  Es  handelt  sich  also  darum,  (unter  Anwen- 
dung  der    bekannten    Bezeichnungsweise)    das    Doppelintegral 


// 


^/l+p^+q^dxdy  unter  einer  vorgeschriebenen  Grenz- 
bedingung zu  einem  Minimum  zu  machen.  Auf  Grund  seiner 
»Theorie*'  gelangt  nun  der  Verfasser  nicht  zu  der  wohlbekannten, 
von  Lagrange  im  Jahre  1761  aufgefundenen  partiellen  Differential- 
gleichung der  Minimalflächen 

—  /^        P         ^  4-   ^  f         g         ^  =  0 
dx  Vyi+p>+g>;  ^  dy  V  yi+p'+q'J        ' 

sondern    zu    einem  Systeme    von    zwei   partiellen   Differential- 
gleichungen 

dx  \  yi  -l-p'+flV  dy  V  yrfp+q'y 

Nach  der  ausdrücklich  ausgesprochenen  Meinung  des  Verfassers 
ist  die  Ebene  die  einzige  Fläche  kleinsten  Flächeninhalts. 

Die  angeführte  Behauptung  charakterisirt  für  jeden  in  dieser 
Frage  genügend  Unterrichteten  den  wissenschaftlichen  Stand- 
punkt der  besprochenen  Schrift.  Sz. 


Forteobr.  d.  Math.   XXU.   1. 
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Siebenter  Abschnitt 

Functionentheorie. 

Capitel  1. 

Allgemeines. 

Ch.  Celli^srier.      Note    sur  les  principes  fondamentaui 
de  Tanalyse.    Darboux  Bull.  (2)  xiv.  142-I6O. 

Die  vorliegende  Note  ist  älteren  Datums;  sie  wurde  in  den 
nachgelassenen  Papieren  des  Verfassers,  der  Professor  in  Genf 
war,  aufgefunden.  Offenbar  ist  dieselbe  unabhängig  von  deo 
bekannten  Arbeiten  von  Weierstrass,  Schwarz,  Dini  u.  a.,  welche 
sich  auf  dieselben  Fragen  beziehen,  entstanden.  Auch  heute  noch 
bat  der  Inhalt  der  Note  ein  Interesse  durch  die  Beispiele,  welche 
der  Verfasser  giebt,  und  die  die  gleichmässige  Convergenz  (con- 
vergence  commune,  wie  der  Verfasser  sie  nennt),  Differentiirbarkeit, 
Taylor'sche  Entwickelung  betreffen.  Bemerkenswert  ist  das  Bei- 
spiel einer  für  alle  Werte  des  Argumentes  stetigen  Fanctio», 
die  nirgends  einen  Differentialquotienten  besitzt.  Der  Verfasser 
beweist  durch  sehr  einfache  Betrachtungen,  dass 

n^)  =  2;^  8in(a"a:)  (n  =  1,  2,  . . . ,  00) 

eine  derartige  Function  ist,  falls  a  eine  genügend  gross  gewählte 
ganze  Zahl  bedeutet.  Als  Beispiel  einer  Function,  die  mit  allen 
ihren  Ableitungen  stetig  ist  und  dennoch  nicht  nach  dem  Taylor'- 
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sehen  Satze   entwickelt  werden  kann,   giebt  der  Verfasser   die 
Function 

11=1 « 
wo  g  wiederum  eine  genQgend  gross  zu  wählende  ganze  Zahl 
bezeichnet.  Hz. 

Cbcilio  6iMi:NBZ  Rueda.     Prolegömenos  de  Arithm^tica 
universal. 

In  diesem  Werke  beschäftigt  sich  der  Verf.  mit  der  allmäh- 
lichen Entstehung  des  Zahlbegriffes  von  der  ganzen  Zahl  an 
bis  zur  complexen,  aus  drei  Einheiten  gebildeten  Zahl;  darauf 
folgt  die  allgemeine  Theorie  der  Operationen  nach  den  Vor- 
stellungen von  Grassmann  und  Hankel.  Tx.    (Lp.) 


E.  Study,     üeber  Systeme  conjplexer  Zahlen  und  ihre 
Anwendung  in  der  Theorie  der  Transformationsgruppen. 

Monatsh.  f.  Math.  I.  283-355. 

Die  vorliegende  Abhandlung  enthält  eine  zusammenfassende 
and  teilweise  umgearbeitete  Darstellung  der  Untersuchungen,  die 
der  Verfasser  in  zwei  früheren  Abhandlungen  Über  die  Theorie 
der  complexen  Zahlen  und  deren  Zusammenhang  mit  der  Lie*- 
scben  Theorie  der  Transformationsgruppen  veröffentlicht  hat. 
Im  Bd.  XXI.  1889,  pag.  385  und  391  dieses  Jahrbuches  finden 
sich  aasführliche  Referate  über  diese  Abhandlungen.       Hz. 


A.  KöBCKE.     Analytische  Darstellung  einer  differentiir- 
baren  Function  mit  Oscillationen  in  jedem  Intervalle. 

Hamb.  Mitt.  II.  128-153. 

Der  Verfasser  hat  in  zwei  früheren  Abhandlungen  (vgl.  F. 
d.  M.  XIX.  1887.  391  und  XXI.  1889.  393)  nachgewiesen,  dass 
man  Functionen  bilden  kann,  die  überall  differentiirbar  sind  und 
dabei  in  jedem  Intervalle  Maxima  und  Minima  besitzen.  In  der 
vorliegenden  Note  stellt  der  Verfasser  eine  derartige  Function 

2o* 
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her,  die  sich  in  eine  unendliche  Summe  von  Sinnsreihen  ent- 
wickeln lässt,  wobei  die  Goefficienten  dieser  Reihen  eine  yer- 
hältnismässig  einfache  Berechnung  gestatten.  Auf  die  vom  Ver- 
fasser in  der  Einleitung  der  Note  aufgeworfene  Frage,  ob  die 
in  Rede  stehenden  Functionen  analytisch  darstellbar  seien,  ist 
zu  bemerken,  dass  diese  Darstellbarkeit  unmittelbar  aus  einem 
Satze  von  Weierstrass  folgt,  nach  welchem  jede  stetige  Function 
durch  eine  (unendliche)  Summe  von  ganzen  rationalen  Functionen 
darstellbar  ist  (vgl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  384).  Hz. 


M.  Lbrch.     Snr  une  classe  de  fonctions  k  espace  lacu- 

naire.    Teixeira  J.  X.  27-28. 

Der  Verf.  zeigt,  dass  eine  beliebige  Reihe  von  der  Form 

-SvCW)^  (ii=l,2,...,oo), 
die  im  Innern  des  Kreises  |a?|  =  1  convergirt,  und  wo  [n]  die 
Anzahl  Ziffern  von  n  bezeichnet,  nicht  über  den  Umfang  jenes 
Kreises  hinaus  fortgesetzt  werden  kann,  wenn  der  reelle  oder 
der  imaginäre  Teil  der  Function  g>(v)  unter  Beibehaltung  seines 
Zeichens  endlos  mit  v  wächst.  Tx.    (Lp.) 


GüKOWSKY.      üeber    eine    Eigenschaft    der    homogenen 

Functionen.      OdesBa  Ges.  XI.  145-U9. 

Wenn    die   Function    y  :=  f(x^^  o;,, . . . ,  Xn)    die    Eigenschaft 
hat,  dass  bei  jedem  Werte  von  l 

wo  a?/,  ...,  jrj,,  a?'/, ...,  a?',!  die  Werte  der  Veränderlichen  darstellen, 
so  ist  y  eine  homogene  Function  der  Veränderlichen  rr,,  o?,, ...,  Xn- 

Wi. 

F.  G.  Tbixeira.      Extension   d'un  th^or^me   de  Jacobi. 

MoDatsh.  f.  Math.  I.  481-484. 

Der  Verfasser    beweist   den  Satz:   „Wenn   die  Functional- 
determinante  von  n  Functionen  nebst  allen  ihren  Unterdetermi- 
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nanten  bis  zur  t*^*'  Ordnung  hin  verschwindet,  während  eine  ihrer 
Unterdeterminanten  (t-fl)'^'  Ordnung  nicht  Null  ist,  so  sind 
i-f-l  der  n  Functionen  als  Functionen  der  übrigen  darstellbar. 

Hz. 


Fr.  Meter,     lieber  die  höheren  Ableitungen  eines  Quo- 
tienten zweier  Functionen.  Mooatsh.  f.  Math.  i.  33-38. 

Fr.  Meter.        Ueber     Teilbarkeitseigensehaften     ganzer 
Functionen  höherer  DifFerentialquotienten.      Math.  Aon. 

XXXVI.  435-452. 

Fr.  Meter.      Ueber    algebraische    Relationen    zwischen 
den    Entwickelungscoefficienten    höherer   Differentiale. 

Math.  ADD.  XXXVI.  453-466. 

In   der   ersten  Arbeit  gelangt   der   Verfasser  mittels  eines 
fiecursionsverfabrens  zu  einem  Ausdrucke  für  die  n^  Ableitung 

von  ^j^  nach  x.    Die  gewonnene  Formel  lautet: 

^.  =■;[^/'•'*■Kfy"='^oß«+y,/oß«-l  +  v,^ß«-.2+•.• 
wo  allgemein 

und 

IV*) 


=(-iy^(-i><°'+:;+::+°'"fn;.,./:' 

ZU  setzen  ist;  dabei  durchlaufen  die  a^,  ctn  •••i  ^J^  ^1'^  ganz- 
zahligen, nicht  negativen  Werte,  welche  den  ßedinguogen 

«o+«i  +  «jH +«*  =  aj+2c,+3«,  H [-kak  =  k 

geoQgen.  Setzt  man  insbesondere  (p(x)  =  f'{x)  =  f^,  so  ergiebt 
t^ich  eine  speciellere  Formel,  welche  im  wesentlichen  mit  der 
bekannten  Waring'sohen  Potenzsummenformel,   so  wie  anderer- 
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seits  mit  den  Newton'schen  Potenzsummenrelationen  flberein- 
stimmt. 

Die  zweite  Arbeit  wendet  sich  zum  genaueren  Studium  der 
in  der  ersteren  definirten  Functionen  Jn  und  E^.  Die  Func- 
tionen Jn  sind  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  qPo,  9>,,  ...,  9>ff) 
fi  Ai  "'}  A«  Dieselben  genügen  der  folgenden,  auf  den  Modul 
f*-*  bezüglichen  Congruenz: 

aus  derselben  folgen  dann  die  weiteren  auf  den  Modul  f  bezüg- 
lichen Gongruenzen 

^H  =  (-W,^--»  if)  (*  =  1,  2,  3,  ...,  n), 

welche  ihrerseits  zeigen,  dass  für  s  =  s^-^-m^  der  Ausdruck 
Jn^n-<— ^»-«j^n-»,  uotwcndig  durch  f  teilbar  sein  muss;  die 
nähere  Untersuchung  dieses  Ausdruckes  zeigt  ferner,  dass  der- 
selbe sogar  durch  die  (« — «+1)**  Potenz  von  f  teilbar  ist,  und 
dass  die  Congruenz 

besteht.  Indem  man  noch  beliebige  quadratische  Functionen  der 
Grössen  J  in  Betracht  zieht,  deren  Goefficienten  ganze  ganz- 
zahlige Functionen  von  9>of  •••)  7»)  ft  fn  ««^  /«>  ^^^^^  ergiebt  sich 
der  allgemeinere  Satz,  dass  eine  solche  quadratische  Function 
nur  dann  durch  f  teilbar  ist,  wenn  dies  von  der  Summe  ihrer 
Goefficienten  gilt.  Die  genannten  Methoden  werden  schliesslich 
auch  auf  Functionen  von  höherem  Grade  in  den  J  ausgedehnt. 
Die  dritte  Arbeit  geht  von  einer  Formel  aus,  welche  mit 
der  in  der  ersten  Arbeit  abgeleiteten  Formel  im  wesentlichen 
übereinstimmt.  Bezeichnet  nämlich  y  eine  Function  von  x  und 
X  eine  Function   von   der  unabhängigen  Veränderlichen  I,    und 

setzt  man  y^  =  —  -^,  Xi  =  -^,  so  gilt  die  Formel 

wo  die  ganzen  Zahlen  ^,  k^,  ...,  kn  alle  Werte  durchlaufen, 
welche  den  Gleichungen  genügen: 
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Der  Coefficient  von  y^  in  der  rechts  stehenden  Summe  werde 
mit  Cn^n-^  bezeichnet.  Derselbe  ist  eine  ganze  ganzzahlige  homo- 
gene und  isobare  Function  von  a;,,  ...,  Xn.  Der  Verfasser  zeigt 
zttD&chst,  dass  zwischen  diesen  Goefficienten  C  die  folgenden 
^n(ii-f-l)  linearen  Relationen  bestehen: 

(*  =  0,  1,  2, ...,  »-2),    («  =  1,  2,  3,  . ..,  fi), 

durch  welche  dieselben  auch  umgekehrt  eindeutig  charakterisirt 
sind.  Hierauf  werden  die  quadratischen  Relationen  zwischen 
den  C  untersucht,  und  zwar  giebt  der  Verfasser  ein  System  von 
^ft(ii->l)  solchen  Relationen  an,  durch  welche  wiederum  die 
CoefGcienten  C  in  eindeutiger  Weise  als  ganze  ganzzahlige  Func- 
tionen der  Grössen  Xi  ==  Qi^i  bestimmt  sind.  Die  Goefficienten 
C  sind  Qbrigens  im  wesentlichen  mit  denjenigen  Functionen 
identisch,  welche  in  der  oben  angeführten  Form  für  Ek  als  Ent- 
wickelungs-Goefficienten  der  Potenzen  von  /o  auftreten. 

Ht. 


(j.  Halphbn.      8ur   les    formes  diff^rentielles    associöes. 

Jooro.  de  Math.  (4)  VI.  211-230. 

Ist  jf  eine  Function  der  unabhängigen  Veränderlichen  x,  und 
bezeichnet  man  mit  y\  y'\  . . .  die  Differentialquotienten  dieser 
Fanction,  so  hat  man  * 

Der  Verfasser  betrachtet  nun  eine  quadratische  Function  von 
h  y\  y*'i  •••)  deren  Goefficienten  ebenfalls  als  Functionen  von  x 
za  deuten  sind.  Ein  solcher  quadratischer  Ausdruck  U  heisst 
eine  „genaue  Ableitung^,  wenn  es  einen  anderen  Ausdruck  U^ 
von  der  nämlichen  Beschaffenheit  giebt,  dessen  Ableitung  nach 
z  genau  gleich  dem  Ausdrucke  U  wird.  So  sind  beispielsweise 
die  Ansdrttcke  yy'  und  yy^"  genaue  Ableitungen.  Der  Verfasser 
braueht  ferner  die  Bezeichnung  V^  V^  wenn  die  Differenz  der 
beiden  quadratischen  Ausdrücke  U  und  V  gleich  einer  genauen 
Ableitung  ist.    So  ist  beispielsweise: 
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Es  wird  dann  der  Satz  bewiesen,  dass  eine  beliebige  quadrati- 
sche Form  U  auf  eine  und  nur  auf  eine  Weise  io  die  folgende 
Form  einer  Quadratsumme 

gebracht  werden  kann,  wo  il,  8,  . . .,  L  geeignet  gewählte  Func- 
tionen von  X  sind.  Hieraus  folgt  leicht  der  Satz:  Damit  eine 
quadratische  Form  ü  eine  genaue  Ableitung  ist,  ist  es  notwendig 
und  hinreichend,  dass  bei  der  obigen  Darstellung  als  Quadrat- 
summe die  Goefficienten  il,  £,...,  £  sämtlich  identisch  ver- 
schwinden. Wenn  man  zwei  in  y,  y\  y'\  . . .  lineare  Ausdrflcke 
betrachtet,  und  wenn  dieselben  von  der  Besonderheit  sind,  dass 
ihr  Product  eine  genaue  Ableitung  wird,  so  heissen  die  beiden 
Ausdrücke  einander  associirt.  Die  Theorie  dieser  associirten 
Ausdrücke  wird  nun  angewandt  auf  die  Aufgabe,  den  linearen 
Ausdruck  zu  finden,  welcher  einem  gegebenen  linearen  Ausdrucke 
adjungirt  ist.  Der  Verfasser  findet,  dass  zwischen  zwei  adjun- 
girten  Ausdrücken  G(y)  und  r(T]),  welche  vod  der  Ordnung  r 
sind,  die  Relation 

f]G(y)  +  (-iy-^yr{fj)  =  0 

besteht,  und  umgekehrt  ist  durch  diese  Relation,  wenn  der  lineare 
Ausdruck  (j(y)  gegeben  wird,  der  adjungirte  Ausdruck  r{ri) 
eindeutig  bestimmt.  Im  besonderen  ergiebt  sich  aus  diesen  Ent- 
wickelungen  ein  Mittel,  diejenigen  linearen  Ausdrücke  zu  finden, 
die  mit  ihren  adjungirten  identisch  sind.  Ist  die  Ordnung  eines 
solchen  Ausdrucks  ungerade,  so  ist  derselbe  infolge  der  obigen 
Relation  zu  y  associirt.  Ht 


A.   Capelli.     Sulla  teoria  delle   funzioni   algebriche  di 

piil   Variabili.      Napoli  Read.  (2)  IV.    297-803. 

Es  sei  q>  eine  algebraische  Function  der  n  Veränderliehen 
:Cj,  ...,  Xn,  und  die  Coefficienten  der  irreduoiblen  Gleichung, 
welcher  die  Function  q>  genügt,  mögen   sämtlich  bei  gewissen 
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Permatationen  der Ver&nderlichen  x^^  ..,^x^  uogeändert  bleiben; 
dann  wird  die  algebraische  Function  tp  selbst  als  eine  solche 
bezeichnet,  welche  jene  Permutationen  zulässt.  Der  Verfasser 
beweist  nun  den  Satz:  Damit  eine  rationale  Function  F  der  Ver- 
änderlichen x^y...^Xn  rational  ausdrflckbar  sei  durch  eine  al- 
gebraische Function  (jp  dieser  selben  Veränderlichen  und  durch 
die  elementaren  symmetrischen  Functionen  derselben,  ist  es  not- 
wendig und  hinreichend,  dass  die  Function  F  ungeändert  bleibt 
bei  allen  denjenigen  Permutationen,  welche  die  Function  q>  zu- 
lässt. Daraus  ergiebt  sich  zugleich  der  Satz,  dass,  wenn  eine 
algebraische  Function  f  von  der  >l^°  Ordnung  alle  Permutationen 
zulässt,  welche  eine  andere  algebraische  Function  q>  zulässt, 
dann  jene  Function  f  eine  algebraische  Function  von  nicht 
höherer  als  der  k^  Ordnung  der  Function  g>  und  der  elementaren 
symmetrischen  Function  ist.  Dabei  wird  unter  der  Ordnung  l 
einer  algebraischen  Function  der  Grad  der  irreduciblen  Gleichung 
verstanden,  welcher  sie  genügt.  Ht. 


E.  Study.     Ein   Reciprocitätsgesetz  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Functionen.     Leipz.  Ber.  XLII.  153-171. 

Um  die  auf  dem  Riemann-Roch'schen  Satze  beruhenden 
Sätze  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer  Veränder- 
lichen einfacher  formuliren  zu  können,  hält  es  der  Verfasser  für 
zweckmässig,  folgende  Begriffe  einzuführen.  Zunächst  wird  der 
Begriff  „der  linearen  Unabhängigkeit*^,  dessen  Bedeutung  für  al* 
gebraische  Functionen  offenbar  ist,  auch  auf  die  Punktgruppen 
flbertragen,  welche  durch  Nullsetzen  dieser  algebraischen  Functio- 
nen bestimmt  sind.  Dann  wird  die  „  Abhängigkeit  fir  einer 
Punktgroppe  Om  in  Bezug  auf  die  Schar  gr*'  durch  die  Gleichung 
fir=^m — Q  +  mr  definirt,  worin  Wr  die  Zahl  der  linear  unab- 
hängigen Punktgruppen  der  Schar  gr  bedeutet,  in  denen  die 
Panktgnippe  Gm  enthalten  ist;  dabei  ist  q  die  Zahl,  welche  an* 
giebt,  wie  viel  linear  unabhängige  Punktgruppen  die  Schar  gr 
Oberhaupt  enthält  Der  Riemann-Roch'sche  Satz  lautet  unter  Be- 
ntttsong    dieser   Bezeichnungen,    wie   folgt:    Die    Beweglichkeit 
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einer  Punktgruppe  auf  einem  algebraischen  Gebilde  ist  gleich 
ihrer  Abhängigkeit  in  Bezug  auf  die  Specialschar  ^2^-2,  wo  p 
das  Geschlecht  der  algebraischen  Gurve  bedeutet,  so  dass  ^=p 
zu  setzen  ist.  Zufolge  der  Festsetzung,  welche  der  Verfasser 
betreffs  der  Bedeutung  der  eben  definirten  Zahlen  in  gewissen 
Grenzfällen  macht,  gilt  diese  Fassung  des  Riemann-Roch' sehen 
Satzes  auch  noch  für  diejenigen  Fälle,  wo  die  Grundcurve  das  Ge- 
schlecht 0  oder  1  besitzt  Doch  muss  hervorgehoben  werden, 
dass  die  ursprQngliche  Fassung  des  Riemann-Roch'schen  Satzes 
diesen  Vorzug  ebenfalls  besitzt  In  entsprechender  Weise  wer- 
den auch  die  an  den  Riemann-Roch'schen  Satz  anknüpfenden 
Sätze  über  reciproke  Punktgruppen  und  Scharen  behandelt,  wo- 
bei auch  der  Gayley'sche  Schnittpunktsatz  seine  Stelle  findet. 
Von  den  behandelten  Sätzen  sei  nur  der  erstere  erwähnt,  welcher 
wie  folgt  lautet:  Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Special- 
gruppen G^^2)  die  eine  Punktgruppe  Gt  der  Schar  gi  enthalten, 
ist  gleich  der  Schar  der  linear  unabhängigen  Punktgruppen  Gtf 
der  zu  gi  reciproken  Schar  git^-^iie  eine  Punktgruppe  G^  der 
Schar  gn  enthalten,  dabei  ist  /-f-r=n-f  2p  — 2.  Ht. 

W.  Wirtinger.      üeber    Functionen,    welche    gewissen 
Fnnctionalgleichungen  genttgen.   Wien.  Ber.  XCIX.  918-925. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  alle  transceudenten 
ganzen  Functionen  F(x)  zu  bestimmen,  welche  der  Gleichung 
F{x  -f  üf)  =  6-v(«)  F^x)  genügen ,  wo  q>(x)  eine  ganze  ratio- 
nale Function  bezeichnet  Unter  der  Voraussetzung  der  Con- 
vergenz  stellt  die  Reihe  l  +  a^  +  a^a^  +  a^a^a^  +  •••  +61+6,63 
+  6,636,+ •••  eine  derartige  Function  dar,  wenn  a„  =  ev(*^^') 
und  6„  =  c-^'C«-"^)  ist.  Die  Convergenz  der  Reihe  findet  statt, 
falls  (p(x)  eine  Function  ungerader  Ordnung  ist  und  der  Coeffi- 
cient  der  höchsten  Potenz  in  q>{xK)  einen  negativen  reellen  Be- 
standteil besitzt.  Ist  der  Grad  von  q>{x)  gleich  1,  so  geht  die 
Reihe  in  die  ^-Reihe  über.  Der  allgemeine  Ausdruck  von  F(x) 
ergiebt  sich  in  Form  eines  unendlichen  ProducteS;  welches  eine 
Verallgemeinerung    der    er- Function    von   Weierstrass    darstellt. 
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Soll  F(x)  zwei  Gleichungen  F(x-{-K)  =  e-v(') .  F(x)  und  F(x+K') 
=  er9M.F(x)  befriedigen,  wo  q>(x)  und  xp(x)  ganze  rationale 
Functionen  bezeichnen,  so  ist  F(x)  notwendig  ein  Product  der 
Gestalt  a(a;  — §,).a(a?  — IJ  ...  <y(a?— §p).c^^*>,  wo  ^j,  ^j,  ...,  ^p 
Constanten  und  g(x)  eine  ganze  rationale  Function  bezeichnen. 

Hz. 


H.  Pade.     Sur  la  repr^sentation  approchde  d'une  fonc- 
tion  par  des  fractions  rationnelles.   G.  R.  cxi.  674-676. 

Ist  f{x)  eine  in  der  Umgebung  der  Nullstelle  holomorphe 
Function,  die  fBr  2^  =  0  nicht  verschwindet,   so  kann  man  die 

OiX^ 

rationale  Function    r7-(  stets  und  nur  auf  eine  Weise  so  be- 

Ä(a?) 

stimmen,  dass  g(x)  höchstens  vom  Grade  p,A(^)  höchstens  vom 

o  Cxi 
Grade  q  ist  und  die  DiflFerenz  f  (x)  —  ^hi  mindestens   von  der 

Ordnung  p+q-\-l  für  «=0  verschwindet.  Bildet  man  eine 
Tafel  mit  2  Eingängen,  so  kann  man  die  verschiedenen  z\xf(x) 
gehörenden  rationalen  Functionen  übersichtlich  anordnen,  indem 

man  die  Function  -^   in   dasjenige   Feld   der  Tafel  setzt,   in 

welchen!  sich  die  p^  Horizontal-  und  die  q^  Verticalreihe  kreuzen. 
Der  Verfasser  giebt  nun  mehrere  auf  diese  Anordnung  bezüg- 
lichen Sätze.  Insbesondere  erörtert  er  die  Frage,  an  welchen 
Stellen  der  Tafel  sich  die  Näherungsbrüche  gewisser  Eetten- 
bmcbentwickelungen  von  f{x)  befinden.  Hz. 


H.  Seeligbr.  Ueber  die  interpolatorisohe  Darstellung 
einer  Function  durch  eine  nach  Kugelfunctionen  fort- 
schreitende Reibe.     Manch.  Ber.  XX.  499-511. 

Es   bezeichne  P^*^  die  Laplace-Legendre*sche  Kugelfunction 
»**■  Grades  einer  Variable,  ferner  sei  P„i(/u)  =  (1- /u')* —     .^^ 
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und 

die  Kugel fiinction  n**"  Grades.  Sind  nun  für  eine  Function 
f(ji^y>)  der  beiden  Variabein  fi,  9)  die  2ft(jte+l)  Functionswerte 

f(u   ^\        /t=l,2,...,p  +  l       \ 
^\^''   pJ        ^*  =  0,l,2,...,2p-l/ 

gegeben,  wo  ju,,  iu,, . . .,  fi^+i  die  Wurzeln  der  Gleichung  P^^^^  =  0 

bedeuten,  so  kann  man  nach  einer  von  Fr.  ]Seumann  herrtthren- 
den  Methode  die  Function  f(fi^q>)  interpolatorisch  durch  eine 
Summe  von  Kugelfunctionen  in  der  Form 

darstellen.  Zur  Bestimmung  der  in  den  einzelnen  Kugelfunctionen 
auftretenden  Gonstanten  ^i,,,  B^  dienen  dabei  die  Formeln 

1  1 

wo  die  C,  und  S,  aus  den  gegebenen  Functionswerten  in  ein- 
facher Weise  zu  berechnen  sind,  während  die  9U<  nur  von  der 
Zahl  p  abhängende  Constanten  bezeichnen.  Der  Verfasser  giebt 
nun  in  vorliegender  Note  für  diese  Constanten  und  ihre  Loga- 
rithmen bis  zum  Falle  p  =  6  inclusive  Tabellen,  die  dazu  dienen, 
die  in  jedem  einzelnen  Falle  auszuflihrenden  Rechnungen  zu  er- 
leichtern. Hz. 


K.  J.  KoTELOFF.  Üeber  eine  besondere  Art  der  Zer- 
legung einer  holomorphen  Function  in  ein  unend- 
liches   Product.     Kasan  Ges.  VII.  407-415.  (Russisch.) 

Die  Zerlegung  der  holomorphen  Function  G{%)  in  Prim- 
factoren  wird  umgeformt  für  den  Fall,  dass  die  Nullpunkte  der 
Function  (7(2)  sich  in  die  Gruppen  der  Wurzeln  der  binomischen 
Gleichungen  k^^  Grades  einteilen  lassen.  Wi. 


P.  Stäckel.      Zur  Theorie  der  eindeutigen  Functionen 

J.  für  Math.  CVI.  189-192. 
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Der  Verf.  ersetzt  die  Mittag-Leffler'sche  DarstelluDg  der  ein- 
deatigen  aDalytischen  Functionen  mit  der  einen  wesentlich  singu- 
l&ren  Stelle  x  =  oo ,  welche  an  unendlich  vielen  gegebenen 
Stellen  a^  wie  gegebene  rationale  Functionen  f^'^^x)  unendlich 
werden,  durch  die  folgende: 

i:  Ux)e    ^  -«'^  • 

Aus  ihr  leitet  er  einen  Ausdruck  ab  für  alle  transcendenten 
ganzen  Functionen,  deren  Entwickelungen  nach  Potenzen  der  x— a^ 
in  den  K  ersten  Gliedern  mit  denen  gegebener  Functionen 
fibereinstimmen.  Bdt. 


W.  BuRNSiDE.    On  a  property  of  plane  isothermal  curves. 

Mess.  (2)  XX.  64-68. 
Eine  Function  u  von  x  und  y^  welche  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen ^  und  ^  endlich,  stetig  und  einwertig  in  allen  Punk- 
ten eines   gegebenen   ebenen  FlächenstQcks  bleibt  und  fiberall 
innerhalb  desselben  der  Differentialgleichung   ^-j-  -(-  ^-^  =  0 

genögt,  ist  bekanntlich  vollständig  bestimmt,  wenn  ihre  Werte 
an  den  Grenzen  gegeben  sind.  Die  gegebenen  Grenzwerte 
müssen  endlich  und  stetig  sein,  sind  aber  keiner  sonstigen  Be- 
schränkung unterworfen.  Die  so  bestimmte  Function  u  hat 
innerhalb  des  Flächenstficks  keine  grössten  oder  kleinsten  Werte, 
oder  mit  anderen  Worten:  alle  extremen  Punkte  liegen  auf  der 
Grenze.  Es  folgt  auch,  dass  die  Zahl  der  extremen  Punkte  auf 
jeder  einzelnen  begrenzenden  Curve  gerade  sein  muss.  Der 
Zweck  der  vorliegenden  Untersuchung  besteht  darin,  die  lineare 
Beziehung  zu  ermitteln,  welche  zwischen  der  Anzahl  der  be- 
grenzenden Curven  des  Flächenstficks,  der  Anzahl  der  Maximal- 
and Minimal-Punkte  der  Grenze  und  der  Anzahl  der  Doppel- 
punkte auf  den  Eonturlinien  besteht.  Glr.    (Lp.) 
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V.  VoLTERRA.     SuUe  variabili  oomplesse  negli  iperspazi. 

Rom.  Acc.  L.  Bend.  (4)  VI,.  241-252. 

Fortsetzang  einer  frOberen  Arbeit  mit  fast  gleicbem  Titel 
(Delle  variabili  complesse  negli  iperspazi,  Rom.  Ace.  L.  Rend. 
(4)  V,.  158-165,  291-299;  F.  d.  M.  XXI.  1889.  400). 

Es  sei  J^|[Sr]|  eine  beliebige  einfache  Function  der  im 
Hyperräume  Sn  liegenden  Hyperräume  Srj  <p\[Sr]\  eine  eben- 
solche reelle  Function,  und  es  werde  gesetzt: 


dF 


dF 


=  P/+*?/, 


drp  _     ^     __ 

dQti^...Xi^^^)  "  d{xr)  "^    '' 


ö(a?.-,...x.,._^^)         d(xj) 

wo  /  den  Inbegriff  der  Indices  t^,  ...,  ir+i  darstellt,  ferner: 

Besteht  zwischen  diesen  Grössen  f&r  jede  mögliche  Combination 
der  Indices  die  Relation: 

ö/Dfr/r  +  ^hDki  +  ^kDih  =  0, 

EjB^K —  EiK^ff 


so  ist: 


D 


KH 


von  ff,  K  unabhängig    und   kann  durch  %j  bezeichnet  werden; 
es  folgt  dann: 

EiEt^—EjKXji 


Xl^HK  +  Xh^ki  +  Xk^ih  =  0,        CJ/  = 


Dm 


und  — ; —  ist  unabhängig   von  /.      Dieses  Verhältnis    bleibt 

bei   jeder  Coordinatentransformation   unverändert;   dasselbe  ge- 
schieht bei  den  AusdrtLcken: 

1 


0.  =  ^ 


HK 


_    (Ph^k- PKX„y  +  {QeXk-^kXhY 


D^ 


EiH^K^L EiKWEmi-]-  Elk^H^I —  Ej^ffGfxSSj 


DilDbk 


yy'  —    "y'y  "-^    yr 


JTK 


1 


D 


HK 


(3  ff  Ojc 
Xff   Xk 

DhK 
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wo  9'  eine  zu  g>  analoge  Function  bezeichnet. 

Ut  n^m^r-\-2,   so   kann  man  zwei  solche  Functionen 
(J)1[S^_,]|,  «P|[S„_^,]|  angeben,  dass: 

o/  =  2;ßi/:r7Z— ^  +  2:  Eli 


wo: 

man  liat  dann: 

__,      d<J>     ,    _„      d«P 


®f  =  -^-ttztsXl  +  -2  :j7r-Ä  °'^, 


"""  -  ~f  dM'^^  +  f  dC^)"^-  ~f  dciiD^^ 

.    ^    dW 

wo  <!>',  V  die  zur  Function  ip'  gehörigen  Httlfsfunctionen  0,  ^ 
sind.    Setzt  man: 

^*  .  o'  4.   y  Jf!?. 
f  d(a!£,)    ^  d(irir) 

«0  ist: 


M^i  =  2 -jj- "-.'"'L -V  2  j,      .xlt 


niqifpt     ■—     —  uifplm^ 


Setzt  man  ferner  (was  immer  möglich  ist,    siehe  Rom.  Ace.  L. 
ßend.  (4)  V,.  604): 


—  2;  C- 1/ ^ j 


d{Xii)         *=r-H2  ÖJT/ 


1 
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und   bezeichnet  S«   einen   m-dimensionalen   Hyperraum,   dessen 
Begrenzung  Sm-\  ist,  so  ergiebt  sich: 

/  H^^, dS.„  ==/2P.v+3-'»Ci:V l^x;,-.-.-, .. n-vt7  cos w,,)dS„.., 

-/j; (?/,+,..*„  (]|V  >)'<.*^,..4.,..ir+i  C08W,,)dS„_. 


^Wl— 1 


+/.£PW..,.(|(-»)-^-'-^;"-'")^ 


*'*m— l 


^m 


Ist: 

80  sind  die  x  die  Ableitungen  einer  Function  V',  die  x*  ^i^  ^^' 
leitungen  einer  Function  ^';  und  die  drei  Functionen  Fj  9-f  «V^» 
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(p'  +  itfß'  sind  zu  einander  isogen.     Die  obigen  Formeln  verein- 
fachen  sieh  dann  beträehtlieh;  aus  der  letzten  ergiebt  sich: 


/ 


-^(Pv4.1-«m"t"*'^S^+^-««i) 


*«-l 


S 
«-1 


Sind  ^[Sr]|,  0|[STO-r-2]|  zwei  Functionen  vom  ersten  Grade, 
so  cxistirt  bekanntlich  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  405)  eine  solche 
Function  vom  ersten  Grade  f|[Sm-i]|,  dass  /"^  (F,  <J>).    Setzt  man : 


80  ergiebt  sich,  wenn  i^m-i  ein  geschlossener  Hyperraum  ist, 
welcher  auf  einen  Punkt  zusammenschrumpfen  kann,  ohne  irgend 
welcher  Singularität  der  Functionen  F,  <i>  zu  begegnen: 

"m — 1 

wo  (A„  ...,  Ä^_0  =  (t,,  ...,  ti«-i),  und  cr.Wm-i  ^*®  Richtungs- 
cosinus von  Sm-1  bezeichnen.  Im  besonderen  Falle,  wo  /*^0 
ist,  kann  man  diese  Formel  als  eine  Verallgemeinerung  des 
Cauchy'schen  Satzes  ansehen.  Vi. 


CoRNBLiA  Fabri.     Sopra  alcune  proprietä  generali  delle 
fuDzioni   che  dipendono   da  altre  funzioni  e  da  linee. 

ToriooAtti  XXV.  654-674. 

FortKkr.  d.  Math.  ZXIl.  1.  26 
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Ist  y  =  y\[(f(x^J  ...^Xn)]\  eine  in  einein  n-dimensionalen  Be- 
reiche C  gegebene  „Functionsfunction*'  (über  Functions-  und  Li- 
nienfunctionen  siehe:  Volterra,  Soprale  funzioni  che  dipendono da 
altre  funzioni  und  Sopra  le  funzioni  dipendenti  da  linee,  Roui. 
Acc.  L.  Rend.  (4)  III,.  97-105,  141-46,  153-58,  225-30,  27481; 
F.  d.  M.  XIX.  1887.  408,  411),  und  erteilt  man  der  Function  «p 
eine  Variation  fii/;(j-,, ...,  j?n),  so  hat  man,  wenn  <^/\  ---i'i^^  die 
Coordinaten  eines  Punktes  P^^^  von  C  sind: 
lin,  ^  =  lim  y\l^(^n  ''-1  ^n)  -}-  etp(x^, ...,  Xn)]\-  y\[(p(^,y ..,,  x^)]\ 

C 

woy'|[r]r'(a:,,...,xO,  <{*\...,'^^^]|    die  auf  den  Punkt  P<')    bezüg- 
liche erste  Ableitung  von  y  bezeichnet.     Man  erhält  analog: 

c 

und  allgemein: 


m 


folglich,  für  0<Ö<1: 

+  i^/V^i[y(^M  •.-,  ^n),  ^^^ ..., /<„^ ..., /[*\  ..M '^^^^ 
X  /7v('f>,...,'«)rf'?'--rf'j;^ 

m  +  1 

Die  auf  die  m  Punkte  P^^\,,.^  P^"'^  bezügliche  m^  Ableitung  von 
y  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  diese  Punkte. 
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Ganz  analoge  Eigenschaften  kommen  den  Functionen  von 
der  Form  y|[<Pi(^i)i---»  V*(^»)]|  »«.  — 

Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  kommt  die  Verfasserin 
auf  die  Behandlung  der  Functionen  der  geschlossenen  Linien 
eines  dreidimensionalen  Raumes,  jedoch  mit  der  Bemerkung, 
dass  die  erhaltenen  Resultate  sich  leicht  auf  Functionen  von 
Hyperräumen  ausdehnen  lassen. 

Ist  9>|[^]|  eine  Linienfunction,  und  bezeichnet«  den  Bogen 
der  Linie  L,  so  ist,  wie  Herr  Volterra  nachgewiesen  hat: 

cJqp  I  [L]  I  =  y  (<y^'«  dx  +(pydy  +  qp;  dz)  ds, 

wo  ^^,  (f>yi  <Pm  die  auf  einen  Punkt  s^  von  L  bezQglichen  partiel- 
len Ableitungen  von  q>  darstellen.  Diese  Functionen,  welche 
nicht  nur  von  L,  sondern  auch  von  den  Coordinaten  des  Punk- 
tes «,  abhängen,  befriedigen  die  Gleichung: 

woaj,/},,7^j  die  Richtungscosinus  der  in«,  gezogenen  Tangente 
zu  L  bezeichnen;  man  kann  folglich  (und  zwar  auf  unendlich 
viele  Weisen)  drei  solche  Linienfunctionen  A^B^  C  angeben,  dass: 

Sind  insbesondere  A^  B,  C  nur  von  den  Coordinaten  des  Punktes 
f,  abhängig,  und  ist  bei  unbeschränkter  Verkleinerung  von  L 
lim  9|[i^]|=0,  so  ergiebt  sich: 

g>\[L]\  =  /  (ii  cosiM?-|-  Äcos  ny  +  Ccosn!6)da, 

o 

wo  a  eine  durch  L  begrenzte  einfach  zusammenhängende  Fläche, 
n  die  Normale  zu  a  bezeichnet.  Die  Function  9)|[I']|  beisst 
dann  „einfach"  oder  „Ypm  ersten  Grade^,  und  es  ist: 

wenn  L,,L,  irgend  zwei  Linien  sind,  welche  einen  gemeinschaft- 
lichen Teil  mit  entgegengesetzter  Richtung  besitzen. 

Ist  9)|[L]|  nicht  vom  ersten  Grade,  und  sind  A^^Ay^Al'^ 
Äj,  B^B^,;  Cg^Cl^Cl  die  auf  einen  Punkt  ä,  von  L  bezüglichen 
Ableitungen  der  Linienfunctionen  A^  B,  C,  ferner  a,,  /9,,  /,  die  Rieh- 

26* 
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tungscoBiDus  der  Tangente  zu  L  in  «„   so  kann  man  seteen: 

Sind  insbesondere  il^V,  ^(2)^  ^(3)^  ^o)^  gw^  ^cs)^  OCV»C^\N<^*^  «»«'  von 
den  Coordinaten  der  Punkte  s^^  s^  abhängig,  und  bezeichnet  man 
diese  Punktfunctionen  bezw.  durch  Px,*,,  P«jy,i  P*..,»  P>.x,7  Py.y,i  Py.«.» 
P*i»3y  Pt.Vi^  Pt^t-i^  so  erhält  man,  wenn  lim9>|[L]|=0  ftlr  lim  L=0: 

/H2) 

(a)         fp\[L]\  =  i  /    (p,,,,co8fi,a;co8n,a?+px,y,cosfi,xco8n,y 

+  p*.,,co8n,xcosw,«  +Py.*,c08njyco8»j,a:-f-py,y,co8njyco8n,y 
+  Py,a,co8»,yco8n,a  +  p^^fio»n^^GO%r^^x  -f  Ptjy,cosfi,)5cosii,y 

-f  i5,»,  COS  «j»  cos «,»)</(!'  =  i  /      f>|P }  ^^  • 

Die  Functionen  p  sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  ihre  Indices 
und  befriedigen  die  Gleichungen: 

öx/""^    ö///""^     ÖS,    -'''        öx.  ^     dy,     +    ÖS,      -''• 

Werden  die  zwei  in  (a)  vorkommenden  Integrationen  nicht 
tlber  eine  und  dieselbe  Fläche  a,  sondern  über  zwei  verschiedene 
Fluchen  c^y  u,  mit  den  Begrenzungen  L^yL,  erstreckt,    so  stellt 

i/ /fi\p\d(f^da^  eine  Function  v|[''n''>]|  ^^^  *wei  Linien  L^^  L, 


a,  a 


dar,  welche  in  Bezug  sowohl  auf  L,  als  auch  auf  £#,  voni  ersten 
Grade  ist,  und  es  ergiebt  sich: 

rp\[L,L]\  =  q'\[L]\,<p\[L,  +  L,]\  =  q,\[L,]\^-2,f,\[L,,L,-\\  +  g>\[L,]\. 
Man  sagt  dann,  die  Function 9) |[L]|  sei  „vom  zweiten  Grade''. 
Indem  man  so  fortfährt,  kann  man  eine  Linienfunction  nVom 
n*"""  Grade^  7l[^]l  ^'^  ^i^^  solche  definiren,  welche  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form : 
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f|[i]l  = 

a 

dargestellt  wird,  wo  (/,,...,/«)  ^(1, ...,«).  Die  Functionen  p 
sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  ihre  Indices  und  befriedigen  die 
«.3"~*  Gleichungen: 

WO  (/,,  ,..,  Irj  /r+l,  •••,'*»  'a  +  1i  •••>  '«•— Ij  0  =  (^i  2,  ...,«),•  =  1,2,  ...,  fl. 

Setzt  man: 

wo  Lj,  L,,  ...,  Lm  die  Begrenzungen  der  Integrationsflächen 
^1)  ^3)  •••)  ^*>  sind,  so  ist  %p  eine  in  Bezug  auf  jede  der  Linien 
L^,L„...,Lm  einfache  Liuienfunction,  und  es  ist  offenbar: 

V/|[L,L,...,L]|  =  ,)|[L]|. 

Bezeichnet  man  durch  ^|ßr,n^\[L^^  L^]\  die  Linienfunction  xp, 
von  der  r  Argumente  mit  L,  und  die  n — 1  übrigen  mit  £,  über- 
einstimmen,  so  ergiebt  sich: 

r=l  ^^^ 

Eine  Linienfunction  kann  unter  gewissen  Beschränkungen,  die 
wir  hier  nicht  näher  angeben  können,  und  auf  eine  einzige  Weise 
in  eine  Reihe  entwickelt  werden,  deren  Glieder  Linienfunctionen 
1.,  2., ...  Grades  sind.  Vi. 


G.  Pkano.     Sur  une  courbe,  qui  remplit  toute  une  aire 

plane.      Math.  Adb.  XXXVL  157-160. 

Ist  I  irgend  eine  zwischen  0  und  1  gelegene  reelle  Zahl,  so 
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kann  man  dieselbe  stets  in  die  Gestalt 

3  ^  3'  ^  3'  ^ 
entwickeln,  wo  0^,03,0,,...  sämtlich  die  Werte  0,  1  oder  2  haben. 
Man  setze  nun  KO  =  2,  /ifl  =  1,  ^^2  =  0  und  verstehe  unter  K'a 
die  durch  ri- malige  Wiederholung  der  Operation  K  entstehende 
Zahl.     Nun  bilde  man  allgemein  die  Zahlen 

und  betrachte  dann  die  beiden  Zahlen 

Es  ergiebt  sich  dann,  dass  diese  Grössen  x  und  jf,  als  Functio- 
nen von  /  aufgefasst,  stetig  und  eindeutig  sind  und  überdies 
jedes  Paar  von  Werten  darstellen  können,  welche  zwischen  0 
und  1  gelegen  sind.  Die  Functionen  x  und  y  vermitteln  somit 
die  stetige  Abbildung  eines  Linienstückes  von  der  Länge  1  auf 
ein  Quadrat  von  der  Seitenlange  1.  Einem  Satze  von  Netto  ent- 
sprechend, ist  diese  Abbildung  jedoch  nicht  umkehrbar  eindeutig, 
indem  einem  gegebenen  Wertepaare  x^  y  eins,  zwei  oder  vier 
Werte  von  t  entsprechen  können.  Ueberdies  -sind  die  Functio- 
nen X  und  y  nirgends  nach  i  differentiirbar.  Ut 


I).  HiLBERT.      Ueber  die  stetige   Abbildung  einer   Linie 

auf  ein    Fläcbenstück.     Natarf.  Ges.  Bremen.  11-12. 


G.  Mittag-  Lbfflkr.    Sur  une  transcendante  remarquable 
döcouverte  par  M.  Fredholra.     0.  R.  ex.  627-629. 
Der  Verfasser  teilt  eine  von  Herrn  Fredholm  gemachte  Be- 
merkung mit,  der  zufolge  die  durch  die  Potenzreihe 

F{x)=  1-f  a.«+aV-faVH (|o|<l) 

deiinirte  Function  zugleich  mit  allen  ihren  Ableitungen  auf  dem 
Kreise  mit  dem  Radius  1  stetig  verläuft,  obwohl  dieser  Einheits- 
kreis die  natürliche  Grenze  für  die  Function  darstellt. 

Ht 
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* 

RiQüiER.  Sur  les  fonctions  continues  d'un  nombre  quel- 
conque  de  variables  et  sur  le  principe  fondamental 
de  la  th^oiie  des  dquations  alg^briques.      Ann.  de  tec. 

Norm.  (3)  VI.  265-288. 

Der  Cauchy'sche  Beweis  für  den  Fundamentalsatz  der  Al- 
gebra beruht  auf  einem,  von  Cauchy  nicht  bewiesenen,  Satze 
der  Functionenthcorie,  nämlich  dass,  wenn  der  absolute  Betrag 
einer  stetigen  Function  zweier  Veränderlichen  für  diejenigen 
Wertsysteme,  welche  dem  Innern  eines  continuirlichen  Bereiches 
angehören,  eine  untere  Grenze  besitzt,  er  für  mindestens  ein  Wert- 
system im  Innern  des  Bereiches  diese  untere  Grenze  wirklich 
erreicht.  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  im  Bulletin  des  Sciences 
mathömatiques  (1872)  von  Herrn  Darboux  veröffentlicht  (übrigens 
auch  von  Herrn  Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  vorgetragen) 
worden.  Herr  Riquier  beschäftigt  sich  in  der  vorliegenden  Ar- 
beit nun  damit,  deu  Satz  auf  Functionen  von  beliebig  vielen 
Variabeln  auszudehnen  und  den  Cauchy'schen  Beweis  in  einer 
rein  algebraischen  Form  zu  reproduciren.  F. 


L.  Pochhammer.      Ueber    ein    Integral    mit    doppeltem 

Umlauf.     Math.  Ann.  XXXV.  470-494. 

L.  Pochhammer.      Ueber    eine    Klasse    von    Integralen 
mit  geschlossener  Integrationseurve.    ib.  xxxvn.500-011. 

Die  erste  Abhandlung  betrachtet  Integrale,  deren  Integra- 
tionseurve zwei  Verzweigungspunkte  der  zu  integrirenden  Function 
abwechselnd  umkreist,  und  zwar  einen  jeden  zuerst  im  positiven, 
dann  im  negativen  Sinne.  Sie  behalten  auch  dann  einen  be- 
stimmten Sinn,  wenn  der  Integrationswert  wegen  einer  in  den 
Verzweigungspunkten  auftretenden  Unstetigkeit  nicht  bis  an 
diese  herangeführt  werden  kann,  und  ihre  Benutzung  beseitigt 
deshalb  die  Beschränkung,  welche  der  Auflösung  linearer  Dif- 
ferentialgleichungen durch  bestimmte  Integrale  bisher  anzuhaften 
pflegte. 

Die  zweite  Abhandlung  erweitert  die  Methode  auf  Umläufe 


1 
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um  mehr  als  zwei  Verzweigungspunkte;  eine  Note  erwähnt,  dasa 
Herr  C.Jordan  bereits  1887  Integrale  mit  Doppelumlauf  benutzt  hat. 

Bdt 

6.  Tbixeira.     Extrait  d'ane  lettre  k  M.  Hermite.  Darboox 

Bull.  (2)  XIV.  200208. 

Der  Verfasser  betrachtet  das  Integral 


.  _    r  (*(»)  .sin'»(a?'-o)dg 
""  J  sin(»  — aj)8in"*(» — a)  ' 


welches  in  der  js- Ebene  um  ein  Rechteck  erstreckt  wird,  das 
den  Punkt  a  als  Mittelpunkt  und  die  Seitenlängen  n  und  2i  be- 
sitzt Nimmt  man  an,  dass  i{z)  in  diesem  Rechteck  holomorph 
ist,  und  dass  x  im  Innern  des  Rechtecks  liegt,  so  ergiebt  die 
Anwendung  des  Cauchy'schen  Satzes  auf  das  Integral  /  die 
Gleichungen 

f{x)  =  ^ffa^+i  sin»"+'(x— o)+  cos(aj— a)2;^»  sin^"(a?-  a)+ J, 

(«  =  0,1,. .-,^-1)1 

f{x)  =  Ki^  +  2:Ä'iH+2sin'"+^(x-a) 

+  C08(a?— a)^ti,^.isin2«+i(x— a)  +  J, 
m— 3' 


\n  =0,  1,  ...,  — o~)» 


je  nachdem  m  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist. 

Dabei  bedeuten  die  IT,  L,  K\  V  von  x  unabhängige  GröBsen, 
deren  Werte  durch  die  Bemerkung  bestimmt  werden,  dass  J  von 
der  m^'°  Ordnung  für  x  =  a  verschwindet.  Es  fragt  sich  nun, 
wann   das  Integral  J  mit   unendlich  wachsendem  m  unendlich 

kleinwird.  Dies  geschieht  fQr  |sin(i;  — a)|  =  1,  fall8/^log(l-f-y2) 

und  für  |sin(a?— a)|<?^^^^,  falls  /<log(l  +  y2).  In  diesen 

Fällen  darf  man  also  in  den  obigen  Entwickelungen  von  f{x) 
das  Kestglied  J  fortlassen  und  statt  dessen  den  Summations- 
buchstaben  n  alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis  oo  durchlaufen 
lassen.  Als  Anwendungen  giebt  der  Verfasser  die  Entwicke- 
lungen   von    cosfc«   und   %mkx.  —  Eine  entsprechende  Unter- 
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suchnng  Ober  das  Integral 
/- f(»).in(^-a)ma(x-/»      Hin(x-^)     ^^  ^,^,^^^^^,  d,„  B,i,f. 

Uz. 


P.  G.  Tkixeira.     Sobre  o  desenvolvimento  das  func9oe8 
em  Serie  ordenada  segundo   as  potencias  dos  senos  e 

COSenoS.      Teizeira  J.  X.  35-47. 

Der  Inhalt  stimmt  Qberein  mit  dem  Briefe  an  Hrn.  Uermite 
in  Darboux  Bull.  (2)  XIV.  200-208  (vergl.  das  vorangehende 
Referat). 

Ä.  JoNQUi^RB.      Ueber    einige    Transcendenten,    welche 
bei  der  wiederholten  Integration  rationaler  Functionen 

auftreten.     Bern.  Haber  u.  Co.  50  S.  8<>. 

Bericht  in  F.  d.  M.  XXI.  1889.  432. 


A.  Palm8TB<5m.    Determinantteoriens  anvendelse  pa  laeren 
om  komplexe  störrelsers  multiplikation.    Arch.  for  Math,  og 

Natanrid.  XIII.  128-132. 

Der  Ausdruck 

wird  durch  zwei  Determinanten  auf  die  Form  A  +  iB  gebracht. 
Der  Verf.  discutirt  die  Eigenschaften  dieser  Determinanten  und 
«teilt  als  Anwendung  Determinantenausdrticke  auf  fär  trigono- 
metrische Functionen  von  einer  Summe  von  n  Winkeln. 

Bdn. 


K.  Mblandek.  Nägra  satser  rörande  implicita  funktioner. 

Pr.  Oymo.  Kalmar.  16  S. 

Einige  S&tze  Über  Functionen  y,  welche  durch  das  Ver- 
^bwinden  einer  Potenzreihe  SortX^y*  definirt  sind.  Nichts  wesent- 
lich Neues.  Bdn. 
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J.  Fredholm.     Om  en  8peciell  klass  af  singulära  linier. 

Stockh.  öfv.  131-134. 

Der  Verf.  beweist,  dass  die  Function  F(«)  =  ^a^x"' ,    wo 

|a|<:l,  nicht  über  den  Einbeitskreis  hinaus  fortgesetzt  werden 
kann,  und  maclit  auf  einen  Unterschied  zwischen  dieser  Function 
und  anderen  nicbt-fortsetzbaren  Functionen  aufmerksam.  (Vergl. 
oben  S.  406.)  Bdn. 

F.  DE  Brun.  Analytisk  hUrledning  af  ekvationerna  för 
de  ytor  och  linier,  som  äro  invarianta  för  den  Poin- 
card'ska  generaliserade  Substitutionen.   Stockh.  öfv.  135-1(>2. 

F.  DE  Brun.  Invarianta  uttryck  för  den  Poincare'ska 
generaliserade  Substitutionen,     stockh.  öf?.  265-281. 

Die  lineare  Substitution  »'=  — -^  transformirt  bekanntlich 

yz+ö 

einen  Kreis  in  einen  anderen.  Poincar6  nennt  „generalisirte 
lineare  Substitution''  eine  solche,  welche  zwei  Kugeln,  deren 
grösste  Kreise  die  erwähnten  sind,  in  einander  ttberf&hren.  In 
den  zwei  fraglichen  Aufsätzen  werden  Linien  und  Flächen  unter- 
sucht, welche  bei  einer  derartigen  Substitution  in  sich  selbst 
Übergehen,  und  invariante  analytische  Ausdrucke,  besonders 
DifferentialausdrtScke  hergeleitet.  Bdn. 


G.  Cassel.     Om  en  generalisering  af  de  Klein'ska  fuuk- 
tionerna  af  tredje  familjeu.    Stockh.  öfv.  237264. 

Der  Verf.  sucht  die  von  Poincarö  als  „Klein'sche  Functionen 
dritter  Familie''  bezeichneten  Functionen  zu  verallgemeinern,  indem 
er  sich  mit  linearen  Substitutionen  beschäftigt,  welche  gewisse, 
durch  unendlich  viele  Kreise  begrenzte  Figuren  auf  die  Ebene 
abbilden,  und  die  Existenz  analytischer  Functionen  aufweist, 
welche  bei  solchen  Substitutionen  unverändert  bleiben. 

Bdn. 
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F.  N.  CoLE.     The  linear  functions  of  a  complex  variable. 

Anoals  of  Math.  V.  121-176. 

Der  Verfasser  giebt  ira  engen  Anschluss  an  eine  Vorlesung 
YOD  F.  Klein  eine  ausführliche  Darstellung  der  Theorie  der  iso- 
gonalen Transformation,  die  durch  die  allgemeine  lineare  Function 
einer  complexen  Variable  vermittelt  wird.  Die  Beziehung 
dieser  Transformation  fUr  den  Fall,  dass  die  complexe  Variable 
auf  der  Kugel  geometrisch  dargestellt  wird,  zu  denjenigen  Col- 
lineationen  des  Raumes,  die  die  Kugel  in  sich  überfuhren,  wird 
auf  rechnerischem  Wege   klar  gelegt.    Neben    den   durch    die 

ff  ml      /f 

Gleichunsr  w  =  — — v  definirten  Transformationen  werden  auch 
die  (mit  Umlegung  der  Winkel  verbundenen)  Transformationen 

w  =  ~= — -  betrachtet,   wo  a  die  zu  ä  conjugirte  Grösse  bedeutet. 

Hz. 


R.  Rbiff.      Ueber  die    Condensation   der  Singularitäten. 

Böklen  Mitt.  11 1.  94'97. 

Ist  tr, ,  t02, . . .  eine  unendliche  abzählbare  Menge  von  reellen 
Zahlen,  so  stellt  das  unendliche,    über  alle  diese  Zahlen  w  zu 

erstreckende  Product 

1 

0 

eine  Function  von  x  dar,  welche  für  alle  Werte  x  ^=^u>i  ver- 
schwindet und  für  alle  von  den  «?<  verschiedenen  Werte  x  gleich 
Eins  ist.  Aus  dieser  Function  O  {x)  lässt  sich  dann  leicht  eine 
Function  herstellen,  welche  für  a:  =  ir<  den  Wert  einer  beliebig 
gegebenen  Function  l{x)  und  für  «  + tri, den  Wert  einer  zweiten 
beliebigen  Function  v(jx)  annimmt.  Ht. 


J.   König.       Ueber    stetige    Functionen,    die    innerhalb 
jedes  Intervalls  extreme  Werte  besitzen.    MoDateh.  f.  Math. 

I.  712. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  solchen  Functionen  F{x) 
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einer  reellen  Veränderlichen  x^  welche  in  jedem  beliebig  klein 
gewählten  Intervalle  der  Veränderlichen  x  gleiche  Werte  an- 
nehmen, oder  —  waa  im  wesentlichen  auf  dasselbe  hinausläuft  — 
welche  in  jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  für  drei  aufeinander 
folgende  Argumente  ^1,^,1^,  solche  drei  Werte  besitzen,  dass 
der  mittlere  von  ihnen,  nämlich  F(x^)^  entweder  kleiner  oder 
grösser  ist,  als  jeder  der  beiden  anderen  Werte  F(x^)  und  F{x^). 
Von  einer  solchen  Function  F(x)  beweist  der  Verfasser  zunächst, 
dass  es  in  jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  unendlich  viele 
Stellen  giebt,  an  denen  die  Function  den  nämlichen  Wert  an- 
nimmt. Ferner  wird  bewiesen,  dass  es  in  jedem  Intervalle 
möglich   ist,    eine   solche  Stelle  j;  =  ^  zu  finden,    so   dass   die 

Grösse      ^^^ —    in    der  Grenze   gleich  0   wird,    wenn 

^if  ^sf  ««M^i '••  pftBsend  gewählte,  der  Grenze  0  zustrebende 
Zahlen  sind.  Ht 

P.  Appell.  Sur  les  integrales  de  fouctions  k  multi- 
plicateurs  et  leur  applicatioD  au  d^veloppement  des 
fonetions  ab^liennes  en  s^ries  trigonom^triques.       Acta 

Math.  XIII.  (3.  a.  4)  M74. 

Die  vorliegende  Abhandlung  ist  eine  der  beiden  Arbeiten, 
die  den  vom  König  Oscar  von  Schweden  im  Jahre  1885  aus- 
geschriebenen Preis  erhalten  haben.  Derselben  ist  ein  kurzer 
Bericht  von  Hermite,  der  einer  der  Preisrichter  war,  voraus- 
geschickt. Das  Ziel  der  in  der  Abhandlung  niedergelegten 
Untersuchungen  bildet  die  Entwickelung  der  Abel'schen  Functio- 
nen von  zwei  und  mehreren  Veränderlichen  in  trigonometrische 
Reihen,  also  die  Verallgemeinerung  der  bekannten  Entwicke- 
lungen  der  elliptischen  Functionen  nach  den  Sinus  und  Cosinus 
der  ganzen  Vielfachen  des  Argumentes.  Um  dieses  Ziel  su  er- 
reichen, untersucht  der  Verfasser  zunächst  eine  neue  Klasse  von 
Functionen  des  Ortes  auf  einer  Riemann'schen  Fläche,  die  er 
nmultiplicatorische"  Functionen  (fonetions  amultiplicateurs)  nennt 
Ist  R  die  zu  der  irreducibeln  algebraischen  Gleichung  F(i,s)r=0 
gehörende  Riemann'sche  Fläche,  Rabe  die  durch  die  Biemann*- 
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Bchep  Schnitte 

in  eine  einfach  zasaoinienhängeode  Fläche  verwandelte  Fläche 
A,  80  versteht  Herr  Appell  unter  einer  multiplicatorischen 
Function  eine  auf  Rate  eindeutige  Function  ohne  wesentlich 
singulare  Stellen,  die  in  gegenüberliegenden  Punkten  eines  der 
Schnitte  Werte  besitzt,  die  sich  nur  durch  einen  längs  des  ein- 
zelnen Schnittes  constant  bleibenden  Factor  unterscheiden.  Es 
ergiebt  sich,  dass  diese  Factoren  (Multiplicatoren)  längs  der 
Schnitte  Ci  sämtlich  gleich  1  sein  mUsseu,  dass  dagegen  die 
Multiplicatoren  mj,fii,,...,mp;n,,fi,,...,npfttrdieSchnitteaj,a,,...,ap; 
6p&,,  ...yftp  bez.  als  beliebige  nicht  verschwindende  Gonstanten 
angenommen  werden  können.  In  der  That  besteht  der  Satz, 
dass  nach  willkürlicher  Annahme  dieser  Multiplicatoren  eine 
Summe  von  Integralen  dritter  Gattung  und  Integralen  erster 
Gattung  n(ji)  in  mannigfaltiger  Weise  so  gewählt  werden  kann, 
dass  die  Function 

(1)  0(0  =  c^(') 

eine  multiplicatorische  Function  mit  den  vorgeschriebenen  Mul- 
tiplicatoren ist,  und  zwar  lässt  sich  jede  derartige  Function  durch 
eine  Gleichung  der  Gestalt  (1)  definiren.  Die  logarithmischen 
Residuen  von  77(2)  sind  sämtlich  ganze  Zahlen,  und  es  wird 
daher  0(»)  ebenso  oft  Null  wie  unendlich.  Sind  a,,  a^,  ....a, 
die  ünendlichkeits-  und  /?„  Ä,  ...,/^tf  die  Nullstellen  von  tf>(Ä), 
bedenten  ferner  «?,(»)» •'^sWi  •••?  *^pW  ^^^  ^^  der  gewählten 
Zerschneidung  gehörenden  Normalintegrale  erster  Gattung,  so 
bestehen  die  p  Relationen 

(2)  -Z(ir*(A)-fr*(a,))=ilog«t  -  g^/J^r,*  logm, 

(*=  1,2,  ...,p), 
wobei  die  br^  die  Periodicitätsmoduln  der  Normalintegrale  an  den 
Schnitten  bt  bezeichnen.    Aus  diesen  Relationen  folgt,  dass,  all- 
gemein zu  reden,  p  der  Stellen  aj  und  ßj  durch  die  übrigen  be- 
stimmt sind. 

Wenn  0(a)    eine  Function    mit  bestimmten  Multiplicatoren 
bezeichnet,  so  sind  alle  Functionen  mit  denselben  Multiplicatoren 
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in  der  Form  (/)(a).  A(9,  js)  darstellbar,  wo  A(«,  s)  eioc  rationale 
Function  von  s  und  s  bedentet.  Die  multiplicatorischen  Functio- 
nen bilden  eine  Verallgemeinerung  der  elliptischen  Functionen 
zweiter  Art.  Betrachtet  man  in  der  That  den  Fall  p  =  1,  und 
führt  das  überall  endliche  Integral  »  als  unabhängige  Variable 
ein,  so  gehen  die  multiplicatorischen  Functionen  in  elliptisehe 
Functionen  zweiter  Art  von  u  über.  Andererseits  bilden  die 
multiplicatorischen  Functionen  auch  eine  Verallgemeinerung  der 
eindeutigen  algebraischen  Functionen  auf  der  Riemann'schen 
Fläche  ß.  Die  letzteren  erscheinen  als  ein  Specialfall  der  ersteren; 
sie  entsprechen  offenbar  dem  Falle,  wo  alle  Multiplicatoren  gleich 
1  sind.  Dieser  Thatsache  entsprechend,  erscheinen  auch  die  von 
Herrn  Appell  gegebenen  Sätze  zumeist  als  Verallgemeinerungen 
bekannter  Sätze  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen. 
Ausser  den  schon  erwähnten  Sätzen  giebt  Herr  Appell  noch  fol- 
gendes Theorem:  „Die  Functionen  mit  gegebenen  Multiplicatoren, 
deren  q  Unendlichkeitsstellen  vorgeschrieben  sind,  setzen  sich 
linear  und  homogen  mit  Constanten  Goeffieienten  aus  q—p-\-\ 
unter  ihnen  zusammen^.  Dieses  Theorem,  welches  die  Verall- 
gemeinerung des  Riemann-Roch 'sehen  Satzes  darstellt,  ist  jedoch 
nur  im  allgemeinen  richtig  und  bedarf  für  besondere  Lagen  der 
Unendlichkeitsstellen  einer  Modification,  die  in  jedem  Falle  durch 
einen  vom  Referenten  aufgestellten  Satz,  der  für  jede  noch  so 
specielle  Lage  der  Unendlichkeitsstellen  gilt,  gegeben  wird. 
(Hurwitz,  Zur  Theorie  der  Aberschen  Functionen.  Göttinger 
Nachrichten  vom  15.  Februar  1892.) 

An  die  Betrachtung  der  multiplicatorischen  Functionen  0(j5) 
knüpft  Herr  Appell  im  zweiten  Teile  der  Abhandlung  die  Unter- 
suchung ihrer  Integrale  /  <P(^&)dz,    Diese  lassen  sich,    wie   die 

Aberschen  Integrale,  in  solche  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
einteilen.  Die  Integrale  erster  Gattung  sind  dadurch  charakteri- 
sirt,  dass  sie  überall  endlich  sind,  die  zweiter  Gattung  dadurch, 
dass  sie  algebraische,  die  dritter  Gattung  dadurch,  dass  sie  lo- 
garithmische Unstetigkcitcn  besitzen. 

Die  Anzahl   der  linear  unabhängigen  Integrale  erster  Gat- 
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tung  betrügt  bei  gegebenen  Multiplicatoren  genau  p— 1,  ausge- 
nommen den  Fall,  wo  die  Multiplicatoren  übereinstimmen  mit 
den  Multiplicatoren  eines  Ausdrucks  der  Gestalt  : 

(A)  E(ä)  =  e^^^^^*^'^^^^*^*^  +"•  *"  <»j>**pf*)^  «, 

wo  or,  a^, ...,  Op  Constanten  bezeichnen.  In  diesem  Falle,  den  icli 
weiterhin  kurz  als  Ausnahmefall  (A)  bezeichnen  will,  ist  jene 
Anzahl  gleich  p.  Sind  /?,,  A?,,  .  . . ,  Bq  die  Kesiduen  an  den 
Unstetigkeitsstellen  a^^  a,,  . . . ,  or^  einer  Function  0(ä)  mit  den 
Multiplicatoren  m/^,!!«,  ist  ferner  i2(ü)  eine  flberall  endliche  Inte- 

gralfunction  mit  den  Multiplicatoren  — ,  — ,  so  besteht  die  Re- 

lation 

3ß,i2'(a^)=0, 

welche  p— 1  beziehungsweise  p  Relationen  in  sich  vereinigt. 

Zwischen  den  an  den  3p—  1  Querschnitten  a«,  ^jt,  Ck  stattfinden- 
den Periodicitäts-Moduln  eines  Integrales  erster  Gattung  mit  den 
Multiplicatoren   fiti^    n«    finden   p    lineare    homogene   Relationen 
statt.    Zwischen  den  Periodicitätsmoduln  eines  solchen  Integrales 
und  denen   eines  eben  solchen,   zu  den  inversen  Multiplicatoren 
gehörigen    Integrales  finden    ferner    bilineare   Relationen    statt, 
welche    im    Falle    mk  =  nk=l    in    die    bekannten    Relationen 
zwischen    den  Periodicitäts- Moduln    zweier  Aberschen  Integrale 
erster  Gattung  tibergehen.  —  Unter  den  Integralen  dritter  Gat- 
tung mit  den  Multiplicatoren  1»*,    Uk  sind   die   einfachsten    die- 
jenigen,   welche  nur   an    einer   Stelle  s^    unstetig    werden    wie 
log  (5—»^).     Für  jede  Lage  von  »^  existirt  ein  solches  (bis  auf 
additive  Integrale  erster  Gattung  bestimmtes)  Integral,  abgesehen 
von  dem  Ausnahmefalle  (A),  in  welchem  jedes  Integral  dritter 
Gattung  mindestens  zwei  Unstetigkeitsstellen  besitzt.    Entsprechen- 
des gilt  ftlr  Integrale  zweiter  Gattung.     Es  giebt  stets  ein  solches 
Integral,  welches  nur  an  einer  willkürlich  angenommenen  Stelle 

5j>,  und  zwar  wie ,  unstetig  wird,  abgesehen  von  dem  Aus- 

nabmefall  (A),  wenn  zugleich  E(z)  sich  nicht  auf  eine  Gonstante 
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reducirt.    In   diesem  AusDabmefalle  hat  wieder  jedes  Integral 
zweiter  Gattung  mindestens  zwei  Unstetigkeitsstellen. 

Die  Darstellung  der  multiplicatorischen  Functionen  dureh 
Aggregate  von  Integralen  zweiter  Gattung  und  die  Herleitnng 
der  verschiedenen  Relationen,  welche  zwischen  den  Periodicitäts- 
moduln  der  Integrale  bestehen,  beschliessen  den  zweiten  Teil 
der  Abhandlung. 

Der  dritte  Teil  der  Abhandlung  beschäftigt  sich  endlich  mit 
der  Anwendung  der  entwickelten  Theorie  auf  die  Darstellung 
der  Abel'schen  Functionen  von  zwei  Variabein  durch  trigono- 
metrische Reihen. 

Es  würde  zu  weit  führen,  die  Untersuchungen  des  Ver- 
fassers, die  derselbe  zunächst  an  dem  Falle  p  =  1  erläutert,  iro 
einzelnen  zu  besprechen. 

Wir  begnügen  uns  daher  damit,  die  Hauptgedanken  der 
Untersuchungen  kurz  darzulegen.  Der  Verfasser  geht  aus  von 
dem  hyperelliptischen  Gebilde 

wo  X,  A,  ^  reelle,  den  Ungleichungen  l>x>l>fA  genügende 
Constanten  bezeichnen.  Die  zugehörigen  Normalintegrale  erster 
Gattung 

0  0 

besitzen  dann  längs  der  Schnitte a,,  a,,  6^,  fr,  bez.  die  Periodicitäts- 
Moduln 

F(a) :     0,  ni,  -2^1,      logp; 

W(!i):     ni,  0,  log  7,       -2il, 

wo  p  und  q  reelle,  zwischen  0  und  1  liegende  Grössen  bezeich- 
nen,   A  eine  positive  Grösse.    Setzt  man  nun  mit  Jacob! 


dt 


(3) 


so  sind  die  in  s,,,^,  und  z^jS,  symmetrischen  rationalen  Functio- 
nen eindeutige,  vierfach-periodische  Functionen  von  e  und  tp,  und 
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68  handelt  sich  daram,  diese  in  trigonometrische  Reihen  zu  ent- 
wickeln. 

Als  Beispiel   betrachtet  Herr  Appell  zunächst  die  Function 


^3 «« «  -  yioC^tto) 


wo  rechter  Hand  die  von  Rosenhain  gegebene  Darstellung  dieser 
Function  als  Quotient  zweier  ^-Reihen  angedeutet  ist.  Setzt 
man  nun 

«=— PO 


so  ergiebt  sich 

wo  die  Integration  nach  e  bez.  w  durch  rein  imaginäre  Werte 
^0  •  •  •  ^0  +  ^^  bez.  Wq  . .  .Wq  +  ni  zu  erstrecken  ist.  Führt  man 
jetzt  vermöge  der  Gleichungen  (3)  »^  und  2,  als  neue  Inte- 
grationsvariabeln  ein,  so  findet  man  nach  kurzer  Rechnung 

wo  z/ =  ^^-y- (fiC —•  CB')  und   die   Integration    nach  «^    längs 

einer   die  Verzweigungspunkte  -^  und  y-,  umkreisenden  Linie  L^, 

nach  J5,  längs  einer  die  Verzweigungspunkte  0  und  1  umkreisen» 
den  Linie  L,  auszuführen  ist.    Es  sei  nun 

•  0 

dann  wird: 

wo  il|  bez.  9(i  den  Wert  des  längs  der  Linie  Li  genommenen 
Integrals  A  bez.  Sl  bezeichnet.  Die  Integrale  A  und  91  sind  aber 
Integrale  von  mnltiplicatorischen  Functionen  und  A^^  JL,,  Sl,,  Sl, 
Periodieitftts-Moduln  derselben.     A  ist  ein  Integral  erster  Gattung, 

FortMbr.  d.  ÜAth.  ZXU.  1.  27 
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während  9(  einen  einzigen  logarithmisehen  Unstetigkeitspunkt  im 
Unendlichen  besitzt.  Vermöge  der  Relationen,  die  zwischen  den 
Periodicitäts- Moduln  dieser  Integrale  bestehen,  ergiebt  sich  schliess- 
lich 

wo  xff  (m^n)  das  auf  geradlinigem  Wege  genommene  Integral 


i^(m,  n)  =y'  —  e^^n»n^nw(,) 


bedeutet.  Der  Wert  von  P«,,„  erscheint  für  m  =  fi  =  0  in  unbe- 
stimmter Form,  so  dass  Pu,o  direct  zu  bestimmen  ist,  was  leicht 
geschieht. 

Nach  einigen  Bemerkungen  über  den  Fall,  wo  sich  das 
hyperelliptische  Gebilde  auf  ein  elliptisches  reducirt,  giebt  der 
Verfasser  noch  eine  Reihe  weiterer  Entwickelungen  von  Functionen 
/*(«,,  ifj ;  2,,«,)  in  trigonometrische  Reihen.  Schliesslich  bemerkt 
er,  dass  in  dem  Integrale  V'Cm,  n)  die  ßesserschen  Functionen 
als  Grenzfälle  enthalten  sind. 

Der  Abhandlung  ist  ein  Supplement  beigegeben,  welches  die 
Ausdehnung  der  Untersuchungen  des  dritten  Teiles  auf  die 
hyperelliptischen  Functionen  vom  Geschlecht  p  (insbesondere  auf 
den  Fall  p  =  3)  enthält,  sowie  einige  Betrachtungen  über  eine 
besondere  Klasse  von  homogenen  linearen  Differentialgleichungen 
bringt.  Diese  Differentialgleichungen  sind  von  beliebiger  Ord- 
nung n,  und  ihre  Coefficienten  sind  eindeutige  algebraische 
Functionen  auf  einer  über  der  Ebene  der  unabhängigen  Varia- 
beln  ausgebreiteten  Riemann'schen  Fläche.  Ueberdies  soll  ihre 
allgemeine  Lösung  gewissen  Unstetigkeitsbedingungen  genügen. 
Die  Integrale  multiplicatorischer  Functionen  sind  Lösungen  der- 
artiger Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Hz. 


P.  Appell.     Sur  les  fonrtions  de  deux  variables  k  plu- 
sieurs  pnires  de  pöriodes.    C.  R.  CX.  181-183. 

Nach  einem  Satze  von  Poincar^  lässt  sich  eine  analytische 
Function  f(x^y)y  die  im  Endlichen  überall  den  Charakter  einer 
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£D  (üb  1/ j 

rationalen  Function  besitzt,  in  die  Gestalt    .  ^  ^^\     setzen ,    wo 

<p{x^y)  und  %l>{x^y)  ganze  Functionen  sind,  die  nur  an  jenen 
Stellen  {x==y^^  y  =  y^)  gleichzeitig  verschwinden,  an  welchen 
f{z^y)  unbestimmt  ist.  Appell  bemerkt  zunächst,  dass  jede  an- 
dere Darstellung  von  f{p^y)  als  Quotient  zv/eier  ganzen  Functio- 
nen ans  der  Darstellung  ^^  *^^  durch  Multiplication  von  Zähler 
and  Nenner  mit  derselben  ganzen  Function  G  (x,  y)  hervorgeht 
Hieraus  folgt  leicht,  dass^^^+"-^+^^  =  ^^^+^\y+*^  =e^C^>^) 

ist,  wenn  a,  h  ein  Periodensystem  der  Function  /'(x,  y)  bedeutet, 
d.h.  wenn  f{p'\-ayy+h)=^f(x^y)  ist.  Dabei  bezeichnet  g(x,y) 
eine  ganze  Function.  Dieser  Satz  gestattet  viele  weitere  Fol- 
gerungen, z.  B.  dass  jede  vierfach  periodische  Function  von  zwei 
Variabein,  die  im  Endlichen  sich  überall  wie  eine  rationale 
Function  verhält,  durch  ^-Functionen  darstellbar  ist.        Hz. 


P.  App£ll.      Sur    les    fonctions    pdriodiques    de    deux 
variables.     G.  B.  cxi.  636-638. 

Auszug  aus  einem  grösseren  Aufsatze,  der  eine  ausführliche 
Entwickelung  der  Sätze  über  periodische  Functionen  von  zwei 
Variabein  enthält,  auf  welche  sich  die  vorstehend  besprochene 
Note  bezieht.  Als  interessantes  Ergebnis  seiner  Untersuchungen 
hebt  der  Verfasser  den  Satz  hervor,  dass  jede  eindeutige  Function 
von  zwei  Variabein,  die  im  Endlichen  überall  den  Charakter 
einer  rationalen  Function  hat  und  zwei  Periodensysteme  be- 
sitzt, als  Quotient  zweier  ebensolcher  ganzen  Functionen  darstell- 
bar ist.  Diese  beiden  Functionen  können  indessen  gleichzeitig 
verschwinden,  ohne  dass  ihr  Quotient  unbestimmt  wird. 

Hz. 


P.  Appell.     Sur   les   fonctions   de   deux  variables  qua- 
druplement  pdriodiqnes  de  troisi^me  esp^ce.    Ann.  de  räc. 

Norm.  (3)  VU.  143-154. 

27* 


420  VII.  Abschnitt.    FaoctioDentbeorie. 

Im  AnBchloBS  an  die  Terminologie,  welche  Hr.  Hermite  in 
die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  eingeflQhrt  hat, 
bezeichnet  Hr.  Appell  eine  eindeutige  Function  von  zwei  Varia- 
bein x^  f/j  die  sich  bei  Vermehrung  der  Argumente  um  ein 
Paar  zusammengehöriger  Perioden  mit  einem  Exponential- 
factor  der  Gestalt  e^+^nf-^c  multiplicirt,  als  eine  periodische 
Function  dritter  Art.  Doch  dürfen  die  Constanten  a  und  6 
nicht  sämtlich  verschwinden.  Wenn  diese  Constanten  ver- 
schwinden, ohne  dass  die  Constanten  c  sämtlich  Null  sind,  so 
heisst  die  Function  periodisch  zweiter  Art.  Wenn  endlich 
auch  die  Constanten  c  sämtlich  verschwinden,  so  heisst  die 
Function  periodisch  schlechthin  oder  periodisch  erster  Art  FQr 
die  Functionen  der  ersten  und  zweiten  Art,  die  keine  wesentlich 
singulare  Steile  im  Endlichen  haben,  gilt  der  Satz,  dass  sie 
zurückgeführt  werden  können  auf  ebensolche  Functionen  mit 
den  Periodensystemen  (2;it,  0),  (0,  2ni),  (o,  /?),  («',  /?'),  wobei  ß=a' 
ist.  Lässt  man  wesentlich  singulare  Stellen  im  Endlichen  zu, 
so  sind  die  Periodensysteme  fflr  die  Functionen  erster  und 
zweiter  Art  keiner  Einschränkung  unterworfen,  wie  Herr  Ficard 
gezeigt  hat.  Der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Abhandlung  ist 
nun  der  Nachweis,  dass  f&r  Functionen  dritter  Art,  auch  wenn 
sie  wesentlich  singulare  Stellen  im  Endlichen  haben,  die  Perioden- 
systeme stets  auf  die  Gestalt  (2nij  0),  (0,  2ni\  (a,  ß\  (a\  ß')  mit 
der  Bedingung  /9=o'  gebracht  werden  können.  Am  Schlnsa  der 
Abhandlung  giebt  der  Verfasser  unendliche  Reihen  an,  die  vier- 
fach-periodische Functionen  dritter  Art  darstellen.  Hz. 


H.  PoiNCAR^.     Sur  une  classe  nouvelie  de  transcendantes 

uniformes.     Jonm.  de  Math.  (4)  VI.  313-366. 

Ein  System  von  Functionen  qp,(«),  9>,(w),  ••.,  ^y^-C«)  besitzt 
ein  „Multiplicationstheorem",  wenn  g)^  (fnu)^  9>,  (mu), ...,  ffn{^^) 
sich  als  rationale  Functionen  von  qp,(ti),  9)3  (v),  ••.,  Vn(^)  mit 
von  u  unabhängigen  Coefficienten  darstellen  lassen,  wobei  m 
eine  Constaute  bezeichnet.  Beispiele  von  derartigen  Functions- 
systemcn  lassen  sich  leicht  bilden.     So  besitzen  die  Systeme 
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qp,  (»)~8ini«,  y,(w)  =  C08M, 


sowie 


wo  er  und  o»'  ConstaDten  bedeuten,  je  ein  Moltiplieationstheoreni, 
wobei  noch  der  Constante  m  jeder  ganzzablige  Wert  beigelegt 
werden  kann. 

Der  Verfasser  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  diejenigen 
Fanctionssysteme,  welche  ein  Multiplicationstbeorem  besitzen, 
näher  zu  untersuchen.  Doch  beschränkt  er  sich  auf  den  Fall, 
wo  |fn|>l  ist  und  überdies  die  Functionen  des  Systems  sich  in 
der  Umgebung  von  u  =  0  wie  rationale  Functionen  verbalten. 
Es  ist  dann  keine  weitere  Beschränkung,  wenn  man  annimmt, 
dass  die  Functionen  f&r  fi  =  0  sämtlich  verschwinden.  Da  ver- 
möge des  Multiplicationstheorems  die  für  die  Umgebung  q  der 
Nullstelle  eindeutig  gegebenen  Functionen  sich  eindeutig  auf  die 
Umgebung  |in|.^  fortsetzen  lassen,  so  folgt,  dass  die  Functionen 
in  der  ganzen  u-Ebene  eindeutig  sind.    Sind  nun 

(1)        q^i{mu)  =  Ri  (9>i(u),  g),(t«), . . . ,  fpJiu))    (t  =  1,  2, . . . ,  n) 

die  Gleichungen  des  Multiplicationstheorems,  so  schliesst  der 
Verfasser,  indem  er  u  =  0  setzt,  dass  die  rationale  Function  Ri 
verschwindet,  wenn  alle  Argumente  gleich  Null  sind.  Dieser 
Schluss  ist  aber  nicht  bindend,  da  A.  für  ti  =  0  auch  verschwin- 
den kann,  wenn  A^ (0, 0, . ..,  0)  die  unbestimmte  Form  -^  annimmt. 

Setzt  man  also  mit  dem  Verfasser  Ai(0, 0,  ...,0)  =  0,  so  impli- 
cirt  dies  eine  weitere  Beschränkung.  Vergleicht  man  in  den 
Gleichungen  (1)  die  Coefficienten  von  ti,  welche  bei  der  Ent- 
wickelung  der  linken  und  rechten  Seiten  nach  Potenzen  von  u 
auftreten,  so  erhält  man  die  n  Gleichungen 

(2)        mJ,=  Äail,+ft,^,+  ...-fßmi*«  (i=l,2,...,n). 

Dabei  bedeutet  Ai  den  Wert  von       i^      für  i*  =  0  und  B,*  den 

au 

Wert  von  ^MEh^^li^^I^ i^^r  x,  =  x,  =  ...  =  a^n  =  0.    Der 
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Verfasser  beschränkt  sich  nun  weiter  auf  diejenigen  Systeme 
^PiWi97  0*)i*"j  Vni^^j  bei  welchen  wenigstens  eine  der  Grössen 
A^,A^^...^  An  nicht  verschwindet.  Es  folgt  dann  aus  den  Glei- 
chungen (2),  dass  die  ganze  Function  n^'^  Grades  von  S: 

Ä, , — S       Ä,,       ...       Bin 

-B,,         Ä„ — S  ...     Bin 


(3)        f  (S)  = 


Bnl  Bnü  •••       Bnn—S 

für  S  =  m  verschwinden  muss.  Wenn  nun  die  rationalen  Functio- 
nen /?j(a;,, ...,««)  gegeben  und  die  Bedingungen  Ä,(0,...,0)  =  0 
und  F{m)  =  0  erfüllt  sind,  so  zeigt  sich,  dass  man  die  Glei- 
chungen (1)  formell  stets  durch  n  gewöhnliche  Potenzreihen  (f^(u\ 
flPaOOr  ••>  qpii(tt) befriedigen  kann,  wenn  nur  F(fii'),  F(m*)^ ...  sämtlich 
von  Null  verschieden  sind.  Diese  Potenzreihen  enthalten  noch  h  will- 
kürliche Constanten  ß^^  /?,,  ...,  /?«,  wenn  die  Determinante  F(m)  mit 
ihren  Unterdeterminanten  der  ersten  h—1  Ordnungen  verschwin- 
det, die  Unterdeterminanten  h^  Ordnung  nicht  mehr.  Die  Reihen 
qpj(fi), ...,  9>i.(ti)  sind  dann  nach  Potenzen  von  /9,ti, /Sf,ti,  ...,/?aii 
augeordnet  und  gehen,  wenn  man /?jti  =  u,,  /9,ti  =  t/„  ...,/?Att  =  tfA 
setzt,  in  n  Reihen  9>t(ti,,  ti,, ...,  ua),  ...,9)n(tipfi,, ...,  ri«)  über,  die 
formell  den  Gleichungen 

y,(mii, ,  mw„  . . . ,  muk)  =  ß, [flp,  (w, , . . . ,  «*),  •  •  •  j  qpi.(«*, ,  •  •  •,  «*)] 

(t=l,2,...,fi) 

genügen.  Es  handelt  sich  nun  darum,  zu  beweisen,  dass  die 
gerundenen  Reihen  in  einem  genügend  klein  gewählten  Bezirk 
convergiren.  Dieser  Beweis  beruht  auf  der  Methode  der  Reihen- 
vergleichung, die  bei  dem  Nachweise  der  Existenz  der  Lösung 
von  Differentialgleichungen  angewandt  zu  werden  pflegt.  Nach 
Erledigung  dieses  wesentlichen  Punktes  wendet  sich  der  Ver- 
fasser zu  der  Darstellung  der  Functionen  qPi(t<), ...,  9)»(ti)  durch 
Quotienten  ganzer  (transcendenter)  Functionen.  Es  ergiebt  sich 
hier  der  Satz,    dass    diese  Darstellung    immer  in    der  Gestalt 

''i^")  =  .»  (iv  •••»  ^»W  =  ^r^\  ^°^  ^^**'  ^^  möglich  ist, 
dass   die   ganzen   Functionen  ^i(u)   ein   Multiplicationstheorem 
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der  Form 

besitzen,  wo  Gi{x^^x^^,.,yXn^\)  ganze  rationale  Functionen  von 
«p  o;,, ...,  j?»^i  bedeuten.  Die  weiteren  Untersuchungen  des 
Verfassers  beziehen  sich  auf  die  „Cremona'schen''  Functionen. 
Darunter  ist  Folgendes  zu  verstehen.  Das  Multiplicationstheorem 
heisst  „Gremonaisch*^,  wenn  die  Oleicbungen  (1)  eine  eindeutige 
Umkehrung  gestatten,  wenn  also  aus  diesen  Gleichungen  q>^{u\ 
9),(u), . . . ,  ^^kCii)  als  rationale  Functionen  von  9>j(mti),  <p,(mu), 
...,9}n(mii)  darstellbar  sind.  Ist  dann  überdies  Ba^m  und 
ßj^jt  =  0  (i^h\  so  heissen  die  Functionen  y, («),...,  V«  W 
„Cremona'sche  Functionen.*'  Diese  Functionen  enthalten  nach 
dem  Obenbemerkten  noch  n  willkQrliche  Constanten  ßt^ß^y-^ßn 
und  gehen,  wenn /9jti, /?,»,..., /9«u  bez.  mit  ti^,  ti,, ...,  Un  bezeich- 
net werden,  in  n  Functionen 

(4)  Ä,  =  9),(w,,fi„...,t«^)    (f  =  1,2, ...,«) 

ttber.  Die  Gleichungen  (4)  lassen  sich  für  hinreichend  kleine 
Werte  von  l^il)  l^i^tl,  •••,  l««!  umkehren  und  ergeben 

(5)  Ui  =  V'-C*!»  «3»  •••»  »«)    (»  =  1,  2, ...,  «). 

Eine  erste  Frage,  welche  der  Verfasser  behandelt,  bezieht  sich 
auf  den  Existenzbereich  der  Functionen  V^,,  t^,,  ••*,  V^n*  Die 
Functionen  existiren,  allgemein  zu  reden,  nur  für  die  Stellen 
2,^2,,...,««  eines  gewissen  Gebietes  D,  Untersucht  man  näm- 
lich, ob  tij,ti,, ...,  Un  so  bestimmt  werden  können,  dass  die  aus 
Gleichung  (4)  folgenden  Werte  von  i5,,  a(„  ...,  iSn  vorgeschriebene 
Werte  a,,  a„  ...,  a«  sind,  so  erkennt  man,  dass  dies  dann,  und 
nur  dann,  der  Fall  ist,  wenn  die  unbegrenzte  Iterirung  der 
Gremona'sehen  Transformation  die  Stelle  (a,,  a,, ...,  a«)  in  die 
Stelle  (0,  0,  ...,  0)  überführt.  Die  Gesamtheit  aller  Stellen 
(a,,a„  ...,  o«)  von  dieser  Eigenschaft  bildet  das  Gebiet  D.  In 
diesem  Gebiete  sind  die  Functionen  t^^,  i/;,, ...,  Vn  eindeutig; 
sie  geben  bei  Anwendung  der  Cremona*schen  Transformation 
bis  auf  den  constanten  Factor  m  in  sich  selber  über,  und  der 
Qaotient  je  zweier  dieser  Functionen  bleibt  also  vollständig  un- 
ge&odert    Jede  andere  Function  F(9|,  s,, ...,  »n)  von   derselben 
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Eigenschaft  ist  eine  rationale  Function  der  Quotienten   ^*,    y» 

. ,      x!Lii    wenn  sie  in  dem  Gebiete  D  meromorph  ist. 

Zum  Schlüsse  wendet  der  Verfasser  diese  allgemeine  Theorie 
auf  den  besonderen  Fall  an,    wo  n  =  2  ist  und  die  Cremona'- 

sche  Transformation  (x,  y;    ^^     ,^^;^)  lautet.    Die  Grosse 

m  ist  dabei,  wie  durchgängig  in  der  Abhandlung,  der  Multipli- 
cator;  ferner  bezeichnet  ß  eine  Gonstante  und  a,b^c,d  ganze 
rationale  Functionen  von  Xj  die  sich  für  o;  =  0  auf  a  =  m,  fr  =  0, 
c  =  Cq,  d  =  1  reduciren.  Hz. 


B.  BuKREiBFP.  Ueber  die  Fuchs'schen  Functionen  null- 
ten Ranges  mit  einem  symmetrischen  Fundamental- 
polygon.   Kiew.  1889.  (Russisob.) 

Die  Arbeit  besteht  aus  drei  Capiteln. 

Im  ersten  Capitel  stellt  sich  der  Verfasser  die  Aufgabe  der 
Abbildung  einer  gegebenen  einfach  zusammenhängenden  Fläche 
auf  die  Halbebene.  Vor  allem  betrachtet  er  die  Functionen  der 
complexen  Veränderlichen,  welche  einen  gegebenen  rationalen 
Charakter  innerhalb  der  abgebildeten  Fläche  haben  und  auf  der 
Kontur  nur  reelle  endliche  Werte  annehmen.  Solche  Functionen 
heissen  Functionen  des  Typus  G.  Es  wird  gezeigt,  dass  jede 
Function  des  Typus  G  rational  und  mit  reellen  Coefficienten 
durch  ein  und  dasselbe  Paar  der  Functionen  desselben  Typus 
G^(^)  und  G^(z)  ausgedrückt  werden  kann,  und  dass  diese  Func- 
tionen durch  eine  algebraische  Gleichung  nullten  Ranges  mit 
reellen  Coefficienten  verbunden  sind.  Hiernach  wird  eine  ratio- 
nale Function  von  Gi(z)  und  G^(i)  mit  reellen  Coefficienten  be- 
stimmt, durch  welche  G^^)  und  6r,(«)  sich  umgekehrt  rational 
und  mit  reellen  Coefficienten  ausdrücken  lassen.  Mit  Hülfe 
dieser  Function  t  ist  die  gestellte  Abbildungsaufgabe  gelöst; 
dabei  enthält  die  allgemeine  Lösung  drei  willkürliche  Constanten. 

Im  zweiten  Capitel  behandelt  der  Verfasser  die  Frage  von 
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der  aoalytischen  Fortsetzong  sowohl  der  abzubildenden  Function  t 
al8  auch  der  inversen  z  =  0(0-  lieber  die  analytischen  Linien, 
aus  welchen  die  Kontur  der  abgebildeten  Fläche  besteht,  wird 
jetzt  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  sie  Kreisbogen  sind. 
Dann  wird  gezeigt,  dass  jedem  geschlossenen  Wege  der  Ver- 
änderlichen t  eine  lineare  Transformation  der  Function  s  ent- 
spricht. Das  Gapitel  schliesst  mit  der  Ermittelung  der  Bedin- 
gungen, die  zu  erflillen  sind,  wenn  t  =  F(»)  eine  Fuchs'sche 
Function  von  s  mit  einem  symmetrischen  Fundamental- 
polygon ist. 

Im  dritten  Gapitel  wird  die  Differentialgleichung  ermittelt, 

deren  Integrale  y^  =  yF'(»),  y,  =  ayF'(a)  sind.  Die  Differen- 
tialgleichung hat  die  Form  -^  =  R(j0.y^  wo  R(i)  eine  rationale 

Function  von  /  ist.  Die  Abhandlung  schliesst  mit  einigen  Be- 
merkungen über  die  Bestimmung  der  Parameter  dieser  rationalen 
Function,  wenn  das  Fundamentalpolygon  gegeben  ist.         Wi. 


0.  Biermann.     Ueber  die  Darstellung  der  Fuchs'schen 
Functionen  erster  Familie  durch  unendliche  Producte. 

Monfttoh.  f.  Math.  I.  49-70. 

Wenn  man  die  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  angiebt,  so 
reichen  die  Thetafuchs'schen  Functionen  nicht  aus,  um  die  Theorie 
der  Fuchs'schen  Functionen  zu  entwickeln,  man  braucht  yielmelir 
Hfllfsfunctionen ,  deren  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  stets  er- 
sichtlich bleiben,  also  Producte  gewisser  Primfunctionen.  (Vgl. 
des  Verfassers  Arbeit  in  Wien.  Ber.  XCII,  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  411.) 

Hier  werden  zuerst  die  Sätze  zusammengestellt,  welche  fOr 
die  Bildung  einer  Gruppe  linearer  Substitutionen  erster  Familie 
nötig  sind.  Hat  man  dann  auf  Grund  derselben  eine  Gruppe 
Ton  n  Fundamentalsubstitutii^nen : 

(*,  A»))  =  (»,  ^^),  «,«J<-/J.7*  =  1, 

welche  den  Emheitskreis  ungeändert  lassen,   abgeleitet,   so  ist 
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die  Aufgabe  zu  lösen,  eindeatige  analytiscbe  Fanctionen  F(%) 
zu  bilden,  welche  darch  verschiedene  Substitutionen  der  Gruppe 
nicht  geändert  werden.  Eine  solche  Function  findet  der  Ver- 
fasser in  der  Gestalt: 


(.,aj  =  n(l-^) 


a^-b^ 


'¥ 


und  jede  andere  geht  durch  Multiplication  mit  einer  willkQrlichen 
Function  von  der  Form  eP^'^  aus  ihr  hervor,  wenn  G(«)  eine 
innerhalb  des  Einheitskreises  durchaus  reguläre  und  eindeutige 
Function  bedeutet. 

Hebt  man  die  hierbei  gemachte  Voraussetzung  über  die 
Lage  der  Unendlichkeitsstellen  ax  innerhalb  der  Fundamental- 
polygone auf  und  nimmt  an,  dass  die  Stellen  fV(a)  mit  den 
p-fach  zu  zählenden  Ecken  eines  m-gliedrigen  Cyklus  zusammen- 
fallen, so  entsteht  die  analoge  Function: 

y=sO    ^  Ä Oy     / 

Hierauf  wird  das  Verhalten  der  Function  t(s,  a^)  hinsichtlich 
einer  Substitution  der  obigen  Gruppe  untersucht;  dann  wird  der 
allgemeinste  Ausdruck  einer  innerhalb  des  Einheitskreises  ein- 
deutigen analytischen  Function  mit  vorgegebenen  Null-  und  Un- 
endlichkeitsstellen in  der  Gestalt  gefunden: 

n  i^(»,  c^,»)) 

und  endlich  wird  das  Verhalten  derselben  hinsichtlich  einer  Substi- 
tution der  Gruppe  gekennzeichnet.  Dann  ist  es  möglich,  die  Bedin- 
gungen anzugeben,  unter  welchen  die  Function  eine  Fuchs'sche  wird; 
doch  hat  der  Verfasser  dieselben  noch  nicht  auf  die  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  zucPckgefahrt.  Die  vorliegende 
Arbeit  steht,  wie  der  Verfasser  am  Schlüsse  bemerkt,  in  engem 
Zusammenhange  mit  der  von  Herrn  Stahl  in  Math.  Ann.  XXXHI 
(1888)   veröffentlichten  Abhandlung  ober  die  Productdarstellung 
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eindeutiger  linear- periodischer  Functionen,    von    der   er  jedoch 
erst  nach  Vollendung  seines  Aufsatzes  Kenntnis  bekommen  hat. 

ßm. 


X.  Stoüpf.     Sur  de  nouvelles  fonctions  harinoniques  h. 
trois  variables  analognes  aux  fonctions  thStafuchsiennes. 

ToaloQM  ADD.  IVA.  Ö-19. 

In  seiner  Arbeit  über  die  Klein'schen  Gruppen  weist  Herr 
Poincarä  auf  die  Bildung  von  Substitutionsgruppen  mit  drei  Va- 
riabein hin,  welche  den  Fuchs'schen  Gruppen  analog  sind.  Es 
liegt  also  die  Aufgabe  nahe,  solche  Functionen  zu  suchen,  welche 
der  bekannten  Gleichung  JV  =  0  genügen  und  einfache  Trans- 
formationen erleiden,  wenn  man  die  Variabein  den  Substitutionen 
der  Gruppe  unterwirft.  Im  ersten  Abschnitte  der  Abhandlung 
betrachtet  der  Verfasser  die  Substitution: 


u 


«. 


welche  die  a;,  y  ungeändert  lässt,  und  woselbst  u  =  x-{'iy^ 
fi  =  au'\-b^  l^cu-^-d  ist  und  a,  b,  c,  d  vier  complexe  Zahlen 
bedeuten,  die  der  Gleichung  bc — ad  =  1  genügen  und  so  be- 
schaffen sind,  dass  der  reelle  wie  der  imaginäre  Teil  ganze 
Zahlen  darstellen,  während  der  Index  0  die  conjugirte  complexe 
Zahl  angiebt 

Ist  nun  S^  irgend  eine  Substitution  dieser  Gruppe  und 


so  wird  g^ezeigt,  dass  die  rt-|-I  Functionen: 

V.«  = ZtTm (^  =  ^»  ^'  •••'  ") 

der  Gleichung  /JV  =  0  genügen.  Das  Gleiche  lässt  sich  daun 
TOQ  der  allgemeineren  Function  beweisen,  welche  durch  die  für 
n>4  convergente  unendliche  Reihe 

i 
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dargestellt  wird.  Hieraus  ergeben  sich  dann  Functionen,  die 
den  Zetafuehs'schen  Functionen  des  Herrn  Poincarö  ähnlich  sind. 
Die  Substitutionen,  welche  die  ary-Ebene  ungeändert  lassen, 
werden  im  zweiten  Teil  der  Abhandlung  so  umgeformt,  dass  sie 
eine  Kugel  mit  dem  Radius  1,  die  Fundamentalkugel,  inyariaot 
lassen,  woraus  sich  dann  analoge  Functionen  dreier  Yariabeln 
ergeben.  Im  dritten  Abschnitte  endlich  wird  noch  gezeigt,  wie 
sich  Functionen  construiren  lassen,  welche  aus  den  Substitutionen 
einer  Ginippe  der  einfachsten  Transformationen  hervorgehen. 

Bm. 


L.  Fuchs.      Bemerkung    zu    der    Arbeit    im    Bande  75 
Seite  177  dieses  Journals.    J.  ffir  Math.  cvi.  i-4. 

In  der  angeführten  Stelle  (F.  d.  M.  V.  1873.  235)  handelt 
es  sich  um  den  grössten  Radius  R  eines  um  den  Nullpunkt  der 
f«7- Ebene  beschriebenen  Kreises,  innerhalb  dessen  nicht  zwei 
verschiedene  Werte  tc  existiren,  die  der  Function 


z 


wo  f(w)  und  g(w)  ganze  rationale,  für  tr  =  0  nicht  verschwin- 
dende Functionen  bedeuten,  denselben  Wert  erteilen.  A  ergab 
sich  als  der  Modul  derjenigen  Wurzel  der  Gleichung  F'(w)  =0, 
die  den  kleinsten  Modul  unter  allen  Wurzeln  hat.  Unter  beson- 
deren Bedingungen  für  die  Coefficienten  von  f(tD)  und  g(u>) 
kann  jedoch  R  einen  kleineren  Wert  haben.  Dieser  Ausnahme- 
fall wird  in  der  vorliegenden  Note  präcisirt  (vgl.  das  folgende 
Referat).  Hr. 

P.  A.  Nekrassoff.     üeber  den  Fuchs'schen  Grenzkreis. 

Mosk.  Math.  Samml.  XIV.  537-548.  (Rassisch.) 

Es  wird  eine  allgemeine  Regel  zur  Bestimmung  des  Radius 
des  Grenzkreises  gegeben  und  die  Vorschrift  des  Hrn.  Fuchs 
(J.  fUr  Math.  CVI)  kritisirt  (vgl.  das  vorangehende  Referat). 

Wi. 
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6.  HuMBBRT.     Sur  le  th^or^me  d'Abel  et  qnelques-unes 
de  ses  applications    k    la    gäom^trie.      (Suite    et  fin.) 

Jooro.  de  Math.  (4)  VI.  233-292. 

Dieser  zweite  Teil  einer  bereits  in  derselben  Zeitschrift  (4) 
V.  81  (vgl.  F.  d.  M.  XXI  1889.  441)  begonnenen  Arbeit  über 
das  Abel'sche  Theorem  enthält  hauptsächlich  Anwendungen  der 
dort  gegebenen  Sätze  über  vielfache  AbeFsche  Integrale.  In 
den  Abschnitten  I  und  II  werden  interessante  Theoreme  aufge- 
stellt, welche  sich  auf  begrenzte  Flächenteile  beziehen,  die 
zwischen  den  Schnittcurven  zweier  Flächensysteme  mit  einer 
Ebene,  bezüglich  einer  Kugel  enthalten  sind.  Der  dritte  reich- 
haltigste Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Quadratur  gewisser 
Flächen  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid.  Zunächst  gelingt  es, 
darch  EinfQhrung  der  elliptischen  p-Function  einen  Differential- 
ausdruck  fOr  die  Differenz  zwischen  dem  Mantel  (S)  des  von 
einem  Punkte  der  Focalhyperbel  an  das  Ellipsoid  gehenden 
Tangentialkegels  und  der  Fläche  (a)  der  zwischenliegendcn 
Kalotte  des  Eilipsoides  zu  finden. 

Man  erhält  hierfür  den  einfachen  Ausdruck : 

dS— da  =  —  n\^  (jpu-  \)du, 

wobei  Q  =  a*6'  +  a'c'  +  6'c'  ist,  während  die  Halbaxen  des  Ellip- 
soids  a^h^c  sind.     Ferner  ist  p^Xu)  =  A(jpu—e^){ffrti-'e^)(jpu  —  e^) 

,            ,      36»c»             ,      3aV             .       3a'6' 
und  e,  =  1 ,  e,.  =  1 p   =  1 

'  9  Q  Q 

Je  nach  den  Grenzen,  zwischen  denen  die  Integration  die- 
ser Formel  ausgeführt  wird,  ergeben  sich  mehrere  Sätze,  und 
ausserdem  führt  die  obige  Formel  dazu,  die  Zone  zu  bestimmen, 
welche  zwischen  den  Basisellipsen  zweier  solcher  Rotationskegel 
liegt  Für  diese  ergiebt  sich  dann  speciell  der  Satz:  „Liegen 
zwei  solche  Zonen  in  der  Weise,  dass  die  vier  sie  begrenzenden 
Ebenen  eine  zu  dem  gegebenen  Ellipsoid  homothetische  Fläche 
berfihren,  dann  ist  die  Summe  oder  Differenz  ihrer  Flächen  al- 
gebraisch ausdrUckbar.''  Ein  anderes  Flächenstück  des  Ellip- 
soides,   welches   sich  mittels   elliptischer  Functionen    quadriren 
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lässt,   ist  jenes,    fflr  welches  die  Normalen  der  Randcurve  nut 
einer   der    drei  Hanptaxen  beständig   einen   eonstanten  Winkel 
bilden.     Dieses    Flächenstflek   wurde   schon  von  Jellet  (Cambr. 
and  Dubl.  Math.  Journ.  I.  57)  und  Lebesgue  (Journ.  de  Matb^m. 
(1)  XL  332)  bestimmt;  derselbe  zeigte,    dass  man  den  Winkel 
der  Normalen  so  wählen  kann,    dass  drei  solche  Zonen  zu  je 
zweien  eine  algebraische  Differenz  aufweisen.    Lebesgue's  For- 
mel wird  vom  Autor  durch  Einführung  der  p-Function  wesentlich 
vereinfacht.     Ferner  leitet   er  aus  der  obigen  Definition   einen 
allgemeineren  Fall  ab,  indem  er  statt  der  Axe,  mit  welcher  die 
Normalen    einen    eonstanten    Winkel    bilden,    einen    beliebigen 
Durchmesser  einführt.    Auch  die  von  einer  solchen  Cnrve  ein- 
geschlossene Fläche  lässt  sich  durch  elliptische  Functionen  inte- 
griren,    und    die  gefundene  Formel   ergiebt   den   geometrischen 
Satz:    „Wenn  man  auf  dem  Ellipsoide  £^,  das  confocal  zu  dem 
EUipsoide  E  und  ausserhalb  desselben  gelegen  ist,  irgend  einen 
Centralkegelschnitt  nimmt  und  um  diesen    und  das   Ellipsoid  fi 
eine  Developpable  beschreibt,  so  bleibt  die  Fläche  auf  £  zmschen 
den   beiden  Aesten   der  Bertthrungscurven    bis   auf   eine   alge- 
braische Function  constant,  wenn  der  Kegelschnitt  sich  auf  E^ 
bewegt.^     Daran  schliesst  sich  noch  folgender  bemerkenswerter 
Satz:  „Nimmt  man  auf  dem  Ellipsoide  E^  einen  beliebigen  Kegel- 
schnitt,   dessen  Ebene  durch   das  Centrum  geht,    und  beschreibt 
um  ihn  und  um  E  eine  Developpable,    so  ist  der  Ueberschuss 
der  Fläche  dieser  letzteren,  begrenzt  von  Kegelschnitt  und  Ellip- 
soid £,  Qber  die  Fläche  des  Ellipsoids,  welche  innerhalb  dieser 
Developpabeln  liegt,    eine  Constante.'     Wählt  man  den  Kegel- 
schnitt in  einer  der  Hauptebenen  von  £,  so  erhält  man  als  spe- 
ciellen  Fall   dieses  Theorems  einen  Satz,   den  schon  Lebesgue 
aus  seinem  Theorem  folgerte. 

Des  weiteren  wird  vom  Verfasser  noch  diejenige  ellipsoidi- 
sche  Fläche  bestimmt,  welche  zwischen  den  beiden  Berfthrungs- 
curven  der  gemeinsamen  Developpabeln  eines  Ellipsoids  nnd 
einer  Kugel  liegt;  sie  erweist  sich  ausdrflckbar  durch  elliptische 
und  algebraische  Functionen,  während  sich  die  algebraische 
Summe  zweier  Flächenstocke  des  Ellipsoids,   die  einerseits  von 
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deo  Sehnitteurven  zweier  parallelen  Ebenen,  andererseits  von 
zwei  CurTen  der  erw&hnten  Gattung  begrenzt  werden,  als  alge- 
braisehe  und  logarithmisehe  Function  des  Parameters  der  Kugel 
und  als  ganze  Function  zweiten  Grades  des  veränderlichen  Pa- 
rameters der  parallelen  Ebenen  ausdrttckt.  Ein  ganz  ähnlicher 
Satz  gilt  dann  auch,  wie  noch  im  IV.  Abschnitte  gezeigt  wird, 
fflr  jede  beliebige  algebraische  Fläche,  und  ausserdem  besteht 
ein  allgemeines  Theorem,  welches  erlaubt,  auf  irgend  einer  Ober- 
fläche auf  unendlich  viele  Arten  Flächenstücke  abzugrenzen, 
deren  algebraische  Summe  durch  elementare  Functionen  ausdrück- 
bar ist.  Dasselbe  lautet:  „Ist  auf  der  Fläche  ^=0  eine  Reihe 
yon  Curven  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

definirt,  wo  g>  ein  ganzes  Polynom  höchstens  vom  (m— 1)'^°  Grade 
in  j-,  y,  js  und  von  beliebigem  Grade  in  u  ist,  so  ist  die  alge- 
braische Summe  der  Flächenstücke,  welche  zwischen  zwei  dieser 
Carven  und  zwei  parallelen  Ebenen  liegen,  eine  rationale  und 
logarithmische  Function  des  Parameters  u  und  eine  Function 
zweiten  Grades  des  Parameters,  von  welchem  die  parallelen 
Ebenen  abhängen.''  Bro. 


Capitel  2. 

Besondere  Functionen. 

A.   Elementare  Functionen  (einschliesslich  der  Gamma- 
functionen und  der  hypergeometrischen  Reihen). 

E.  ScHULZB.     Die  vierte  Rechenstufe.    Pr.  Priedr-Gymo.  Beriio. 

B.  Qariner'a  Verlagahandlaog  H.  Heyfelder. 

E.  SCHDLZB.       Die    vierte    Rechenstnfe.    Aaszng  ans  der  Progr.- 

Arb.  des  Friedriebi-Gymn.  za  Berlin.     Ostern  1890.     Hoppe  Arch.  (2) 
IX.  320-326. 

Der  Verfasser  hatte  schon   frflher    einen   Aufsatz    über  die 
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vierte    Rechenstufe   veröffentlicht,    und    zwar   in    Teil   III  der 
zweiten  Reihe   des  Hoppe'schen  Archivs  (1885).    Man   lese  zu- 
nächst das  Referat,  welches  der  Referent  der  vorliegenden  Ar- 
beiten  über  jenen  Aufsatz  in  diesem  Jahrbuch  erscheinen  liess. 
Der  Verfasser  spricht  aus,  dass  er  eine  Fortsetzung  jenes  Auf- 
satzes bis  dahin  unterlassen  hätte,  weil  er  zu  der  Ueberzeugung 
gelangt  wäre,  dass  die  Einführung  einer  Operation,  welche  aas 
der  Potenzirung   so    hervorgehe,   wie  letztere  aus  der  Hultipli- 
cation,    überflüssig  sei.    Nur  die  Thatsache,   dass  Männer  wie 
Hankel    und    Grassmann    die    Gleichberechtigung    der    vierten 
Rechenstufe  mit  den  drei  ersten  als  selbstverständlich  betrachtet 
haben,    habe    ihn    zu   dem    neuen  Aufsatze  ermutigt.    Referent 
mochte  hierzu  bemerken,  dass  vom  Standpunkte  der  das  Gesetz 
der  Permanenz  anerkennenden  reinen  Arithmetik  die  eingehende 
Untersuchung   der  Operationen  vierter   und  höherer  Stufe  nicht 
allein   nicht  überflüssig,    sondern    sogar   dringend   geboten   ist 
Freilich  ist  von  der  Einführung  dieser  Operation  eine  so  gewal- 
tige Förderung  der  Arithmetik  nicht  zu  erwarten,  wie  die  F($r- 
derung  war,  welche  die  Arithmetik  durch  Einftlhrung  der  Po- 
tenzirung  und   ihrer  beiden  Umkehrungen  erhielt.     Der  Grund 
hierfür  ist  darin  zu  suchen,  dass  bei  der  Operation,  aus  welcher 
die    Potenzirung,    ursprünglich   durch   abgekürzte   Schreibweise, 
hervorgeht,  das  Commutationsgesetz  gültig  ist,  während  bei  der 
Potenzirung,  als  der  Quelle  der  Operation  vierter  Stufe,  das  Com- 
mutationsgesetz  ungültig    ist.      Ueberdies    ist   ein    wesentlicher 
Fortschritt  in  den  arithmetischen  Forschungsmitteln  bei  der  Ein- 
führung einer  Operation  höherer  Stufe  erst  dadurch  zu  erzielen, 
dass  man  die  active  Zahl   (Multiplicator,  Exponent,  Zahl  g  des 
Verfassers)  von  dem  ihr  durch  die  Ableitung  ans  der  Operation 
niederer  Stufe  auferlegten  Zwange  befreit,  notwendig  ganzzahlig 
zu  sein.    Beispielsweise  stellt  eine  Potenz  mit  ganzem  EIxponen- 
ten  nichts  mehr  als  eine  bequem  geschriebene  Multiplication  dar^ 
und  zu  etwas  Neuem  kommt  man  nur  dadurch,  dass  es  gelingt, 
Formeln  aufzustellen,    bei  denen  der    Exponent  eine    Differenz 
und  ein  Quotient  wird,    und   dass  man  sich  entschliesst,    diese 
Formeln    auf   den  Fall    zu    übertragen,    wo    der  Subtrahendus 
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grösser  als  der  Minuendus  und  der  Divisor  kein  Teiler  des 
Dividendus  ist.  Derartige  Formeln  existiren  aber  bei  der  Opera- 
tion vierter  Stufe  nicht  mehr,  und  darum  erßLhrt  die  Ä^rithmetik 
durch  Einffihrung  dieser  Operation  keine  so  wesentliche  För- 
derung. Freilich  sieht  Herr  Schulze  am  Schluss  seiner  Arbeit 
auch  die  active  Zahl  der  Verknüpfung  vierter  Stufe  als  Variable  an 
und  bespricht  den  Fall,  dass  sie  negativ  ist.  Doch  sind  die  er- 
haltenen Resultate  naturgemäss  mehr  analytischer  als  arithmeti- 
scher Natur. 

Nach  diesen  allgemeineren  Bemerkungen  möchte  der  Refe- 
rent auf  einige  besonders  interessante  Einzelheiten  der  inhalt- 
reichen Arbeit  eingehen.     Mit  Gerlach  bezeichnet  der  Verfasser 

Ä*  mit  \  &^'^  mit  h 
und  Oberhaupt: 

z 
mit  %  wenn  ^-mal  der  Buchstabe  z  vorkommt.     Diejenige  Um- 
kehrung,    welche    die    passive    Zahl    z    sucht,    bezeichnet    er 

mit  zV,  wo  Z  =  ^z  ist.  Nach  eingehender,  auf  Differentiiren 
beruhender  Untersuchung  der  Curve  Z  =  ^a  für  reelle,  positive 
Werte  von  z  und  Z  liefert  der  Verfasser  eine  neue  interessante 
Reihen-Entwickelung  für  %  welche  nach  Potenzen  des  natür- 
lichen Logarithmus  von  z  fortschreitet.  Die  Mitteilung  des 
Coefficienten-Gesetzes  würde  hier  zu  viel  Raum  kosten.  In  den 
nächsten  Capiteln  wird  der  Grenzwert  von  ^z  für  ^  =  cx3  behan- 
delt und  damit  eine  kritische  Prüfung  der  Betrachtungen  und 
Resultate  gewonnen,  welche  schon  Eisenstein  im  XXVIII.  Bande 
des  Journ.  für  Math,    über   diesen  Grenzfall   geliefert  hat.     Bei 

der  nun  folgenden  Untersuchung  der  Umkehr-Function  zV  wird 
für  die  Reihen-Entwickelung  die  Bürmann-Lagrange'sche  Reihe 
benutzt.  Hiernach  wird  die  Function  Z  =  'a,  wo  z  die  Variable 
ist,  untersucht  und  in  eine  Reihe  entwickelt.  Am  Schluss  wird 
die  active  Zahl  als  negativ  ganz  betrachtet,  wie  schon  oben  er- 
wähnt ist    Möge   die  interessante  Arbeit    des  Herrn  Verfassers 

FortMhr.  d.  Matb.   XXII.   1.  28 
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ZU  weitereu  Untersuchungen  über  die  vierte  Rechenstufe  die  An- 
regung geben.  Seht. 

F.  RoGBL.     Ein  Discontinuitätsfactor.     Hoppe  Arch.  (2)  ix. 

334-336. 

Aus  der  Identit&t 

«-=(";)  -  ©("*7'') + (PC  V'^)  - + •  •  •  ±(p 

leitet  der  Verfasser,  indem  er  die  einzelnen  Glieder  rechter  Hand 
nach  aufsteigenden  Potenzen  von  n  entwickelt,  die  Thatsache 
her,  dass  der  Ausdruck 

p[p-©ö'-')-+(p(i-2)-+-±(,^,)] 

gleich  1  oder  0  ist,  je  nachdem  m  =  p  oder  m<ip  ist.        Hz. 


A.  DuMOULiN.     Note  sur  le  d^veloppement  eu  sdrie  des 
fonctions  sinus,  Cosinus  et  de  la  fonction  exponentielle. 

Belg.  Ball.  (3)  XIX.  541-542. 

Man  erhält  diese  Reihen,  indem  man  die  Ungleichungen 
cos  a?  <  1,  C-*  <  1  hinreichend  oft  integrirt.        Mn.    (Lp.) 

M.  d'Ocagne.      Methode    nouvelle  pour  calcnler  sinma 
et   cosffia    en    fonction    de  sina   et    de    cosa.     Nieuw 

Archief  XVII.  229-232. 

Dieser  Aufsatz  schliesst  sich  an  einen  anderen  des  nämlichen 
Verfassers  über  eben  diesen  Gegenstand  an  (Nouy.  Ann.  1884, 
1890).  Aus  der  Anwendung  der  daselbst  gemachten  Schluss- 
folgeruDgen  ergiebt  sich  hier  eine  einfache  Ableitung  ffir  oben- 
genannte Entwickelung  und  finden  sich  die  bekannten  auch  im 
Serret'schen  Lehrbuche  mitgeteilten  Formeln  für  sin  na  und  cos  na 
wieder.  G. 

M.  d'Ocagnb.      Sur    le  d^veloppement  de  Bwncp  et  de 
cosncp  suivant  les  puissances  de  cos^.      Teizeira  J.  ix. 

161-162. 

In  diesem  Artikel  bringt  Hr.  d'Ocagne  einen  ganz  elemen- 
taren Beweis  für  die  betreffenden  Bntwickelungen. 

Tx.  (Lp.) 
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F.  RoGEL.      Die    Entwickelung    der    Exponentiellen    in 
eine  unendliche  Factorenfolge.    Hoppe  Arch.  (2)  ix.  206-210. 

Durchläuft  Cm   alle  Producte   aus  m   ungleichen  Primzahlen 
mit  Ausschluss  der  Primzahl  2,  so  ist 

^  =  /7  (r^)  (^0  =  1)' 

m=ü  ^  1  —  a?  "•'^ 

wie  man  erkennt,  wenn  man  den  Logarithmus  des  unendlichen 
Produetes  nach  Potenzen  von  x  entwickelt.  Durch  Wahl  spe- 
cielier  Werte  von  x  erh&lt  man  bemerkenswerte  Darstellungen 
TOD  Potenzen  der  Zahl  e  durch  unendliche  Factorenfolgen. 

Hz. 

F.  R06EL.     Darstellung  der  harmonischen  Reihen  durch 

Factorenfolgen.      Hoppa  Arch.  (2)  IX.  .297-319. 

Durch  Umformungen  der  bekannten  Euler'schen  Identität 

wo  p  alle  Primzahlen,  a  alle  ganzen  Zahlen  durchläuft,  und  ähn- 
licher verwandter  Identitäten  leitet  der  Verfasser  eine  Reihe 
anderer  Identitäten  ab.    Als  Beispiel  führen  wir  an: 

(-1)"» 


^m 


WO  Cfl,  alle  Producte  aus  m  ungleichen  Primzahlen  durchläuft 
(c^  =  1),  @«,  Sn  die  Summe  der  reciproken  n****  Potenzen  aller 
Primzahlen,  bez.  aller  Zahlen  bedeuten.  Ist  n  eine  gerade  Zahl, 
80  lassen  sich  die  Summen  S^c^  durch  die  BernouUi'schen  Zahlen 

ausdrQcken,  und  die  Formel  kann  dem  entsprechend  in  eine  an- 
dere Gestalt  gebracht  werden.  Hz. 


T.-J.  Stibltjbs.     Sur  la  fonction  exponentielle*.  G.  R.  GX. 

267-270. 

Ein  sehr  einfacher  Beweis  der  Transcendenz  von  e,  der  auf 
die  Hermite'sche  Formel 

28* 
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(1)  /'V**F(a)d»  =  F(0)-«'-«F(a) 

0 

gegründet  ist,  wo  F(jk)  eine  ganze  rationale  Function  von  s  vom 
Grade  M  und 

ist.    Um  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung 

JV+iV,e«  +  iV,c*  +  ...  +  Nnt^  =  0 
unmöglich  ist,  wählt  Stieltjes 

wo  die  Bestimmung  der  ganzen  Zahlen  /u,  x,,  x„  ...,  x«,  yon 
denen  die  letzten  n  einen  der  Werte  0  und  1  erhalten,  vorbe- 
halten bleibt.  Unter  Benutzung  der  Formel  (1)  für  ^  =  1  er* 
geben  sich  dann  die  Gleichungen 

wo  Py  P^f  P,,  ...,  Pn  ganze  Zahlen  bedeuten.  Es  folgt  nun 
weiter  in  bekannter  Weise,  dass  fbr  ein  genQgend  gross  gewähltes 
/i  die  Gleichung 

Ü  U  0 

oder 

J^  0(z).e-'F(z)dz  =  0 

bestehen  muss,  wo  O  {a)  eine  unstetige  Function  von  z  bedeutet, 
die  in  den  Intervallen  0...a,  bezw.  a...&  etc.  die  constanten 
Werte  iV,c«+iV,c*H h^»«*»  bezw.  iV,e*H f-iV«c*  etc.  be- 
sitzt. Die  Function  0(9)6"' F(s)  hat  aber  in  dem  Integrations- 
intervalle  0...A  beständig  einen  positiven  Wert,  wenn  fi  eine 
gerade  Zahl  ist  und  Xj,  x,,  ...,  x„  passend  gewählt  werden.     Ist 

aber  0(»)c""*F(»)  beständig  positiv,  so  kann  /   0(»)er'  F(z)dz 


u 
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nicht  =0  sein,  und  also  ist  auch  die  Gleichung 

N+N,  c«  + JVjC*  +  ...  +  Nn^  =  0 
unmöglich.  Hz. 

0.  Venskb.      Ueber  efne   Abänderung  des   ersten  Her- 
mite'schen  Beweises  fUr  die  Transcendenz  der  Zahl  e, 

Gott  Nachr.  335-338. 

In  seiner  klassischen  Abhandlang  „Sur  la  fonotion  exponen- 
tielle*'  hat  Hermite  zwei  Beweise  für  die  Transcendenz  der  Zahl 
e  gegeben,  von  denen  jedoch  nur  der  zweite  von  Hermite  selber 
als  streng  angesehen  wird.  Der  Verfasser  zeigt  in  der  vorliegen- 
den Note,  dass  eine  leichte  Abänderung  genügt,  um  auch  den 
ersten  Hermite*schen  Beweis  strenge  zu  machen.  Nach  Ansicht 
des  Referenten  ist  indessen  auch  der  Hermite'sche  erste  Beweis 
in  seiner  ursprünglichen  Fassung  streng.  Doch  ist  trotzdem  die 
Tom  Verfasser  gegebene  Abänderung  von  Interesse,  da  sie  mit 
wesentlich  einfacheren  Hülfsmitteln  operirt.  Hz. 


J.  Molk.      Exposition  de  la  dömonstration,   donnde  par 
M.  Weierstrass    de    ce    th^or^me:   n  est  un    nombre 

transcendant.    Darboax  BoU.  (2)  XIV.  186-199. 

J.  Molk.     Exposition  de  la  d^monstration,  donnöe  par 
M.  Weierstrass,  des  thdorfemes  de  M.  Lindemann  sur 

la  fonotion   exponentielle.    Darboax  BuU.  (2)  XIV.  228-240. 

Der  Verfasser  giebt  in  französischer  Sprache  eine  Darstellung 
des  Inhalts  von  Weierstrass'  Abhandlung:  „Zu  Lindemann's  Ab- 
handlung: Ueber  die  Ludolph'sche  Zahl^  (Berl.  Ber.  1885,  F. 
d.  M.  XVII.  414).  Hz. 

J.  J.  Sylvester.     1)  Sur  le  rapport  de  la  circonförence 
au  diam^tre.    c.  r.  oxl  778-780. 

J.  J.  Sylvester.     2)    Preuve    que    n  ne  peut  pas  ^tre 
racine  d'une  ^quation  alg^brique  k  coefficients  entiers. 

C.  B.  OXL  866-871. 
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Der  Verfasser  hat  die  in  der  ersten  Note  enthaltenen  Ent- 
Wickelungen  in  der  zweiten  zurückgenommen.  In  dieser  zweiten 
Note  will  Herr  Sylvester  einen  Beweis,  der  einfacher  als 
der  von  Lindemann  berrtthrende  ist,  für  die  Transcendenz  der 
Zahl  n  oder  vielmebr  allgemeiner  der  trigonometrischen  Tangente 
einer  algebraischen  Zahl  geben.  Der  Beweis  scheint  dem  Refe- 
renten jedoch  nicht  stichhaltig  zu  sein.  Der  Verfasser  sttttzt 
sich  auf  den  Lambert'schen  Satz,  dass 

«(«)  =  -^^—g!  =  #'81» 


5- 

ist.    Setzt  man      ^  ,^.  Ö* 

Ör(Ö)  = ^ 

2r  +  l-, 


2r+3- 

••. 

so  findet  man     ^  .^.  _  Ar^i{d),T(d)-  Br+\(0) 

^^^^)-         Ar(iO).T(d)--Br(d)       ' 

WO  Ar{d\  Br[d)  ganze  ganzzablige  Functionen  von  0  sind. 
Ferner  ist  nach  einem  von  Hrn.  Sylvester  vorausgeschickten  Lemma 
stets  von  einem  gewissen  r  ab  der  absolute  Betrag  von  Or(^) 
kleiner  als  1,  welchen  Wert  0  auch  besitzen  möge.  Nimmt  man 
nun  an,  0  genüge  einer  ganzzahligen  Gleichung  (in  welcher  der 
Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  0,  unbeschadet  der  Allge- 
meinheit, gleich  1  vorausgesetzt  wird) ;  nimmt  man  ferner  an,  tg0 
sei  rational,  oder  allgemeiner:  t{0)  sei  eine  rationale  Function 
von  0  mit  rationalen  Coefficienten,  so  wird  für  einen  geeigneten 
Wert  der  ganzen  Zahl  k  das  Product  k.t(0)  und  also  auch 

k[Ar{0M0)-Brm 

eine  ganze  ganzzahlige  Function  von  0  sein.  Nun  ist  nach  dem 
erwähnten  Lemma  das  Product 

0r(Ö)  ©.(»,)  ...   GrC0n)  =  n®,(Ö), 

absolut  genommen,  kleiner  als  1,  falls  r  gross  genug  gewählt 
wird  und  0,,  ...,  0n  die  mit  0  conjugirten  algebraischen  Zahlen 
bedeuten. 

Hieraus  folgt,  dass  die  absoluten  Werte  der  Producte 

k-n{Ar{0)%(0)-Br{0)),     A»/7(^+i(e)T(ö)-Ä,^i(ö)),  ... 
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eine  onendliche  Reihe  abnehmender  Zahlen  bilden.  Diese  Zahlen 
(80  fährt  Sylvester  fort)  sind  aber  ganze  positive  Zahlen,  und 
man  hat  daher  einen  Widerspruch.  Dieser  Schluss,  dass  es  sich 
am  positive  ganze  Zahlen  handle,  ist  aber  nicht  zulässig.  Denn 
wenn  auch  k[Ar{d)t(d)—Br(0)]  eine  ganze  ganzzahlige  Function 
von  6  ist,  so  folgt  noch  nicht,  dass  k[Ar(di)t{6i)'-'Br(di)]^  wo 
seinen  der  Werte  2,  ...,  n  besitzt,  dieselbe  ganze  Function  von 
di  ist.     Damit  wird  aber  der  ganze  Beweis  hinfällig.        Hz. 


L.  PocHBAMMBR.    ZxxT  Theorie  der  Euler'schen  Integrale. 

Math.  ADD.  XXXV.  495-526. 

Behandlung  der  Euler'schen  Integrale  beider  Arten  mittels 
der  Methode  der  Abhandlung  „lieber  ein  Integral  mit  doppeltem 
Umlauft  (vergl.  S.  407  dieses  Bandes);  als  Anwendung  werden 
die  Lösungen  der  Gauss'schen  Differentialgleichung  durch  be- 
stimmte Integrale  mit  denjenigen  durch  hypergeometrische  Reihen 
verglichen.  Bdt. 

W.  A.  Stekloff.     Interpolation  einiger  Producte.   Charkow 

Ges.  (2)  I.  239-248.  (Rasaiscb.) 

Das  Product  Ha^tß  =  («  +  i»)(o  +  2/y)((r-f  3/?)  ...  (a  +  Är/J)  liegt 
zwischen  den  Grenzen 

und 

Es  werden  ähnliche  Grenzen  für  die  Producte  Ila-kß,  Tla-i^ß^  Tla-^k^ß 
gefunden. 

Die  Interpolation  beruht  auf  den  Eigenschaften  der  Gamma- 
Functionen.  Wi. 

W.  P.  Alexeiewsky.     üeber  die  Functionen,  welche  den 
Gamma-Functionen  ähnlich  sind,    Charkow  Gea.  (2)  1. 169-238. 

(Rassiacb.) 
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Die  Arbeit  enthält  ein  eingehendes  Studium  der  Eigen- 
schaften der  Function  6r(a;),  welche  durch  die  Gleichung 
G(a?+1)  =  r(x)G(x)  und  die  Bedingung  G{x)  =  1  definirt  ist, 

sowie  der  Function  0(aj)  =  — ^— ^  -•  Die  Eigenschaften  die- 
ser Functionen  sind  vollkommen  analog  den  Eigenschaften  der 
Gamma-Function  und  der  Function  \p(x)  =  —  j  '  So  hat 
man  fttr  die  Function  6(x)  z.  B.  die  folgenden  Formeln: 

e(«)  =  iimj(«+i)     *     [r(«+i)]--£^i^-j, 

+  alogF(a)— logG(l+a)  u.  s.  w., 

die  den  ähnlichen  Formeln  in  der  Theorie  der  Gamma-Func- 
tionen entsprechen. 

Durch  die  neu  eingeführte  Function  lassen  sich  einige  Inte- 
grale sehr  einfach  darstellen.    So  ist 


/ 

u 

/ 


\og%\nnx.dx  =  ajlog-^^  +  iog^^--_L_^, 

*  G(\—x) 

nx.co\gnx,dx  =  a;log2;T-f  log 


G{l+x) 

Wenn  man  berücksichtigt,  dass 

logr(j;)  =  ^-Mogx,     logG(x)  =  J-^logx, 
so    wird   man    zur   Betrachtung   der   Functionen  Gn(x)   geführt, 
welche  durch  die  Gleichung  logG„(a:)  =  J^^logx   und    die  Be- 
dingung log(7„(l)  ==  0  definirt  sind;    ihre  Eigenschaften  erörtert 
der  Verfasser  ebenfalls. 

Am    Ende    der    Abhandlung    betrachtet   der  Verfasser   die 
Function  G(x)    als    einen    speciellen    Fall   der   Function    H(x)^ 

welche  durch  die  Gleichung  ff(a?-|-l)  =  /*( — jB(x)  und  die  Be- 
dingung ff(l)  =  1  definirt  ist.      Es   werden   die  Eigenschaften 
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der  Function  H(x)  hergeleitet;   das   unendliche  Product  für  die 
Function  H(x): 

H(x)  =  «"+**'— iZ  Tu ^e'"m-H.a"^2(m+na)"> 

^  ^  a       ^       m  +  na^ 

(wo  m  und  n  alle  ganzen  positiven  Werte  durchlaufen  müssen  mit 
Ausnahme  der  Combination  in  =  0,  n  =  0)  zeigt,    dass,    wenn 


i  to* 


man   x  =  — ,  er  =  —  setzt,    wo   «0  und   co'   die   Perioden   der 

elliptischen  Functionen  sind,  die  Function  H{x)  übergeht  in  die 
Function 

welche   in   dem   engsten  Zusammenhange   mit   der   Heine'schen 
Function  steht.  Wi. 


N.  J.  80NINR.      Die   Darstellung  des  Logarithmus    und 
der  Euler'scben  Constante  durcli  bestimmte  Integrale. 

WarBch.  Univ.  Nachr.  1889.  YIII.  (Rassisch.) 

Unter    gewissen  Bedingungen   in    Bezug   auf  f(t)  hat  das 
Integral 

einen  bestimmten  endlichen  Wert,  den  wir  mit  loga  bezeichnen. 
Wenn  wir  annehmen 

'»      dt 


/f(Oj^\ogF(x), 


so  muss  F(x)  eine  differentiirbare  Function  sein,  die  für  positive 
Werte  des  Arguments  weder  Null  noch  unendlich  wird;  dabei 
mu88  l\mxF(x)  eine  endliche  positive  Grösse  sein,    die  mit  A 

bezeichnet  wird,  und  F(oo)  =  1.  Bei  allen  diesen  Voraussetzungen 
ißt  loga  =  —  logil— C,  wo  C  die  Euler'sche  Constante  bedeutet. 
Für  die  unmittelbare  Berechnung  von  a  finden  wir 

a  =  lim  — -Av^  , 


^ 
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WO 


d 
dz 


/90 

Die  Gonstante  a  behält  ihren  Wert  für  eine  andere  Function  f^COi 
wenn 

Wenn  f(i)  eine  differentiirbare  Function  ist,  so  haben  wir: 

-Iogil=yV(01og<*- 
Unter  der  Voraussetzung,  dass 

KO  =-/e"o(z)dz, 
erhalten  wir 

/CO 
a(s)  log  « .  dz. 

Für  die  Darstellung  des  Logarithmus  haben  wir  die  Formel: 

'«»f=/Kl")-f-(?")!v- 

Die  einfachsten  Integrale  ftlr  C  werden  unter  den  Voraus- 
setzungen A=  l  oder  a  =  1  erhalten. 

Für  die  Berechnung  dieser  Gonstante  kann  man  mit  Erfolg 
die  folgende  Formel  benutzen: 


C=i  +  i  +  ...+  -l-log(«  +  i) 


1\-« 


4-^|(_,).^l_2-«H)5-L(„  +  ^) 

+  (l)p(l  -  2-*+0  ^  („  +  ^  +  l)"*^ 


wo 


0<|< — ^  <0,20478, 
2»iV2e 

und  auch  andere  leicht  ableitbare  Formeln.  Wi. 
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A.    W.    Lettnikoff.       üeber     die     hypergeometrischen 
Fonctionen  höherer  Ordnungen.    Mosk.  Math.  Samml.  xiv. 

216-222.  (RossiBch.) 

Die  particalären  Integrale  der  Gleichung 

m— «  /#!• — «In  »1=11  /i'~"*'*li 

^(g  +  «-l>„9('»)(x)gs3j=^(,+«-l)„_,V'<™-'>(^)^, 

m=dü  •»•C  111=1  *••*' 

WO  (p  und  ^  ganze  Functionen  von  x  sind, 

.    _p(p~l)...(p~w  +  l) 
^^^"^ "  1.2...m  ' 

werden   durch   die   zwischen    Grenzen   genommenen   Derivirten 

ausgedruckt.  Wi. 

D.  M.  SiNTZBFF.     lieber  die  Bernoulli'schen  Functionen 

mit  fractionKrem   Index.     Kasan  Oes.  VIII.  291-336.  (Rassisch.) 

Die  Bernoulli'sche  Function  der  Ordnung  p  ist,  nach  der 
Definition  des  Verfassers,  die  Function,  welche  der  Gleichung 

T..(^)  =  ör((^J(«"-i)) 

genfigt,  wo  p  eine  willkürliche  reelle  Grösse  ist.  Die  Eigen- 
schaften dieser  so  definirten  Function  sind  ganz  analog  denen 
der  Bernoulli'schen  Function.     Die  wichtigsten  sind  folgende: 

1)  Die  Bernoulli'sche  Function  (fp.nCi'O  ist  ein  Polynom  ?om 
«*••  Grade. 

2)  Die  Derivirten  und  die  Integrale  der  Functionen  werden 
durch  diese  Functionen  ausgedruckt  nach  den  Formeln: 

J^VpA^)  =  II  (ii  - 1) . . .  (w  —  iit  +  lX<3Pp.i.-m(a?)  +  Bn^)y 

/»  1 

Der  Verfasser  giebt  auch  die  Entwickelungen  dieser  Functio- 
nen nach  Sinus  und  Cosinus,  die  Ausdrücke  durch  bestimmte 
Integrale  und  die  Ausdehnung  des  Raabe'schen  Theorems  auf 
diese  Functionen. 

Die  GoefGcienten  der  Bernoulli'schen  Functionen  der  Ord- 
nung p,  die  Bernoulli'schen  Zahlen  B^^n^   haben  auch  die  Eigen- 
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Schäften,  die  denen  der  BernouUi'schen  Zahlen  analog  sind.   Sie 
können  durch  die  Gleichung 


*.. = '^K^iL 


definirt  werden  und  sind  Polynome  fi^°  Grades  von  p.  Am 
Schlüsse  ist  eine  Tabelle  dieser  Polynome  fttr  Werte  von  n  =  1 
bis  M  =  11  hinzugefügt.  Wi. 


F.  Klein,     üeber  die  Nullstellen  der  hypergeometrischen 

Reihe.     Gott.  Nachr.  382383. 

F.  Klein.     Ueber  die  Nullstellen  der  hypergeometrischen 

Reihe.     Math.  Add.  XXXVII.  573-590. 

F.  Klein.    Ueber  die  Nullstellen  der  hypergeometrischen 

Reihe.     Naturf.  Ges.  Bremeo.  4. 

Der  Verfasser  entwickelt  eine  neue  und  sehr  bemerkens- 
werte Methode,  mit  deren  Hülfe  es  möglich  ist,  die  Anzahl  der 
reellen  Nullstellen  zu  bestimmen,  welche  die  hypergeometrische 
Function  F(/,  m,  n,  x)  bei  bestimmt  gegebenen  reellen  Parametern 
/,  m,  n  zwischen  o;  =  0  und  o;  =  1  besitzt. 

Es  sei 

eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren  Coeffi- 
cienten  p,  q  reelle  Functionen  von  x  sind,  und  man  betrachte  auf 
der  x-Axe  ein  Intervall  a .. .  6,  in  dessen  Innerem  kein  singulärer 
Punkt  der  Differentialgleichung  gelegen  ist.  Es  sei  ferner  y, 
ein  particuläres  Integral  der  Differentialgleichung,  welches  in  a 
verschwindet,  und  X  bezeichne  die  Anzahl  der  Nullstellen,  welche 
y^  in  jenem  Intervalle  a  ...  6  besitzt.  Endlich  bezeichne  y,  ein 
beliebiges  anderes  particuläres  Integral,  welches  in  a  negativ  ist 

Betrachtet  man  nun  den  Quotienten  ?;  =  ^ ,  so   folgt  aus   einem 

leicht  zu  beweisenden  Satze  von  Sturm,  dass,  während  x  das 
Intervall  a  . . .  6  durchläuft,  der  Quotient  77  gerade  X-mal  von  —  00 
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bis  4-  oo  läuft,  ohne  dass  zwischendurch  eine  Umkehr  stattfindet. 
Jetzt  seien  p,  q  rationale  Functionen  von  x  mit  reellen  Coeffi- 
cienten,  und  die  n  singulären  Punkte  a,  6,  c, ...  seien  ebenfalls 
sämtlich  reell.  Ziehen  wir  jetzt  neben  den  reellen  Werten  von 
X  und  71  auch  die  complexen  in  Betracht,  so  ist  bekannt,  dass 
die  positive  Halbebene  der  Veränderlichen  x  sich  mittels  der 
Function  17  auf  ein  Ereisbogen-n-Eck  abbildet,  und  zwar  sind 
die  Eckenwinkel  beziehungsweise  Xtt,  /u;r,  vn^  ...,  wenn  unter 
i,  fi,  y, ...  die  Exponentendifferenzen  verstanden  werden,  welche 
zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  a,  6,c, ...  zugehören.  So- 
mit erscheint  jetzt  die  Zahl  X  als  die  Anzahl  von  Malen,  dass 
die  zugehörige  Seite  des  Polygons  der  17-Ebene  eine  volle  Kreis- 
Peripherie  umspannt,  oder,  was  dasselbe  ist,  als  die  Anzahl  von 
Malen,  dass  die  betreffende  Polygonseite  sich  selbst  überschlägt. 
Im  Falle  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung  handelt 
es  sich  demnach  um  die  Frage,  wie  ein  Ereisbogendreieck  mit 
irgend  welchen  gegebenen  Winkeln  Att,  ixn^  vn  gestaltet  ist, 
wobei  die  Ecken  beliebig  vielfache  Windungspunkte  sein  können. 
Die  nähere  Untersuchung  zeigt,  dass  die  dem  Winkel  kn  gegen- 
über liegende  Seite  sich  so  oft  flberschlägt,  als  die  grosseste 
ganze  Zahl  angiebt,  welche  von  K^  — /u  —  v  +  1)  überschritten 
wird.  Nun  drücken  sich  die  Exponentendifferenzen  A,  /u,  v  durch 
die  Formeln 

X  =  |1 — n|,  fi  =  |/— m|,  V  =  |fi— /  — f»| 

aas,  und  somit  lässt  sich  dann  die  Zahl  X  ermitteln,  welche  dem 
Intervalle  0 ...  1  entspricht.  Als  schliessliches  Resultat  ergiebt 
sich:  Die  gesuchte  Zahl  der  Nullstellen  ist  gleich  der  grossesten 
positiven  Zahl  £,  welche  von  dem  Ausdrucke 

i(|^-w|-|l-n|~|fi-/— m|+l) 

Qberschritten  wird,  sobald  l—n  negativ  oder  0  ist;  ist  dagegen 
1— fi  positiv,  so  ist  die  gesuchte  Zahl  der  Nullstellen  gleich  E 
oder  gleich  £+1;  welcher  von  beiden  Fällen  eintritt,  lässt  sich 
dadurch  entscheiden,  dass  man  feststellt,  ob  F{l^m^n^x)  eine  ge- 
rade oder  ungerade  Zahl  von  Nullstellen  in  jenem  Intervalle 
0...  1  besitzt  Ht. 
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A.  HüRWiTz.     üeber  die  Nullstellen  der  hypergeometri- 

BChen   Reihe.    Gott.  Nachr.  557-564. 

Die  von  F.  Klein  behandelte  Frage  nach  der  Anzahl  der 
zwischen  o?  =  0  und  x  =  l  gelegenen  NulUtellen  der  hyper- 
geometrischen Reihe  F(/,  m,  n,  x)  —  vergleiche  das  vorige  Re- 
ferat —  wird  in  der  vorliegenden  Note  in  anderer  Weise,  näm- 
lich auf  Grund  derjenigen  Principien  gelöst,  welche  bei  dem 
Sturm'schen  Satze  von  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  zur  Verwendung  gelangen.  Setzt  man 
allgemein 

F,-F(/  +  t,«+i,«  +  t,^),   r,=  ~    („^i)(„^^^i^ 
und  bildet  dann  die  Functionen 

so  wird  die  Reihe  V^yV^yV^^...^Vk  bei  geeigneter  Wahl  der 
Zahl  k  allen  Bedingungen  einer  Sturm'schen  Reihe  genttgen  und 
zwar  fbr  jedes  Intervall  a...6,  welches  ganz  in  dem  Intervalle 
0...1  enthalten  ist.  Man  erkennt  dies,  wenn  man  die  Gauss'- 
sehen  Relationen  zwischen  den  drei  benachbarten  Functionen 
Fj,  Fj+i,  Yi^7  aufstellt.  Bezeichnen  dann  Na  und  iV^  die  Anzahlen 
der  Zeichenwechsel  jener  Reihe  fQr  d?  =  a  bezüglich  a;  =  6,  so 
giebt  Na — Nt  die  Anzahl  der  Nullstellen  von  F^=F(/,  m,  «,  x) 
an,  welche  zwischen  a  und  h  liegen.  Durch  Anwendung  dieses 
Satzes  auf  den  Fall  a  =  0,  fr  =^  1  findet  der  Verfasser  dann  in 
der  That  die  von  F.  Klein  angegebenen  Anzahlen  bestätigt. 

Ht. 


J.  Kleiber.     Empirische  Formeln.     Phya.  Gea.  st  Peterab. 

XXII.  11-43.  (Rosaiach.) 

Die  vorliegende  Abhandlung  besteht  aus  mehreren  unab- 
hängigen Teilen,  welche  nur  dadurch  in  ein  Ganzes  verbunden 
sind,  dass  sie  die  Fortsetzung  und  weitere  Entwickelung  der 
Resultate  bilden,  welche  der  Verfasser  in  seiner  Arbeit:  „Theorie 
der  Ausgleichung  der  Beobachtungsreihen  *"  (F.  d.  M.  XX.   1888. 
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220)  erhalten  hat.  In  der  Einleitung  giebt  der  Verfasser  kurz 
denjenigen  Teil  der  Theorie  der  Ausgleichung  wieder,  der  bei 
der  Berechnung  empirischer  Formeln  in  Betracht  kommt;  ausser- 
dem ist  eine  Tafel  beigefügt,  welche  für  die  praktische  Anwen- 
dung der  Yom  Verfasser  vorgeschlagenen  Methode  zur  Berech- 
nung der  Constanten  empirischer  Formeln  in  physikalischen 
Untersuchungen  dienen  soll.  Bb. 


B.    Elliptische  Functionen. 

6.  H.  Halphbn.  Trait^  des  fonctions  elliptiques  et  de 
leurs  applications.  111»*»«  Partie.  Fragments.  Publi- 
cation   faite   par  les  soins  de  la  section  de  göomdtrie 

de   rAcad^mie   des   Sciences.      Paris.  Gaatbier-VillarB  et  Fils. 
(1891.)  XVH-272S.  8». 

Bei  dem  Berichte  über  die  beiden  ersten  Bftnde  des  „Traitä 
des  fonctions  elliptiques«  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  377;  XX.  1888. 
434)  haben  wir  bereits  erwähnt,  dass  der  dritte  Teil  die  alge- 
braischen und  arithmetischen  Anwendungen  der  elliptischen 
Functionen  behandeln  sollte,  und  dass  leider  der  frühzeitige  Tod 
des  Verfassers  diese  Arbeit  unterbrochen  hat.  Im  vorliegenden 
Bande  sind  die  Bruchstücke  des  dritten  Teiles  nach  hinterlassenen 
Manuscripten  von  der  geometrischen  Section  der  Pariser  Aka- 
demie veröffentlicht.  Das  erste  Capitel  (S.  1-46)  enthält  die 
Teilung  der  Perioden  durch  5  und  die  Lösung  der  Gleichung 
fünften  Grades  mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen.  Das 
zweite  Capitel  (S.  47-191)  behandelt  die  Teilung  der  Perioden 
durch  die  Zahl  7.  Es  folgen  nun  verschiedene  Bruchstücke: 
I.  Ueber  die  complexe  Multiplication  in  den  elliptischen  Functio- 

oen,  und  insbesondere  über  die  Multiplication  mit  y— 23  (S.  151 
bis  196);  iL  Aliquote  Teile  von  Perioden;  ihre  Einteilung  in 
Gruppen,  wenn  der  Teiler  eine  Primzahl  (S.  197-239);  III.  Klei- 
nere Fragmente  zur  Transformation   (S.  239-269).    Voran  geht 
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diesem  Bande  eine  Lebensbeschreibung  Halphea's  von  ]&.  Picard 
(S.  VII-XVI).  M. 

E.  H.  Moore.     Note  concerning  a  fundamental  tbeorem 
of  elliptic  functions,   as  treated    in  Halphen's  Trait^, 

Vol.  I,    Pages  39-41.    Palermo  Rend.  IV,  186-194 

Das  betreffende  Theorem  lautet:  Es  existirt  ein  Argument» 
und,  abgesehen  von  Vielfachen  der  Perioden,  nur  ein  einziges, 
für  welches  pu  und  p^u  resp.  gleich  gegebenen  imaginären 
Grössen  sind,  die  der  Gleichung 

genügen.   Unter  Wiederholung  des  Beweises  von  Halphen  werden 
einige  Punkte  desselben  eingehender  erörtert.  H. 


G.  Königs.      Remarque   sur  un  point  de  la  th^orie  des 

fonetions   elliptiques.    Toaloaee  Ann.  IVB.  l>4. 

Essei  F(is|is,,  2,,...,i5^)ein  Polynom m'*" Grades  in  s,,«,,..., 2,7 
dessen  Coefßcienten  eindeutige  doppeltperiodische  Functionen 
von  2  sind.     Macht  man  in  F 

WO  ^(js)  die  elliptische  Function  zweiter  Art  bedeutet,  und 
a^^a^,..,^ay  Constanten  sind,  so  wird  F[«|^(ä  — a,), ...,  ?(«— a„)] 
eine  Function  ohne  Pole  in  endlicher  Entfernung,  reducirt  sieb 
also  auf  eine  Gonstante.  Dieser  Satz,  der  hier  bewiesen  wird, 
dient  zur  einfacheren  Herleitung  mehrerer  Formeln  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen.  M. 


P.  Appell.     8iir  les  fonetions  elliptiques.     CR.  cx.  32-34. 

Es  wird  die  Darstellung  der  elliptischen  Functionen  als  der 
Quotient  von  Functionen  &  a  priori  durch  solche  Betrachtungen 
gerechtfertigt,  die  sich  auch  auf  Functionen  von  2  Veräuder- 
liehen  mit  4  Gruppen  von  Perioden  ausdehnen  lassen.  Diese 
Ausdehnung    erscheint    möglich    mit   Hülfe    des   Poincar^'schen 
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Theorems  (Acta  Math.  II):  „Eine  Function  von  2  Veränderlichen, 
die  sich  in  einem  endlichen  Bereiche  wie  eine  rationale  Function 
verhält,  kann  als  Quotient  zweier  ganzen  Functionen  dargestellt 
werden,  die  nicht  gleichzeitig  fttr  die  Punkte  verschwinden,  fQr 
welche  die  Function  unbestimmt  ist.*'  M. 


J.  P.  Teixbira.      Estudo  sobre  as  func^Ses  dnplamente 
periodicas  de  terceira  especie.     coimbra. 

In  dieser  Schrift  beschäftigt  sich  der  Verf.  mit  der  analyti- 
schen Darstellung  der  doppeltperiodischen  Functionen  dritter  Art. 
Zuerst  erfolgt  die  Darstellung  dieser  Functionen  als  Quotient 
zweier  Functionen,  und  dann  die  Darstellung  derselben  Functio* 
nen  durch  Reihen  von  einfachen  periodischen  Elementen. 

Tx.    (Lp.) 

J.  P.  DoLBNiA.  Sur  les  integrales  pseudo-elliptiques  d'Abel. 

Jonm.  de  Math.  (4)  VI.  293-311. 

Analog  der  GQnther'schen  Bezeichnung  pseudo-elliptische  In- 
tegrale (S.  M.  F.  Bull.  X.  1882.  88)  nennt  Herr  Dolbnia  „AbeV- 
sche  pseudo-elliptische  Integrale'  die  von  der  Form 

{x+H)dx 


h 


in  dem  Falle,  wo  sich  die  letzteren  durch  Logarithmen  aus- 
drucken lassen.  Die  Theorie  dieser  Integrale  hat  Hr.  Tschebyscheff 
geschaffen  (Bull.  St  P^tersbourg  III,  1861).  Seine  Sätze  wurden 
von  Zolotareff  (Journ.  de  Math.  (2)  XIX)  bewiesen.  Da  sich 
aber  Zolotareff  der  alten  elliptischen  Functionen  bediente,  so  sind 
seine  Beweismethoden  sehr  umständlich.  Herr  Dolbnia  zeigt, 
dass  diese  Theorie  durch  Einführung  der  Weierstrass'schen 
Functionen  sich  viel  eleganter  gestaltet.  M. 


J.  P.  Dolbnia.     üeber  die  Aberschen  pseudoelHptischen 

Integrale.      Kasan  Ges.  YIII.  252-277. 
Der  Verfasser  ftthrt  in  die  Lösung  der  Frage  ein,   ob  das 

Foitwhr.  d.  Math.  XXII.   1.  29 
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Integral 

(1)        f  , (a?  +  g)dJ? 

sich  algebraisch-logarithmisch  darstellen  lässt  dnrch  die  Weier- 
strass'sche  Function  pti.  Indem  er  ftlr  dieses  Integral  die 
Formel 

entwickelt,  zeigt  sich,  dass,  damit  das  Integral  (1)  ein  pseudo- 
elliptisches werde,  die  Reihe 

p(r),p(2t)),...,|»(2M)), 
wo  V  von  den  Gonstanten  des  Integrals  abhängt,  periodisch  sein 
muss.     Dieses  Kriterium  kann  auch  mit  einem  anderen,  das  in 
der  Periodicität  gewisser  Reihen  von  Constanten  besteht,   ver- 
tauscht werden.  Wi. 

J.  P.  DoLBNiA.     Analogie  zwischen  den  elliptischen  und 
trigonometrischen  Functionen.    Kasan  Ges.  Vill.  129-144. 
S.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  469. 


M.  A.  TrcHOMANDRiTZKY.  Die  EntWickelungen  der  tri- 
gonometrischen und  elliptischen  Functionen  in  Par- 
tialbrüche und  unendliche  ProduCte.  Charkow  Gee.  (2) 
II.  1G7-209.  (Rassisch.) 

Eine  sehr  einfache  Ableitung  der  Entwickelungen  der  trigo- 
nometrischen  und  der  elliptischen  Weierstrass'schen  Functionen. 

Wi. 

J.  W.  L.  Gl  AISHER.     Expansions  of  Ä,  /,  6,  E  in  powers 

Of  &'^— Ar^.     Mess,  (2)  XIX.  146-150. 

Setzt  man  A  =  fc"— fc',  so  findet  man  Ä  = 
\  1'  1'.5'  1"   5'   9*  ) 

~^^i*^  +  ^:4TG~*'+2T4:6'r8:rö**+2 .4.6...  i4*'+-!' 

wo  ÜT*  und  Cr*  die  Werte  ron  K  and  G  sind,  wenn  der  Modul 
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gleich  l/y2  ist.    Aehnliche  Entwickelangen  werden  für  /,  6,  E 
und  fbr  Grössen,  die  von  ihnen  abhängen^  gegeben. 

Glr.    (Lp.) 

G.  F.  Childe.     On  a  direct  relation  between  the  definite 
elliptic  integrals  of  the  first  and  second  order.      Hess. 

(2)  XIX.  155-164. 

Bezieht  sich  auf  eine  Reihe,  die  von  dem  Modul  abhängt, 
welcher  das  Verhältnis  von  JST  zu  E  ausdrfickt. 

Glr.    (Lp.) 

J.  W.  L.  Glaisher.    On  the  expansion  of  ^,  -,  ^  etc., 
in  ascending  powers  of  k^.    Mees.  (2)  xix.  164-174. 

In  dieser  Arbeit,  welche  durch  die  eben  angezeigte  Abhand- 
lang des  Hrn.  Childe  veranlasst  wurde,  beschäftigt  sich  der 
Verf.  mit  den  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  k^  fortschreiten- 
den Entwickelungen  von  tt,  77,  -«  i  -r 7  '^S  *^>  i^ai  u.  s.  w. 

K.      (1      iL       i  H 

Glr.    (Lp.) 


G.  ZuRRiÄ.     Sulla   espressione  degrintegrali   ellittici    in 
integral!  definiti  (con  diverse  applicazioni).    Separatabzng 

aas  den  Memorie  della  Societä  italiana  delle  scienze   (detta  dei  XL). 
(3)  VIII.  18  S.  40. 

Die  im  Titel  angeführten  Ausdrücke  sind: 

n 

J   Vi  -Ä'sin Vdqp  =  cotg^) .  (I-Vl-A'ain» 


71 


2   /•*       , 

+  -y    di^yi-*'8in'i/;arclang[|/l  —  A'sin'i/; .  tang^], 


29' 
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*<     (l+«8in'9))yi  — üt*8m> 


^-j/^«"«"'«['"+'-'-«»i  +fmm% 


n 


""  ^  /    ;^ k^ 1  ~  arctaDg[|/l-/f'8inV.tangy]. 

^•.     (l+  -  Bin'tpyi-k^Bin'ip 

Hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  ReihenentwiokelungeD«  von 
denen  die  erste  mit  der  von  Gudermann  (Series  novae,  qaaram 
ope  integralia  elliptica  primae  et  seeundae  speciei  compatantur 
simul  ea,  quorum  moduli  sunt  conjugati,  Journ.  f&r  Math.  XVI. 
366-72)  aufgestellten,  von  der  Bezeichnung  abgesehen,  flberein- 
stimmt: 

/    iT. 1^1-^  ==  2'  ^^^''^     ry\-k'sifCq>dq>  =  2/  J  QX^ ; 


hier  ist: 
t 


* 

Endlich  benutzt   der  Verfasser  seine  Formeln   zur    Berechnung 
der  Fläche  des  Ellipsoids.  Vi. 


E.  PiCARD.     Sur  Tinversion  de  l'int^grale  elliptiqae  et 
rirröductibilit^  de  ses  pöriodes.  Darboux  Bull.  (2)  xiv.  107-110. 

Die  eine  Methode,  um  zu  zeigen,  dass  die  Umkehrung  des 
elliptischen  Integrals  erster  Gattung  auf  eine  eindeutige  Function 
fahrt,  geht  von  dem  Additionstheorem  aus  und  lässt  sich  auch 
für  die  AbeFschen  Functionen  anwenden,  wie  aus  der  grossen 
Abhandlung  von  Weierstrass  im  Journal  f&r  Math.  XLVII 
bekannt  ist.  Die  zweite  nimmt  ihren  Ausgangspunkt  von 
dem  Fundamentaltheorem   für   die  Existenz   der   Integrale    der 
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Differentialgleichung 

Im  Vorliegenden  ergänzt  Herr  Picard  diese  Beweisniethode 
derart,  dass  auch  sie  vollständig  streng  wird.  Die  zweite  Note 
enthält  den  Beweis,  dass  die  beiden  Perioden  dieser  Function 
sich  nicht  auf  eine  reduciren  lassen,  wenn  die  vier  Constanten 
a,  bj  c,  d  von  einander  verschieden  sind.  M. 


G.  ToRELLi.     Estensione  d'un  teorema  di  Biemann  rela- 
tivo  al  quoziente  degrintegrali  ellittici  completi  di  1^ 

specie.      Napoli  Rend.  (2)  IV.  238-244. 

Das  Riemann'sche  Theorem  besagt,  dass  für  die  elliptischen 

Functionen,   in  denen  als  variables  Element   der  Quotient  der 

iK' 
Perioden-^  betrachtet  wird,  stets  der  CoefScient  von  i  in  dem 

imaginären  Teile  dieses  Quotienten  positiv  sein  muss.  Hier  wird 
ein  jenen  Satz  umfassendes  allgemeines  Theorem  hergeleitet,  in- 
dem der  Quotient  der  bestimmten  trinomischen  Integrale 


x'=yV-'(l-Ä)--y[l-(l-aj>]-* 


dz 


betrachtet  wird,  welcher  der  Oauss'schen  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung 

^(a:-l)g, -  [y^(a+ß  +  l)x] %+aßy:=0 
genügt.  M. 

G.  VAUiB.     Sopra  un  caso  particolare  di  trasformazione 
delle  funzioni  ellittiche.    Tonno  Atti  xxvi.  236-243. 

Abel  (Oeuvres  1881,  I.  568)  unterschied    18   verschiedene 
Transformationen  zweiter  Ordnung,  die  der  Differentialgleichung 

dy  _  1  dx 
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genOgen.    Acht  derselben  sind  von  dem  Typus: 

a+hx+cx* 


y  = 


r^n 


sechs  vom  Typus 


a!+Vx+c'x 


a!  +  Vx 


und  vier  vom  Typus 


ax 

y  = 


\-\'hx^ 

Hier  wird  nun  gezeigt,   dass    man  4  neue  Transformationen  er- 
hält, wenn  man  bemerkt,  dass  die  Gleichung 

dy  __  adx 

erfüllt  wird,  indem  man  in  ihr  y,  A,  a  resp.  mit ,    y,    ila 

y     ^ 

vertauscht.     Die  neuen  Transformationen  haben  daher  den  Typus 

^  ""           akx 
Im  ganzen  hat  man  also  22  verschiedene  Transformationen  zwei- 
ter Ordnung.  M. 

H.  P.  Manning.     Beduction  of 

dx  Mdfj 

to  ^ 


by    the   Substitution   x' =    -, — 77-,-    AmericanJ.xni.l85-iö8, 

•^  a -f-6  y 

Einfache  Herleitung  der  Legendre'schen  Normalform. 

M. 

A.  Cayley.     A  transformation  in  elliptic  functions. 

Quart.  J.  XXIV.  269-262. 

Herleitung  der  Formel 

"-y   v\az)r  '^w-         2{xyy 

in  Elein's  Abhandlang:   „Ueber  hjperelliptische  Sigmafunctioneu", 
Math.  Ann.   XXVII.    1886,   431  -  464,   auf  Seite  454.     Wir  be- 
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merken,  dass  der  Weierstrass'sche  Beweis  für  diese  Reduction 
auf  die  Weierstrass'sche  Normalform  sich  in  der  2^^°  Auflage 
von  Enneper's  Elliptischen  Functionen,  Halle  1890,  S.  27  -  29 
findet  M. 


W.  Bock.     Combinatorische  Ableitung  einiger  Formeln 
der  0- Functionen.     Hamb.  Mitt.  lli.  74-80. 

Wenn  die  Argumente  tr,  u>\  «?",  tr'";  tr,,  iTj,  t«?'/,  «^i"  ^^^p. 
0+6,  a— 6,  c+cf,  c— rf;  a-|-c,  a—c^  fc+^j  ^ — ^  sind,  so  besteht 
zwischen  den  @  Functionen 

C^       ©(tP),   =  2'C  ^, 

die  Relation: 

Dies  wird  auf  combinatorischem  Wege  bewiesen,  und  es  werden 
Folgerungen  daraus  hergeleitet.  M. 


Felix  Klein.  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ellip- 
tischen Modulfunctionen.  Ausgearbeitet  und  vervoll- 
ständigt von  Robert  Fricke.  "Erster  Band.  Grund- 
legung  der  Theorie.     Leipzig.  Teubner.  XIX  u.  764  S.  8^ 

Das  vorliegende  Werk  lässt  sich  kurz  charakterisiren  als 
eine  erweiterte  Fortsetzung  der  bekannten  „Vorlesungen  flbcr 
das  Ikosaeder^,  in  denen  sein  Erscheinen  bereits  in  Aussicht  . 
gestellt  worden  war.  Diesmal  aber  hat  Herr  Klein  die  Aus- 
arbeitung und  Vervollständigung  seiner  akademischen  Vorträge 
nicht  selbst  übernommen,  sondern  Herrn  ß.  Fricke  übertragen, 
dem  die  Lösung  der  schwierigen,  aber  dankbaren  Aufgabe:  die 
Klein'sche  Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  in  ausführ- 
licher und  übersichtlicher  Weise  darzustellen,  durchaus  gelungen 
ist,  wie  dies  auch  Herr  Klein  selbst  anerkannt  hat;  und  Herr 
Fricke   darf  für  sich  das  Verdienst   in  Anspruch    nehmen,    ein 


456  VII.  Absohnitt    FanetioDAotheorie. 

bisher  schwer  zugängliches  aassichtsreiches  Gebiet  der  modernen 
Analysis  dem  Verständnisse  eines  grösseren  Kreises  erschlossen 
zu  haben. 

Wie  bei  den  Ikosaedervorlesungen  ist  das  Mass  specifischer 
Vorkenntnisse  möglichst  gering  bemessen  worden.  Dieser  durch- 
aus zu  billigende  Grundsatz  hat  in  Verbindung  mit  einer  Dar- 
stellung, die  zwischen  zu  grosser  Knappheit  des  Ausdrucks  und 
überflüssiger  Breite  eine  glückliche  Mitte  innehält,  bewirkt,  dass 
die  Theorie  der  Modulfunctionen  zwei  starke  Bände  füllt  (der 
zweite  Band  ist  im  Sommer  1892  erschienen).  Deshalb  möchte 
der  Referent  darauf  hinweisen,  dass  Herr  Fricke  in  der  Vorrede 
zum  zweiten  Bande  dankenswerte  Fingerzeige  zur  Erleichterung 
des  Studiums  des  umfangreichen  Werkes  gegeben  hat. 

Der  erste  Abschnitt  des  ersten  Bandes  beginnt  im  ersten 
Capitel  mit  Untersuchungen  über  die  Invarianten  der  binären 
biquadratisclien  Form,  deren  Endziel  ist,  verschiedene  Normal- 
formen des  elliptischen  Integrales  erster  Gattung  herzuleiten  und 
zu  charakterisiren.  Als  solche  Normalformen  treten  auf  die 
Weierstrass'sche,  die  Legendre'sche  und  eine  mit  dieser  in  engem 
Zusammenhang  stehende,  welche  mit  einem  vielleicht  nicht  ganz 
glücklich  gewählten  Namen  als  Riemann'sche  Normalform  be- 
zeichnet wird.  Es  wird  noch  gezeigt,  dass  zwischen  den  hierbei 
auftretenden  „rationalen  Invarianten^  J,  ju,  l  Gleichungen  bestehen, 
welche  den  Typus  der  Gleichungen  der  regulären  Körper  haben. 

^Transcendente  Invarianten"  sind  die  Perioden  des  Integrals 
erster  Gattung,  welche  im  zweiten  Capitel  studirt  werden.  Die 
gehörig  normirte  Periode  ß  ist  eine  Function  der  absoluten  In- 
variante J  allein,  welche  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  genügt,  deren  Untersuchung  auf 
Grund  der  Fuchs'schen  Principien  vorgenommen  wird.  Es  er- 
giebt  sich  schliesslich,  dass  der  Periodenquotient  w  eine  unend- 
lich vieldeutige  Function  von  J  ist,  deren  sämtliche  Zweige  aus 
dem  Ausgangszweige  durch  lineare  gebrochene  ganzzahlige  Sub- 
stitutionen der  Determinante  1  hervorgehen.  Vermöge  der 
Schwarz'schen  Ableitung  erhält  man  eine  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  für  co(7),   welche   sich   als   ein  Specialfall  der 
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yon  Herrn  Schwarz  in  seiner  Arbeit:  „Zur  Theorie  der  hyper- 
geometrischen Reihe''  betrachteten  Differentialgleichung  an- 
sehen Ifisst. 

Die  interessante  Thatsache,  dass  auch  die  rationalen  Inva- 
rianten X  und  ju,  als  Functionen  von  J  angesehen,  Schwarz'sche 
I  Functionen  sind,  leitet  über  zum  dritten  Capitel.  Hier  werden 
zunächst  auf  Grundlage  der  Schwarz'schen  Arbeiten  die  S&tze 
aus  der  Theorie  der  conformen  Abbildung  hergeleitet,  auf  denen 
sich  die  Lehre  von  den  Functionen  s(v^^v^^v^]  J)  aufbaut,  die 
Herr  Klein  auch  Dreiecksfunctionen  nennt,  weil  jeder  Zweig 
einer  solchen  Function  die  conforme  Abbildung  eines  Kreis- 
bogendreiecks auf  eine  Halbebene  vermittelt.  Unter  den  ein- 
dentig  umkehrbaren  «-Functionen  werden  drei  Arten  unterschieden, 
je  nachdem  sie  einen  imaginären  Orthogonalkreis,  einen  Häufungs- 
punkt    oder   einen    reellen  Orthogonalkreis    besitzen.     Zu   der 

s- Function    dritter  Art   gehört   die  Function  w  =  *(J^,  ^, — ;  J), 

und  hierdurch  wird  für  J(w)  die  Eindeutigkeit  und  Existenz  in 
beschränktem  Bereiche  nachgewiesen,  während  die  andere  fun- 
damentale Eigenschaft  der  Invarianz  bei  jenen  linearen  Sub- 
stitutionen schon  aus  den  Betrachtungen  des  zweiten  Gapitels 
folgte  und  jetzt  auf  anderem  Wege  zum  zweiten  Mal  gefunden 
wird. 

Das   vierte  Capitel   stellt   sich   die   Aufgabe,    die  Function 

w  =  *(^,  ^, — ;  f)  in  einer  Weise  zu  behandeln,    welche  in  der 

Theorie  der  Ikosaeder-Irrationalität  ^  =  s(i,  |,  |;  J)  ihr  Prototyp 
findet  Diese  Betrachtung  wird  in  äusserst  interessanter  Weise 
durchgeHlhrt,  und  es  ergiebt  sich  so  als  Grundproblem,  die 
Resolventen  der  Modulgleichung  J(w)  =  J  namhaft  zu  machen 
und  zu  untersuchen.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  erfordert  ein- 
mal di^  Ermittelung  der  Untergruppen  der  Modulgruppe,  das 
ist  das  „gruppentheoretische  Grundproblem",  dem  der  zweite  Ab- 
schnitt des  Buches  gewidmet  ist,  und  dann  die  Aufstellung  der 
zugehörigen  Resolventen,  was  nichts  anderes  heisst,  als  dass  fdr 
die  Untergruppen   die   zugehörigen   Modulfunctionen   gewonnen 
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und  ihr  ZusammenhaDg  mit  J  explicite  dargestellt  werden  soll; 
das  ist  das  „functioDen theoretische  Grundproblem  ^,  welches  im 
dritten  Abschnitt  behandelt  wird. 

Der  erste  Abschnitt  schliesst  im  fünften  Capitel  mit  einer 
Zusammenstellung  von  Formeln  aus  der  Theorie  der  doppelt- 
periodischen Functionen  nnd  der  Modulformen,  welche  hier  ihren 
Platz  gefunden  hat,  damit  die  Darstellung  später  nicht  unter- 
brochen zu  werden  braucht. 

Das  erste  und  zweite  Capitel  des  zweiten  Abschnittes  be- 
schäftigen sich  mit  der  Theorie  der  linearen  Substitutionen  einer 
Variable  und  deren  Anwendung  auf  die  Modulgruppe  und  auf 
die  durch  Spiegelung  daraus  entstehende  erweiterte  Gruppe. 
Auf  Grund  dieser  Betrachtungen  folgt  im  dritten  Capitel  in  sehr 
eleganter  Darstellung  eine  geometrische  Theorie  der  Aequiyalenz 
und  Reduction  der  binären  quadratischen  Formen,  wie  sie  fQr 
die  Formen  negativer  Determinante  von  Herrn  Dedekind,  für 
die  Formen  positiver  Determinante  von  Stephen  Smith  begründet 
worden  ist,  und  es  gewinnt  somit  die  Modulteilung  der  C(>-Ebene 
für  die  Zahlentheorie  die  schönste  Bedeutung.  Den  Schluss  des 
Capitels  bilden  Bemerkungen  über  die  Gleichberechtigung  der 
Modulsubstitutionen. 

Die  für  die  allgemeine  Untersuchung  der  Untergruppen 
massgebenden  Begriffe  werden  im  vierten  Capitel  an  der  beson- 
deren Untergruppe  erläutert,  welche  zu  dem  Legendre' sehen 
Modul  als  Function  des  Perioden  Verhältnisses  oi  gehört.  Es  er- 
geben sich  so  die  Begriffe  des  Index,  des  Repräsentantensjstems, 
des  Fundamentalpolygons  und  der  „zugehörigen''  Gruppe,  die 
entsteht,  wenn  man  in  der  Modulgruppe  die  Substitutionen  einer 
Untergruppe  als  identisch  ansieht.  '  Diese  Gruppe  ist  deshalb 
so  wichtig,  weil  die  Betrachtung  ihrer  Untergruppen  zu  neuen 
Untergruppen  der  Modulgruppe  führt.  Dies  wird  im  fünften 
Capitel,  welches  der  allgemeinen  Theorie  der  Untergruppen  ge- 
widmet ist,  näher  ausgeführt.  Zu  dem  Begriff  des  „Geschlechtes^ 
einer  Untergruppe  gelangt  man,  indem  man  den  ihr  zugehörigen 
Fundamentalbereich  >  durch  eine  gewisse  stetige  Biegung  in  eine 
geschlossene  Fläche  verwandelt,  deren  Zusammenhang  durch   die 
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als  Geschlecht  benannte  Zahl  p  charakterisirt  wird.  Was  die 
aasgezeicbneten  Untergruppen  betrifft,  so  giebt  es  für  p  =  0  nur 
die  vier  Untergruppen  J^,  r,„  J',^,  r,o,  deren  „zugehörige** 
Gruppen  nichts  anderes  sind  als  die  bekannten  zum  Dieder  für 
n  =  B,  zum  Tetraeder,  zum  Oktaeder  und  zum  Ikosaeder  ge- 
hörigen endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen.  Auch  ftir 
jedes  Geschlecht  p>l  ist  die  Zahl  der  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen begrenzt,  während  dies  f&r  p  =  1  nicht  der  Fall  ist. 
Ist  jetzt  umgekehrt  auf  einer  geschlossenen  Fläche  eine  Drei- 
ecksteilung gegeben,  deren  Eckpunkte  den  Bedingungen  genügen, 
welche  bei  jenen  durch  Biegung  entstandenen  Flächen  erfüllt 
waren,  so  besagt  der  Verzweigungssatz,  dass  zu  dieser  Fläche 
stets  eine  Untergruppe  mit  ihren  gleichberechtigten  gehört. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  bildet  den  Anfang  des  sechsten 
Capitels,  und  es  ist  damit  die  Möglichkeit  gegeben,  zur  Gesamt- 
heit aller  Untergruppen  zu  gelangen.  Ein  anderer  Weg,  welcher 
zu   gewissen  Untergruppen    führt,    wird   durch   die  Betrachtung 

der   zu    der  Function  «Q,  |,  — ;  f)  „gehörigen  Teilung  (2,  3,  n)" 

der  ctf- Ebene  gegeben.  Es  ergiebt  sich  jetzt  der  Begriff  der 
Klasse  einer  Untergruppe.  Als  ausgezeichnete  Untergruppen 
n^<  Klasse  erhält  man  für  n  =  2,  3,  4,  5  die  Gruppen  vom  Ge- 
schlechte Null,  für  n  =  6  eine  Gruppe  r„  vom  Geschlechte  1, 
für  «  =  7  eine  Gruppe  r,,^  vom  Geschlechte  3.  —  Endlich  ent- 
springen aus  der  arithmetischen  Betrachtung  der  Modulgruppe 
die  „Congruenzgruppen**,  denen  der  Rest  dieses  Abschnittes  ge- 
widmet ist. 

Im  siebenten  Capitel  wird  die  MHauptcongruenzgruppe**  r^(n) 
n^*'  Stufe  und  die  zugehörige  endliche  Gruppe  Gft(n)  betrachtet. 
Diese  Gruppe  ist  übrigens  nichts  anderes,  als  die  Gruppe  der 
Galois'schen  Resolvente,  welche  bei  der  Transformation  n^^^  Ord- 
nung der  elliptischen  Functionen  mit  der  absoluten  Invariante  J 
zu  der  Modulargleichung  gehört;  ein  Umstand,  der  freilich  erst 
im  zweiten  Bande  des  Werkes  zur  Geltung  kommt.  Für 
ft  =  2,  3,  4,  5  sind  die  Hauptcongruenzgruppen  mit  den  ausge- 
zeichneten Gruppen  vom  Geschlechte  Null  identisch,  für  i?  ^  ß 
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und  7  Btimmen  sie  überein  mit  den  r,^  und  r^^^,  die  am  Schluss 
des  sechsten  Gapitels  auftraten.  Zur  Gesamtheit  der  Gongraenz- 
gruppen  n^  Stufe  gelangt  man  vermöge  Zerlegung  der  6r^(«)  in 
ihre  Untergruppen.  Diese  Zerlegung  lässt  sich  reduciren  auf 
die  Zerlegung  der  G^^^ry   wo  q  eine  Primzahl  bedeutet.    Aber 

nur  der  einfachste  Fall,  die  Zerlegung  der  6^(9),  also  die  Theorie 
der  Congruenzgruppen  von  Primzahlstufe,  kann  im  folgenden 
berücksichtigt  werden,  da  der  allgemeine  Fall  zuviel  Raum  er- 
fordert hätte.  Das  siebente  Gapitel  schliesst  mit  dem  Hinweis 
darauf,  dass  mit  den  Gongruenzgruppen  nur  ein  verschwindend 
kleiner  Teil  der  Untergruppen  der  Modulgruppe  erschöpft  ist. 

Die  „cyklischen  Untergruppen"  der  ßfj,(q)  =  O^^^^t-i)  sind  be- 
reits 1859  von  Herrn  J.  A.  Serret  bestimmt  worden  und  werden 
im  achten  Gapitel  wesentlich  auf  Grundlage  dieser  Untersuchungen 
hergeleitet.  Auch  von  den  nicht  cjklischen  Untergruppen,  mit 
denen  sich  das  neunte  Gapitel  beschäftigt,  hat  Herr  Serret  be- 
reits die  „halbmetacyklischen"  G^g^q-.i)  und  die  Untergruppen  vom 
Diedertypus  entdeckt;  dagegen  verdankt  man  die  Kenntnis  der 
Tetraeder-,  Oktaeder-  und  Ikosaedergruppen,  welche  in  (ir^(,)  ent- 
halten sind,  Herrn  Gierster  (1881),  von  dem  auch  der  Nachweis 
herrührt,  dass  hiermit  die  Zerlegung  dieser  Gruppe  in  ihre  Unter- 
gruppen vollendet  ist.  Im  Hinblick  auf  die  künftige  Resolventen- 
bildung  wird  nun  gefragt,  welches  die  Gongruenzgruppen  q^' 
Stufe  von  kleinstem  Index  sind,  und  es  ergiebt  sich  als  Abschluss 
der  Entwickelungen  des  zweiten  Abschnitts  der  schöne  Galois'- 
sche  Satz  über  die  Resolventen  der  Modulargleichungen,  der  hier 
in  gruppentheoretischer  Einkleidung  sich  so  darstellt:  „Die  den 
halbmetacyklischen  6rj,(3-i)  entsprechenden  q+1  gleichberech- 
tigten Gongruenzgruppen  g*®'  Stufe  vom  Index  q-\-l  sind  im  all- 
gemeinen Falle  der  Primzahlstufe  q  die  Gongruenzgruppen  von 
niederstem  Index.  Ausnahmen  treten  nur  für  9  =  5,  7,  11  ein, 
wo  wir,  bez.  den  ß„,  ß,^  und  G^^  entsprechend,  bei  5^  =  5  ein 
System,  bei  g  =  7  und  11  aber  beide  Male  zwei  Systeme  von 
je  q  gleichberechtigten  Fg  des  Index  q  zu  verzeichnen  haben," 

Der  dritte  Abschnitt  beginnt  mit  einer  Uebersicht  über  die 
wichtigsten    Ergebnisse    der    Riemann'schen    Theorie    der    al- 
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gebraisohen  Functionen,  die  zwar  kurz,  aber  klar  ist.  Das  erste 
Capitel  bezieht  sich  auf  die  Existenztheoreme,  während  das 
zweite  Capitel  den  Riemann-Roch'schen  Satz  mit  der  Erweiterung 
giebt,  welche  Herr  Klein  als  Brill-Nöther'schen  Reciprocitätssatz 
bezeichnet.  Als  wertvolles  Hülfsmittel  für  die  weiteren  Unter- 
suchungen wird  eine  geometrische  Anschauungsweise  eingeführt 
Ist  nämlich  ein  System  von  v  linear  unabhängigen,  m-wertigen 
algebraischen  Functionen  einer  Biemann'schen  Fläche  gegeben, 
die  an  denselben  m  Punkten  dieser  Fläche  unendlich  werden,  so 
werden  diese  v  Grössen  als  Punktcoordinaten  im  Räume  Ry  von 
y  Dimensionen  angesehen,  womit  jedoch  keineswegs  die  Mög- 
lichkeit aufgegeben  wird,  jenen  Grössen  complexe  Werte  beizu- 
legen. Bei  dieser  Bedeutung  der  v  algebraischen  Functionen 
erhalten  wir  die  Punkte  einer  im  Ry  gelegenen  Curve,  und  diese 
Curye  lässt  sich  an  Stelle  der  Riemann'schen  Fläche  als  Gegen- 
bild  des  algebraischen  Gebildes  ansehen,  Ist  die  Stufe  v  der 
Mannigfaltigkeit  bei  gegebenem  m  die  möglich  kleinste,  so 
heisst  die  Curve  eine  „Normalcurve".  Setzt  man,  für  p  >  1,  p 
linear  -  unabhängige  Integranden  erster  Gattung  p  homogenen 
Veränderlichen  proportional,  so  durchläuft  der  so  bestimmte 
Punkt  im  Äp^i  eine  Curve,  welche  die  Normalcurve  dieser  y-Func- 
tionen  heisst.  Diese  Curve  ist  im  allgemeinen  von  der  Ordnung 
2p— 2,  und  alle  zu  der  betreffenden  Riemann'schen  Fläche  ge- 
hörenden algebraischen  Functionen  lassen  sich  rational  durch 
die  9-Quotienten  ausdrücken.  Hieraus  ergiebt  sich  als  Grenzfall 
der  hyperelliptische  Fall ,  indem  die  Curve  in  eine  doppelt  zu 
zählende  der  Ordnung  p— 1  und  des  Geschlechtes  0  entartet; 
alle  zum  hyperelliptischen  Gebilde  gehörigen  algebraischen 
Functionen  lassen  sich  rational  durch  gewisse  zwei  Functionen 
ausdrücken. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  möglich  —  und  das  ist 
der  Gegenstand  des  dritten  Capitels  —  zu  jeder  Untergruppe  r^ 
von  endlichem  Index  ^  die  zugehörigen  eindeutigen  Modul- 
functionen  zu  construiren.  Diese  lassen  sich  stets  durch  J  und 
eine  algebraische  Function  %  von  J  rational  darstellen,  welche 
selbst  eine  der  gesuchten  Modulfunctionen  ist,  und  die  algebraische 
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Gleichung  /*(»,  J)  =  0  ist  die  zur  Untergruppe  F^   gehörige  al- 
gebraische  Resolvente   der   Modulgleichung.     Nunmehr   werden 
die  in  dem  gruppentheoretischen  Abschnitt  gewonnenen  Begriffe 
erst  in  ihrer  vollen  Bedeutung  erkannt.     Der  Index  ist  der  Grad 
der  Gleichung  f(a,  7)  =  0  in  ».     Aus  einer  Wurzel  »(«)  dieser 
Gleichung  entstehen  die  anderen,  wenn  auf  ta  die  Substitutionen 
des  „Repräsentantensystems'*  angewandt  werden,  und  zu  den  ver- 
schiedenen Wurzeln  gehören   genau   die  Substitutionen   der  r^ 
gleichberechtigten  Untergruppen  der  Modulgruppe.    Ist  F^  „aus- 
gezeichnet^, so  ist  die  Gleichung  /"(s,  J)  =  0  eine  Galois'sche  Re- 
solvente;   die  Wurzeln   dieser  Gleichung  sind  also  alle  rational 
ausdrUckbar  durch  eine  von  ihnen,  und  die  Gleichung  f(s,  J)  =  0 
wird  durch  fx    rationale  Transformationen   in  sich    QbergefQhrt 
Ist  r^  „nicht  ausgezeichnet*',  so  ist  die  durch  ihre  Galois'sche  Re- 
solvente definirte  Untergruppe   der  Modulgruppe  ausgezeichnet, 
und  der  Index  dieser  Gruppe  ist  gleich  der  Ordnung  der  Monodro- 
miegruppe.     Das  „Geschlecht''  der  durch  Biegung  aus  dem  Fun- 
damentalbereich  entstehenden  geschlossenen  Fläche  ist  identisch 
mit  dem  Geschlecht  der  Gleichung  f(s,  J)  =  0,  deren  zugehörige 
^-blättrige    Riemann*sche    Fläche   durch    Abbildung    dieser    ge- 
schlossenen Fläche  auf  die  J-Ebene  erhalten  wird,  und  diese  Ab- 
bildung  geschieht    eben   durch   eindeutige   Functionen    von    w, 
welche  bei  den  Substitutionen  der  r^  in  sich  übergehen.     End- 
lich wird    die  Art  der  Verzweigung  der  Riemann'schen  Fläche 
durch   den  im  zweiten  Abschnitt  zur  Definition  der  Untergrup- 
pen benutzten  Verzweigungssatz  gegeben. 

Ist  das  Geschlecht  einer  Untergruppe  gleich  0,  so  lassen 
sich  alle  zugehörigen  Modulfunctionen  durch  eine  rational  aus- 
drücken, welche  als  „Hauptmodul''  bezeichnet  wird.  Gehört  die 
Untergruppe  dem  elliptischen  oder  hyperelliptischen  Fall  an,  so 
sind  zwei  Moduln  zur  rationalen  Darstellung  der  übrigen  aus- 
reichend^ und  diese  bilden  ein  „volles  Modulsystem^.  Endlich 
im  allgemeinen  Falle  ergeben  p  linear  unabhängige  Inte- 
granden  erster  Gattung  ein  ,, volles  Modulsystem*'.  Die  zu 
einer  ausgezeichneten  Untergruppe  gehörigen  Moduln  werden 
als    Galois'sche    Moduln    bezeichnet,    und    zu    ihnen    gehören 
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ein  Oalois'soher  Hauptmodul  oder  ein  Galois'sches  Hodul- 
sjstem. 

In  den  folgenden  Capiteln  wird  die  allgemeine  Theorie  an 
einigen  Beispielen  durchgeführt.  Das  vierte  Capitel  handelt  von 
den  Modul funetionen,  die  zu  den  vier  ausgezeichneten  Unter- 
gruppen des  Geschlechtes  Null  gehören.  Den  Hauptteil  dieser 
Untersuchungen  bildet  natürlich  die  Theorie  der  zu  der  F^^  ge- 
hörenden Resolventen  sechsten  und  fünften  Grades.  Am  Anfang 
des  f&nften  Capitels  werden  die  beiden  einzigen  ausgezeichneten 
Untergruppen  F^^  und  ^^^^  behandelt,  die  dem  hyperelliptischen 
Falle  angehören.    Als   zugehörige   volle  Modulsysteme    ergeben 

sich  fi,yf4(ji*-  l)und  C, l/C(S"+ 1 1?  — 1).  Es  folgen  Betrachtungen, 
die  sich  auf  die  historisch  wichtigen  Modulfunctionen  beziehen, 
und  es  wird  der  Uebergang  zu  den  Untersuchungen  von  Herrn 
Hermite  bewerkstelligt.  Den  Schluss  des  Capitels  bildet  die  Be- 
trachtung der  ausgezeichneten  Tra,  die  als  Beispiel  für  den  el- 
liptischen Fall  gewählt  ist. 

Die  beiden  letzten  Capitel  des  dritten  Abschnittes  sind  der 
interessanten  ausgezeichneten  Untergruppe  F^^^  gewidmet,  deren 
Geschlecht  p=3  ist.  Das  volle  Modulsystem  lässt  sich  so  wäh- 
len, dass  die  Gleichung  der  zugehörigen  Normalcurve 

wird.  Diese  Curve  vierter  Ordnung  geht  durch  168  Collineatio- 
nen  in  sich  über.  In  einfachem  Zusammenhang  mit  den  Moduln 
Ä,,Sj,  «^  stehen  vier  Moduln  A^^A^^A^yA^  siebenter  Stufe,  welche 
nichts  anderes  sind  als  die  Quadratwurzeln  der  Wurzeln  der 
Multiplicatorgleichung,  welche  zu  der  Transformation  siebenter 
Ordnung  der  elliptischen  Functionen  gehört.  Werden  diese 
Grössen  als  homogene  Coordinaten  im  ß,  interpretirt,  so  ergiebt 
sich  eine  Raumcurve  sechster  Ordnung,  die  sowohl  als  vollstän- 
diger Schnitt  von  vier  Flächen  dritter  Ordnung,  als  auch  als 
die  Kegelspitzencurve  eines  Bündels  von  Flächen  zweiter  Ord- 
nung dargestellt  wird.  Zum  Schluss  werden  die  Resolventen 
achten  und  siebenten  Grades  der  zur  F^^^  gehörigen  Galois'- 
sehen  Gleichung  168.  Grades  explicite  aufgestellt  und  ausführ- 
lich besprochen. 
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Es  wOrde  noch  möglich  sein,  die  Stufe  n  =  11  in  ähnlicher 
Weise  zu  behandeln;  allein  die  bis  jetzt  angewandten  Methoden 
versagen  bei  höherer  Stufenzahl  wegen  der  ttbergrossen  Compli- 
cation  der  Rechnungen.  Deshalb  wird  es  notwendig,  neue  HQlfs- 
mittel  ausfindig  zu  machen,  und  diese  gewährt  die  Transfor- 
mation und  die  Teilung  der  elliptischen  Functionen.  Hiermit  aber 
beschäftigt  sich  erst  der  zweite  Band  des  Werkes,  welcher  ausser- 
dem zablentheoretische  Anwendungen  der  Modulfunctionen  ent- 
hält. _  _  St. 

W.  Wirtinger.     Bemerkung  über  die  elliptischen  Modul- 
functionen.    Mooatah.  f.  Math.  I.  429-432. 
Es  wird  die  Frage  aufgeworfen,  ob  die  elliptischen  Modul- 
functionen überhaupt  unter  die  Formeln  Poincarä's 

(Acta  Math.  1.4)  fallen.  In  den  Fällen  m=2,3;  Ä=  1  ver- 
schwinden, wie  Herr  Pick  bemerkt  hat,  die  Reihen  &(t^R)  iden- 
tisch. Es  zeigt  sich  leicht,  dass  für  m<:6  dies  immer  der  Fall 
ist  Für  m  =  6  findet  man  eine  einzige  Function  (vgl.  v.  Man- 
goldt,  Gott  Nachr.  1886).  Für  m  =  7  findet  man  gar  keine, 
für  m  =  8  zwei  linear  unabhängige  Functionen  etc.  Die  ein- 
fachsten Grundlagen  zur  Behandlung  solcher  speciellcn  Fälle  sind 
durch  die  Eisenstein'schen  Summen 

j; ^ 

gegeben.  Diese  werden  nicht  unmittelbar  in  der  allgemeinen 
Theorie  erhalten,  wohl  aber  leicht  als  Grenzwerte  Poincar^'- 
scher  Reihen  ©(ir,Ä).  M. 

A.  Caylky.      Note   on  Schlaefli's   modular   equation  for 
the  cubic  transformation.    Mess.  (2)  XX.  59-60,  120. 
Bestätigung,    dass    Schläfli's    Form    der    Modul argleichung 
(Journ.  für  Math.  LXXII.  1870.  369) 

S*  +  T*-8ST+S'T»  =  0, 

4    _  4      _ 

WO   S  =  2ykk',  T  =  2yil',  der  gewöhnlichen  Form   äquivalent 
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ist: 

ti*  +  u*  +  2iit?  — 2ii»ü'  =  0, 

4  _  4 

WO  ti  =  T^x,    t)  =  yX.  61r.    (Lp.) 


A.  Cayley.     Sur  V^quation  modulaire  pour  la  transfor- 
mation  de  Tordre  11.    0.  R.  cxi.  447-449. 

Untersuchung  der  der  Modulargleiclmngfür  die  Transformation 
elfter  Ordnung  entsprechenden  algebraischen  Curve.  M. 


L.  Kiepert,     üeber  gewisse  Vereinfachungen  der  Trans- 
formationsgleichungen in  der  Theorie  der  elliptischen 

Functionen.     Math.  Ado.  XXXVII.  368-398. 

Eine  Fortsetzung   der  Abhandlung:    „Ueber    die   Transfor- 
mation der  elliptischen  Functionen  bei  zusammengesetztem  Trans- 

formationsgrade^  Math.  Ann.  XXXII.  1-135  (F.  d.  M.   XX.  1888. 

466).    Dort  waren  Parameter  von  der  Form 

eingeführt,  welche  den  Vorzug  besitzen,  dass  ihr  Charakter  eine 
verhältnismässig  kleine  Zahl  ist,  dass  also  der  Grad  einer 
Gleichung  zwischen  zwei  solchen  Parametern  $  und  17  in  Bezug 
auf  jeden  von  ihnen  wesentlich  niedriger  wird  als  z.  B.  der 
Grad  der  Jacobi'schen  Modulargleichungen.  Die  Vereinfachung, 
welche  sich  daraus  für  die  Transformation  n'®°  Grades  ergiebt, 
kann  noch  weiter  geftthrt  werden,  wenn  man  bei  der  Wahl  der 
Exponenten  ^^J  <)„  J3, . . .  erst  in  zweiter  Linie  darauf  achtet,  dass 
der  Charakter  möglichst  klein  wird,  während  man  es  in  erster 
Linie  zu  erreichen  sucht,  dass  zwischen  den  verschiedenen 
Wurzeln  der  Parametergleichung  Relationen  bestehen.  Auf  diese 
Weise  kann  man  die  Parametergleichung  zwischen  |  und  97 
durch  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  ersetzen,  wo  x  und  y 
rationale  Functionen  von  resp.  $  und  97  sind.  Die  letztere. 
Gleichung  ist  bedeutend  einfacher  und  kann  auch  viel  leichter 
gefunden    werden.    Durch   den   tieferen  Einblick   in    die  Para- 

FortMhr.  d.  Math.  XXII.  1.  30 
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metergleichungCD  wird  auch  die  Anwendung  auf  die  complexe 
Multiplication  der  elliptischen  Functionen  wesentlich  gefördert. 

M. 


G.   B.    Mathews.      Complex    multiplication    of    elliptic 
fanctioDs  for  the  deterrainants  —63  and  —61.      Lond. 

M.  S.  Proo.  XXI.  215-217. 

Eine  Ergänzung  der  Abhandlung  des  Herrn  A.  6.  Greenhill : 
Complex  multiplication  moduli  of  elliptic  fnnctions,  Lond.  M.  S. 
Proc.  XIX.  301-364  (s.  F.  d.  M.  XX.  1888.  473).  Sie  betrifft 
die  bisher  unerledigten  Fälle,  in  denen  z/  =  53  und  z/  =  61  ist. 

M. 


R.  Russell.     On  modular  equations.    Lond.  m.  8.  Proc.  xxi. 

351-395. 

Da  die  Modulargleichungen  in  der  Jaeobi*schen  Form,  als 

4  4 

Gleichungen  zwischen  «  =  |^  und  v  =  ^X,  zu  weitläufigen  Aus- 
drücken ftthren,  so  hat  man  sich  bemüht,  kürzere  Formen,  wie 
Legendre*s  Gleichung  der  dritten  Ordnung 


l/xA4  VxT-l=0, 
oder  GiitzlafTs  Gleichung  der  siebenten  Ordnung 

I^xi-i- ViTT-l  =0, 

zu  gewinnen.  In  einer  früheren  Abhandlung  (Lond.  M.  S. 
Proc.  XIX.  90-111;  F.  d.M.  XX.  1888.  468)  hat  der  Verfasser 
solche  Formen  für  alle  Primzahlgrade  der  Transformation  ausser 
29,  41,  43  aufgestellt.  Im  Vorliegenden  werden  mit  Hülfe  der- 
selben Bezeichnung,  aber  nach  teilweise  verschiedenen  Methoden 
die  Resultate  fürjii  =  13, 17,  29, 41, 43, 47, 53, 59,  71  u.  a,  gewonnen. 
Diese    Methode,    die   auf   der    Kenntnis    der   Gleichungen    für 

2xx\2Yxx\  2V'xx'  beruht,  wenn  w  =t-rr=  y — n,    berührt    zu- 

gleich  das  Problem  der  complexen  Multiplication.  M. 
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A.  G.  Greenhill.     Table  of  complex  multiplication  mo- 

duli.       LoDd.  M.  8.  Proc.  XXT.  403-422. 

ErgänzQDg  der  frttheren  Abhandlungen  über  complexe  Mul- 
tiplication der  elliptischen  Functionen  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  469 
und  XX.  1888.  473).  Eine  Tafel  der  numerischen  Resultate  in 
den  bisher  gelösten  Fällen  ist  nützlich  zur  Verification  der  Form 
and  der  Coefficienten  der  Modulargleichung  sowohl,  wie  für  die 
Bestimmung  der  Coefficienten,  wenn  die  Form  der  Modular- 
gleichung durch  unabhängige  Betrachtungen  erschlossen  wird. 
Es  werden  die  von  Abel,  Jacobi,  Kronecker,  Herraite,  Joubert, 
Weber,  R.  Russell  und  Mathews  gewonnenen  Resultate  ebenso 
wie  in  der  vorigen  Arbeit  nach  4  Klassen  gruppirt.         M. 


Mart.  Krause.      Ueber  die  Multiplication   der  doppelt- 
periodischen Functionen  zweiter  Art.      Leipz.  Ber.  XLll. 

24  -  45. 

Es  handelt  sich  darum,  die  Ausdrücke: 

durch  die  entsprechenden  ursprünglichen  und  durch  die  Functio- 
nen sn,  cn,  dn  mit  den  Argumenten 

tr  =  TT .  ^J .  17,     cf  =  71 .  ^J .  a 

auszudrücken.  Betrachtungen  aus  der  Theorie  der  doppeltperio- 
dischen Functionen  dritter  Art  ergeben  für  den  Fall,  dass  a  =  0, 
ß=0  und  n  gerade  ist,  die  Darstellung: 

^o(niJ — na)  __  ^«(o— o)**  /',(a;)+sntg  .  cnto  .  dn«? .  f^(x) 
i^^(nv)      "*      ^o(»)**         (l-Ä»sn'f£7 .  sn'a/' .  f,(x)" ' 

wenn  unter  f,(a?),  fa(a?),  f,C^)  ganze  Functionen  von 

X  =  sn'ir 

von  den  Graden  n', n'— 2, ^n'  verstanden  werden;  freilich  sind 
hierbei  Zähler  und  Nenner  noch  mit  einem  gemeinschaftlichen 
Teiler  behaftet,  der  ja  auch  bei  der  Multiplication  der  elliptischen 

30* 
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PoDCtioDen  störend  auftritt  Für  die  anderen  Fälle  gelten  ana- 
loge Gleichnngen.  Die  Bestimmung  der  Coefficienten  in  f,,f2,f, 
geschieht,  indem  Relationen  mit  HQlfe  der  Substitution  halber 
Perioden  und  auf  Grund  der  linearen  Transformation  der  Theta- 
functionen  hergeleitet  werden.  Diese  reichen  indes  zur  vollstän- 
digen Berechnung  der  Coefficienten  nicht  aus;  vielmehr  gelingt 
diese  erst  dadurch,  dass  fQr  die  Grosse 


als  Function  von  x  und  dem  Modul  k  angesehen,  eine  lineare 
partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  abgeleitet  wird. 

Auch  die  Ausdrücke: 

zu  deren  Betrachtung  sich  der  Verfasser  nunmehr  wendet, 
lassen  sich  durch  die  entsprechenden  ursprOnglichen  und  durch 
die  elliptischen  Functionen  mit  den  Argumenten  w  und  o  aus- 
drücken, wobei  sich  ganz  entsprechende  Sätze  wie  im  zuerst 
behandelten  Falle  ergeben.  St. 


Mart.  Krausb,     Ueber  die  Differentialgleichungen,  denen 
die  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Art  Genüge 

leisten.   I.   IL   III.      Leipz.  Ber.  XLII.  55-70.  268-283,  430-452. 

Seit  der  berQhmten  Untersuchung  von  Herrn  Ch.  Hermite 
Über  die  Lamd'sche  Differentialgleichung  ist  die  Integration 
linearer  homogener  Difl^erentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
mittels  doppeltperiodischer  Functionen  zweiter  Art  vielfach  be> 
handelt  worden.  Der  Verfasser  schlägt  den  umgekehrten  Weg 
ein.  Mittels  einer  von  ihm  bereits  1889  in  den  Leipziger  Berichten 
(F.  d.  M.  XXI.  465)  angegebenen  Methode  lassen  sich  unendlich 
viele  Difi'erentialgleichungen  aufstellen,  denen  doppeltperiodische 
Functionen  zweiter  Art  genügen.  In  der  ersten  Mitteilung  wird 
nun  gezeigt,  wie  man  mit  Hülfe  dieser  Methode  zunächst  zur 
Lamö*8chcn  Gleichung,  dann  aber  auch  zu  der  allgemeineren  von 
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Herrn  Picard  aufgestellten  Gleichung  gelangt.  Hierbei  ergiebt 
sich  zugleich  die  Möglichkeit,  die  Integrale  dieser  Gleichung, 
deren  Form  Herr  Picard  nur  kurz  charakterisirt  hatte,  wirklich 
anzugeben,  was  bis  jetzt  nur  für  den  Fall,  dass  die  in  jener 
Gleichung  vorkommende  Zahl  n  gerade  ist,  von  Herrn  Sparre 
(Acta  Math.  III)  durchgeführt  worden  war. 

Der  Verfasser  stellt  sich  nunmehr  die  Aufgabe,  in  systema- 
tischer Weise  die  Gleichungen  zu  entwickeln,  welche  man  auf 
Grund  dieser  Methode  integriren  kann.  In  seiner  zweiten  und 
dritten  Mitteilung  handelt  es  sich  um  die  Aufstellung  aller  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  zwei 
linear  unabhängigen  Integralen,  die  beide  doppeltperiodische 
Functionen  zweiter  Art  mit  derselben  einen  Unendlichkeitsstelle 
der  Ordnung  n  sind.  Diese  Differentialgleichungen  lassen  sich 
klassificiren  nach  der  Ordnungszahl  n  und  danach,  ob  ihre  Coef- 
ficienten  ausser  jener  Unendlichkeitsstelle  der  Integrale  keine 
oder  noch  weitere  1,2,  ...,m  Unendlichkeitsstellen  besitzen. 

Die  Annahme  a),  dass  n  beliebig  ist,  aber  die  Coefficienten 
keine  weiteren  Unendlichkeitsstellen  besitzen,  führt  auf  die  Lamö'- 
sehe  Gleichung  zurück. 

Wird  n  =  1  angenommen,  so  können  die  Coefficienten 
höchstens  zwei  weitere  Unendlichkeitsstellen  besitzen,  die  not- 
wendig einfach  sind.'  Dies  führt  zu  den  diese  Möglichkeit  er- 
schöpfenden Annahmen:  b)  Die  Integrale  haben  nur  eine  Un- 
endlichkeitsstelle erster  Ordnung  (n  =  1),  die  Coefficienten  ausser- 
dem einen  zweiten  Unendlichkeitspunkt;  c)  für  die  Integrale  ist 
n  =  1,  die  Coefficienten  besitzen  ausserdem  zwei  einfache  Un- 
endlichkeitspunkte. Die  Discussion  ergiebt,  dass  auch  in  diesem 
Falle  nur  bekannte  Gleichungen  erhalten  werden. 

Dagegen  folgen  aus  der  Annahme  d),  dass  die  Integrale 
beide  denselben  Unendlichkeitspunkt  von  der  Ordnung  n  =  2 
haben,  während  die  Coefficienten  noch  einen  weiteren  Unend- 
lichkeitspnnkt  besitzen,  Gleichungen,  welche  bisher  noch  nicht 
betrachtet  worden  sind.  Die  Gleichungen  dieser  Art  werden 
auf  vier  Typen  zurückgeführt,  und  in  jedem  der  vier  Fälle  die 
beiden  Integrale  wirklich  bestimmt.  St. 
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Marx.  Krause,  lieber  die  Entwickelung  der  doppelt- 
periodischen  Functionen  dritter  Art  in  trigonometrische 
Reihen.    (Vierte  Abhandlung).  Math.  Ann.  xxxv.  577-5S7. 

In  den  vorhergehenden  Abhandlungen  desselben  Titels  (F.  d. 
M.  XIX.  1887.  448  und  XX.  1888.  467)  hatte  Herr  Krause  ge- 
zeigt, dass  das  Problem,  die  doppeltperiodischen  Functionen 
dritter  Art  durch  trigonometrische  Reihen  darzustellen,  darauf 
reducirt  werden  kann,  die  Primfunctionen: 

^g (^mv  +  mg, mz)   ^^^  ^aCo  —  a) 

i>^  (c,  t)  ^ß  (v  —  b).  &y,  (iftu,  hit) 

in  solche  Reihen  zu  entwickeln,  und  er  hatte  fOr  die  ei^ste 
Kategorie  dieses  Problem  auf  mehrfache  Weise  gelöst.  Nun- 
mehr führt  er  die  analoge  Untersuchung  für  die  zweite  Kate- 
gorie von  Functionen  durch. 

Die  gewünschte  Reihenentwickelung  wird  zuerst  mit  Hülfe 
einer  indirecten  Methode  gewonnen,  welche  auf  der  Einführung 
gewisser  Functionen  beruht,  die  zuerst  Herr  Appell  betrachtet 
hat  (F.d.  M.  XVII.  1885.  381),  und  die  von  Herrn  Krause  als 
Restfunctionen  bezeichnet  worden  sind.  Es  genügt  nämlich  die 
Function 

/•(,)= Mf>-^) 

den  Gleichungen: 

und  wird  unendlich  gross  von  der  ersten  Ordnung  an  den 
Stellen,  an  welchen  ^,(o— 6)  oder  d'f^(mv^fnt)  verschwinden.  Und 
umgekehrt  kann  jede  Function  q>(t>)y  welche  denselben  Glei- 
chungen genügt  und  an  denselben  Stellen  von  derselben  Art  un- 
endlich wird,  von  f(v)  sich  nur  um  eine  multiplicative  Constante 
unterscheiden.  Die  Reihenentwickelungen  der  AppelFschen  Rest- 
functionen in  der  Nähe  ihrer  Unendlichkeitsstellen  zeigen  aber, 
dass  eine  gewisse  lineare  homogene  Function  von  m  dieser  Rest- 
functionen genau  so  wie  f(e)  unendlich  wird,  und  mit  Hülfe 
einer  von  A.  Enneper  hergeleiteten  Thetarelation  ergiebt  sich 
in  eleganter  Weise,  dass  auch  die  beiden  Functionalgleichungen 
für  f{v)   erfüllt   sind.    Damit  ist   das  Problem   der  Reihenent- 
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Wickelung  zurQckgefttbrt   auf  das    entsprechende  f&r  die  Rest- 
fanctionen,  dessen  Erledigung  keine  Schwierigkeiten  bietet. 

Zum  Schlass  werden  zwei  directe  Methoden  angegeben, 
welche  auf  der  Betrachtung  der  Reihenentwickelungen  in  der 
Nähe  der  Unendlichkeitsstellen  von  f{v)  beruhen,  und  die  des- 
halb von  Interesse  sind,  weil  man  so  auf  systematischem  Wege 
zur  Aufstellung  der  AppelVschen  Restfunctionen  kommt,  von 
denen  die  indirecte  Methode  ausging,  womit  ein  neuer  und  na- 
turgemässer  Weg  zur  Einführung  dieser  wichtigen  Functionen 
gegeben  wird.  St. 

L  Kronbckbr.     Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

Berl.  Ber.  99-120.  123-130,  219-241,  307-318,  1025-1029. 

In  dem  schönen  Nachruf,  den  Herr  Uermite  dem  Andenken 
seines  Freundes  Leopold  Kronecker  gewidmet  hat,  bezeichnet  er  als 
dessen  oeuvre  capitale,  dass  er  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functio- 
nen eine  zwar  schwer  zugängliche,  aber  um  so  ergiebigere  Quelle 
für  die  Zahlentheorie  gefunden  hat.  Die  Hauptresultate  dieser 
Forschungen  hatte  Eronecker  bereits  am  Anfang  der  sechziger 
Jahre  veröffentlicht,  aber  erst  zwanzig  Jahre  später  ging  er  da- 
ran, seine  Sätze  ausftlhrlich  zu  beweisen,  wobei  sich  eine  FQlle 
neuer  Ergebnisse  herausstellte. 

Ueber  die  ersten  neunzehn  Artikel  der  Abhandlungen:  Zur 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  ist  in  den  F.  d.  M.  bereits 
von  anderer  Seite  berichtet  worden.  Der  Artikel  XX,  mit  dem 
die  Veröffentlichungen  des  Jahres  1890  beginnen,  enthält  zuerst 
allgemeine  Betrachtungen  über  die  Begriffe  der  Aequivalenz  und 
loTarianz.  Setzt  man  für  Systeme  von  n  Grössen  itySsf'^in 
irgend  welche  Aequivalenzen  fest  und  vereinigt  die  einander 
äquivalenten  Systeme  in  Klassen,  so  heisst  eine  eindeutige 
Fanction  der  Systemselemente  J,,...,jn  Invariante  dieser  Aequi- 
valenz, wenn  sie  unverändert  bleibt  bei  Ersetzung  der  g,,...,)« 
durch  irgend  ein  äquivalentes  System  gl,  ...,J».  Ein  System 
von  Invarianten  Jj,7„...,  J».  heisst  charakteristisch,  wenn  aus 
dem  Bestehen  der  Gleichungen: 

•'«(alt  8j>  •  «M  3«/  ^^  •'«(Si»  iii  •••>  iO         (x  =  1,  2, ...,  y) 
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rückwärts  die  Aequivalenz  der  beiden  Systeme  folgt.    Als  ein- 
fachstes Princip    der  Invariantenbildung   ergiebt   sich    die  Auf- 
stellung von  symmetrischen  Functionen   der  sämtlichen  einander 
äquivalenten  Systeme. 
Es  sei  jetzt 

eine  quadratische  Form,  deren  Coefficienten,  abweichend  vom 
gewöhnlichen  Sprachgebrauch,  reelle  Grössen  sein  sollen,  die 
nur  der  Beschränkung  unterworfen  sind,  dass  ihre  Determinante 
6' — 4ac=  —  z/  einen  negativen  Wert  hat.  Bei  gegebener  Deter- 
minante ist  eine  solche  Form  vollständig  bestimmt  durch  die  An- 
gabe der  Grössen: 

^    a  b  __    c 

"•-y^-    -~7z'  "-"7^' 

zwischen  denen  die  Relation  ^a^c^ — &'  =  1  besteht;  ebenso  aber 
genügt  die  Angabe  der  Wurzeln  der  Gleichung: 

welche  mit  w^  und  — ir,  bezeichnet  werden  sollen;  der  reelle 
Teil  von  w^i  sei  negativ.  Geht  man  jetzt  durch  die  lineare 
ganzzahlige  Substitution 

x  =  ax'i-  ßy\     y  =  aV  +  /9V      {aß'^a'ß  =  1) 
zu  der  äquivalenten  Form 

a'x'^+b'xy+cy 
über,  so  entspricht  auch  dem  System  der  a^,  6^,  c^  ein  äquivalentes 
System  der  aj^,  ftj,,  c'^,  welches  durch  die  Gleichungen: 

6;  =  2a,aß^-bSaß'  +  a'ß)+2c,a'ß', 

c'o^aJ'  +  bJß'+c,ß'' 
bestimmt    wird.      Diese   Aequivalenz   ist   aber   enthalten   unter 
der  allgemeineren,  dass  einem  Systeme  (a,  r,  o^,,  6^,,  c^,),  wo  a,  %  reell, 
ein  System  (o*,%\a'f^^b[^&^)   äquivalent  sein  soll,    wenn  ausser 
den  vorstehenden  Gleichungen  noch  die  Relationen  bestehen: 

0^  z=  aa  +  a't  +  «", 

t' =  ßa -{^  ß't  +  ß'\ 

in    denen  a"   und  ß'*   beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten.    Für 

diese  Aequivalenz   hatte  Kronecker  bereits   im  Jahre  1863  eine 

merkwürdige    analytische    Invariante    angegeben,    nämlich    die 
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Function 

welche  za  interessanten  zahlentheoretischen  Sätzen  Anlass  giebt. 
Da  ^  ftlr  a  =  0,  t  =  0  identisch  verschwindet,  erhält  man 
auf  diesem  Wege  keine  Invariante  der  Klasse  quadratischer 
Formen,  welche  durch  0«*+  6a?y-f  cy'  repräsentirt  wird.  Wohl 
aber  ergiebt  sich  eine  solche  bei  der  Untersuchung  der  Gleichung: 

in  welcher  die  Summation  auf  alle  ganzzahligen  Werte  von  m 
und  n  mit  Ausschluss  des  Wertsystems  m  =  n  =  0  in  beliebig 
zu  bestimmender  Folge  zu  erstrecken  ist.  Entwickelt  man  näm- 
lich den  Ausdruck: 


Dach  steigenden  Potenzen  von  ^,  so  ergiebt  sich  als  Goefficicnt 
des  von  q  unabhängigen  Gliedes  der  Entwickelung: 

.r.(o+.o.i(*:^)»(iM)', 

und  dieser  Ausdruck   hat  die  verlangte  Invarianteneigenschaft. 

Die  Aequivalenz  (a,  t,  a^,,  6^,  cj  <->  (a',  %\  «ii^o,  c'J  heisst  voll- 
ständig, wenn  a'  und  /}  gerade  Zahlen  sind.  Da  das  System 
(<T,T,  öq,  6^,  cj  wegen  4a^Co — 6J  =  1  wesentlich  nur  von  vier 
Grossen  abhängt,  so  wird  auch  das  System  der  charakteristi- 
schen Invarianten  dieser  Aequivalenz  nur  aus  vier  Functionen 
zu  bestehen  brauchen.  Ein  solches  System  wird  nun  auf  folgen- 
dem höchst  eleganten  Wege  gewonnen.    Es  sei: 


n—~-co 


*,(C,«')  =  9*!£  C-l)-q«*+-8in(2«+l)£n, 
»,  (5, »)  =  9*  2:  9"*+"  co8(2«+ l)S^, 
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Dann  wird  durch  die  Gleichung: 

eine  elliptische  Function  definirt,  welche  zur  Function  sin  am  in 
einfacher  Beziehung  steht.     Ist  nämlich 

Vi  =  1^1^],    2K  =  n»\(0,w),    2K'i  =  2w.2K, 

SO  gilt  die  Relation 

El(i?,lip)  =  Vi8inam(2JfC,x). 

Ist  jetzt  ein  System  (a,  t,  a«,  6^,  c«)  gegeben,  so  setze  man  in 
den  vorhergehenden  Formeln  für  w  die  Wurzel  ir,  der  Gleichung 

Dann  werden  die  AusdrQcke  x'  und  8in'am(2(jiir4-2rlif't,  x) 
Functionen  der  reellen  Grössen  (a,  t,  a^,  6,,  c^,).  Zerlegt  man 
diese  Functionen  in  ihren  reellen  und  rein  imaginären  Teil,  so 
erhält  man  genau  das  gesuchte  charakteristische  Invarianten- 
System.  Diese  Zerlegung  lässt  sich  aber  auch  explicite  durch- 
führen.    Es  sei: 

wo  die  Summation  bei  m,  n  sich  auf  alle  ganzen  Zahlen,  bei 
/i,  V  nur  auf  die  ungeraden  erstreckt.  Lässt  man  jetzt  der  Ein- 
fachheit halber  die  Argumente  a^,  bg,  c^  weg,  so  sind  die  In- 
varianten: 

('g?(io)-^;(iO))'-4e?  (f  o)ei(i,o) 

@*(^,  0)  ' 

e,  g.  0)  <5.  (i.  oxe?  g.  Q)  -  @^  (i,  Q)) 

(e?a,o)+@5(iO)r 
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Speeiell  fQr  das  Bestehen  der  vollständigen  Aequiyalenz  von 
(o,,  6^,  c^)  und  (o',,  &o,  Cq)  wird  das  System  charakteristischer 
invarianten  einfach  von  den  beiden  ersten  der  eben  mitgeteilten 
Invarianten  gebildet. 

Vor  der  Invariante  A  haben  die  neuen  Invarianten  das  vor- 
aus, „dass  sie  für  die  Klasse  vollständig  äquivalenter  Systeme 
charakteristisch  sind,  während  die  Invariante  A  für  je  sechs 
Klassen,  deren  Unterscheidung  sich  nach  arithmetischen  Gesichts« 
punkten  als  notwendig  erweist,  einen  und  denselben  Wert  be- 
hält.« 

0er  Umstand,  dass  es  notwendig  ist,  den  reellen  und  ima- 
ginären Teil  der  Functionen  x^  und  8in*am(2a/ir-f  ^^^'^  ^)  ^^ 
trennen,  brachte  nun  Kronecker  auf  den  Gedanken,  „dass  sich 
noch  andere  naturgemässe  Entwickelungen  der  elliptischen  Func- 
tionen finden  lassen  möchten,  wenn  man  eine  Trennung  der 
beiden  Teile  der  complexen  Variabein  zulässt,  und  es  lag  hierbei 
offenbar  am  nächsten,  die  Entwickelung  von  %\iiBm{2aK-\-2i:K*i^  x) 
in  eine  zweifache,  nach  sinus  und  cosinus  der  Vielfachen  von  a 
und  T  fortschreitende  Doppelreihe  zu  versuchen.  Dies  hat  nun 
in  der  That  zu  überraschend  einfachen  und  eleganten  Formeln 
geführt,  und  es  hat  sich  dadurch  gezeigt,  dass  man  sich  nicht, 
wie  bisher,  auf  solche  Entwickelungen  von  Functionen  einer  com- 
plexen Variable  x-\-y%  beschränken  darf,  welche  die  Variabein 
X  und  y  nur  in  ihrer  formalen  Verbindung  zu  x-\-y%  enthalten'^. 
Diese  Entwickelung  ergiebt  die  interessante  Gleichung: 

x8.nam(2aif +  2rA',  .)  =  ^^^      V  +  2»/fi         ' 

WO  V  und  n  die  alte  Bedeutung  haben.      Aus    dieser  Gleichung 
resultirt  die  Beihenentwickelung  des  Moduls: 

t^n     vK'-\-2nKi    ' 

und  die  nicht  minder  bemerkenswerte  Relation  zwischen  K 
und  K'i: 

1  =  lim^^^ -urr-^-TF' 

j^Mtli         vh'-\-2nK% 
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Hierdurch  Yeranlasst,  anlersaeht  Kronecker  allgemeiiiere 
Doppelsammen  and  leitet  im  besonderen  folgende  Gleichung 
her.    Es  sei: 

die  Function  Series  ist  keineswegs  im  gewöhnlichen  Sinne  eine 
Function  der  complexen  Variabein  «^  und  h,  sondern  nur  in- 
soferui  als  durch  Angabe  der  complexen  Werte  u^  und  u  ihr 
Wert  Tollständig  bestimmt  ist     Dann  gilt  die  Hauptgleichung: 


Ser(i#^,ii,©,ir)  =  —  « 


unter  gewissen  Bedingungen,  deren  Präcisirung  hier  nicht  er- 
folgen kann.  Der  ^-Quotient  rechts  kann  als  die  dem  reci- 
proken  Sinus  entsprechende  nächst  höhere  Function  angesehen 
werden.    Die  Function  Series  ist  eine  Invariante  der  Aeqaivalenz 

{cto,  +  ßf^,  a'a,  +  ß'r,,  aa  +  ßx,  a'a  +  ß'x,  ß'v  -  a'w,  -  ßv+atp\ 

Diese  Invarianteneigenschaft  tritt  in  Evidenz,  wenn  man  die 
^-Functionen  durch  jene  Function  Alpha  ausdrückt,  welche  in 
art.  XIX  eingeführt  wurde.     Es  war: 

Die  Bezeichnung  A  bedeutet  den  Anfangsbuchstaben  von  axQonog^ 
„welches  wohl  als  der  griechische  Ausdruck  für  Invariante  gelten 
kann".  Werden  an  Stelle  der  Grössen  a,  t,  ö^,  6^,  c^  die  Grössen 
u,  o,  w  durch  die  Gleichungen: 

u  =  ac+Ttr,     (6,,— t)f?-J-2c^ir  =  0 

eingeführt,  so  soll  nunmehr 

^(«y»  ^1  ö^i  *oi  ^o)  =  Atr(fi,  «,  to) 
gesetzt  werden.    Führt  man  noch  ein 

TT-  /  X         f^.    ^  .w  Atr'(0,  V,  M?)Atr(M--|-u,  »,  «?) 

^  "     '    '     ^  Arr(Mo,  tJ,  fr)Atr(«,  r,  tt?) 
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so  ergiebt  sich  die  einfache  Darstellung: 

g(iMJ„-fnT,)27ri 


Atr(ii„  u,  r,  fr)  =  lim  lim  2!  ^  .  ^^  .  ^,^> 

bei   welcher   die  Summation   in    ganz  bestimmter  Weise  auszu- 
fObren  ist. 

In  art.  XXI  wird  nun  gezeigt,  dass  gewisse  verschiedene 
Anordnungen  der  Summation  dasselbe  Resultat  ergeben,  und 
dies  ist  von  besonderem  Interesse  deshalb,  weil  hierdurch  ein 
Teil  der  Theorie  der  linearen  Transformation  der  ^-Functionen 
auf  einfachem  Wege  erhalten  wird.  Den  Ausgangspunkt  der 
Entwickelungen  dieses  Artikels  bildet  die  Reihe: 

deren  Grenzwert  für  ilf  =  oo  mit: 

Ser^Cfi^,  u,  ü,  «?) 
bezeichnet   wird.      Für   ^  =  0  entsteht   hieraus   eine    Function, 
welche  mit  Ser(fio,  fi,  o,  tr)  identisch  ist,    und    von    der   nachge- 
wiesen wird,   dass    sie  nichts  anderes  als  die  eben  eingeführte 

Function  AtrCti^,  ti,  v,  w)  ist. 

Am  Anfang  von  art.  XXII  wird  angekündigt,  dass  man 
durch  Integration  von  Ser(tio,  ti,  f,  (r)  „zu  einer  neuen  merk- 
würdigen  Verallgemeinerung  der  Jacobi'schen  ^-Reihen  gelangt^. 
Doch  nur  der  erste  Paragraph  dieses  Artikels  ist  erschienen, 
UDd  hiermit  bricht  plötzlich  die  Reihe  der  Veröffentlichungen  ab, 
welche  Kronecker  diesem  Gegenstand  gewidmet  hat.  In  seinem 
Nacblass  haben  sich  aber  auf  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
bezügliche  Papiere  vorgefunden,  und  man  darf  daher  vielleicht 
hoffen,  dass  ein  Teil  der  weiteren  Forschungsergebnisse,  die  im 
Besitze  Kronecker's  waren,  der  Nachwelt  nicht  verloren  geht. 

St. 

W.  ScHBiBNER.     üeber    elliptische    Doppelsummen. 

Leipz.  Ber.  XLII.  130-152. 

Auf  die  Wichtigkeit  der  von  Eisenstein  in  seinen  „Beiträgen 
zor  Theorie  der  elliptischen  Functionen''  entwickelten  Ideen  hat 
wohl  zuerst  Herr  Hurwitz  (Math.  Ann.  XVIII,  F.  d.  M.  XIII.  1881. 
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364)  aufmerksam  gemacht,  und  seitdem  sind  diese  wiederhf 
Gegenstand  mathematischer  Forschung  gewesen.  Aueh  Ue 
Scheibner  geht  von  der  Eisenstein'schen  Doppelsumme 

^^' "^  = -^  (^T^  («»  =  a«+/f«) 

aus,  in  welcher  m  und  n  alle  ganzzahligen  positiven  und  ne^* 
tiven  Werte  durchlaufen.  Er  entwickelt  eine  grosse  Auta 
interessanter  Formeln,  aus  denen  der  Referent  folgende  bervn 
heben  möchte. 

Rronecker  hat  in  den  Sitzungsberichten    der   Berliner  Ak: 
demie  (Februar  1890)  die  Formel  abgeleitet: 

^'.AC«±ü.l/-^'  =  v__J___  ^'^p'^T-^    (  7  =  ^-M 

Diese  Gleichung  wird  hier  auf  anderem  Wege  bewiesen,  ao 
aus  ihr  ein  System  von  zwölf  Formeln  hergeleitet,  welche  n\n 
liehe  Reihcnentwickelungen  für  Ausdrücke  der  Form: 

ergeben.  Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  u  beziehungsweise  h 
gleich  Null,  so  ergeben  sich  die  entsprechenden  Ausdrücke  fü 
die  zwölf  Quotienten  der  Thetafunctionen.     Beispielsweise  ist 

Eine  andere  Art  elliptischer  Doppelsummen  ergiebt  sich 
wenn  man  die  von  Herrn  Scheibner  in  seiner  Abhandlung:  Uebct 
die  Reduction  elliptischer  Integrale  (Leipz.  Ber.  1879,  S.  158-H)1. 
aufgestellten  Gleichungen  gleichzeitig  nach  den  Potenzen  der 
Grössen  (o  =  c^"  und  ^  =  c^'*  entwickelt.  Es  entsteht  so  ein 
System  von  sechzehn  Doppelreihen  für  AusdrQoke  der  Form: 

Beispielsweise  ist 

~  liS?^  =  42;9'^''»^*)^«-*^^8in|(2m+l)M  +  (2ii  +  l)r|; 

gerade  diese  Doppelsumme  hatte  bereits  Kronecker  in  den 
Monatsberichten   der   Berliner  Akademie   (December  1881)  mit* 
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geteilt.  Zu  dieeem  Formelsystem  bemerkt  Herr  Scheibner:  „Es 
mag  noch  auf  den  eigentümlichen  Parallelismus  hingewiesen 
werden,  in  welchem  die  obigen  sechzehn  Doppelsummen  zu  den 
bekannten  Doppelreihen  für  die  sechzehn  hyperelliptischen  Theta- 
functionen  zweier  Argumente  6(ii,  v)  stehen^.  St. 


F.  Caspary.  Sur  les  relations  qui  lient  les  ^Idments 
d'un  Systeme  orthogonal  aux  fonctions  thßta  et  sigma 
d'un  seul  argument  et  aux  fonctions  elliptiques  et  sur 
nne  th^orie  ^l^mentaire  de  ces  transcendantes,  d^duite 

des  dites  relations.    Joarn.  de  Math.  (4)  VI.  367-404. 

In  seinen  Untersuchungen  pber  Thetafunctionen  mit  einer 
beliebigen  Anzahl  von  Argumenten  wurde  der  Verfasser  zur 
Entdeckung  von  Relationen  zwischen  diesen  Functionen  und  den 
Coefficienten  eines  orthogonalen  Systems  geführt.  Diese  Re- 
lationen nehmen,  im  Falle  die  Anzahl  der  Argumente  eins  oder 
zwei  ist,  d.  h.  im  Falle  elliptischer  oder  hyperelliptischer  Functio- 
nen erster  Gattung,  eine  so  einfache  Gestalt  an,  dass  es  möglich 
ist,  umgekehrt  aus  den  zwischen  den  Coefficienten  bestehenden 
Beziehungen  die  Theorie  der  Theta-  und  Sigmafunctionen  direct 
and  zwar  auf  sehr  einfache  Weise  abzuleiten.  Dies  geschieht 
hier  fQr  elliptische  Theta-  und  Sigmafunctionen,  indem  der  Ver- 
fasser zuerst  die  9  Coefficienten  üm^n  C^^^i  =  1)  2)  3)  eines  ortho- 
gonalen Systems  und  die  Grössen 

p*  =  —  ((^ikdau  +  a2kda2i+  a3kda^\ 
f>h  =  Okidan  +  ajadaa  +  aiadaa^  /  +  wi;  /,m  =  1,  2,  3 
in  Functionen  von  4  unabhängigen  Grössen  a,,  a„  a,,  a^  ausdrückt, 
dann  durch  Verbindung  der  von  Jacobi   gegebenen  Definitionen 
(Jacobi  Werke  B.  I.  p.  öOl)  die  zwischen  den  Producten 

H^,q)H^,q)\     ^x(fO,q)»i{x,qy,     A  =  l,2,3 
bestehenden  Gleichungen  bildet  (die  als  Transformationsformeln 
zweiter  Ordnung  bekannt  sind)   und  die  4  hierin  auftretenden 
Functionen 

a^{w  +  X,  q^,   9^  (fo—x,  q-)]  /i  =  2,  3 
an  Stelle  gewisser  Combinationen  der  o,  (t  =  1, 2, 3, 4)  einftthrt. 
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Desgleichen  werden  die  Weierstrass'schen  Sigmafonetionen 
durch  die  Jacobi'schen  Thetafunctionen  definirt  und  die  obigen 
15  Grössen  des  orthogonalen  Systems  in  gleicher  Weise  durch 
sie  ausgedrückt.  Diese  zweimal  15  Gleichungen  erlauben  dann, 
mittels  der  einfachsten  algebraischen  und  differentialen  Identi- 
täten zwischen  jenen  Substitutionscoefficienten  die  Fundamental- 
gleichungen  der  Theta-  und  Sigmafunctionen  fast  nnmittelbar 
hinzuschreiben,  die  dann,  ähnlich  wie  von  Jacobi  (Werke  B-  I« 
516),  zur  Umkehr  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  und 
zur  EinfQhrung  der  Jacobi'schen  elliptischen  Functionen  benutzt 
werden.  Ebenso  leicht  liefern  jene  Identitäten  die  Additions- 
theoreme dieser  letzteren  Functionen,  an  deren  Entwickelung 
sich  die  Darstellung  der  elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter 
Gattung  durch  Thetafunctionen  aus  einfachen  Differentialidentitäten 
zwischen  den  vh  sowie  die  Aufstellung  des  Additionstheorems 
der  Integrale  zweiter  Gattung  anschliesst  Dagegen  lässt  sich 
das  Additionstheorem  der  Integrale  dritter  Gattung  nicht  direct 
aus  jenen  Identitäten  gewinnen,  weshalb  es  der  Verfasser  aus  jener 
berühmten  Relation  ableitet,  die  Jacobi  (B.  I.  506)  als  Funda- 
ment der  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  aus  den 
Thetafunctionen  diente.  Bei  dieser  Gelegenheit  zeigt  der  Ver- 
fasser, dass  diese  Relation  Jacobi's  aus  einer  einfachen  Ver- 
tauschung der  Factoren  eines  algebraischen  Productes  erbalten 
werden  kann,  und  fQgt  die  Bemerkung  bei,  dass  man  die  ent- 
sprechenden Theoreme  für  die  hjperelliptischen  Thetafunctionen 
und  diejenigen  mit  beliebiger  Argumentenzahl  auf  die  nämliche 
Weise  abzuleiten  im  Stande  ist  (vgl.  des  Verfassers  Arbeiten  inC.R. 
CIV.  1094,  1258  und  Math.  Ann.  XXVIII.  493,  XXX.  571). 

Fast  noch  einfacher  als  die  Theorie  der  Jacobi'schen 
Thetafunctionen  ergiebt  sich  aus  den  erwähnten  Identitäten  die 
Theorie  der  Weierstrass'schen  Sigmafunctionen  und  derp-Function, 
die  ebenfalls  in  ihren  Grundzügen  entwickelt  wird.  Hieran schliesst 
sich  der  Nachweis,  dass  die  von  Herrn  Hermite  in  seinem  Werke: 
„Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques"  (1885)  zuerst 
eingeführten  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Gattung 
direct  proportional  gesetzt  werden  können  den  Elementen  eines 
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Orthogonalsystems,  and  dass  man  die  Eigenschaften  der  von 
Halphen  (Traitä  des  fonctions  elliptiqaes  t.  I.  p.  230)  gegebenen 
doppeltperiodiscben  Functionen  zweiter  Gattung  einfach  bekommt, 
wenn  man  in  diesen  Identitäten  o,=  0  setzt.  Zum  Schlüsse 
weist  der  Verfasser  noch  darauf  hin,  dass  man  ganz  auf  dieselbe 
Weise  wie  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auch  die  der 
hyperelliptischen  Functionen  erster  Gattung  aus  den  Identitäten 
des  orthogonalen  Systems  ableiten  kann  (vgl.  des  Verfassers  Note 
C.  R.  CXI.  225,  s.  unten  S.  487),  und  dass  sich  aus  den  Differential- 
identitäten im  Falle  der  doppeltperiodischen  Functionen  die  von 
den  Herren  Fuchs,  Hermite,  Appell  etc.  in  neuester  Zeit  gewon- 
nenen Resultate  leicht  ergeben,  wie  der  Autor  in  einer  späteren 
Abhandlang  darzulegen  gedenkt.  Bm. 


W.  BuRNSiDE.     On  the  differential  equation  of  confocal 
sphero-conics.     Mesa.  (2)  XX.  60-63. 

Setzt  man  a  =  ^Öc*'^,  ß  =  tang  ^d  .  c"**',  wo  0  und  q>  bezw. 
das  Complement  der  Breite  und  die  Länge  auf  der  Eugelfläche 
bezeichnen,  so  findet  der  Verf.  die  fragliche  Gleichung  in  der 
Gestalt 

da''  dß'' 


(l-.a'0(l~ÄV')       (l~/J'«)(l-Ä'/y'0 


wo  a'  =  «yA,  ß'  =^ßYk^     k  =  --^=^^. ^  ,  wenndersphä- 

rische  Kegelschnitt  bestimmt  ist  durch 

a:'  w'  ä' 


Daher  a  =  yt .  sn  (u\\t\  ß  =  Yk  .  sn(M— tc),  wo  (M  +  ip)+(M— ic) 
=  const.  Vermittelst  dieser  Gleichungen  werden  die  stereogra- 
phischen Projectionen  der  sphärischen  Kegelschnitte   betrachtet. 

Glr.    (Lp.) 

G.  Peano.    Valori  approssimati  per  Tarea  di  un  ellissoide. 

Rom.  Aco.  L.  Rend.  (4)  VI,.  317-321. 

Fortachr.  d.  Math.  XXII.  1.  31 
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Fflr  die  Oberfläche  E  des  Ellipsoids 

o'  ^  6'  ^  c' 
hat  Boassinesq  (Coura  d' Analyse  infinit^imale,  Paris  1890,  II,  74) 
die  beiden  N&herungswerte 

r=4,(«-±|±-o', ... = 4,(1 . --iiü + 1  l^y 

aufgestellt,  ohne  die  Kriterien  fOr  die  Fehlergrenzen  ansugeben. 

E' 
Herr  Peano  zeigt,  dass  unter  Umständen  die  Quotienten  =-  ^n^ 

-=r  jede  gegebene  Grenze  übersteigen  können.    Er  giebt  des- 

halb  folgenden  anderen  Grenzwert: 

E^  =  Anab^ 
woraus  ^E^<:E<E^j  oder  besser: 

E,  =2nb(a  +  c) 
und    untersucht    den    möglichen    Fehler  £  — £,.     Ein    fernerer 
Grenzwert  ist 

o 

Nähert  sieh  das  Eliipsoid  einer  Kugel,  so  gilt  der  Näherungs- 
wert 

M. 

0.  Pulst.     Bestimmung  des  Flächeninhalts  des  Mantels 
eines    schiefen    Kegels    mit    elliptischer    Grundfläche. 

Di88.  OöttingOD.  33  S.  S». 

Die  Mantelfläche  eines  schiefen  Kegels  mit  Kreisbasis  ist 
von  Legendre,  Hoüel,  Tröger,  Schellbach  und  Weierstrass  be- 
stimmt worden.  Auch  die  analoge  Frage  für  den  schiefen  Kegel 
mit  elliptischer  Basis  ist  fttr  diejenigen  Fälle  vollständig  gelöst, 
in  denen  der  Fusspunkt  des  von  der  Spitze  des  Kegels  aaf  die 
Grundfläche  gefällten  Lotes  in  eine  der  Hauptaxen  der  Grund- 
ellipse fällt.  Die  betreffenden  Integrale  sind  von  Legendre  und 
DoUel  aufgestellt,  und  Herr  6.  Pfeiffer  (Pr.  Berlin  1882)  hat  die 
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Formeln  für  die  numerische  Berechnung  vereinfacht  (s.  F.  d.  M. 
XIV.  1882.  689).  Auch  für  den  allgemeinsten  Fall  hat  Legendre 
ein  elliptisches  Integral  aufgestellt,  das  allerdings  sehr  compli- 
eirt  ist.  Hier  wird,  nach  Anweisung  des  Herrn  Schwarz,  durch 
Einführung  geeigneter  unabhängiger  Variabein  das  den  Flächen- 
inhalt des  Mantels  darstellende  Integral  in  einer  zur  directen 
Berechnung  desselben  geeigneten  Form  erhalten.  Es  werden 
elliptische  Coordinaten  eingeführt  und  die  Weierstrass'schen 
Functionen  ffm  und  au  benutzt.  M. 


J.  A.  Martins   da  Silva.      Sur    trois    forraules    de    la 
th^orie  des  fonctions  elliptiques.    Teixeira  J.  ix.  173-176. 

Abdruck  aus  Darboux  Bull.  (2)  X;   vergl.  F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  390. 


W.  Krimphoff,     üeber  eine  neue  Curvengattung,  welche 
ans    der    leraniskatischen    Function   entspringt.       Dies. 

Munster.  34  S.  8^ 


C.     Hyperelliptische,  Abersche  und  verwandte 

Functionen. 

P.  Baumert,      üeber  die  ultraelliptischen  Integrale  der 

dritten   Ordnung.   II.      Pr.  Progymn.  Striegau.  20  8. 

Fortsetzung  der  Abhandlung,  über  welche  F.  d.  M.  XIX. 
1887.  481.  berichtet  wurde.  Nachdem  die  Eigenschaften  der  be- 
treffenden ^-Functionen  mit  der  Charakteristik  (e)(^\  *f  ^'  **") 

festgestellt  sind,  werden  die  algebraischen  Functionen  bestimmt, 
die  den  ^-Quotienten  entsprechen.  Durch  zwei  Cardinalformen 
wird  die  Aufgabe  gelöst,  gegebene  achtfach  periodische  Functio- 
nen der  Veränderlichen  v  algebraisch  durch  die  in  den  Punkten 
^11  ^3)  ^sY  *4  stattfindenden  Werte   von   ;$,  s   darzustellen.    Daran 

31* 
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schliesst  sich  die  Bestimmang  der  Charakteristik  (x),  welche  dem 
Constantensy stein  (k)  entspricht,  und  die  Ermittelang  der  Con- 
stanten C  in  den  Cardinalformen.  Zum  Schluss  wird  noch  kurz 
das  Umkehrproblem  in  der  Jacobi'schen  Fassung  behandelt. 

M. 

ToROPOFF.      üeber    eine    Transformation    der    hyperel- 
liptischen  Integrale.     Charkow  GoB.  (2)  I.  82-104. 

Abdruck    einer     separat     erschienenen    Abhandlung,     die 
schon  F.  d.  M.    XIX.   1887.  477.    besprochen    wurde. 

Wi. 

J.  Ptaszycki.     üeber  die  Reduction  einiger  A barschen 
Integrale  auf  ihre  Normalform.     Prace  mat. -fia.  ii.  57-74. 

(Poloisch.) 
Es  sei 

Pdx 


TU 


ein  gegebenes  Abersches  Integral,  P,  Q  und  R  sind  ganze 
Functionen  von  x]  es  wird  vorausgesetzt,  dass  der  Grad  der 
Vielfachheit  jeder  der  l  Wurzeln  der  Function  R  die  Zahl  m  nicht 
übersteigt. 

Im  I.  Abschnitte  dieser  Arbeit  wird  das  AbeFsche  Verfahren 
für  die  Reduction  der  Integrale 

Tf'dx 

, 

Vi 

yü     j  (x^hyyTi 

in  einer  für  den  Zweck  der  Abhandlung  bequemeren  Form  dar- 
gestellt. Im  II.  Abschnitte  untersucht  der  Verfasser  den  Aus- 
druck 

X 


in 


+  ^yllogiy, 


m  m 


tn  vn.  m 
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hier  sind  X  und  Y  ganze  Functionen  von  x^  A  eine  Constante,  a 
eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  «"• — 1  =  0,  rp  eine  rationale 
Function.  Auf  Grund  dieser  Untersuchung  beweist  der  Ver- 
fasser im  III.  Abschnitte:  wenn  das  Integral 

P.dx 


IH 


(Pj  und  0,  sind  ganze  Functionen  von  o?,  der  Grad  der  Function 

p 

^  ist  nicht  grösser  als  l — 2,   die  Gleichung  Q,  =  0  besitzt  nur 

einfache  Wurzeln    und  hat  mit   A  =  0   keine  gemeinschaftliche 
Wurzel)   auf  eine  endliche  Form   reducirt  werden  kann,    so  ist 

diese  Form  gewiss  SA  log  W.     Das  Integral  ist  aber  auf  diese 

p 

Form  nicht  reducirbar,  wenn  der  Grad  von  — ;| — grösser  ist  als 

Q,VR 
—  1,  und  auch  nicht,  wenn  zwar  dieser  Grad  kleiner   als  — 1, 
aber  gleichzeitig  0^  =  1  ist.     Im  IV.  Abschnitte  folgt  dann  die 
Darstellung   der  Methode  der  Reduction,   die    mittels  einfacher 
arithmetischer    Operationen     vollzogen    wird.     Im    letzten    Ab- 

m 

schnitte  sucht  der  Verfasser  die  Form  der  Function  j/iß,  für  welche 
das  Integral 

/m 
Fix,  yä)  dx 

auf  eine  endliche  Anzahl  algebraischer  Functionen  reducirbar  ist. 

Du. 


E.  PiCARD.      Sur  le   nombre  des  integrales    aböliennes 
de  premi^re  espfece.    Darboux  Bull.  (2)  xiv.  13M32. 

Ist  f(x^y)  =  0  die  Gleichung  einer  Curve  m^®""  Ordnung  mit 
d  gewöhnlichen  Doppelpunkten,    so   giebt   es    bekanntlich    p  = 

^ —  d    zugehörige    Integrale   erster   Gattung.      Der 

Verfasser   giebt  einen  Beweis   dieses  Satzes,  der  das  Abel'sche 
Theorem  zu  HQlfe  zieht.    Das  allgemeine  Integral  erster  Gattung 
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*;- —  dargestellt,  wo  0(^5^)  ein 

ty 

Polynom  bedeutet,  das,  gleich  Null  gesetzt,  eine  durch  die  d 
Doppelpunkte  laufende  Curve  (m— 3)**'  Ordnung  darstellt.  Daraus 
folgt,    dass  es  mindestens  p  linear  unabhängige  Functionen  Q\ 

Oi(^iy)^0%(^iy)i '"lOpi^^y)  ^^^  dementsprechend  ebenso  viele 
Integrale  erster  Gattung  giebt.  Würden  nun  mehr  als  p  existiren, 
so  könnte  man  durch p  willkürliche Punkte(a;,,yi),  (p^^^y^), ...,  (^p^Vp) 
eine  Curve  0=0  hindurchlegen,  welche  f  =  0  in  weiteren 
p  — 2  Punkten  begegnet.  Durch  die  letzteren  würde  ein  Büschel 
von  Curven  Q  =  0  hindurchlaufen,  und  indem  man  auf  dieses 
das  Äbersche  Theorem  anwendet,  würde  man  das  Resultat  er- 
halten, dass  die  Determinante  |0<(a?*,yOI  (•»*  =  lt2,  ...,p)  ver- 
schwindet. Dies  ist  aber  widersinnig,  da  die  Punkte  (xk^yt) 
willkürlich  sind.  Hz. 


H.  S.  White,  üeber  zwei  covariante  Formen  aus  der 
Theorie  der  A barschen  Integrale  auf  vollständigen 
singularitätenfreien     Schnittcurven      zweier     Flächen. 

Math.  Ann.  XXXVI.  597-601. 

Ausführlich  in  Nova  Acta  Leop.  LVII.  1891;  Ref.  im  näch- 
sten Bande.  Bdt 

Fr.  Brioschi.  Ueber  die  Reihenentwickelung  der  ge- 
raden Sigmafunctionen  zweier  Veränderlichen.       Gott. 

Nachr.  236-230. 

Die  vorliegende  Note  enthält  eine  Transformation  der  Dif- 
ferentialgleichung für  die  geraden  Sigmafunctionen  zweier  Ver- 
änderlichen, durch  welche  das  Problem  der  Entwickelung  einer 
solchen  Function  in  eine  Potenzreihe  vollständig  gelöst  wird. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  ist  Herr  Wiltheiss  am  Schlüsse 
seiner  Abhandlung:  „Ueber  eine  besondere  Art  von  Covarianten 
bildender  Operation",  zweiter  Teil  (Math.  Ann.  XXXVI.  134) 
gelangt  (s.  S.  127  dieses  Bandes).  Kr. 
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F.  Caspart.  Sur  une  nouvelle  m^thode  d'expoaition  de 
la  th^orie  des  fonctions  th^ta,  et  sur  un  th^or^me 
^l^mentaire  relatif  aux  fonctions  hyperelliptiques  de 
premifere  espfece.    0.  R.  cxi.  225-227. 

Die  f&nfzehn  hyperelliptischen  Funetionen  erster  Ordnung 
sind  beziehlicb  proportional  den  neun  Coefficientena„m(m,fs=  1,2,3) 
eines  orthogonalen  Gleich ungensystems  von  der  Determinante 
4- 1  und  den  sechs  daraus  gebildeten  Grössen : 

Pa  =  —  JS^ikdau^     fj*  =  2!okidau. 

i  i 

(Ä,Ä,/=  1,2,3;  2,3,1;  3,1,2). 

Kr. 


J.  ßcHRöDBR.      üeber    den  Zusammenhang    der    hyper- 
elliptischen  a-   und  d- Functionen.    Diee.  Göttingen.  79  8.  8«. 

J.  Schröder.      Ueber  den  Zusammenhang    der    hyper- 
elliptischen a-  und  5^- Functionen.    Hamb.  Mitt.  ii.  162-172. 

In  seinen  Untersuchungen  über  hyperelliptische  Functionen 
hat  Herr  F.  Klein  neben  den  2'^p  von  der  jeweiligen  Zerschnei- 
dung der  Biemann'schen  Fläche  T  abhängigen  ^-Functionen  2'^p 
ihnen  correspondirende  a-Functionen  eingeführt,  die  von  der 
Wahl  des  Quersehnittsystems  unabhängig  sind.  Die  Definition 
dieser  a-Functionen  findet  man  in  §  9  der  Abhandlung:  „Ueber 
hyperelliptische  Sigmafunctionen"  (Zweite  Abhandlung)  Math.  Ann. 
XXXII.  351  (cf.  F.  d.  M.  XX.  1888.  491).  Der  Zusammenbang 
einer  ^Function  mit  der  ihr  entsprechenden  a-Function  wurde 
von  Herrn  Klein  in  §  14  der  soeben  genannten  Abhandlung  in 
der  Form: 

^[?](W)  =  Cyu.^<'(('^))a^^((ir)) 

mitgeteilt.  In  dieser  Gleichung  bedeutet  0({w))  eine  ganze 
rationale  Function  zweiten  Grades  der  tr,  die  Herr  Klein  S.  376  an- 
gegeben hat,  C^y,  aber  eine  Gonstante,  fflr  welche  seitens  des  Herrn 
Klein  nur  erst  eine  sehr  wahrscheinliche  Vermutung  vorlag. 
Aufgabe  der  beiden  gegenwärtigen  Abhandlungen,  von  denen 
die  zweite  einen  Auszug  der  ersten  enthält,  ist  es,  diese  Grösse 
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Ctpy,  wirklich  zu  bestimmen.  Es  ergiebt  sich  dabei  in  Ueberein- 
Stimmung  mit  der  von  Herrn  Klein  ausgesprochenen  Vermutung, 
dass  Cipyf,  den  Wert: 


C«,«,  =  -^  ^|       ^        l^^y^V 


hat;  dabei  bezeichnen  z/^,,  J^,  die  Discriminanten  jener  beiden 
Formen  %\p  von  den  Graden  p-j-l — 2ju,  p+l+2jM  beziehlich, 
in  welche  die  Grundform  f  zum  Zwecke  der  Bildung  der  vor- 
liegenden a-Function  zerlegt  wurde,  ferner  A  die  Determinante 
•^  +  ^11^32  "*  ^iv  der  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster 
Gattung  tr  an  den  Querschnitten  a,  endlich  q  eine  noch  unbe- 
stimmte achte  Einheitswurzel. 

Wie  der  Verf.  selbst  bemerkt,  bedarf  die  angestellte  Unter- 
suchung nach  zwei  Richtungen  der  Vervollständigung.  Erstens 
bleibt  nämlich  die  so  eben  genannte  achte  Einheitswurzel  q  noch 
zu  bestimmen,  und  zweitens  muss  die  Untersuchung  von  der  be- 
sonderen Wahl  des  ihr  zu  Grunde  gelegten  Querschnittsystems 
befreit  werden.  Beztlglich  dieses  Querschnittsystems  bat  der 
Verf.  in  einer  Fussnote  zu  §  1  bemerkt,  dass  es  von  dem  von 
Herrn  Klein  früher  benutzten  verschieden  ist,  nicht  aber  hinzu- 
gefügt, dass  es  von  Herrn  Prym  herrührt,  der  es  seiner  Arbeit: 
„Zur  Theorie  der  Functionen  in  einer  zweiblättrigen  Fläche" 
(Denkschr.  d.  Schweiz,  naturf.  Gesellschaft  Bd.  XXII)  zu  Grunde 
gelegt  hat.  Kr. 


H.  BüRKBARDT.      Untersuchungen  aus   dem  Gebiete   der 
byperelliptischen  Modulfunctionen.     Erster  Teil.     Math. 

Ann.  XXXVI.  371-434. 

In  den  vom  Verfasser  unter  dem  Titel:  „Grundzüge  einer 
allgemeineu  Systematik  der  hyperelliptischen  Functionen  erster 
Ordnung"  veröflfentlichten  Vorlesungen  des  Herrn  F.  Klein  (Math. 
Ann.  XXXV.  198,  vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  496)  wurde  eine 
Beihe  von  neuen  Gesichtspunkten  aufgestellt,  deren  Fruchtbarkeit 
zur  Durchführung  specielier  Probleme  an  einem  passenden  Bei- 
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spiele,  der  MultiplicatorgleichuDg;  40.  Grades  für  die  Transformation 
dritter  Ordnung,  in  der  vorliegenden  A^bhandlung  dargetban  wird 
(vgl.  die  Mitteilung  der  Resultate  derselben  in  Gott.  Nachr.  1889). 
Die  Erreichung  dieses  Zieles  war  dem  Verfasser  aber  nur  da- 
durch möglich,  dass  vorher  eine  Reihe  von  Fragen  über  hyper- 
elliptische Modulfnnctionen  eingehend  behandelt  wurden,  die 
nebenbei  ein  Material  zu  Tage  forderten,  das  auch  für  andere 
Probleme  von  Wichtigkeit  ist. 

Wir  müssen  uns  auf  eine  kurze  Inhaltsangabe  der  7  Ab- 
schnitte beschränken,  in  welche  die  Abhandlung  zerßlllt,  da  eine 
detaillirte  Beschreibung  der  Arbeit  ohne  Benutzung  des  Formel- 
apparates nicht  möglich  ist. 

Im  ersten  Abschnitte  behandelt  der  Verfasser  die  Beziehung 
der  Thetafunctionen  zur  Stufeneinteilung.  Als  Vermittelungsglied 
bei  dem'^Uebergange  von  den  Elein'schen  Sigmafunctionen  zu 
den  Jacobi'schen  Thetafunctionen  treten  die  TA-Functionen  (oder 
besser  -Formen)  auf,  die  Herr  Wiltheiss  (Math.  Ann.  XXXI.  33.) 
mehrfach  benutzt  hat.  Die  Quotienten  zweier  Jacobi'schen  Theta- 
functionen ergeben  sich  als  Functionen  achter  Stufe,  während 
ihre  Quadrate  Functionen  vierter,  ihre  vierten  und  achten  Potenzen 
Functionen  zweiter  Stufe  sind.  Im  zweiten  Abschnitte  werden 
zwei  Grenzfälle  der  hyperelliptischen  Functionen  studirt,  d.  h.  es 
wird  das  Verhalten  dieser  Functionen  untersucht,  wenn  die  Ar- 
gumente derselben  an  die  Grenze  des  in  den  Grundzügen  §  12 
definirten  natürlichen  Bereiches  herausrücken:  dabei  werden  na- 
mentlich die  algebraischen  Argumente  in  Betracht  gezogen. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  Transformation  von  Functio- 
nen höherer  Stufe.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Transfor- 
mationsgrad n  eine  ungerade  Primzahl  und  die  Stufenzahl  s 
der  zu  transformirenden  Function  zu  n  relativ  prim  ist,  werden 
zuerst  die  gewöhnlichen  Repräsentanten  durch  andere  ersetzt, 
und  zwar  so,  dass  die  ihnen  zugeordneten  linearen  Transfor- 
mationen nach  dem  Modul  s  zur  Identität  congruent  werden, 
wodurch  man  erreicht,  dass  die  verschiedenen  Werte  einer 
Transformationsform,  welche  zu  den  so  normirten  Repräsentan- 
ten gehören,   einer  und  derselben  Gleichung  genügen,   die  im 
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Rationalitätsbereich  der  Principaluntergruppe  ^  Stufe  irredu- 
cibel  ist. 

Der  vierte  Abschnitt  behandelt  die  Darstellung  der  rationa- 
len symmetrischen  Simultaninvarianten  von  zwei  kubischen  Binär- 
formen durch  die  zugehörigen  hyperelliptischen  ThetanuUwerte. 
Hier  wird  zunächst  das  volle  System  der  „reinen''  Modulformen 
des  Rationalitätsbereiches  neunter  Stufe  aufgestellt,  welcher  sich 
auf  die  Zerlegung  der  Grundform  f^  in  zwei  kubische  Factoren 
^3  und  %  stQtzt,  Modulformen,  die  mit  jenen  rationalen  ganzen 
Simultanformen  von  g>  und  yß  übereinstimmen,  welche  bei  Ver- 
tauschung von  g>  und  i^  ihre  Werte  nicht  ändern.  Diese  In- 
varianten werden  dann  teils  durch  ^-,  teils  durch  TA-Nullwerte 
dargestellt,  in  ihren  Eigenschaften  untersucht  und  schliesslich  in 
Reihen  entwickelt,  die  nach  den  Grössen 

fortschreiten.  Hieran  schliesst  sich  im  fttnften  Abschnitte  die 
Reduction  hyperelliptischer  Integrale  auf  elliptische  durch  Trans- 
formation dritten  Grades.  Weierstrass  und  Picard  (J.  für  Math. 
LXVII,  Acta  Math.  IV,  S.  M.  F.  Bull.  XI.  1883)  haben  die  Be- 
dingungen hierHlr,  welche  die  transcendenten  Moduln  der  Theta- 
functionen  erfüllen  müssen,  in  der  Form  angegeben:  t,,  =|. 
Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  gelangt  man  durch  Transfor- 
mation dritten  Grades  auf  r,,  ==  1  und  hierauf  durch  lineare 
Transformation  auf  t,,  =  0,  was  dem  im  zweiten  Abschnitte  be- 
handelten Grenzfalle  entspricht.  Diese  Bedingung  ersetzt  der 
Verfasser  an  der  Hand  einer  von  Herrn  Goursat  (S.  M.  F.  Bull. 
XIII.  1885.  155)  gegebenen  Normirung  durch  eine  Relation 
zwischen  den  oben  (Abschnitt  IV)  erwähnten  Invarianten. 

Abschnitt  VI  bringt  die  allgemeine  Theorie  der  Multiplieator- 

4  

gleichung  für  j/z/qp.^V',  wobei  unter  Jq>  und  Jip  die  Discrimi- 
nanten  der  kubischen  Formen  q>  und  xp  verstanden  sind.  Da  es 
gleichgültig  ist,  welche  Form  zweiter  Stufe  man  als  Wurzel  der 
MultiplicatorgleichuDg  wählt,  so  bedient  sich  der  Verfasser,  durch 
Rücksicht   auf  die    Vereinfachung   der  Rechnung  geleitet,    des 

Quadrates  des  TA-Nullwertes  yjq>Jxp  (TÄy,y;  =  y^/g) Jt^^'y^)    und 
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untersucht   nebeneiDander   die   Eigenschaften   der   Gleichungen, 
welchen  die  Wurzeln 


yo,  h   ]ll 


genügen,  wobei  D  das  ursprängliche,  D  das  transformirte  Discri- 
minantenproduct  und  n  den  Grad  der  Transformation  bedeutet. 
Der  siebente  Abschnitt  endlich  enthält  die  wirkliche  Berech- 
nung einiger  Coefficienten  der  Multiplicatorgleichung  fQr  die  Trans- 
formation dritten  GradeS;  „da  es^,  wie  der  Verfasser  mit  Recht 
sagt,  ^wünschenswert  schien,  zu  prüfen,  ob  die  Untersuchung 
der  allgemeinen  Eigenschaften  dieser  Coefficienten  tief  genug 
eingedrungen  sei,  um  ihre  wirkliche  Berechnung  mit  verhältnis- 
mässig geringem  Rechnungsaufwand  zu  ermöglichen."         Bm. 


W.  Wirtinger.  üeber  eine  Verallgemeinerung  der 
Kummer'schen  Fläche  und  ihrer  Beziehungen  zu  den 
Thetafunctionen  zweier  Variabein.  Monatsh.  f. Math.  1.113-128. 

Es  wird  nachgewiesen,  dass  die  Eummer'sche  Fläche  nur 
das  erste  einer  Reihe  von  Gebilden  ist,  welche  den  Thetafunc- 
tionen von  p  Variabein  ebenso  zugeordnet  sind,  wie  jene  denen 
von  zwei  Veränderlichen.  An  die  Stelle  der  eigentlichen  Kum- 
mer'schen    Fläche     tritt     bei     dieser    Verallgemeinerung    eine 

Mp(m  =  p  12*^0?  d'  ^*  c'o  algebraisches  Gebilde  von  p  Dimen- 
sionen, welches  von  einem  R^-p  (N  =  2p — 1)  in  m  Punkten  ge- 
schnitten wird.  Dabei  ist  unter  Rn-^  des  Raumes  von  N  Dimen- 
sionen eine  durch  p  lineare  Gleichungen  zwischen  den  homo- 
genen Punktcoordinaten  Xi  desselben  definirte  lineare  Mannig- 
faltigkeit zu  verstehen.  ßm. 


E.   Pascal.     Sulla  teoria  delle  funzioni  a  abeliane  pari 
a  tre  argomenti.     (Mem.  IV).      Annali  di  Mat.  (2)  xviii. 

1-58- 
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E.  Pascal.     Sopra  le  funzioni  iperellittiche  di  1*  specie 

(I*ör  Stufe)   per  p  =  2.      (Mem.   V).        Annali    di    Mat     (2) 
XVIII.  131-164. 

E.  Pascal.      L'equazione    razionale    della   superficie  di 

Kummer.      (Mem.    VI).      Annali  di  Mat  (2)  XVIIL  227-263. 

Die  erste  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Bestimmang 
des  zweiten  Gliedes  in  der  Reihenentwickelung  der  geraden 
Sigmafunctionen  dreier  Variabein  nach  den  Potenzen  der  Inte- 
grale erster  Gattung.  Die  zweite  Abhandlung  schliesst  sich  an 
den  §  20,  die  dritte  an  den  §  21  der  „Grundzüge  einer  allge- 
meinen Systematik  der  hyperelliptischen  Functionen  I.  Ordnung. 
Nach  Vorlesungen  von  F.  Klein  ausgearbeitet  von  H.  Burkhardt* 
(Math.  Ann.  XXXV.  198,  vergl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  496)  an. 

Kr. 


H.  Amstein.     Fonctious  abäliennes  du  genre  3;   un  cas 

particulier.       BuU.  de  la  Soc.  VaudoiBe  des  Sciences  Naturelles, 
vol.  XXIV.  no.  99  (188^).  74  p. 

H.    AmSTKIN.      Suite,     ibid.  vol.  XXV.  no.lOl  (IÖ90).  33  p. 

Verf.  betrachtet  im  Anschluss  an  die  Schrift  des  Hrn.  Weber: 
Theorie  der  Aberschen  Functionen  vom  Geschlechte  3  (F.  d.  M. 
VIII.   1876.  293)    die   Functionen,    welche    von    der   Gleichung 

^*-\-y* "h**  =  0  oder  (für  y  :x  =  ä/i,  aix  =  s^i)  : s  =  j/l— »* 
abhängen.  Er  construirt  zunächst  die  zugehörige  Riemann'sche 
Fläche,  versieht  dieselbe  mit  einem  kanonischen  Querschnittsystem, 
bestimmt  Normalintegrale  erster  Gattung  und  die  numerischen 
Werte  ihrer  Periodicitätsmoduln;  ferner  die  28  Doppeltangenten 
und  die  Goordinaten  ihrer  Berührungspunkte.  Er  bestimmt  dann 
die  Charakteristiken  aller  28  Doppeltangenten  in  Bezug  auf  das 
gewählte  Querscbnittsystem  (wohl  der  erste  Fall  einer  vollstän- 
digen Durchführung  dieser  Bestimmung),  sowie  die  Nullpunkte 
einiger  geraden  Thetafunctionen.  Den  Schluss  bildet  das  „Rie- 
mann'sche Problem^,  d.  h.  der  Ausdruck  der  Thetaquotienten 
durch  algebraische  Functionen. 
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Die  Fortsetzang  enthält,  naeh  einigen  Andeutungen  über  das 
Jacobi'sche  Umkehrproblem,  die  Durchführung  des  Riemann'schen 
Problems  mit  Hülfe  elliptischer  Functionen.  Bdt. 


K.  Schleicher.  Darstellung  und  ümkehrung  von  Theta- 
qiiotienten,  deren  Charakteristiken  aus  Dritteln  ganzer 

Zahlen  gebildet  sind.     Pr.  Gymn.  Bayreuth.  26  S.  8^ 

In  der  Abhandlung:  Ueber  Thetafunctionen,  deren  Charak- 
teristiken aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind  (Math.  Ann. 
XXII.  416,  cf.  dieses  Jahrbuch  XIV.  419)  hat  der  Referent  die- 
jenigen Thetafunctionen  einer  Veränderlichen,  deren  Charak- 
teristiken aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind,  einer  syste- 
matischen Behandlung  in  der  Hinsicht  unterzogen,  dass  er  die 
zwischen  diesen  Functionen  bestehenden  wesentlichen  Beziehungen 
erforschte.  Diese  Untersuchungen  haben  in  der  vorliegenden, 
sorgfältig  ausgeführten  Abhandlung  des  Herrn  Schleicher  eine 
Fortsetzung  gefunden,  indem  derselbe  ihnen  das  Additionstheorem 
und  das  Umkehrproblem  der  aus  diesen  Functionen  gebildeten 
Quotienten  hinzufügte.  Kr. 

A.  VON  Braunmühl.  üeber  Gruppen  von  p  -  reihigen 
Charakteristiken,  die  aus  ii^®l°  ganzer  Zahlen  gebildet 
sind,  und  die  Relationen  zugehöriger  Thetafunctionen 

uter  Ordnung.    Math.  Add.  XXXVII.  61-99. 

Nachdem  der  Referent  in  seiner  Abhandlung:  „Ueber  Theta- 
functionen, deren  Charakteristiken  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen 
gebildet  sind"*  (Math.  Ann.  XXII.  416,  cf.  dieses  Jahrbuch  XIV. 
419),  diese  Functionen  für  den  speciellen  Fall  p  =  1  eingeführt 
und  die  zwischen  ihnen  bestehenden  wesentlichen  Beziehungen 
aufgestellt  hatte,  lag  der  Oedanke  nahe,  diese  Untersuchungen 
auf  den  Fall  der  Thetafunctionen  mehrerer  Veränderlichen  aus- 
zudehnen. Zu  dem  Ende  hat  der  Verfasser  in  mehreren  Ab- 
handlungen (Erlang.  Ber.  XVIII.  37;  München  Abb.  XVI,,  327; 
Math.  Ann.   XXXII.   513,    cf.  dieses  Jahrb.  XVIII.  412;    XIX. 
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496;  XX.  490)  insbesondere  die  Untersuchungen,  welche  Herr 
Frobenius  über  Charakteristiken,  deren  Elemente  den  gemein- 
samen Nenner  r  =  2  besitzen,  angestellt  hatte,  auf  den  Fall 
r  =  3  übertragen.  Die  vorliegende  Abhandlung  beschäftigt  sich 
mit  der  Ausdehnung  der  früher  für  r  =  3  gewonnenen  Resultate 
auf  den  Fall  eines  beliebigen  r. 

Was  zunächst  den  auf  die  Charakteristiken  bezüglichen  er- 
sten Abschnitt  der  Arbeit  betrifft,  so  hat  der  Verfasser  hierbei 
übersehen,  dass  die  beabsichtigte  Uebertragung  nur  in  dem  Falle, 
wo  r  eine  Primzahl  ist,  geschehen  kann,  dass  dagegen  für  den 
Fall,  wo  r  keine  Primzahl  ist,  die  früher  erhaltenen  Resultate 
zum  grossen  Teile  keine  Geltung  besitzen.  So  ist  z.  B.  der 
Satz  VII  S.  66  falsch,  wenn  die  Zahl  r  (von  dem  Verfasser 
mit  fi  bezeichnet)  keine  Primzahl  ist;  es  ist  nämlich  in  diesem 
Falle  2'r'l''^  4=  n*^,  sobald  für  £  eine  zu  n  nicht  relativ  prime 
Zahl  gesetzt  wird.  Die  gleiche  Unrichtigkeit  haftet  natürlich 
allen  Folgerungen  aus  dem  Satze  VII,  insbesondere  den  Angaben 
des  §  3  an.  Wie  man  bei  primzabligem  r  zu  den  Formeln  für 
die  Anzahlen  der  Charakteristiken  von  gleichem  Charakter  auf 
einfachem  Wege  gelangt,  hat  der  Referent  in  diesem  Jahrbuche 
(XIX.  497)  gezeigt;  für  nicht  primzahliges  r  existiren  Formeln 
dieser  Art  überhaupt  nicht. 

Den  Mittelpunkt  des  zweiten  Abschnitts  bildet  die  Formel 
(25)  S.  94.  Der  Verfasser  erwähnt,  dass  diese  Formel  und 
ihre  Verallgemeinerung  (25c)  S.  96  für  <7=p  in  jene  Formeln 
(©j),  (0'J  Übergehen,  welche  Herr  Prym  und  der  Referent  (Acta 
Math.  III.  271  u.  273,  cf.  dieses  Jahrbuch  XIV.  419)  veröffent- 
licht haben;  dagegen  scheint  es  dem  Verfasser  entgangen  zu 
sein,  dass  seine  Formeln  auch  auf  einfache  Weise  aus  der  For- 
mel (63)  erhalten  werden  können,  indem  man  darin  an  Stelle 
von  [fj]  der  Reihe  nach  die  n^  Charakteristiken 

(üVß),    /S  =  0,  1,  2,  ...,  fi^~l, 

setzt  und  die  n^  so  entstandenen  Gleichungen,  mit  passenden 
Multiplicatoren  versehen,  zu  einander  addirt.  Noch  muss  be- 
merkt werden,  dass  das  im  Anfange  des  §4  angewandte  Ver- 
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fahren  der  Constantenbestimmung  nur  f&r  ungerades  n  zulässig 

ist,  da  nur  in  diesem  Falle  das  eingeführte  Symbol  t  ^  ^^  die 
fQr  seine  Anwendbarkeit  unerlässlicbe  Eigenschaft  besitzt,  unge- 
ändert  zu  bleiben,  wenn  man  die  Charakteristik  (gß)  durch  eine 
ihr  congruente  ersetzt.  Für  gerades  tt,  speciell  f&r  fi  =  2,  kann 
dieses  Symbol  die  Wurzelzeichen  des  Herrn  Frobenius  keines- 
wegs ersetzen;  die  Formeln  (21),  (22),  (23)  und  (26)  sind  daher 
nur  f&r  ungerades  n  richtig.  Kr. 


F.  ScHOTTKY.     Zur  Definition  des  Systems  der  4^  geraden 
und  ungeraden  Thetafunctionen.    J.  für  Math.  cvii.  117-134. 

Die  Thetafunctionen  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  sich 
bei  Vermehrung  ihrer  Argumente  um  Halbperioden  permutiren, 
abgesehen  von  einem  allen  gemeinschaftlichen  Exponentialfactor 
and  einer  wechselnden  vierten  Einheitswurzel.  Diese  letzteren 
fallen  auch  noch  heraus  bei  Quotienten  der  Form: 

Diese  Eigenschaft  beschränkt  die  constanten  Factoren,  welche 
Doch  unbestimmt  bleiben,  wenn  man  die  Q  durch  ihr  Verhalten 
bei  Vermehrung  der  Argumente  um  Ganzperioden  definirt;  Ver- 
fasser fragt,  wie  weit  sie  dadurch  beschränkt  seien.  Er  wählt 
zu  diesem  Zweck  2^  primitive  Indices,  durch  welche  alle  übrigen 
sich  ausdrucken  lassen,  und  findet:  man  kann  den  Factor  etwa 
von  &  willkQrlich  annehmen;  dann  bestimmen  sich  die  von 
0«j  0xA,  ®MX/i  der  Reihe  nach  bis  auf  achte,  vierte,  zweite  Einheits- 
wurzeln.  Auch  diese  können  willkürlich  gewählt  werden;  dann  aber 
sind  die  Factoren  der  übrigen  0  bestimmt.  Ferner  zeigt  er:  man 
kann  statt  dessen  Vorzeichen  (x,  X,  fi)  vorschreiben  (mit  gewissen 
Einschränkungen),  welche  auftreten,  wenn  man  ©a 0^:002^  in 
Ö«i0«/i:  0x®xA//  überfährt;  dann  bleibt  noch  der  Factor  von  0 
willkürlich,  in  denen  der  0,  vierte,  in  denen  der  &xx  zweite 
Einheitswurzeln.  Endlich  giebt  er  zwei  Arten  an,  wie  die 
(x,  Jt,  ^)  übersichtlich  gewählt  werden  können.  Bdt. 
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F.  ScHOTTKY.  Ueber  die  charakteristischen  Gleichungen 
symmetrischer  ebener  Flächen  nnd  die  zugehörigen 
Äberschen  Functionen.     J.  far  Matb.  GVL  199-268. 

Als  „Functionen  der  Fläche  G''  hat  Verf.  früher  (J.  fQr  Math. 
LXXXIII.  300-351,  F.  d.  M.  IX.  1877.  584)  diejenigen  Func- 
tionen einer  complexen  Grösse  x  bezeichnet,  welche  im  Innern 
und  in  gewissem  Sinne  auch  auf  der  Grenze  eines  zusammen- 
hängenden Gebietes  G  der  rr-Ebene  sich  wie  rationale  Functionen 
verhalten  und  auf  der  Grenze  reell  sind.  Sie  lassen  sich  ratio- 
nal durch  zwei  p,  q  unter  ihnen  ausdrücken,  zwischen  denen 
eine  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten  vom  Range  q  besteht, 
wenn  G  Q'\'1  Randlinien  besitzt;  diese  Gleichungen  nennt  Verf. 
mit  Hrn.  Weierstrass  charakteristische  Gleichungen  der  Fläche. 

Ist  die  Fläche  G  symmetrisch  zu  einer  Axe,  so  bezeichnet 
Verf.  mit  t  die  Anzahl  der  Paare  zu  einander  symmetrischer 
Randlinien  und  setzt  q—%  =  a.  Der  Fall  t  =  0  f&hrt  auf  hyper- 
elliptische Functionen  und  wird  ausgeschlossen.  Die  Axe  zer- 
legt G  in  zwei  je  (t  -f  l)-fach  zusammenhängende  Teile  G^^ 
G^]  die  Functionen  der  Fläche  G^  sind  zugleich  auch  Func- 
tionen der  Fläche  (?;  sie  lassen  sich  rational  durch  zwei  unter 
ihnen  ausdrücken,  die  durch  eine  Gleichung  vom  Range  %: 
G(p^  9)  =  0  verbunden  sind.  Die  Functionen  von  G  sind  dann 
rational  ausdrückbar  durch  p,  q  und  eine  Function  s,  deren 
Quadrat  erst  in  p,  9  rational  ist:  a*  =  H{p,q),  Der  Grad  von  B 
ist  im  allgemeinen  2  a +  2.    (§  2). 

Verf.  betrachtet  ferner  „Integrale  der  Fläche",  d.  h.  Functio- 
nen, welche  innerhalb  G  nur  durch  reelle  Perioden  vieldeutig, 
und  deren  imaginäre  Teile  längs  jeder  einzelnen  Randiinie  con- 
stant  sind.  Die  überall  endlichen  Integrale  der  Fläche  lassen 
sich  durch  q  unabhängige  ausdrücken;  diese  werden  so  normirt, 
dass  Jai^)  bei  Umkreisung  der  Randlinie  ^^(/^=1)2,...,9)  um 
0,  resp.  1  zunimmt,  je  nachdem  a'^ß  oder  =  ß.  Für  jene 
imaginären  Gonstanten  taß  ist  dann  r^ß  =  Tßa\  aber  auch 
tafßi=Taß^  wenn  a^a'  und  ebenso  ß^ß'  Indices  von  symmetri- 
schen Randlinien  sind  (§§  2-6).    Infolge  dessen  zerfallen  die  mit 
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den  Moduln  %aß  gebildeten  Thetareiben  wie  folgt: 

Dabei  sind  9^,1//  Thetafunctionen,  deren  Moduln  und  Argumente 
sich  aus  denjenigen  von  ^  einfach  zusammensetzen;  und  zwar 
sind  es  in  je  4^  dieser  Formeln  dieselben,  so  dass  je  4'  Functio- 
nen i> (11,,  ..,  tt^)  als  „verwandte"  erscheinen.  (§§7-9).  Aber 
von  den  entstehenden  4*'Systemen  von  je  4^  Functionen  ^(m,,  ...,  m^) 
mit  Halbercharakteristiken  sind  nur  2^^~^  auch  durch  9),  \p  mit 
Flalbercharakteristiken  ausgedrückt;  die  Ausdrücke  der  andern  2^ 
haben  Viertelcharakteristiken.     (§  11). 

Ausser  diesen  allgemeinen  Resultaten  enthält  die  Abhand- 
lung noch  eine  ausführliche  Untersuchung  des  Falles  r  =  1.  In 
diesem  wird,  wenn  i  das  (geeignet  normirte)  überall  endliche 
Integral  der  Fläche  G^  bezeichnet  und  <i,  <,, ..., /2a  reelle  Con- 
stanten, deren  Summe  =0  ist,  z  t=  }/ S(j),&-^(i\  wo 

S(0  =  a{t--tJ»(t—Q.. .  »(t^t2„) 

(§  3).  Femer  nehmen  die  Formeln  für  4  verwandte  Functionen 
^(Uj,  ...,u^)  die  einfache  Form  an: 

darin  sind  die  ip(iD)=  ^(i(?|2t).    (§12).     Dann  werden  Wurzel- 

fanctionen  durch  ^dJ^ :  drj  eingeführt,  wobei  dJ„,  ein  DiflFerential 
erstenGrades  mit  paarweise  zusammenfallenden  Nullpunkten,  rj  die 
von  Herrn  Klein  so  bezeichnete  Function  der  Fläche  ist;    es  er- 

— ^==r,  und  die  allgemeine  Form  eines  Integrals 

erster  Gattung  wird  J=/'(F(0+cy  5(0)  rf^,  unter  F(0  eine  ^- 
Function   vom  Grade  o  verstanden  (§  14).     Diejenigen  Wurzel- 

funetionen,  für  welche  c  =  0  ist,  haben  die  Form  Y  P(0  •  0(05 
dabei  ist  P(0  ein  Factor  von  S((),  dessen  Grad^a  (mod.  2) 
ist,  and  Q(i)  ist  eine  Function,  welche,  durch  ein  bestimmtes 
^-Produet  dividirt,  eine  elliptische  Function  der  Perioden  1,t  giebt 

FortMhr.  d.  Math.  XXII.  1.  32 
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(§  15).    Diejenigen  aber,  für  welche  c^O  ist,  haben  die  Form: 

yA(t)  +  yB(t) ;  A  und  B  sind  Prodoete,  auf  welche  sich  die 
Aa  Factoren  ^(/  — ««120,  dy(<— <a|2T)  in  der  Weise  verteilen, 
dass  von  je  2  Factoren  ^(/— <a|2r),  ^^(«  —  ^«12^)  Ä  den 
einen,  B  den  andern  enthält  und  die  Anzahl  der  ^  (ebenso  der 
^y)  in  A  wie  in  Ä  =  a  (mod.  2)  ist.  ^  ist  die  ungerade,  ^y  eine 
bestimmte  gerade  Thetafunction ;  demgemäss  sind  3  Gruppen 
solcher  Wurzelfunctionön  zu  unterscheiden  (§  16).  Dann  werden 
Ausdrücke  fQr  verwandte  Wurzelfunctionen  abgeleitet  und  aus 
ihnen  u.  a.  der  Satz  gewonnen,  dass  für  a  =  4  zwei,  und  nur 
zwei,  der  geraden  ^  -  Functionen  (p  mit  den  Variabein  ver- 
schwinden (§§  17,  18). 

Endlich  wird  noch  die  Aufgabe  behandelt:  die  Functionen 
zu  bestimmen,  in  welche  die  i9'-Functionen  übergehen,  wenn  ihre 
Argumente  durch  einfache  Integrale  zwischen  zwei  Stellen  f,  i* 
der  Fläche  ersetzt  werden.  In  den  Formeln  tritt  ein  nur  durch 
sein  Null-  und  Unendlichwerden  bestimmter  transcendenter  Zu- 
satzfactor  E  auf  [derselbe  würde  durch  die  Primform  Q  des 
Herrn  Klein  (Math.  Ann.  XXXVI;  s.  das  folgende  Referat)  zu 
ersetzen  sein,  wenn  statt  der  Wurzelfunctionen  Wurzelformen  be- 
nutzt würden.  Ref.].  Eine  Reihe  von  Fallunterscheidungen  macht 
sich  dabei  notwendig;  die  Resultate  sind  in  §  22  zusammen- 
gestellt. 

Nach  diesem  Bericht  über  die  Einzelresultate  seien  noch 
zwei  principielle  Gesichtspunkte  hervorgehoben,  die  die  Arbeit 
beherrschen :  der  eine  ist  die  Hereinziehung  der  Realitätsverhält- 
nisse in  die  Theorie  der  Aberschen  Functionen;  der  andere,  dass 
auch  zu  solchen  Thetafunctionen  von  a  Variabein  ein  Zugang 
gewonnen  wird,  die  nicht  aus  dem  auf  algebraische  Gebilde  vom 
Range  a  bezüglichen  Umkehrproblem  entspringen.  Bdt. 


F.  Klein.     Zur  Theorie  der  Abel'schen  Functionen. 

Math.  Ann.  XXXVI.  1-83. 

Ausführliche  Darstellung  der  Resultate,  über  welche  in  den 
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Lond.  M.  S.  Proc.  XX,  Gott.  Nachr.  1889,  C.  R.  CVIII  berichtet 
ist  (vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  498,  506). 

Verfasser  knüpft  an  seine  früheren  Untersuchungen  über 
hyperelliptische  Functionen  an  (F.  d.  M.  XX.  491)  und  sucht  im 
allgemeinen  Aberschen  Falle  die  vom  algebraischen  Gebilde 
ausgehende  Definition  der  Thetafunctionen  bis  zu  demselben 
Punkte  zu  führen,  der  bei  jenen  erreicht  ist.  Dies  gelingt  in 
der  Hauptsache,  so  lange  die  Moduln  des  Gebildes  als  fest  be- 
trachtet werden;  sollen  sie  als  veränderlich  gelten,  so  erwies 
sich  die  Beschränkung  auf  p  ==  3  einstweilen  als  notwendig. 
Dementsprechend  zerfällt  die  Abhandlung  in  zwei  Teile. 

Im  I.  Teil  wird  zunächst  auf  die  Existenztheoreme  Bezug 
genommen,  welche  die  Normalintegrale  erster  und  dritter  Gattung 
liefern  (§  1).  Indem  die  Differentiale  erster  Gattung  mit  den 
Herren  Weber  und  Noether  zu  „Formen  (p^  proportional  gesetzt 
werden,  wird  einerseits  die  „Normalcurve  der  <;p",  eine  C2p_2  im 
/?p.i  eingeführt,  andererseits  von  vornherein  der  Uebergang  zum 
Gebrauch  homogener  Variabein  gewonnen,  von  dem  Verfasser 
sagt:  ^ich  entschliesse  mich  zu  demselben  nicht  irgend  welcher 
Tradition  oder  Gewöhnung  zu  Liebe,  sondern  um  das  Wesen 
der  Sache,  so  wie  ich  dasselbe  verstehe,  klarer  herauszustellen. 
Um  nur  von  den  nächsten  Paragraphen  zu  reden,  so  ist  es  der 
Zielpunkt  derselben,  gewisse  complicirtere  Functionen  der  bis- 
herigen Theorie* aus  einfacheren  Elementen  aufzubauen;  dies 
würde  ohne  homogene  Variable  unmöglich  sein,  denn  diese  ein- 
facheren Elemente  existiren  eben  nur  im  Bereich  der  homogenen 
Variabein".  (§2).  So  gewinnt  Verfasser  eine  nirgends  0  oder  oo 
werdende  Differentialform  dw^  mit  ihrer  Hülfe  die  Integrale 
zweiter  Gattung,  den  Riemann-Roch'schen  Satz,  die  Weierstrass'- 
sehe  Zerlegungsformel  und  insbesondere  eine  Primform  i2,  welche 
nirgends  oc  und  nur  einmal  0  wird  (§3,4),  und  aus  der  sich, 
eventuell  unter  Zuhülfenahme  von  nirgends  0  oder  oo  werdenden 
„Mittelformen^  (§  5),  algebraische  Formen  mit  vorgeschriebenen 
Nallstellen  als  Producte  darstellen  lassen.  Indem  andererseits  als 
algebraische  Formen  3*""  Grades  auf  einer  Curve  im  Ä«-i  solche 
ganze  algebraische  Verbindungen  F^i  der  homogenen  Coordinaten 

32* 
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s  definirt  werden,  die,  durch  eine  ganze  rationale  homogene 
Function  d^°  Grades  dividirt,  auf  der  Gurve  eindeatige  Functio- 
nen geben  (§  7),  erweisen  sich  als  besonders  bemerkenswert 
diejenigen  Curven,  bei  welchen  die  Formen  q>  algebraische  For- 
men in  diesem  Sinne  sind;  sie  werden  als  kanonische  Curven 
bezeichnet  (§  8)  und  im  folgenden  ausschliesslich  der  Darstellung 
zu  Grunde  gelegt,  wobei  zu  beachten,  dass  sich  jedes  algebraische 
Gebilde  in  kanonische  Form  setzen  lässt.  Insbesondere  werden 
auf  den  kanonischen  Formen  .^BerOhrungsformen^  ii^^  Stufe  de- 
finirt, deren  I^ullpunkte  zu  je  /u  zusammenfallen  und  „Wurzel- 
formen ß^'^  Stufe",  die  ju**"  Wurzeln  aus  den  ersferen  (§  11). 
Den  letzteren  kommen  zunächst  relative  Charakteristiken  zu, 
entsprechend  den  Factoren,  welche  ihre  Quotienten  bei  Ueber- 
schreitung  der  Querschnitte  annehmen.  Diese  können  in  zwei 
Fällen  durch  absolute  Charakteristiken  ersetzt  werden:  einmal, 
wenn  ein  ausgezeichnetes  System  von  Wurzelformen  aus  alge- 
braischen Formen  im  Sinne  von  §  7  besteht;  dann,  wenn  eine 
Wurzelform  durch  Multipiication  mit  Si  und  Division  mit  einer 
algebraischen  Form  in  eine  Function  (Form  0^"  Dimension)  über- 
gef&hrt  werden  kann  (Elementarcharakteristiken  —  Prim- 
charakteristiken) (§  12).  Aus  den  bis  dahin  eingefBhrten  For- 
men werden  nun  die  Thetafunctionen  aufgebaut,  und  zwar  unter 
zwei  verschiedenen  Voraussetzungen  über  die  Wahl  der  unteren 
Grenzen  in  den  als  Argumente  auftretenden  Integralsummen. 
Dabei  bleibt  nur  ein  von  den  Moduln  des  Gebildes  abhängiger 
Factor  noch  zu  bestimmen  (§  13,  14). 

Im  II.  Teil  wird  dieser  Factor  für  p  =  3  bestimmt,  indem 
untersucht  wird,  wann  er  verschwindet  Dabei  werden  zwei 
verschiedene  Darstellungen  des  Gebildes  p  =  3  durch  Raum- 
curven  benutzt:  die  Geiser'sche  durch  die  Umrisscurve  einer 
Fläche  dritter  Ordnung  (§  17),  bei  der  ein  ungerades  System,  und  die 
Hesse'sche  durch  die  Kegelspitzencurve  eines  Netzes  von  Flächen 
zweiter  Ordnung  (§  18),  bei  der  ein  gerades  System  von  Be- 
rUhrungscurven  dritter  Ordnung  ausgezeichnet  ist.  Beide  Male 
werden  die  durch  das  Auftreten  eines  Doppelpunktes  eintreten- 
den Modificationen  untersucht   (§  18-21),    und  der  Vergleich  der 
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Besaltate  mit  den  Ober  das  Verbalten  der  Tbetafunotionen  be- 
kannten (§  22, 23)  liefert  die  Bestimmung  des  gesuchten  Factors 
durch  Invarianten  der  jeweils  benutzten  Darstellung  (§  24).  Die 
letzten  §§  (25-27)  bandeln  von  einer  algebraischen  Normirung 
der  Integrale  dritter  Gattung  und  der  damit  im  Zusammenhange 
stehenden  Definition  von  „Sigmafunctionen^ ;  endlich  von  den 
Beihenentwickelungen  der  letzteren,  welche  nach  ganzen  rationa- 
len Covarianten  der  betreffenden  Darstellung  fortschreiten. 

Bdt. 

M.  NoETHBR.     Zur  Theorie  der  AbePschen  Differential- 
ausdrücke und  Functionen.     Mftth.  aqd.  xxxvii.  4X7-460, 

466-499. 

Der  I.  Teil  der  Abhandlung  ist  rein  algebraisch ;  er  arbeitet 
nur  mit  algebraischen  Mitteln,  und  zwar  mit  solchen,  welche  zu- 
gleich den  Charakter  der  Invarianz  in  Bezug  auf  das  ganze  Ge- 
biet der  rationalen  Transformationen  haben,  denen  man  die 
Grandcurve  unterwerfen  kann.  Erreicht  wird  dies  dadurch,  dass 
wesentlich  an  der  Normcurve  (2p — 2)*"  Ordnung  im  Baume  von 
p— 1  Dimensionen  operirt  wird,  wenn  auch  die  Darstellung  an 
eine  bestimmte  ebene  Gurve  f=0  anknüpft.  Diese  Auffassung 
gestattet  eine  algebraische  Normirung  der  Normalform  dritter 
Gattung,  unter  Benutzung  von  p  willkürlichen  festen  Punkten  a« 
von  f='0,  und  damit  die  explicite  Erledigung  der  beiden  Pro- 
bleme: Aufstellung  aller  Formen  zweiter  Gattung,  welche  Ver- 
taoschung  von  Parameter  und  Argument  zulassen,  und  Dar- 
stellung beliebiger  algebraischer  Formen  durch  die  Normalformen 
der  drei  Gattungen. 

Der  II.  Teil  verfolgt  das  Ziel:  denjenigen  Teil  des  Jacobi'- 
schen  Umkehrproblems,  welcher  sich  aus  den  Differentialformeln 
selbst,  d.  h.  ohne  resp.  vor  Einführung  der  Periodicitätseigen- 
schaften,  entwickeln  lässt,  auszuscheiden  und  für  sich  durchzu- 
fahren. Zu  diesem  Ende  werden  zunächst  die  Differential- 
gleichungen des  AbeVschen  Theorems  für  die  Integrale  der  drei 
Gattungen  abgeleitet  und  die  Umkehrung  des  Theorems  für  die 
Integrale  erster  Gattung  in  bemerkenswert  einfacher  Weise  aus 
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dem  Riemann-Roch'schen  Satz  gewonnen  (da  der  Satz,  dass  eine 
unverzweigte*)  Function,  deren  Periodicitfttsmoduln  verschwinden, 
eine  algebraische  Function  ist,  nicht  benutzt  werden  sollte)  (§  14). 
Nachdem  dann  in  §  15  die  Eindeutigkeit  des  Jacobi'schen  Um- 
kehrproblems nach  der  Methode  des  Herrn  Weierstrass  bewiesen 

ist,  wird  in  §  16  die  Clebsch-Gordan'sche  Transcendente  T^tjCl) 

als  Summe  von  Integralen  dritter  Gattung  eingef&hrt.  Ihre  Dif- 
ferentialquotienten  nach  den  u  (den  Summen  von  Integralen  erster 
Gattung)  zerfallen  in  Differenzen  je  zweier  Functionen,  deren 
eine  nur  von  p  Grössen  o,  die  andere  von  p  Grössen  u>  abhängt. 
So  gelangt  Verf.  dazu,  mit  Herrn  Weierstrass  eine  Function  a»(v) 
einzuführen,    deren   partielle  Differentialquotienten    nach    den  v 

jenen  ersten   Bestandteilen   der    -^-    gleich    sind.     Einführung 

neuer  Argumente  V  (neuer  unterer  Grenzpunkte  der  Integrale) 
und  Zufügung  einer  Gonstanten  verwandelt  w  in  eine  Function 
•^(^1)  ^3)"n  ^p))  welche  sich  als  unabhängig  von  gewissen  in 
ü)  noch  auftretenden  Uülfsgrössen  und  zugleich  als  eine  un- 
gerade  Function  ihrer  Argumente  erweist  (§  17).  Nachdem  dann 
noch  (§  18)  in  einer  Nebenuntersuchung  einige  s.  Z.  von  Clebsch 
und  Gordan  benutzte  Sätze  abgeleitet  sind,  schliesst  §  19  die 
Abhandlung  mit  dem  Beweise  des  Satzes,  dass  Al(r)  =  e~'^cn 
sich  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  der  V  mit  positiven  ganzen 
Exponenten  entwickeln  lässt,  welche  für  alle  endlichen  Wert- 
systeme der  V  convergirt,  während  ihre  Entwickelung  nach 
periodischen  Gliedern  (als  Thetafunction)  ausserhalb  des  Rahmens 
bleibt,  den  Verfasser  sich  gesteckt  hat. 

Eine  Mitteilung  der  expliciten  Formeln,  mit  welchen  Ver- 
fasser alles  dieses  durchführt,  ist  hier  nicht  thunlich;  umsomehr 
muss  ausdrücklich  gesagt  werden,  dass  es  sich  durchweg  um 
solche  explicite  Formulirungen  handelt.  Bdt. 


*)  Verfasser  schreibt  »»eiodeatige'^  (p.  466  obeo). 
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D.     Kugel-  und  verwandte  Functionen. 

J.  DouGALL.     On   a   certain  expression   for  a  spherical 
harmonic,  with  some  extensions.      Edinb.  Math.  s.  Proc. 

VIII.  81-89. 

Der  für  die  Kugelfunetion  n**°  Grades  gewählte  Typus  ist 
(ax+by-{'Czy  mit  der  Nebenbedingung  a'+6'+c*  =  0.  Durch 
die  Anwendung  des  Green'schen  Satzes  werden  verschiedene 
bekannte  Integralbeziehungen  zwischen  Eugelfunctionen  herge- 
leitet. Die  Methoden  werden  auf  Functionen  von  p  Veränder- 
lichen ausgedehnt  und  dadurch  Ergebnisse  gewonnen,  welche 
Hr.  Cayley  auf  einem  anderen  Wege  früher  erhalten  hatte  (Ges. 
Werke  I.  397).  Auch  auf  Heiners  Eugelfunctionen  I  ist  Bezug 
genommen.  Gbs.  (Lp.) 

Ch.  Hermite.     Sur  les  polynönaes  de  Legendre.    Palermo 

Bend.  IV.  146-152. 

1)  Es  wird  gezeigt,  dass  man  die  sogenannten  Integralsätze 
der  Eugelfunctionen  mittels  des  Integrals 


J 


j     j/l-2aÄ+a' 


""7    i/tzj 


/ 


herleiten  kann.  Entwickelt  man  einmal  die  zu  integrirende 
Function  direct  nach  Potenzen  von  a,  macht  andererseits  das 
Integral  rational  und  entwickelt  dann,  so  ergiebt  die  Vergleichung 
der  Goefficienten  von  a"  in  beiden  Entwickelungen  den  bekannten 

Wert  von 

+1 

X^Xndx, 

-1 
Daraus  folgen  die  Werte  von 

XmXndx    und      /     XnXndx^ 
-1  —1 

wenn  man  einen  der  Factoren  unter  dem  Integralzeichen  durch 

die    entsprechende  Potenzreihe   ersetzt  und   beachtet,   dass   der 

X 

Coefficient  der  höchsten  Potenz  =  lim  — ^  für  «  =  oo  ist. 
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2)  DasB  in  dem  Laplace'schen  Integral 

(a)    X  =  -1  r       ^^ 

für  den  Factor  «  der  Wert  +1  oder  —1  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem der  reelle  Teil  von  x  positiv  oder  negativ  ist,  ergiebt  sich 
daraus,  dass  in  der  Gleichung 

di  sin 


—CO 


4-2B/+C       yB*-AC 

die  Grösse  s,  deren  absoluter  Wert  1   ist,   das  Vorzeichen  des 
Coeffioienten  von  i  in  dem  Ausdruck 

A 

hat.     (Vergl.  Hermite,   Cours  d' Analyse  de  l'H^ole  Polytechn., 
Paris  1873,  p.  290.) 

3)   Zu   der  Formel  (a)  kann  man  auch  durch  Betrachtung 
des  Integrals 

1       >^  di 


.(«+^VI=P) 


gelangen,    wenn  man  dasselbe  in  der  complexen  s- Ebene  längs 
der  Peripherie  eines  Kreises  vom  Radius  1  erstreckt        Wn. 


Ch.  Hermitb.     Sur  les  polyndmes   de  Legendre.     (Ex- 
trait  d'une  lettre  adress^e  k  M.  F.  Caspary.)  J.  für  Math. 

CVII.  80-83. 

1)  Herr  Hermite  zeigt,  dass  man  nicht  nur  die  Laplace'sche 
und  Jacobi'sche  Integraldarstellung  der  Kugelfunctionen  aus  der 
Formel 

d(M)  n 


/n 


',{      ^4-ß-(^-Ä)cosw      2YäB 

ableiten  kann,  sondern  dass  aus  derselben  auch  die  MeUer'schen 
Integrale  (cf.  Heine  „Handbuch  der  Kugelfunctionen**,  2^  Aufl., 
I.  p.  44)  folgen.     Gleichung  (1)  lässt  sich  nämlich  in  die  Form 


bringen 


(2)/ 71=; 
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wo  y  >  re  ist;  und  wenn  man  in  (2)  y  =  1^  |  =s  ces^)  setzt,  dann 
den  Ausdruck 

(1 — a)co8^y 
1 — 2oco89>-fo' 

nach  steigenden  Potenzen  von  a  entwickelt  und  gliedweise  inte- 
grirt,   so   führt   die  Vergleichung   dieser  Entwickelung  mit  der 

von  (1— 2aa5-}"Of')~*  zur  ersten  Mehler'schen  Formel.    Die  zweite 
folgt  auf  ähnliche  Art,  wenn  in  (2)  x  =  —  1  gesetzt  wird. 
2)  FQr  die  Jacobi'sche  Formel 

wird  ein  neuer  Beweis  mitgeteilt,  dessen  Gedankengang  folgen- 
der ist.    Es  lässt  sich  zeigen,  dass,  wenn  man  den  Ausdruck 

DlP'(x).(x'-iy\og(^) 

nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickelt,  die  Entwickelung  die 
Form  hat: 


n(x)+:^^-\^-^  +  .... 


WO  n(a)  eine  ganze  Function   bezeichnet.     Dieselbe  Form  hat 
die  Entwickelung  des  Ausdrucks 

i>r^(x'-i)Mg(^5) 

=  (x•-l^^I);;-(x'-l)^(a:•^l)^lg(|±|). 

Daraus  folgt,  dass  sowohl  Dll^(x)  als  (x»— l)"*'i>r*'Ca:"— 1)"  den 
Nenner  des  (it— y)**°  Näherungswertes  der  Eettenbruchentwicke 

(X  -4-l\ 
— ^r )  darstellen. 

Die  beiden  Functionen  D^P'Ca?)  und  (aj'-ir''Z>r''(«  — 1)" 
sind  daher  bis  auf  einen  constanten  Factor  gleich. 

3)  Mittels  der  Jacobi'schen  Formel  (3)  kann  man  den  Aus- 
druck (x^—iy DlP^(a;)  in  eine  nach  Eugelfunctionen  fortschrei- 
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tende  Reihe  entwickeln.    Für  v  =  2  erhält  man  so: 

=  (2/i— l)P»+2(^)— 2(2ii  +  l)P»(a;)  +  (27i4-3)P«-'(a:). 

Wn. 

F.  Caspary.  Sur  quelques  formules  relatives  aux  fonc- 
tions  sph^riques.  (Extrait  d'une  lettre  adress^e  k  M. 
Ch.  Herinite  h.  Paris.)    J.  für  Math.  OVII.  137-140. 

Für  die  Kagelfunctionen  erster  und  zweiter  Art  wird  eine 
Anzahl  recurrenter  Relationen  abgeleitet,  die  sich  fast  sämtlich 
in  Herrn  F.  Neumann's  Beiträgen  zur  Theorie  der  Eugelfunc- 
tionen  finden  (F.  d.  M.  X.  1878.  333 ff.).  Aus  einigen  derselben 
ergiebt  sich  eine  neuerdings  von  Hermite  aufgestellte  Gleichung 
(vergl.  die  letzte  Gleichung  des  vorstehenden  Referats).  Bei 
der  Ableitung  der  auf  P"  bezQglichen  Formeln  wird^  ausser  von 
der  bekannten  (vergl.  Heine  Handbuch  L  p.  91)  Beziehung  zwi- 
schen der  Function  T  =  (1 — 2a«+a*)'**  und  ihrer  Ableitung  nach 
a,  von  der  Beziehung  zwischen  T  und  der  Ableitung  von  T  nach 
X  Gebrauch  gemacht  Die  für  die  Kugelfunctionen  zweiter  Art 
geltenden  Relationen,  welche  dieselbe  Form  haben  wie  die  für 
die  Functionen  erster  Art  aufgestellten,  leitet  der  Verf.  genau 
auf  demselben  Wege  her  wie  Herr  F.  Neumann. 

Wd. 

R.  FüJiSAWA.     Note  on  a  new  formula  in  spherical  har- 

monics.     Tokio  Math.  Ges.  IV,.  7-8. 

Wenn 


1 — 2acosy-f-a' 
so  ist 

2co8iiy  =  Qn  —  Qn-^.  E. 


E.  Beltrami.      Quelques  remarques  au  sujet  des  fonc- 
tions  sph^riques.     c.  r.  cx.  931-938. 

Herr  Beltrami  hatte  bereits  bei  einer  früheren  Gelegenheit 
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(cf.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  506)  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
man  die  DiffereDtialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher  die 
Function 

(1)         Rn  =  AP-{x)  +  BO-(a^), 

genügt,  in  der  die  Constanten  Ä  und  B  von  dem  Index  unab- 
hängig sind,  durch  folgende  zwei  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  zwischen  Rn  und  i?«.i  ersetzen  kann: 


(2) 


dR„^i  dRn  D 

ax  ax 

dRn  dRn-i   .      o      Av 


dx  dx 

Hieran  anknüpfend,  zeigt  der  Verf.,  dass  für  die  Function 

(3)  Un=(\-x'f''''^Rn, 

wenn  man  noch  2;  =  cos^,  z  =  cotg^  setzt,  aus  (2)  die  Recur- 

sionsformel 

1  dUn^i 


^^)  ^«  =  ^     n      d. 


und  daraus  weiter 

(5)  ü,  =L_iL^^o. 

^  ^  n!       as« 

folgt     Es  wird  daher 

(6)  2:ct-Un==  U,(z^a), 

u 

wobei  die  rechte  Seite  der  Wert  ist,  den  U^  annimmt,  wenn 
man  darin  z—a  an  Stelle  von  2  setzt.  Ist  A  =  1,  B  =  0,  so 
wird  C/q  =  sin^,  und  die  beiden  Gleichungen  (5),  (6)  gehen 
dann  in  die  folgenden  über: 

^  .      ^.       (-1)"       1        d^(sm») 
^    ^  ^        ^  n\     sin"+^^d(cotg^)»' 

*  1 

(6»)  ^a»sin»^P«(co8^)  = 


0  1^1— 2asin^C08Ö'  +  a'8in'''^ 

Zum  Schluss  werden  die  Functionen 

Rn^l'\'Rn  Q  Rn-1  —  Rn  m 

2        "    "'  2  " 


*)  Im  Original  steht  im  letzten  Gliede  der  zweiten  Gleichung  fälschlich 

Rn   8Utt  Rn-l. 
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betrachtet  und  aus  (2)  swei  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zwischen  S«,  und  T«  abgeleitet,  aus  denen  sich  leicht  die 
Gleichungen  zweiter  Ordnung  ergeben,  denen  S»  und  T«  fQr  sich 
genügen. 

Wird   wieder  J  =  l,   B  =  Oj  x  =  cosd'   gesetzt,   so  folgt 
aus  dem  Dirichlet'schen  Integral  f&r  P\coa&): 

^  _    1     r^  sinwii  sintichf 


n  • 


& 


sin^M  |/2(co8i^— cos«) 


und  aus  dieser  Form  kann  man,  wenn  man  Dirichlet's  Unter- 
suchungen über  die  Fourier'schen  Reihen  benutzt,  unmittelbar 
schliessen  : 

lim  S,  =  0    ftlr     «<  ^  <  0, 


•1=00 

lim  5»  =  1     für    ^  =  0. 


Wn. 


Ch.  Hermitb.    Sur  les  racines  de  la  fonction  sph^rique  de 
seconde  esp^ce.     (Extrait    d'une    lettre    k  M.  Lerch.) 

Toaloase  Ann.  IV.  I.  1-10. 

T.-J.  Stieltjes.     Sur  les  racines  de  la  fonction  sphö- 
rique  de  seconde  esp^oe.    Tonioase  Ann.  iv.  J.  i-io. 

Die  Untersuchungen  des  Herrn  Hermite  beziehen  sich  nicht 
direct  auf  die  Eugelfunction  zweiter  Art  Q*(x)^  sondern  auf  die- 
jenige Function  f(zi)j  die,  wenn  der  Modul  von  x  grösser  als  1 
ist,  aus  O'^ix)  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen 

und  Hinzufügung  des  Factors  (e* — 1)**  entsteht,  so  dass  also 


f(.)  =  (e'-l)«(?-(^) 


ist.  Da  diese  Function  holomorph  ist,  so  kann  man  die  Zahl 
der  Wurzeln  von  /•(ä)  =  0,  die  innerhalb  eines  von  einer  ge- 
schlossenen Gurve  begrenzten  Teiles  der  complexen  s-Ebene 
liegen,  nach  einem  bekannten  Satze  von  Gauchy  bestimmen 
[vergl.  Serret:    Cours  d*Algebre  sup^rieure,   4"*6dit.,    I  p.  124, 
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WO  der  Satz  allerdings  nur  für  ganze  Functionen  bewiesen  ist]. 
Herr  Hermite  wählt  als  geschlossene  Curve  den  Umfang  eines 
Rechtecks,  von  dem  zwei  Seiten  der  reellen  Axe  parallel  sind 
und  von  dieser  die  Abstände  kn  und  (k-{'l)n  haben  (Is  eine 
ganze  Zahl),  während  die  beiden  anderen,  der  imaginären  Axe 
parallelen  Seiten  zu  beiden  Seiten  dieser  Axe  in  sehr  grosser 
Entfernung  liegen.  Es  gelingt  auch  durch  Benutzung  bekannter 
Sätze  über  Kugelfunctionen,  für  die  einzelnen  Seiten  des  Recht* 
ecks  die  Zahlen,  die  im  Gauchy'schen  Satze  auftreten,  zu  er- 
mitteln, und  daraus  ergiebt  sich  das  Resultat: 

Ist  /  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null,  so  liegen 
in  dem  Streifen,  der  von  den  Geraden  z  =  2lin  und  s  =  (21-^1)  in 
begrenzt  wird,  n  Wurzeln  der  Gleichung  f  (a)  =  0,  während  in- 
nerhalb des  Streifens  zwischen  a  =  (2/+l)irr  und  z  =^  (2l-\-2)in 
keine  Wurzel  liegt.  Die  in  dem  erstgenannten  Streifen  liegen- 
den Wurzeln  sind,  falls  n  eine  gerade  Zahl  ist,  so  verteilt,  dass 
einer  Wurzel  g+ih  eine  andere  — ^-f-iÄ  entspricht;  falls  dagegen 
n  ungerade  ist,  sind  ausserdem  rein  imaginäre  Wurzeln  in  unge- 
rader Zahl  in  dem  Streifen  vorhanden.  Solche  Streifen  der 
s-Ebene,  die  negativen  Werten  von  /  entsprechen,  bedürfen  keiner 
besonderen  Betrachtung,  da  zu  jeder  Wurzel  2  =  f-ftu  eine 
Wurzel  «  =  —  (/+««)  gehört. 

Die  Betrachtung  lässt  sich  auf  den  Fall  ausdehnen,  dass 
der  Modul  der  ursprünglichen  Veränderlichen  x  kleiner  als  1  ist. 
Man  braucht  für  diesen  Fall  nur  0**(x)  durch  die  Gleichung  zu 
definiren 

während  die  neue  Variable  »  durch 

bestimmt  ist.  Dann  liegen  n  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0 
in  jedem  Streifen  zwischen  den  Geraden  z  =(21—1)  in  und 
2  =  2/t77,  während  in  dem  Streifen  zwischen  z  =  2lin  und 
a  =  (2/-f  1)  »^  keine  Wurzel  liegt. 
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Es  fragt  sich  nun:  Was  folgt  aus  diesen  Resultaten,  wenn 
man  zu  der  ursprünglichen  Variable  x  zurückgeht,  und  wie  sind 
die  Wurzeln  der  Gleichung  0*{x)  =  0  in  der  Ebene  x  verteilt? 
Der  Beantwortung  dieser  Frage  ist  die  Arbeit  des  Herrn  Stieltjes 
gewidmet.  Man  hat  dabei  vor  allem  zu  beachten,  dass  die 
Function  0"(x)  wegen  des  in  ihr  auftretenden  Logarithmus  viel- 
deutig ist.  Setzt  man  fest,  dass  der  rein  imaginäre  Teil  des 
Logarithmus  zwischen  -f-^*  und  — ni  genommen  werden  soll, 
und  verbindet  ausserdem  die  Punkte  +1  und  — 1  durch  einen 
Querschnitt,  so  ist  Q^(x)  in  der  ganzen  Ebene  x  eindeutig  defi- 
nirt,  falls  x  den  Querschnitt  nicht  aberschreitet;  dagegen  ändert 
sich  O'^ix)  beim  Uebersch reiten  des  Querschnitts  um  mP*(x).  Dem 
eindeutig  definirten  Zweige  von  OX^)  entsprechen  in  der  «-Ebene 
Werte  von  /*(is),  deren  Argument  2  zwischen  den  Geraden 
2  =  -f  7it  und  2  =  >-  rrt  liegt.  In  diesem  Streifen  liegen  2fi4-l 
Wurzeln  der  Gleichung  f(&)  =  0\  aber  z=0  selbst  ist  eine 
(2n+l)-fache  Wurzel,  da  einmal  der  Factor  (C— 1)*  die  n-facbe 

/  e*  4- 1  \ 
Wurzel  Ä  =  0  ergiebt,  andererseits  Q*  [^ ^J   ^'®    ("  +  1)  *  fache 

z  =  0  besitzt.  Bezeichnet  man  also  mit  0\x)  die  durch  die 
obigen  Festsetzungen  eindeutig  definirte  Function,  so  hat  die 
Gleichung  QX^)  nur  die  (w-f  l)-fache  Wurzel  a:  =  00,  aber  keine 
endliche  Wurzel.  Liegt  a  in  dem  Streifen  zwischen  ä  =  -|-  m 
und  Ä  =  3;rt,  so  entspricht  der  Function  f  (ä)  die  Function 
QXx)+mPXx).  Die  Gleichung  OXx)-\-inP^(x)  =  0  hat  dem- 
zufolge n  Wurzeln,  und  zwar  liegen  alle  in  der  unteren  Hälfte 
der  a;-Ebene.  Allgemein  folgt  ebenso,  dass,  wenn  k  irgend  eine 
ganze  Zahl,  aber  nicht  Null  ist,  die  Gleichung  0"(aj)  +  W7rP»(j;)  =  0 
gerade  n  Wurzeln  hat,  die  in  der  unteren  Hälfte  der  Ebene  x 
liegen,  wenn  h  positiv,  in  der  oberen  Hälfte,  falls  k  negativ  ist 
Dieselben  Resultate  ergeben  sich  auch,  wie  Herr  Stieltjes 
weiter  zeigt,  wenn  man,  ohne  die  Function  f(a)  in  Betracht  zu 
ziehen,  den  Cauchy'schen  Satz  direct  auf  die  Function  Q\x)  an- 
wendet. Man  muss  dann  nur  den  Teil  der  reellen  Axe  zwischen 
X  =i  +  l  und  X  =^  —  1  durch  eine  dies  Linienstück  umgebende 
Curve  ausschliessen  und  den  Teil  der  a?-Ebene  zwischen  der  ge- 
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nannten  Curve  und  einem  mit  einem  sehr  grossen  Radius  um 
den  Anfangspunkt  beschriebenen  Kreise  betrachten.  Handelt  es 
sich  um  die.  Gleichung  Q\x)  +  niP^Qjo)  =  0,  so  kommt  der 
Teil  der  £bene  x  in  Betracht,  der  von  der  reellen  Axe  und 
einem  unterhalb  derselben  gelegenen  Halbkreis  yon  sehr  grossem 
Radius  begrenzt  wird;  die  Punkte  +  1  sind  durch  kleine  Halb- 
kreise auszuschalten. 

Dass  die  Gleichung  Q%x)  =  0  keine  endlichen  Wurzeln  hat, 
folgt  auch  aus  dem  Neumann'schen  Integral 


Q\x)  =  if 


x—u    ' 

-1 


das  nur  fbr  solche  Werte  von  x  einen  Sinn  hat,   die  nicht  auf 
dem  Querschnitt  liegen.     Denn  wäre  0"C^)  =  0,  so  müsste  auch 


J  X  —  u 


x—u 

—i 


sein,  eine  Gleichung,  die  weder  für  complcxe  x,  noch  solche 
reellen  x^  die  dem  Querschnitt  nicht  angehören,  erfüllt  werden 
kann.  [Hinsichtlich  der  Wurzeln  von  Q*(x)  =  0  für  den  Fall, 
dass  x  auf  dem  Querschnitt  liegt,  vergleiche  das  folgende  Re- 
ferat.] Wn. 

T.-J.  Stieltjes.     Sur  la  valeur  asymptotique  des  poly- 
nömes  de  Legendre.     0.  R.  ex.  1026-1027. 

T.-J,  Stieltjes.       Sur    las     polynömes     de     Legendre. 

Tonloase  Ann.  IV.  G.  1-17. 

In  der  ersten  Arbeit  teilt  der  Verfasser  folgende  Reihe  für 
P"(co8v^)  mit,  mittels  deren  man  jene  Function  für  grosse  Werte 
von  fi  mit  jeder  beliebigen  Näherung  berechnen  kann,  und  die 
daher  eine  wesentliche  Erweiterung  der  bisher  bekannten  Nähe- 
rungswerte von  P"  bildet.     Die  Formel  lautet: 

L     ^2  810*  2.(2n+3)     »/(28in^)' 


+ 


1'.3'  co8(fi*  +  |a) 


2.4.(2n-|-3)(2n+5)      V'casin^) 


+  -.] 
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worin 

4  2.4.6  ...  (2h)  n      o^*^„ 

'^-- ^3.5.7  ...(2«+l)'    "--^-Y'    0<;*<« 

ist.  Die  Reihe  convergirt,  falls  8in%^>i  ist.  Man  kann  aber 
die  unendliche  Reihe  auch  durch  eine  endliche  Reihe  mit  Rest- 
glied ersetzen,  und  dann  ergiebt  sich,  mag  die  Reihe  conver- 
giren  oder  nicht,  dass  das  Restglied,  absolut  genommen,  kleiner 
ist  als  das  Product  aus  dem  ersten  nicht  berücksichtigten  Gliede, 
darin  1  statt  des  Cosinus  gesetzt,  und  einem  Factor  M,  dessen 
numerischer  Wert  zwischen  1  und  2  liegt. 

Die  zweite  Arbeit  enthält  die  Ableitung  der  eben  angeführ- 
ten Resultate.  Daraus,  dass  P«(x)  der  CoefGcient  von  »-t^^*) 
bei  der  Entwickelung  von  (»'— 2»i54-l)""*  nach  fallenden  Potenzen 
von  %  ist,  folgt,  dass  man  ^"(x)  durch  das  complexe  Integral 


\niJ  l/i»Z2"Ä^TT 


2niJ  }/i»l-2Är  + 

darstellen  kann,  falls  man  als  Integrationsweg  eine  geschlossene, 
die  Punkte 

§  =  x-H  Vi*-1  undy  =  aj  -^«»-1 

umschliessende  Gurve  wählt.  Durch  passende  Wahl  dieser  Gurre 
ergiebt  sich: 

(2)     n.) = X  [  f'^t=^ ..  p-J^^^X 

wobei  die  rechts  stehenden  Integrale  auf  geradlinigem  Wege 
von  0  bis  |  resp.  von  0  bis  -=-  zu  erstrecken  sind.  Formt  man 
die  Integrale  durch  die  Substitution 

a  =  5(1— m)  resp.  »  =  ^-(l— 14) 

um,  entwickelt  dann  einen  Ausdruck  der  Form  — r, nach  stei- 

genden  Potenzen  von  ti,  integrirt  gliedweise  und  setzt  endlich 
X  =  cos^,  so  ergiebt  sich  die  Reihe  (1)  nebst  ihrem  Gonvergenz- 
bereich.     Um  die  Reihe  auch  für  den  Fall,  dass  keine  Conver- 
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genz  stattfindet,  benutzen  zu  können,  wird  -==-  durch  das  In- 

yi— Äcw 

tegral 

1  r     ^^ 

nJ     l—ÄMsin'tJ 

ersetzt  und  die  unter  dem  Integral  stehende  Function  in  eine 
endliche  Reihe  mit  Restglied  entwickelt.  Die  Discussion  des 
Restgliedes  führt  auf  das  zweite  der  obigen  Resultate. 

Setzt  man  in  Reihe  (1)  -  statt  ^  und  geht  zur  Grenze  fSr 

it 

n  =  oo  über,  so  ergiebt  sich  die  semiconvergente  Reihe  für  die 

BesseVsche  Function  J^  (ß).    Aus  der  Reihe  mit  Restglied  werden 

noch  mehrere  bekannte  Resultate  abgeleitet,    z.  B.,   dass  die  k^^ 

Wurzel   der   Gieiehung    P"(co8*)=5  0   zwischen  ^  »      j —  und 

2Jbff 

liegt.    Aus  der  Integraldarstellnng   (2)   lässt  sich  ferner 

die  Entwiekelung  Ton  /'"(cos^)  nach  Sinus  der  Vielfachen  von 
^  ableiten. 

Betrachtet  man  jedes  der  beiden  in  (2)  auftretenden  Inte- 
grale fftr  sich,  nachdem  man  dieselben  rational  gemacht  hat,  so 
ergiebt  sieh: 


(3)      \     ,±        »«da  „„  ,  ^        .^,  ^ 

«  -  =  2S"  ix)  —  niP\x\ 


r 


wo 


S\x)  =  iP«  {X)  log  (i±|)  ~  K\x) 

die  Kugelfunction  zweiter  Art  ist.  Man  kann  also  S"  durch  die 
Summe  derselben  Integrale  ausdrücken,  deren  Differenz  nach  (2) 
f\x)  darstellt.  Entwickelt  man  dann  die  Integrale  auf  die- 
selbe  Art  wie  oben,  so  erhält  man  eine  Reihe  für  S'*(cosi>),  die 
analog  der  Reihe  (1)  ist   und   sich   nur   dadurch  von   letzterer 

unterscheidet,  dass  rechts  der  Factor  —^    hinzuzufügen,     und 


Fortachr.  d.  Math.  XXII.  1. 
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dass  an  Stelle  von  cosinus  überall  sinus  in  den  Zählern  der 
einzelnen  Glieder  zu  setzen  ist.  Die  Reihe  fQr  S"(co8^)  giebt 
nun  zu  ähnlichen  Folgerungen  Anlass,  wie  die  Reihe  (1).  So 
ergiebt  sich  aus  ihr  eine  seniiconvergente  Reihe  fBr  die  BesseV- 
sehe  Function  zweiter  Art  ÄT^C^);  ferner  folgt,  dass  die  n  -f- 1  Wur- 
zeln der  Gleichung  S^(x)  =  0  so  liegen,  dass  zwischen  je  zweien 
dieser  Wurzeln  eine  Wurzel  von  P*(x)  =  0  enthalten  ist 

Nebenbei  werden  in  der  Arbeit  noch  mehrere  bekannte 
Formeln  aus  der  Theorie  der  Eugelfunctionen  auf  neue  Art  ab- 
geleitet. Wn. 

J.  Frischauf.     Zur  Theorie  der  Kugelfunctionen.      J.  für 

Math.  CVII.  87-88. 

Einfacher  Beweis  des  Satzes,  dass  P*'(cos;')  verschwindet, 
wenn  n  und  zugleich  ny  unendlich  gross  werden.  Der  Beweis 
geht  aus  von  dem  MehWschen  Integral  fttr  P"(co8y)  (cf.  Heine, 
Handbuch  der  Kugelfunctionen,  2*^  Aufl.,  Bd.  I  p.  44),  führt  darin 
fQr  (n  +  i)(p  eine  neue  Integrationsvariable  ein,  teilt  dann  das 
Integral  in  Teilintegrale,  deren  Grenzen  sich  um  ^n  unterscheiden, 
und  gewinnt  dadurch  für  P^Ccos}^)  eine  Reihe,  in  der  jedes  fol- 
gende Glied,  absolut  genommen,  grösser  ist  als  das  vorher- 
gehende, während  die  Vorzeichen  so  abwechseln,  dass  auf  je 
zwei  negative  Glieder  je  zwei  positive  folgen.  Die  Summe  einer 
derartigen  Reihe  ist  kleiner  als  der  doppelte  absolute  Wert  des 
letzten  Gliedes.  FQr  letzteres  lässt  sich  eine  obere  Grenze  an- 
gebeo,  woraus  dann  durch  Uebergang  zu  n  =  oo  der  Satz  folgt. 

Wu. 


H.  J.  Sharpe.     Note  on  Legendre*s  coefficients.   Quart  J. 

XXIV.  383-386. 

Der  Verfasser  gewinnt  die  Laplace'sche  Näherungsforrael 
von  P*(a?)  fttr  grosse  n  und  «'<!,  indem  er  in  der  Differential- 
gleichung fQr  P"(x) 

setzt  und  das  Integral  der  sich  fQr  z  ergebenden  Gleichung    in 
eine   nach  fallenden  Potenzen  von  n    fortschreitende  Reihe    yon 
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der  Form 

5  =  WÄ_l  +  Ä,  +  -  Ä,  +  --,Ä3  H 

71  n 

entwickelt.  Diese  Art  der  Ableitung  zeigt  allerdings,  weshalb 
der  in  Rede  stehende  Näherungswert  für  x*=^  l  nicht  mehr  gilt; 
aber  aus  der  Ableitung  geht  nicht  hervor,  dass  die  Reihe  wirk- 
lich F'Qc)  darstellt  und  nicht  etwa  eine  andere  lineare  Function 
TOD  P*(x)  und  0"(a;).  Es  wird  dann  angedeutet,  wie  man  aus 
bekannten  Reihen  schliessen  kann,  dass 

limP"(co8^) 

W=PO 

den  Wert  1  annimmt,  falls  nsin^  von  der  Ordnung  —  ist,  da- 
gegen gleich  der  Besserschen  Function  «/q  (^u)  wird,  falls 
lim  (fi^)  =  ft  eine  endliche  Zahl  ist.  Weiter  wird  der  eben  er- 
wähnte Zusammenhang  zwischen  den  Functionen  P"  und  J^  auf 
bekannte  Weise  aus  den  Integraldarstellungen  yonP"(cos^)  ab- 
geleitet. Fndlich  wird  P^Ccos^)  für  grosse  n  durch  die  Sub- 
stitution n'sin'^  =  ^'  auf  die  Form  gebracht: 

f -(COS^)  =  J,  (A4)  +  l  U^)+^JM  +  •••, 

und  die  Reihe  für  /*,  (ji)  wird  berechnet.  Wn. 


G.  Plarr.    On  the  transformation  of  Laplace's  coefficieuts. 

EdiDb.  Trans.  XXXVI.  19-43. 

Das  Ziel    der  Arbeit   ist   die   directe  Bestätigung  der  wohl 
bekannten  Gleichung 

Zn  =  PnF;+  .    ^^.      d^n  .  d^Pn  .  yy'COSt//  + . . ., 

in  welcher   Zn   die   Legendre*8che  Function   n*^'  Ordnung   von 

2?*' +  yy' cos  t^  («'+»'=  1,  «"+y'"  =  1)  ist  und  Pn,  Pn  die 
Legendre'schen  Functionen  derselben  Ordnung  von  x,  a^  bezw. 
sind.  Dies  erfordert  die  Bewahrheitung  einer  Reihe  von  Glei- 
chungen : 

^0  =   PnP'n,  ...,  ^   =    („  +  Ä)(n  +  *-l)...(ll-^+l)    ^'''-*-^"'  •••• 

33* 
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Der  Verf.  hebt  mit  dem  allgemeinen  Gliede  A,  an,  schreibt 
darin  y*  =  1— a?',  y"  =  1 — x'%  und  vermittelst  eines  Summa- 
tionsyerfahrens  fQr  factorielle  Ausdrücke  (das  mit  Notwendigkeit 
ein  schwieriges   und   verwickeltes   ist)   gelingt  es  ihm,   dies  in 

die  verlangte  Form  eines  numerischen  Vielfachen  von  diP^.dL'Pl, 
überzufahren.  Cly.  (Lp.) 

D.  W.  NivEN.     On  ellipsoidal  harmoDios.    Lond.  R  8.  Proc. 

XLVIIl.  1-4. 

Auszug  aus  einer  Abhandlung,  die  in  Lond.  Phil.  Trans. 
1891  veröffentlicht  ist.  Cly. 

F.  Klein.      Zur    Theorie    der    Lamö'schen    Functionen. 

Gott.  Nachr.  85-95. 

Herr  Klein  erörtert  zunächst  die  Frage  nach  der  zweck- 
mässigsten  Definition  der  zu  einem  n-fach  ausgedehnten  Räume 
Rn  gehörigen  Lam^'schen  Differentialgleichung  und  findet,  dass 
man  dabei  am  besten  von  dem  verallgemeinerten  System  con- 
focaler  Cykliden,  nicht  von  dem  System  confocaler  Flächen 
zweiter  Ordnung  ausgeht.  Bei  Zugrundelegung  jenes  Cykliden- 
systems  fuhren  die  Aufgaben  der  Potential theorie,  wie  für  den 
Fall  n  =  3  zuerst  von  dem  Referenten  gezeigt  ist,  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung: 

wo 

ist,  während  die  Gonstanten  A^  ...,  N  beliebige  Werte  haben. 
Die  Differentialgleichung  (1)  erscheint  in  neuem  Lichte,  wenn 
man,  homogen  machend, 

(2)  j  i  =  ^, :  K^    E(l)  =  X,^Fa,,  i,), 

1         f  =  (i,— c,A,)  ...  (^,— C«+2i^) 

setzt.     Dann   ergiebt  sich  nämlich  für  die  Function  F,   die  eine 
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2—11 

homogene  Function  von  A,  und  A,  vom  Grade  — ^  ist  (die- 
selbe wird  als  Lama' sehe  Form  bezeichnet),  der  Satz,  dass 
die  zweite  Ueberschiebung  der  Formen  f  und  F  gleich  dem  Pro- 
ducte  aus  F  und  einer  rationalen  ganzen  Function  tp  vom 
(fi — 2)^°  Grade  ist.  Dies  Resultat  ist  so  einfach,  dass  es  natttr- 
lieh  erscheint,  dasselbe  als  Definition  an  die  Spitze  der  Theorie 
der  Lamä'sehen  Functionen  zu  stellen.  Die  einzigen  singulären 
Stellen  der  so  definirten  Function  F  sind  die  Wurzeln  von  f  =  0, 
und  zwar  gehören,  wenn  alle  Wurzeln  verschieden  sind,  zu  jeder 
einzelnen  derselben  die  Elxponenten  ^  und  0.  Wenn  man  f  mit 
beliebig  vielfachen  Wurzeln  ausstattet  und  von  F  durch  Hinzu- 
fagung  irgend  welcher  Factoren  zu  Functionen  von  l  zurück- 
geht, so  umfasst  obige  Definition  sämtliche  lineare  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten.  Istf 
eine  Form  sechsten  Grades  mit  getrennten  Wurzeln,  so  ergeben 
sich  solche  Formen  F  vom  Grade  —  ^,  die  auf  dem  byperellip- 

tischen  Gebilde  Yf  durchaus  unverzweigt  sind;  und  zwar  sind 
diese  F  unter  allen  Formen,  die  einer  linearen  Differential- 
gleichung mit  rationalen  Coefficienten  genügen,  die  einzigen, 
welche  die  genannte  Eigenschaft  besitzen.  Bei  höherem  Grade 
von  f  trifft  dies  aber  nicht  mehr  zu. 

Weiter  erinnert  der  Verfasser  an  die  Resultate,  zu  denen 
er  in  einer  früheren  Arbeit  (F.  d.  M.  XIII.  1881.  407)  in  Betreff 
der  gewöhnlichen  Lamä'schen  Functionen  gelangt  war,  und  dehnt 
dieselben  auf  die  oben  besprochenen  Functionen  jP  aus.  Durch 
zweckmässige  Verfügung  über  die  in  q>  enthaltenen  n— 1  unbe- 
stimmten Constanten  kann  man  es  erreichen,  dass  die  F  in  n— 1 
auf  der  1-Axe  gelegenen  Segmenten  je  eine  vorgeschriebene  An- 
zahl von  Nullstellen  haben  (Oseillationstheorem),  und  da- 
durch wird  es  möglieh,  die  fundamentale  Potentialaufgabe  für 
solche  Raumteile  des  A«  zu  behandeln,  die  von  2n  confocalen 
Cykliden  begrenzt  sind.  Diese  Aufgabe  wird  indessen  nur  an* 
gedeutet,  nieht  durchgef&hrt. 

Zum  Sehluss  bespricht  Herr  Klein,  indem  er  k  als  eine  com* 
plexe  Variable  betrachtet,  die  oonforme  Abbildung,  welche  der 
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Quotient  rj  irgend  zweier  Particularlösungen  F,,  F,  einer  darch 
das  Oscillationstheorem  festgelegten  Lamö'schen  Differential- 
gleichung von  der  Halbebene  l  entwirft.  Der  Halbebene  l  ent- 
spricht in  der  37 -Ebene  ein  Kreisbogenpolygon  von  11 -f  2  Seiten, 
dessen  Inneres  keinen  Windungspunkt  einschliesst.  Werden  die 
Wurzeln  von  f  =  0  alle  als  reell  und  von  einander  verschieden 
angenommen,  setzt  man  ferner  noch  voraus,  dass  die  it—  1  Seg- 
mente, von  denen  das  Oscillationstheorem  handelt,  von  je  einem 
singulären  Punkt  ei  bis  zum  nächst  folgenden  Ci^i  reichen,  und 
dass  die  Particularlösungen  F,  welche  den  einzelnen  Segmenten 
zugehören,  an  den  Enden  des  Segments  den  Bedingungen  F  =  0 
oder  F'  =  0  genQgen,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  bei  gegebenem 
f,  d.  h.  bei  gegebenen  e^y  ...,  en^2  das  zugehörige  Kreisbogen- 
polygon der  17- Ebene  völlig  bestimmt  ist.  Dies  Resultat,  dem 
Herr  Klein  eine  allgemeine  Bedeutung  fQr  die  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zuschreibt,  wird  speciell 
auf  den  Fall  angewandt,  wo  f  vom  6^*"  Grade  ist.  Endlich 
wird  noch  bemerkt,  dass,  wenn  man  von  l  zu  den  homogenen 
Variabein  ^j,  A,  zurückkehrt,  A,  und  k^  sich  als  eindeutige  For- 
men (—2)*«°  Grades  von  F,  und  F,  darstellen.  Diese  Formen 
bleiben  bei  unendlich  vielen  linearen  Substitutionen  von  ij  unge- 
ändert  und  werden  deshalb  als  automorphe  Formen  bezeichnet. 

Wo. 


H.  Weber.     Zur  Theorie  der  Besserschen  Functionen. 

Math.  ADD.  XXXVII.  404-416. 

Der  hauptsächlichste  Zweck  des  Aufsatzes  ist,  die  halbcon- 
vergenten  Entwickelungen  der  Besserschen  Functionen  für  un- 
beschränkt veränderliche  (complexe)  Werte  des  Arguments  und 
beliebige  reelle  Werte  des  Index  n  zu  untersuchen.  Von  früheren, 
denselben  Gegenstand  betreffenden  Arbeiten^  z.  B.  von  der  von 
Hankel  (Math.  Ann,  I,  vergl.  F.  d.  M.  II.  1869-1870.  257)  unter- 
scheidet sich  die  vorliegende  durch  die  eigenartige  Ableitung 
der  Reihen,  sowie  die  exacte  Bestimmung  des  Restgliedes,  die 
durch  einen  neuen  Ausdruck  f&r  jenes  Glied  ermöglicht  wird. 
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Herr  Weber  beginnt  mit  der  Betrachtung  der  Functionen 


(1) 


wo  a  eine  beliebige  reelle  Grösse  bedeutet,  die  grösser  als  —  1 
ist,  i7(a)  die  Gauss'sche  i7-Function.  Sollen  S^  und  5,  eindeutig 
bestimmte  Functionen  von  x  sein,  so  muss  man  die  £bene  x 
durch  einen  Schnitt  begrenzen,  der  vom  Nullpunkte  ins  Unend- 
liche yerläuft.    Aus  (1)  wird  für  5,  die  Recursionsformel 

(2)         S,(^,a-1)  =  S,(x,a  +  l)  +  ^^S,  (x.a) 

wX 

abgeleitet  und  sodann  gezeigt,  dass  S,  der  Differentialgleichung 

(3)        ^  +  2A--J^s,^0 
^  dx  dx  a?"         * 

genügt.  Für  S^  gelten  analoge  Formeln,  die  man  aus  (2)  und 
(3)  durch  Vertauschung  von  +•  und  —  t  erhält.  Aus  (3)  folgt, 
dass  die  Functionen 

(4)         M,  =  e'*S,(a:)  und  u^  =  e'^S^(x) 

die  beiden  particulären  Lösungen  der  Differentialgleichung 

d'u  ,   r,      a(a+l) 


®  s+['-^']-=<> 


sind.     Damit  ist  der  Zusammenhang  zwischen  S,  und  S,  einer- 
seits  und   den    Besserschen    Functionen   andererseits    ermittelt; 

denn   -^  und  — L  genügen  der  Differentialgleichung  der  Bes- 

yx  yx 

seFschen  Functionen,  falls  der  Parameter  dieser  Functionen  a-l-i  ist. 
Die  Entwicklung  der  Functionen  8  nach  steigenden  Potenzen 
von  X  knüpft  an  die  Differentialgleichung  (5)  an;  die  Potenz- 
reihen, welche,  falls  a+^  keine  ganze  Zahl  ist,  der  Gleichung 
(5)  genügen,  sind  bekannt.  Die  Constanten,  mit  denen  man 
diese  Reihen  multipliciren  muss,  um  S^  und  S^  zu  erhalten,  er- 
geben sich  teils,  indem  man  x  den  speciellen  Wert  Null  giebt, 
teils  durch  Betrachtung  der  Aenderungen,  welche  die  Integrale 
(1)   erleiden,   wenn   x   einen  Umkreis   um   den  Nullpunkt   be- 


520  VII.  Abicbnitt.    Fanctioneotbeorie. 

schreibt.    Setzt  man  io  den  so  gewonnenen  Formeln 

wo  n  eine  nicht  negative  ganze  Zahl  ist,  und  geht  zur  Grenze 
für  /?  =  0  ttber,  so  ergeben  sich  folgende  Ausdrücke  der  Besser- 
sehen  Functionen  erster  und  zweiter  Art  mit  ganzzahligem 
Index  n: 


(6) 


in  i^Ua.)  =  S,  .  ^'^"^-^^  S,  .  a-^  .  .^--^T^ 


2%n 


9l/  ^    V  /   \  o        '*  -(2«-0^       o         -w  C2»-i) X* 

'^y2^y«(a?)  =  — S,  .c  «  ♦— S,.«     e         ♦. 

Die  Ausdrtlcke  der  S  durch  Potenzreihen  ergeben  ferner 
Formeln,  die  SX—^)  und  S,(— a?)  durch  S,(-f  a?)  und  S,  (+x) 
ausdrücken,  so  dass  es  genügt,  S,  und  S,  nur  für  solche  Werte 
von  X  zu  betrachten,  deren  reeller  Teil  nicht  negativ  ist  Ge- 
nügt X  dieser  Bedingung,  so  lässt  sich  aus  (1)  eine  obere  Grenze 
von  S,  und  S,  für  den  Fall  ermitteln,  dass  der  absolute  Wert 
r  von  X  über  alle  Grenzen  wächst.     Dieser  Grenzwert  ist 


( 


1       «+2^-^^ 
2r  / 


Schliesslich  werden  die  halbconvergenten  Reihen  für  5,  und 
S^    folgendermassen     gewonnen:     Da    die    Entwickelnng    von 

M  q:  7^—1  nach  dem  binomischen  Satze  nicht  im  ganzen  Umfange 

des  Integrals  (1)  gestattet  ist,  so  nehme  man  von  der  binomischen 
Reibe  nur  die  m  ersten  Glieder  und  setze  diese  in  die  auf  der 
rechten  Seite  von  (1)  stehenden  Integrale  ein.  Dadurch  erhält 
man  statt  der  Functionen  S,  (aj),  ^^(a?)  zwei  andere  A7*(^),  ÄJ'Ca?), 
für  welche  zwei  Differentialgleichungen  gelten,  die  sich  von  der 
Differentialgleichung  (3)  nur  dadurch  unterscheiden,  daas  rechts 

^-,,,.  .    ,.  mal  einem  constanten  Factor  an  Stelle  von  Null  steht. 

(-[-2ta:)"»+* 

Die  in  Rede  stehenden  Gleichungen  kann  man  daher  mittels  der 
Methode  der  Variation  der  Constanten  integriren  und  erhftlt  so 
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nach  einigen  Umformungen 

m-i     n(a  +  v)         1 

Eine  eingehende  Discussion  des  absolaten  Wertes  6  des  in 
(7)  auftretenden  Restgliedes  zeigt,  dass  0  mit  wachsendem  m 
Aber  älie  Grenzen  wächst,  dass  aber,  so  lange  m<2r  voraus- 
gesetzt wird  (r  ist,  wie  oben,  der  absolute  Betrag  von  x\  0 
unter  einem  Werte  bleibt,  der  fQr  nicht  zu  kleine  m  und  r  un- 
gefähr mit  

übereinstimmt  W  d  . 

E.  Meissel.     Ueber  die  Besserschen  Functionen  J^  und 

/][.     Pr.  Ob.-Realsehtile  Kiel. 

1)  Der  Verfasser  reproducirt  (ohne  Beweis)  mehrere  For- 
meln, die  er  1862  (Gewerbeschulprogramm  Iserlohn)  veröfFent- 
licht  hatte.  Dieselben  betreffen  gewisse  Integrale,  die  von  den 
Bessel'schen  Functionen  erster  und  zweiter  Art  mit  dem  Index 
0  abhängen,  resp.  Darstellungen  der  Functionen  zweiter  Art 
durch  Reihen  und  Integrale.  Wünschenswert  wäre  es  gewesen, 
wenn  Herr  Meissel  hinsichtlich  der  Definition  der  Functionen 
zweiter  Art  sieh  der  sonst  üblichen  Bezeichnung  angeschlossen 
oder  wenigstens  den  Zusammenhang  der  von  ihm  gewählten 
Form  mit  der  von  anderen  Antoren  benutzten  angegeben 
hätte. 

2)  Weiter  enthält  der  Aufsatz  eine  Tafel  für  die  ersten 
fünfzig  Wurzeln  der  Gleichung 

^# = -^.('^ 

sowie  f&r  die  zugehörigen  Maximal-  und  Minimal  werte  von  J^Cx). 
Die  Formel,  mittels  welcher  die  Tafel  berechnet  ist,  wird  ohne 
Beweis  mitgeteilt 

3)  Es  wird 
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gesetzt;  sodann  werden  die  Coefficienten  P  und  Q  nach  fallen- 
den Potenzen  von  x  resp.  von  x  und  x-j-o  entwickelt;  die  resul- 
tirenden  Formeln  sollen  bei  numerischen  Rechnungen  gute 
Dienste  leisten. 

4)  Die  semiconvergenten  Reihen  {flr  J^(x)  und /^(a;)  nehmen 
eine  besonders  einfache  Gestalt  an  für 

x  =  (w+^)fi. 

5)  Für  rein  imagin&re  Argumente^  deren  absoluter  Betrag 
gross  ist,  eignet  sich  zur  Berechnung  am  meisten  die  Formel 

Y  2nx 
d(x)  genügt  der  Dififerentialgleichung 

X 

und  lässt  sich  durch  die  semiconvergente  Reihe 

^[^)  -  ^-r  2  4x'^    2.4    (ixj  "^'     2.4.6     (4x)'  "^  "" 
darstellen. 

6)  Zum  Schluss  werden  mehrere,  auf  die  Function  0  bezüg- 
liche Formeln  mitgeteilt,  von  denen  folgende  hier  Platz  finden 
möge.     Es  ist 

J   e        \\     e^(a:)+    ^^   J  ^^  -  2a       a(2+a)  +  2(l+a) ' 
falls  K  und  £  die  vollen  elliptischen  Integrale  erster  und  zwei- 
ter Gattung  für  den  Modul  ■^. —  sind.  Wn. 


O.  Callandreau.     Calcul  des  transcendantes  de  Beasel 


1.2.. .w  L        l.(w- 


•^«(«)  -  1  o     ..  I  1      1  ^--+1)+  1. 2.(11+ lX»i+2)  • 

pour  las  grandes  valeurs  de  a^   au    moyen    de   sdries 
semi-convergentes.     Darboax  Boii.  (2)  xiv.  iio-ii4. 

Der  Verfasser  giebt  für  die  bekannte  semiconvergente  Reihen- 
entwickelung der  Besserschen  Function  Jnifl)^   eine  Reihe,    die 
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fl]r  n  =  0  von  Poisson,  fllr  andere  ganzzablige  n  von  Jacobi 
aufgestellt  ist,  eine  Ableitung,  die  im  wesentlichen  identisch  ist 
mit  der  von  Lipschitz  fQr  ra  =  0  durchgeführten,  für  andere  n 
angedeuteten,  ohne  dass  die  Priorität  von  Lipschitz  (J.  für  Math. 
LVI)  oder  die  Arbeit  von  Hankel  (Math.  Ann.  I),  die  jene  Reihe 
auf  beliebige  n  sowie  auf  complexe  Werte  von  a  ausdehnt, 
erwähnt  werden.  Sodann  wird  für  die  Haupteigenschaft  der  in 
Rede  stehenden  semiconvergenten  Reihe  ein  neuer  Beweis  mit- 
geteilt. Es  wird  nämlich  das  von  Lipschitz  angegebene  Inte- 
gral, aus  dem  die  Reihe  für  J»(a)  folgt,  in  ein  Doppelintegral 
umgeformt,  und  durch  Entwickelung  der  unter  dem  Doppel- 
integral  stehenden  Function  ergiebt  sich,  dass,  wenn  man  die 
Reihe  das  eine  Mal  vor,  das  andere  Mal  nach  dem  Gliede  +Tp 
abbricht,  die  Summe  der  absoluten  Werte  der  Restglieder  gleich 
dem  absoluten  Werte  von  Tp  ist. 

Zum  Schluss  bestimmt  der  Verfasser  die  Ordnung  des  klein- 
sten Gliedes  der  semiconvergenten  Reihe.  Er  zeigt  durch  An- 
wendung bekannter  Sätze  aus  der  Theorie  der  JT- Functionen, 
dass  jene  Ordnung  von  dem  Index  n  unabhängig,  also  für  be- 
h'ebige  ganzzahlige  n  dieselbe  ist  wie  für  n  =  0.  Für  diesen 
Fall  aber  ist  die  Frage  bereits  von  Herrn  Stieltjes  gelöst  (cf. 
F.  d.  M.  XVIII.  1886.  197  fif.).  Wn. 


Achter  Abschnitt 

Reine,  elementare  und  synthetische 

Geometrie. 

Capitel  1. 

Principien  der  Geometrie. 
S.  LiB.      Ueber  die   Grundlagen  der  Geometrie.     I,  II. 

Leips.  Ber.  XLII.  284-321,  855-418. 

Beide  Abhandlungen  sind  bestimmt,  an  einer  oft  bearbeiteten 
und  für  jeden  Mathematiker  anziehenden  Aufgabe  zu  zeigen, 
was  die  von  Lie  selbst  geschaffene  Gruppentheorie  zu  leisten 
vermag. 

Die  Geometrie  des  euklidischen  Baumes  ist,  ebenso  wie  die 
jedes  nichteuklidisehen,  durch  die  Gruppe  der  in  dem  betreffen* 
den  Räume  möglichen  Bewegungen  vollkommen  bestimmt;  fUr 
die  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  ist  es 
daher  jedenfalls  ein  sehr  grosser  Gewinn,  wenn  man  solche 
möglichst  einfachen  Eigenschaften  der  genannten  Gruppen  von 
Bewegungen  angeben  kann,  durch  die  diese  Gruppen  unter  allen 
andern  Gruppen  von  Transformationen  ausgezeichnet  sind.  Der 
Aufsuchung  solcher  Eigenschaften  sind  die  beiden  Lie'schen  Ar- 
beiten gewidmet. 

In  der  ersten  Arbeit  zeigt  Lie,  dass  die  Gruppen  der 
euklidischen  und  der  nichteuklidischen  Bewegungen  in  sehr 
einfacher  Weise  charakterisirt  werden  können,   wenn  man    den 
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Begriff  der  freien  Beweglichkeit  im  iDfinitesimalen  einführt.  Er 
sagt,  dass  eine  Gruppe  von  reellen  Transformationen  des  drei- 
fach ausgedehnten  Baumes  ß,  freie  Beweglichkeit  im  Infini- 
tesimalen habe,  wenn  sie  folgende  Eigenschaften  besitzt:  „Sobald 
ein  reeller  Punkt  und  ein  reelles,  durch  ihn  gehendes  Linien- 
element festgehalten  wird,  ist  vermöge  der  Gruppe  immer  noch 
continuirliche  Bewegung  möglich;  wird  jedoch  ausserdem  ein 
reelles  Flächenelement  festgehalten,  das  durch  jenes  Linienele- 
ment geht,  so  ist  keine  continuirliche  Bewegung  mehr  möglich." 
Er  beweist  sodann,  dass  jede  reelle  continuirliche  Gruppe  des 
A,,  die  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  überall  freie  Beweg- 
lichkeit im  Infinitesimalen  besitzt,  durch  eine  reelle  Punkttrans- 
formation dieses  Raumes  entweder  in  die  Gruppe  der  euklidi- 
schen Bewegungen  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  von  nicht- 
euklidischen Bewegungen  übergeführt  werden  kann. 

Diese  Art  und  Weise,  die  genannten  Gruppen  von  Bewe- 
gungen zu  charakterisiren,  empfiehlt  sich  nicht  bloss  durch  ihre 
Einfachheit,  die  schwerlich  übertroffen  werden  kann,  sondern 
auch  durch  ihre  leichte  Uebertragbarkeit  auf  Bäume  von  beliebig 
vielen  Dimensionen.  Lie  führt  diese  Uebertragung  vollständig 
aus,  indem  er  den  Schluss  von  n  auf  rt-fl  anwendet. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  im  Verlaufe  der  Lie'schen  Unter- 
suchung eine  ganze  Beihe  von  Sätzen  benutzt  wird,  die  auch 
an  und  für  sich  beachtenswert  sind,  und  dass  Lie  am  Ende  der 
Arbeit  noch  mehrere  Sätze  namentlich  über  projective  Gruppen 
mitteilt,  die  mit  dem  Hauptgegenstande  der  Arbeit  nicht  in  di- 
rectem  Zusammenhange  stehen. 

in  seiner  zweiten  Arbeit  stellt  sich  Lie  auf  einen  ganz  an- 
dern Standpunkt;  er  geht  da  nämlich  von  den  Axiomen  aus,  die 
Herr  von  Helmholtz  in  seiner  berühmten  Arbeit:  „lieber  die 
Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen^,  benutzt  hat, 
und  untersucht,  welche  Folgerungen  sich  aus  diesen  Axiomen 
ziehen  lassen,  wenn  man  die  bei  v.  Helmholtz  noch  nicht  be- 
rftcksichtigte  Gruppeneigenschaft  der  Bewegungen  hinzufügt. 
Er  beschränkt  sich  dabei  auf  den  Baum  von  drei  Dimensionen. 
Während  Lie  das  Monodromieaxiom  des  Herrn  v.  Helmholtz 
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von  vornhereiD  bei  Seite  lässt,  formulirt  er  dessen  fibrige  Axiome 
folgendermassen : 

A)  Die  Bewegungen  des  Raumes  x,  y^  s  bilden  eine  conti- 
nuirliche  Schar  von  unendlich  vielen  Transformationen. 

B)  Zwei  Punkte  a:,,  y,,  ä,  ;  x,,  y„  «,  besitzen  allen  Trans- 
formationen dieser  Schar  gegenüber  eine  Invariante: 

C)  Es  findet  freie  Beweglichkeit  statt  in  dem  Sinne,  dass 
ein  Punkt  in  jeden  andern  übergehen  kann,  dass  nach  Fest- 
haltung eines  Punktes  x^^  y^^  z^  jeder  andere  Punkt  x„  y„  s^ 
(von  allgemeiner  Lage)  noch  cx)'  Lagen  ^'„y',,^',  annehmen 
kann,  die  der  Gleichung: 

•ß(^,»  y.»  ^;  ^v»  y^>  «J  =  ß  C^p  y,i ».;  <. »it  »i) 

genügen  u.  s.  w. ;  endlich  sollen  nach  Festhaltung  dreier  Punkte 
von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  überhaupt  alle  Punkte  des 
Kaumes  in  Ruhe  bleiben. 

Aus  diesen  Axiomen  schliesst  Lie  zunächst,  dass  die  Be- 
wegungen des  Raumes  x^  y,  z  eine  secbsgliedrige  Gruppe  mit 
paarweise  inversen  Transformationen  bilden.  Indem  er  nun  alle 
derartigen  Gruppen  bestimmt,  die  den  Forderungen  B)  und  C) 
genügen,  findet  er,  dass  es  einen  grossen  Unterschied  machte 
wie  man  das  Axiom  C)  der  freien  Beweglichkeit  auffasst.  Nimmt 
man  nämlich  an,  dass  das  Axiom  C)  innerhalb  eines  gewissen 
Bereiches  ausnahmelos  gelten  soll,  lässt  man  also  die  eingeklam- 
merten Worte  „von  allgemeiner  Lage"  weg,  so  sind  die  Qnippe 
der  euklidischen  Bewegungen  und  die  beiden  Gruppen  von 
nichteuklidischen  Bewegungen  die  einzigen,  die  den  Forderungen 
B)  und  G)  genügen.  Lässt  man  aber  die  eingeklammerten  Worte 
stehen,  so  giebt  es  ausser  den  genannten  Gruppen  noeh  eine 
ganze  Reihe  von  andern,  die  die  Axiome  B)  und  C)  erfQllen. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Helmholtz'schen  Axiome  aus- 
reichen, um  die  Gruppen  der  euklidischen  und  der  nichteukli- 
dischen Bewegungen  zu  charakterisiren,  und  dass  das  Mouodromie- 
axiom  jedenfalls  dann  überflüssig  ist,  wenn  man  das  Axiom 
der  freien  Beweglichkeit  in  geeigneter  Weise  deutet. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  erwähnt,    dass  die  Hauptergebnisse 
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der  beiden  besprochenen  Abhandlungen  von  Lie  bereits  1886 
veröffentlicht  worden  sind  (Leipz.  Ber.  1886,  S.  337  ff.).  Die 
ganze  Untersuchung,  zu  der  mittlerweile  noch  viel  Neues  hinzu- 
gekommen ist,  wird  dem  Bd.  III  des  Lie'schen  Werkes  über  die 
Transformationsgruppen  in  neuer  Gestalt  einverleibt  werden. 

El. 

R.  De  Paolis.     Teoria  dei   gruppi    geometrici    e    delle 
corrispondenze  cbe  si  possono  stabilire  tra  i  loro  ele- 

menti.      Memorie  della  Societä  Italiana  delle  Scienze  detta  dei  XL. 
(3)  VII.  164  S. 

Unserer  Meinung  nach  ist  die  Abhandlung,  Aber  welche  wir 
zu  berichten  haben,  aus  zwei  Ideen  entsprungen,  welche  seit 
einiger  Zeit  unter  den  Geometern  mehr  und  mehr  Boden  ge- 
winnen: 1)  aus  der  Notwendigkeit,  die  Geometrie  auf  so  feste 
Grundlagen  zu  stellen  und  nach  so  strengen  Methoden  zu  ent- 
wickeln wie  die  Analysis,  2)  aus  dem  Bestreben,  die  vorhan- 
denen Begriffe  der  Analysis  so  viel  als  möglich  für  die  Geo* 
metrie  zu  verwerten.  Bei  der  Unmöglichkeit,  hier  die  Bespre- 
chung in  der  Ausführlichkeit  zu  schreiben,  welche  die  Arbeit 
verdient,  beschränken  wir  uns  auf  eine  Inhaltsübersicht  derselben. 
(Näheres  hierüber  sehe  man  in  Peano's  Rivista  I.  105-120.) 

I.    Um  der  Untersuchung  eine  ganz  allgemeine  Grundlage 
zu    geben,    fängt   Herr  De  Paolis   seine  Arbeit   mit   einer  Ein- 
leitung an,  welche  die  Erklärung  der  „Mannigfaltigkeiten"  giebt, 
als  der  Bestimmungsweisen,    deren   ein  Begriff  fähig  ist,    sowie 
der  ^Gruppen",  welche  aus  ihren  „Elementen"  gebildet  werden. 
Die  Elemente  derselben  Gruppe  können  durch  ihre  Vielfachheit 
unterschieden  werden,  während  die  Gruppen  mittels  ihres  „Grades" 
(endliche    oder    unendliche    Zahl    ihrer    Elemente)    klassificirt 
werden.     Einen  besonderen  Wert  besitzen  die  Gruppen  („Grup- 
piningren^  genannt),  deren  Elemente  einzelne  Gruppen  einer  be- 
stimmten Mannigfaltigkeit  sind.     Betrachtet  man  gleichzeitig  meh- 
rere verschiedene  Gruppen,  so  ist  es  nicht  selten,  dass  man  so- 
wohl ihre  „Gesamtgruppe",  als  die  Gruppe,  welche  allen  gemein 
ist,  betrachten  muss;  aus  diesem  letzten  Begriffe  entspringt  fer- 
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ner  derjenige  der  „unter  einander^  oder  „mit  derselben  Gruppe 
verketteten  Gruppen". 

II.  Indem  der  Verfasser  diese  Erklärungen  auf  unseren  ge- 
wöhnlichen Raum  anwendet,  bemerkt  er,  dass  derselbe  eine 
Mannigfaltigkeit  unendlichen  Grades  sei,  deren  Elemente  die 
Körper,  die  Flächen,  die  Linien  oder  die  Punkte,  dessen  Grup- 
pen die  geometrischen  Gebilde  sind.  Nachher  wiederholt  oder 
verallgemeinert  er  die  Erklärungen,  welche  der  gewöhnlichen 
Geometrie  zu  Grunde  liegen,  um  ihre  Verbindung  mit  den  obigen 
allgemeinen  Begriffen  klar  zu  machen.  Er  spricht  von  der  Er- 
zeugung der  geometrischen  Gebilde  durch  Bewegung  und  von 
dem  Begriffe  „zusammenhängender  Gruppen**;  femer  nimmt  er  die 
Teilbarkeit  einer  Linie,  einer  Fläche  oder  eines  Körpers  in  zu- 
sammenhängende Teile  als  Grundsatz  an.  Eine  besondere  Er- 
wähnung finden  ferner  die  Construction  eines  Gebildes  durch 
unter  einander  verkettete  Gebilde,  die  „Knoten''  der  Linien  und 
die  „Knotenlinien*'  der  Flächen,  womit  die  Unterscheidung  von 
„geflochtenen"  und  „aufgelösten"  Flächen  zusammenhängt 

III.  Im  dritten  Capitel,  dessen  Zweck  die  genauere  For- 
mulirung  einiger  allgemeinen  Wahrheiten  ist,  tritt  der  Abstands- 
begriff  auf,  ein  nicht  ausdracklich  erklärter  Begriff,  dessen  Ge- 
brauch in  der  Geometrie  jedoch,  nach  Grassmann,  möglich  ist, 
nachdem  man  die  mehr,  gleich  oder  minder  entfernten  Pankt- 
paare  erklärt  hat  Aus  diesem  Begriff  fliessen  sogleich  die  der 
(„unendlich  ausgedehnten'^  oder)  „unendlichen"  und  „endlichen'^ 
Gruppe,  ferner  der  „beliebig  nahen"  Gruppe,  welche  zur  Dar- 
legung vieler  wichtigen  Sätze  Anlass  geben. 

IV.  Die  im  vierten  Capitel  enthaltenen  Lehrsätze  betreffen 
die  Teilung  einer  Gruppe  in  beliebig  kleine  Teile.  Unter  ihnen 
muss  man  als  den  wesentlichsten  denjenigen  ansehen,  welcher 
die  Teilbarkeit  einer  geradlinigen  Strecke  in  beliebig  kleine 
gleiche  Teile  lehrt.  Um  denselben  zu  beweisen,  muss  man  den 
Satz  annehmen,  welchen  Dedekind  „Grundsatz  der  Stetigkeit  der 
Geraden^'  genannt  hat,  einen  Satz,  welcher  im  Anfange  des  ge- 
nannten Capitels  ausgedrückt  wird  und  im  Laufe  desselben 
viele  wichtige  Folgerungen  ergiebt 
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V.  Ein  Punkt  heisst  „Grenzpankt**  einer  Grnppirung,  wenn 
diese  unendlich  viele  Punkte  enthält,  welche  jenem  Punkte  be- 
liebig nahe  sind;  wenn  die  Grnppirung  mehrere  Grenzpunkte 
enthält,  so  bilden  alle  diese  die  „Orenzgruppe"  der  Gruppirung. 
Die  Sätze,  welche  aus  dieser  Erklärung  gefolgert  werden  können, 
führen  auf  eine  natürliche  Weise  zum  Begriffe  der  „convergiren- 
den  Gruppe''  und  zu  den  folgenden  Sätzen,  welche  in  algebraischer 
Form  durch  Herrn  Weierstrass  in  seinen  Vorlesuqgen  bewiesen 
worden  sind:  Eine  Gruppe,  welche  unendlich  viele  verschiedene 
Punkte  enthält,  hat  mindestens  einen  Grenzpunkt;  eine  gegebene 
Gerade  oder  Ebene  enthält  wenigstens  einen  Grenzpunkt  einer 
endlichen  Gruppe,  wenn  diese  Punkte  enthält,  welche  der  Ge- 
raden oder  der  Ebene  beliebig  nahe  sind. 

VI.  Die  Gesamtheit  der  Grenzpunkte   einer  Gruppe  wird 
nach  Herrn   G.  Cantor   ^abgeleitete  Gruppe^   genannt;    enthält 
diese  Gruppe  unendlich  viele  Elemente,  so  kann  man  auch  eine 
aas  ihr  abgeleitete  Gruppe  betrachten,   welche  die  „zweite  ab- 
geleitete^ in  Bücksicht   auf  die  gegebene  Gruppe  heisst.    Fährt 
man  so  fort,  so  kann  man  eine  dritte,  vierte  u.  s.  w.  abgeleitete 
Gruppe  betrachten.    Jede  abgeleitete  Gruppe  ist  in  der  vorigen 
abgeleiteten  Gruppe  enthalten,   während  die  ursprüngliche  ent- 
weder in  ihrer  ersten  abgeleiteten  enthalten  ist  (sie  heisst  dann 
„in  sieh  dicht^),  oder  mit  ihrer  ersten  abgeleiteten  keinen  Punkt 
gemein  hat  (sie  heisst  dann  „isolirt**),  oder  endlich  alle  Punkte 
ihrer  ersten  abgeleiteten  enthält  (sie  heisst  dann  „geschlossen^); 
irenn  ferner  die  Gruppe  zugleich  in  sich  dicht  und  geschlossen 
ist,    so  heisst  sie    „perfect''.     Die   gewöhnliche  Geometrie  bietet 
zahlreiche  Beispiele  dieser  Gruppenarten  dar,   Beispiele,  welche 
die    Nützlichkeit   der  Einführung   dieser  Begriffe   in   die   Aus- 
dehnungswissenschaft  darthun,  welche  Begriffe  nach  G.  Gantor's 
Vorschlag  in  die  Zahlenwissenschaft  schon  aufgenommen  worden 
sind.     Nützlich  ist  auch  der  Begriff  der  „zusammenhängenden" 
Gruppe;   ist  eine  solche  Gruppe  zugleich  geschlossen,   so  wird 
sie  als  „stetig"  bezeichnet;   stetig  sind  der  Raum   und  alle  die 
Figuren,  welche  die  Geometer  gewöhnlich  betrachten. 

YII.    Im  siebenten  Gapitel  stellt  der  Verf.  die  Erklärungen 
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der  „Trennbarkeit^  auf,  fahrt  die  Untersochung  der  Trennbar- 
keitsbedingungen aus  und  macht  einige  Anwendungen  der  er- 
haltenen Resultate. 

YIII.  Die  in  den  vorigen  Gapiteln  auseinandergesetzten 
Eigenschaften  können  auf  die  „elementaren  Linien^  ausgedehnt 
werden,  d.  h.  auf  die  zusammenhängenden,  endlichen ,  aufge- 
lösten, in  zwei  Punkten  endenden  und  durch  jeden  ihrer  Punkte 
in  zwei  vollkommene  Teile  teilbaren  Linien.  Eine  solche  Linie 
wird  durch  n — 1  ihrer  Punkte  in  n  elementare  Linien  geteilt; 
umgekehrt  ist  jede  zusammenhängende,  endliche,  aufgelöste  und 
in  eine  endliche  Zahl  elementarer  Teile  zerlegbare  Linie  ele- 
mentar. Fast  alle  Sätze,  welche  vorher  fbr  die  Gerade  bewiesen 
wurden,  können  auf  elementare  Linien  ausgedehnt  werden. 

Mit  der  Betrachtung  der  elementaren  Linien  hängt  die  der 
geschlossenen  aufgelösten  Linie  zusammen,  einer  Linie,  welche 
nicht  nur  zusammenhängend  endlich  und  aufgelöst  ist,  sondern 
auch  durch  zwei  beliebige  ihrer  Punkte  in  zwei  vollkommene 
und  zusammenhängende  Teile  zerlegt  wird.  Elementare  wie 
geschlossene  aufgelöste  Linien  können  auf  jeder  beliebigen 
Fläche  enthalten  sein:  nach  dem  Verf  ist  es  nOtzlich,  die  Ge- 
samtheit aller  in  fünf  Kategorien  einzuteilen. 

IX.  Im  Räume  kann  als  Analogon  der  Elementarlinie  die 
„Elementarfläche^  betrachtet  werden,  eine  zusammenhängende, 
endliche,  aufgelöste,  in  einer  geschlossenen,  aufgelösten  Linie 
endende  Fläche,  welche  durch  jede  auf  ihr  liegende  und  in 
ihrem  Umfang  endende  Elementarlinie  in  zwei  zusammenhängende 
und  vollkommene  Teile  zerlegt  wird.  Eine  Elementarfläche  wird 
in  zwei  Elementarteile  durch  jede  Elementarlinie  der  besagten 
Art  zerschnitten,  aber  durch  jede  ihrer  geschlossenen  aufgelösten 
Teile  in  zwei  zusammenhängende  und  vollkommene  Teile,  von 
denen  nur  einer  elementar  ist.  Sieht  man  von  diesem  letzten 
ab,  so  erhält  man  eine  „Elementarfläche  mit  einer  Oeffnung''; 
auf  eine  ähnliche  Weise  kann  man  eine  „Elementarfläche  mit 
mehreren  Oeffnungen^  bilden. 

Eine  Elementarfläche  kann  immer  in  eine  endliche  Zahl 
beliebig  kleiner  zusammenhängender  Teile   zerlegt  werden;    in 
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vielen  Fällen  sind  diese  Teile  elementar;  der  Verf.  nimmt  aus- 
drücklich an,  dass  sie  immer  elementar  seien:  in  Folge  dessen 
kann  er  auf  die  Elementarflächen  viele  der  obigen  Sätze  aus- 
dehnen. 

X.  Durch  Verkettung  elementarer  Linien  oder  Flächen  er- 
hält man  eine  Linie  oder  Fläche;  der  Verf.  nimmt  an,  jede  Linie 
oder  Fläche  könne  man  auf  diese  Weise  erhalten  denken.  Auf 
Grund  dieser  Voraussetzung  untersucht  er,  wie  der  Begriff  der 
I,  Umgebung  eines  Punktes^  auf  jede  beliebige  Linie  oder  Fläche 
Qbertragen  werden  kann,  und  kommt  zu  dem  Schlüsse,  dass  in 
jedem  Punkte  einer  Linie  oder  Fläche  verschiedene  „Umgebungs- 
gruppen^  betrachtet  werden  können:  jetzt  ftlhrt  er  die  Ein- 
schränkung ein,  nur  Linien  oder  Flächen  zu  betrachten,  welche 
weder  irgendwo  unstetig  sind,  noch  einen  mit  unendlich  vielen 
Umgebungsgruppen  versehenen  Punkt  enthalten. 

XI -Xn.  Nachdem  der  Verf.  die  Umgestaltungen  ausein- 
andergesetzt hat,  deren  einige  der  vorigen  Betrachtungen  be- 
dOrfen,  wenn  man  eine  Gruppe  auf  eine  Linie  oder  Fläche 
legt,  so  hält  er  es  für  nötig,  die  „orientirten"  Linien  oder  Flä- 
chen einzuführen.  Eine  Linie  ist  orientirt,  wenn  sie  aus  einer 
endlichen  oder  unendlichen  Zahl  elementarer  Teile  besteht, 
welche  zu  zwei  in  ihren  Enden  zusammenhängen;  und  eine 
Fläche  ist  orientirt,  wenn  sie  aus  einer  endlichen  oder  unend- 
lichen Zahl  elementarer  Teile  zusammengesetzt  wird,  welche  zu 
zwei  in  einer  endlichen  oder  unendlichen  Zahl  von  Punkten  ihrer 
Umfange  zusammenhängen.  Nachher  treten  die  „einfach"  und 
die  „zweifach  zusammenhängenden*',  die  „einseitigen*"  und  die 
, zweiseitigen''  Flächen  auf;  ferner  der  Begriff  der  „Verflech- 
tung*' erster  oder  zweiter  Art;  endlich  die  „Normalfläche*'  mit 
m  Oeffnungen,  p  Handhaben,  p'  Verflechtungen  erster  und  p" 
zweiter  Art.  Wie  man  diese  Fläche  herstellen  kann,  wird  in 
der  Originalarbeit  gelehrt. 

XIIL  Das  dreizehnte  Gapitel,  welches  eine  neue  Darstellung 
der  Theorie  des  Zusammenhangs  der  Flächen  enthält,  fängt  mit 
einer  Reihe  von  Bemerkungen  an  über  die  Veränderungen,  welche 
eine  Linie   oder  Fläche   durch   in   ihr   ausgeführte  Schnitte   er- 

34* 


533    VIII.  Abschnitt.    Beine,  elementare  n.  synthetische  Geometrie. 

leidet;  BemerkaDgen ,  die  ea  dem  Verfasser  ratsam  scheinen 
lassen,  siob  auf  die  Fläehen  zu  beschränken,  welche  nicht  nar 
die  schon  erwähnten  Bedingungen  befriedigen,  sondern  auch  die, 
dass  sie  und  alle  ihre  durch  eine  endliche  Zahl  von  Schnitten 
erhaltenen  Teile  in  eine  endliche  Zahl  einfach  zusammenhängen- 
der Teile  zerlegt  werden  können. 

Eine  Gruppe  G  bestehe  aus  einer  beliebigen  endlichen  Zahl 
$  von  Flächen;   durch   einige  Schnitte   werden  sie  in  eine  end- 
liebe Zahl   o   zusammenhängender  Teile    zerlegt:    von    diesen 
Schnitten  haben  t,  (erster  Art)  ihre  Enden  in  denselben  Umfangs- 
teilen  einer  der  gegebenen  Flächen;   t,   haben   ihre  Enden   in 
zwei  verschiedenen  Umfangsteilen,  und  t^  seien  Elementarlinien, 
jede  in  einer  der  Flächen  enthalten;   die  übrigen  Schnitte  seien 
entweder  Elementarlinien,   welche   nur   ein  Ende  auf  dem  Um- 
fange  haben,  oder  geschlossene  aufgelöste  Linien.    Unter  dieser 
Voraussetzung  ist  die  Zahl  4  =  t,+t, — t^— a  von  der  Zerleganga- 
weise  unabhängig;  sie  hängt  nur  von  der  Structur  der  Flächen- 
gruppe  ab,   wird  „Grundzahl^  derselben  genannt  und  mit  k  be- 
zeichnet.   Bezeichnet  man  mit  fc,,  &„...,  fc«  die  Grundzahlen  der 
Flächen  der  «-gliedrigen  Gruppe,  so  hat  die  Gleichung 

ik  =  *,+*,  H h*.— 2*  +  2 

statt  Wichtig  und  nicht  schwer  ist  die  Bestimmung  der  Ver- 
änderungen, welche  die  Grundzahl  einer  Fläche  erlddet,  wenn 
man  in  derselben  Schnitte  ausführt.  Bemerkenswert  ist,  dass 
die  Grundzahl  einer  Fläche  nie  negativ  wird.  Null  nur,  ^venn 
die  Fläche  offen  ist,  und  dass  sie  gleich  Eins  ist,  wenn  die 
Fläche  einfach  zusammenhängend  ist. 

Bei  einer  zweiseitigen,  offenen  oder  geschlossenen  Fläche 
mit  ctf^O  Umfangsteilen  kann  man  ferner  die  Zahl  p  betrachten, 
welche  die  grösste  Zahl  der  Schnitte  ausdrückt,  die  erster  Art 
oder  geschlossen  sind,  welche  man  in  einer  Fläche  machen 
kann,  ohne  sie  zu  zerstückeln:  sie  heisst  „Geschlecht  der  Fläche 
und  ist  mit  der  Grundzahl  durch  die  Gleichung  k  =  2p-]- co  ver- 
bunden. Selbst  bei  einer  einseitigen  Fläche  kann  man  ein  Ge- 
schlecht betrachten;  bezeichnet  man  dasselbe  mit  n^  so  hat  man 
n  =  k — (o. 
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Eine  dritte  Zahl  pflegt  man  bei  einer  ein-  oder  zweiseitigen 
Fläche  zu  betrachten,  nämlich  die  „Zusammenhangsordnang" 
oder  kflrzer  den  „Zusammenhang''  F  der  Fläche.  Es  ist  r^k+2^ 
wenn  diese  geschlossen,  und  F  =  k^  wenn  sie  offen  ist.  Ist 
die  Fläche  zweiseitig,  und  hat  sie  das  Geschlecht  p,  so  ist 
r=  2(p+l),  wenn  sie  geschlossen,  und  F  =  2p+öi,  wenn  sie 
Ol  Umfangsteile  besitzt.  Ist  sie  einseitig,  so  hat  man  in  den 
entsprechenden  Fällen  F  =  n-{-2  oder  F  =  fr-f-tti. 

Die  Veränderungen,  welche  in  dem  Geschlechte  und  Zu- 
sammenhange einer  Fläche  die  in  ihr  ausgefQhrten  Schnitte  ver- 
ursachen, und  viele  damit  verbundene  Sätze  findet  der  Leser 
in  der  Originalarbeit. 

XIV.  Hit  dem  besprochenen  Capitel  schliesst  der  erste 
Abschnitt  der  zum  Bericht  stehenden  Arbeit,  derjenige,  welcher 
die  Eigenschaften  der  Punktgruppen  behandelt.  Der  zweite  be- 
ginnt mit  den  Erklärungen  der  „ein- eindeutigen*'  (oder  (1,1)) 
Verwandtschaft,  der  „directen''  und  der  „  umgekehrten '^  Verwandt- 
schaft u.  s.  w.  und  mit  einer  neuen  Darlegung  jener  bekannten 
wichtigen  Sätze,  welche  G.  Gantor  aus  dem  Begriff  der  Mächtig- 
keit einer  Mannigfaltigkeit  abgeleitet  hat. 

XV.  Unter  den  Verwandtschaften  verdienen  den  Ehrenplatz 
diejenigen,  welche  teilweise  oder  gänzlich  die  Eigenschaft  der 
Stetigrkeit  besitzen.  Sie  werden  im  fanfzehnten  Capitel  der  Arbeit 
des  Herrn  De  Paolis  untersucht,  besonders  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Gebiete,  welche  in  Verwandtschaft  stehen, 
ein-  oder  zwei-dimensional  seien. 

XVI.  Die  im  XV.  Capitel  auseinandergesetzten  Unter- 
suchungen sind  einer  grossen  Erweiterung  fähig;  man  kann 
nämlich  allgemein  statt  der  (1,1)- Verwandtschaften,  die  (m,  n) 
betrachten.  Um  dieselben  zu  studiren,  führt  der  Verfasser  die 
Jiiemann'schen  Flächen  ein ;  und  in  der  Einführung  der  Riemann'- 
}*rhen  Flächen  in  die  Behandlung  geometrischer  Fragen,  deren  Mög- 
lichkeit auf  diese  Art  streng  bewiesen  ist,  liegt  einer  der  wichtigsten 
Fortschritte,  welche  die  Geometrie  der  in  Rede  stehenden  Arbeit 
verdankt:  wir  wollen  ausdrücklich  die  Aufmerksamkeit  unserer 
Faebgrenossen  auf  diesen  Punkt  lenken.     Die  höchst  natürliche 
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Weise,  auf  welche  somit  eine  bertthmte  Zeuthen'sche  Formel  (Math. 
Ann.  III.  150)  eine  bedeutende  Erweiterung  erfährt,  kann  als 
Beweis  der  Nützlichkeit  dienen,  welche  der  methodische  Gebrauch 
der  Riemann'schen  Flächen  in  der  Geometrie  erlangen  wird. 

XYII.  Auf  den  letzten  Seiten  seiner  bemerkenswerten  Ar- 
beit untersucht  der  Verf.  die  Verwandtschaften,  welche  man 
zwischen  beliebig  vielen  Gebieten  herstellen  kann,  und  von  wel- 
chen die  trilineare  Verwandtschaft  ein  ganz  besonderer  Fall  ist. 
Hier  führt  er  Untersuchungen  aus,  welche  Ausdehnungen  der- 
jenigen unter  den  obigen  bilden,  die  sich  auf  Verwandtschaften 
zwischen  zwei  Gebieten  beziehen. 

Schliesslich  wollen  wir  den  Leser  auf  einige  Einschränkungen 
oder  Veränderungen  aufmerksam  machen,   welche   man  in  den 
Sätzen  oder  Beweisen  der  besprochenen  Arbeit  schon  als  nötig 
gefunden    hat:    Peano,    Rivista  I,   S.  109   und    110;    Veronese, 
Fondamenti  di  Geometria,  Padova  1891,  §  138.  La. 


R.  DB  Paolis.     Salle  corrispondenze  [mi,  m2,  -..^  iiir]  con- 
tinue  che  si  possono  stabilire  tra  i  punti  di  r  gruppi. 

Anoali  di  Mat.  (2)  XVIIL  93-117. 

Wer  den  vorigen  Bericht  gelesen  hat,  weiss,  dass  die  „Teo- 
ria^  von  Herrn  De  Paolis  aus  zwei  Teilen  besteht;  der  eine  be- 
trifft die  Punktgruppen,  während  der  andere  von  den  Verwandt- 
schaften handelt,    welche  man  unter  denselben  herstellen  kann. 
Diese  zwei  Teile   sind  jedoch   nicht  unabhängig  von  einander, 
da   man    in   dem   zweiten    einen    breiten  Gebrauch  von  einig'en 
Begriffen  und  Sätzen  des  ersten  macht,  von  einigen,  aber  nicht 
von  allen.     Da  die  Anwendungen  des  zweiten  viel  zahlreicher 
als  die  des  ersten  sind,  besonders  wenn  die  Verwandtschaften 
als  stetig  vorausgesetzt  werden,  so  ist  es  eine  sehr  natflrliche  und 
wichtige  Aufgabe,  den  zweiten  Teil,  wenn  auch  nicht  ganz  frei, 
so   doch   von   dem   ersten   so   wenig   als  möglich  abhängig*    za 
machen.     Diese  Aufgabe  hat  Herr  De  Paolis  in  der  Arbeit  g^e- 
löst,  welcher  diese  Zeilen  gewidmet  sind.     Die  Gegenstände  der 
vier  ersten  Abschnitte  sind  die  folgenden:    I.  die  Mannigfaltig-- 
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keiten,  ihre  Elemente,  ibre  Gruppen  und  Gruppirungen ;  IL  der 
Raum  und  seine  geometrischen  Elemente;  III.  die  stetigen  geo- 
metrischen Gruppen;  IV.  einige  Folgerungen  ans  der  Stetigkeit 
des  Raumes,  der  Ebene  und  der  Geraden.  Diese  Abschnitte 
dienen  als  Einleitung  zum  Hauptteil  der  Abhandlung,  d.  h.  zu 
dem  Teil,  in  welchem  die  stetigen  Verwandtschaften  [m,  n]  zwi- 
schen den  Punkten  zweier  Gruppen  und  die  stetigen  Verwandt- 
schaften [in,,  in,,  ...,  ffir]  zwischen  den  Punkten  von  r  Gruppen 
behandelt  werden. 

Die  Ausführlichkeit  des  vorigen  Referats  erlaubt  es  uns,  in 
diesem  so  kurz  zu  sein,  weil  das  Thema  der  in  Rede  stehenden 
Arbeit  und  die  in  ihr  angewandte  Methode  unzählige  Berührungs- 
pankte  mit  der  „Teoria*'  bieten.  La. 


F.  Klein.     Zur  nichteuklidischen  Geometrie.     Math.  ado. 

XXXVII.  544-572. 

Nach  einer  fast  zwanzigjährigen  Pause  (vgl.  F.  d.  M.  III. 
1871.  231  und  V.  1873.  271)  kehrt  Herr  Klein  auf  die  nicht- 
enklidische  Geometrie  zurUck,  um  zu  seinen  berühmten  Auf- 
sätzen Erklärungen  zu  geben  oder  sie  durch  anderweitige  Ideen 
za  bereichern,  sowie  auch,  um  einige  Unrichtigkeiten  zu  ver- 
bessern, welche  sich  in  einigen  aus  denselben  hervorgegangenen 
Arbeiten  befinden.  Der  Hauptinhalt  des  neuen  Aufsatzes  kann 
etwa  folgendermassen  dargelegt  werden. 

I.  „Ueber  CliflFord's  Ideen  von  1873«.  Es  sei  eine  Fläche 
zweiten  Grades  F,  gegeben;  man  betrachte  diejenigen  Collinea- 
tionen  des  Raumes,  welche  nicht  nur  die  Fläche  als  solche  in 
sich  tiberführen,  sondern  auch  jedes  der  beiden  Systeme  der 
auf  ihr  verlaufenden  Geraden;  unter  ihnen  sind  zwei  („Schie- 
bungen*' erster  oder  zweiter  Art  genannt)  bemerkenswert:  bei 
einer  Schiebung  erster  oder  zweiter  Art  bleiben,  allgemein  zu 
reden,  zwei  Erzeugende  erster  (oder  zweiter)  Art  der  Fläche 
punktweise  fest,  und  es  schreitet  also  jeder  Raumpunkt  auf  der- 
jenigen geraden  Linie  fort,  die  durch  ihn  so  gelegt  werden  kann, 
dass  sie  diese  beiden  Erzeugenden  trifft.  Mit  jeder  Schiebung 
ist  daher  eine  bestimmte  lineare  Congruenz  verbunden,   welche 
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erster  oder  zweiter  Art  genannt  werden  soll.  Zwei  SchiebuDgen 
verschiedener  Art  sind  vertauschbar;  jede  der  oben  erwähnten 
Collineationen  der  F,  in  sich  selbst  kann  als  Product  von  zwei 
solchen  Schiebungen  angesehen  werden.  Die  Schiebungen  kön- 
nen durch  höchst  bemerkenswerte  Formeln  dargestellt  werden, 
wie  der  Leser  aus  der  Originalarbeit  ersehen  kann. 

Mit  den  vorstehenden  Entwickelungen  ist  die  Grundlage  der 
neuen  Parallelentheorie  gegeben,  welche  Clifford  auf  folgende  Er- 
klärung  gründete:  als  ,, nichteuklidische  Parallelen''  werden  solche 
(windschiefe)  gerade  Linien  bezeichnet,    welche   der   nämlichen 
Gongruenz  (der  einen  oder  anderen  Art)  angehören,  d.  h.  welche 
dieselben  beiden  imaginären  Erzeugenden  derselben  Art  treffen; 
sie    sind    reell    im    elliptischen,    imaginär    im   hyperbolischen 
Raum.     Betrachtet  man  eine  Fläche  zweiten  Grades,  welche  mit 
der  Fundamentalfläche  F^  ein  geradliniges  Vierseit  gemein  hat, 
so   sind   ihre    Erzeugenden  jeder   Art   im    Glifford'schen    Sinne 
unter   einander   paralleK     Das  ErUmmungsmass  der  Fläche  ist 
constant  und  gleich  Null;   die  Gesamtfläche  hat  einen  endUc\^e\\ 
Flächeninhalt:  so  wird  bewiesen,  dass  eine  unbegrenzte  Mannig- 
faltigkeit verschwindender  Krümmung  eine  endliche  Ausdehnung 
besitzen  kann,  was  mit  den  gewöhnlichen  Vorstellungen  zu  wider- 
streiten scheint. 

IL  „Von  den  verschiedenen  (euklidischen  oder  nichteukWdv 
sehen)  Raumformen^.    Herr  Klein  wiederholt  zuerst  die  Bemer- 
kung, welche  er  in  seinem  ersten  Aufsatz  über  die  nichteuklidi- 
sche Geometrie  gemacht  hat,  dass  seine  elliptische  Geometrie  sich 
nicht  mit  der  sphärischen  Geometrie  deckt;    er   beweist    ferner, 
dass    die    Bezeichnung    „Polarform''    des    sphärischen    Raum^, 
welche  Herr  Killing  (vgl.  F.  d.  M.    XVIL    1885.   508)    für  den 
elliptischen  Raum  vorgeschlagen  hat,  unzutreffend  ist.      £ndVul[i 
nimmt   er  folgendes  Problem    in  Angriff:   alle  Zusammenhangs- 
arten   anzugeben,    welche    bei    geschlossenen  Mannigfaltig'keitef 
irgend    welches    Constanten    Krümmungsmasses   überhaupt    au^ 
treten  können.     Er  löst  dasselbe  für  zweidimensionale    Manni^ 
faltigkeiten    vollständig;    für    dreidimensionale  aber  begnügt 
sich  mit  der  Bemerkung,  dass  es  durch  analoge  Ueberlegunge 
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aufgelöst  werden  kann,  and  mit  dem  Ausspruch  des  Wun- 
sches, dass  die  Fragestellung  von  anderer  Seite  aufgenommen 
werde. 

III.  „Von  der  rein  projectiven  Begründung  der  analytischen 

Geometrie*'.     Der  Zweck   des   vorliegenden  Abschnittes  ist  die 

Beseitigung  eines  Missverständnisses,  welches  die  Entwickelungen 

des   Yerfs.    in    Math.  Ann.  IV  u.  VI    verursacht    haben.      Die 

Herren   Ball   und   Cayley   sprachen    ihre   Bedenken    folgender* 

massen  aus:    „In  that  theory  (the  non-euclidian   Geometry)  it 

seems  as  we   try   to   replace   our   ordinary   notion  of  distance 

between  two  points  by  the  logarithm  of  a  certain  anharmonic 

ratio.      But   this    ratio    itself  involves   the  notion   of  distance 

measured  in  the  ordinary  way.     How   than   we  can  supersede 

the  old  notion  of  distance  by  the  non-euclidian  notion,  inasmuch 

as  the  very  definition  of  the  latter  involves  the  former  ?**   (Ball, 

on  the  Theory  of  Contents;    vergl.  F.  d.  M.   XX.    1888.   515). 

^It  must  however  be  admitted  that  in  applying  this  theory  of 

v.  Staudt's    to    the   theory   of  distance,   there   is   at   least   the 

y  '  appearance  of  arguing  in  a  circle"   (Cayley,    Collected   Papers, 

.    T.  II,  S.  605). 

Wenn   man    die   meisterhaft   klare  Darstellungsart   berück- 
sichtigt, welche  Herr  Klein  in  allen  seinen  Arbeiten  angewandt 
•bat,    80  kann  man  den  Ursprung  dieses  Missverständnisses  nur 
i  in    der   zu    geringen  Verbreitung   finden,    welche   die  Methoden 
t^'und  die  Begriffe  Staudfs  erlangt  haben;   wir   hoffen,   dass   die 
ri^  ffeuen  Entwickelungen  nicht  nur  Sätze  wie  die  obigen  in  Zukunft 
'  lusschliessen,    sondern    auch    die    Geometer    auf   die    unsterb- 
t^fche    „Geometrie  der   Lage"   und  ihre  „Beiträge"  zurückführen 
^  rerden! 

IV.  ^Von  der  principiellen  Bedeutung  der  projectiven  Geo- 
^'^  l^trie,  nebst  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  geometrischen 
^^^-  fiome".  Diese  Ueberlegungen,  welche  meistens  psychologischer 
^ '^  |tur  sind,  können  in  wenigen  Sätzen  nicht  wiederholt  werden. 
*  ^^n   muss  sie  lesen  und  über  sie  nachdenken!  La. 

^    i  ._.  _  
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M.  Simon.     Die  Elemente  der  Geometrie  mit  Rücksicht 

auf  die   absolute   Geometrie.     Strassbarg.  Verlagsanstalt  vorm. 
R.  Schultz  0.  Co.  IV  u.  74  S.  8« 

Das   Werkchen   ist  kein   yollständiges   Lehrbuch,   sondern 
nur   eine  Skizze   des   vortrefflichen  Lehrganges  des  Verfassers. 
Herr  Simon   nimmt   den   empirischen  Ursprung   der   Geometrie 
an;  er  beginnt  seine  Auseinandersetzung  mit  einer  „Einleitung^, 
deren  sämtliche  Paragraphen  Worterklärungen  oder  Thatsachen 
der  Anschauung   oder   beides  zugleich   enthalten,   soweit  nicht 
ausdrQcklich   auf  andere  Nummern   zur  Begründung   verwiesen 
wird.     Das  erste  Capitel  (welches  den  Titel  „Congruenz"  trägt) 
enthält  die  wichtigsten  Sätze  über  die  Gleichheit  der  einfachsten 
ebenen  Gebilde;  Ordnung  und  Ausdruck  derselben  sind  von  der 
euklidischen  Fassung  verschieden,    weil  der  Verfasser  als  Aus- 
gangspunkt  folgende  Betrachtung   nimmt:    Die   Oberall   gleich- 
förmige Ebene  wird  durch  jede  Gerade  in  zwei  Halbebenen  zer- 
legt; die  Halbebenen  können  durch  Drehung  um  die  Gerade  als 
„Axe''  zur  Deckung  gebracht  werden,   dabei    fällt  jeder  Paukt 
der  einen  Halbebene  mit  einem  Punkte  der  anderen  zusammen. 
In  Folge   dessen   erscheinen   alle   die  obengenannten  Sätze  als 
solche,   welche   die   ebene  Symmetrie   betreffen.     Dieses   (auch 
sonst  in  Deutschland  benutzte)  Verfahren  scheint  uns  sehr  lobens- 
wert,   nicht   nur   weil   es  eine  bessere  Einsicht  in  den  inneren 
Zusammenhang  unter  den  verschiedenen  Sätzen  gewährt,  sondern 
auch    weil    es   sehr  früh  ein  Beispiel  einer  geometrischen  Ver- 
wandtschaft und  ihrer  Anwendung  bietet.     Einleitung  und  I.  Ca- 
pitel  sind   vom  Parallelenaxiom    unabhängig.     Die  Gründe  der 
Annahme    desselben    werden    von  Herrn  Simon    in   den    ersten 
Zeilen  des  IL  Capitel»  sehr  klar  dargelegt.     Setzt  man  den  be- 
sagten  Grundsatz  als  richtig  voraus,    so   kann   man   die  Sätxe 
über  parallele  Linien,  Streifen,  Rechtecke,  Dreiecke,  Parallelo- 
gramme, gewöhnliche  und  überschlagene  Trapeze  beweisen  und 
viele  bezügliche  Aufgaben  lösen:  diese  Lehrsätze  und  Aufgaben 
sind  alle  bekannt,  werden  jedoch  in  einem  neuen  Zusammenhange 
dargestellt.     Im  IIL,    dem  Kreise  gewidmeten,  Capitel    werdew 
viele  Theoreme  gelehrt,  welche  Eigenschaften  des  Kreises   Ober- 
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baupt  oder  Beziehungen   unter  Kreisen   und   anderen   Gebilden 
aussprechen.     Weil  nicht  in  allen  das  Parallelenaxiom  voraus- 
gesetzt werden  soll,  so  merkt  der  Verfasser  alle  die  an,  welche 
von  denselben  unabhängig  sind.    Das  IV.  Capitel  trägt  die  Ueber- 
schrift  „Streifensysteme^  und  ist  in  drei  Abschnitte  gesondert. 
Im  ersten  („Satzgruppe  des  Pythagoras**)  werden  die  wichtigsten 
Sätze  ttber  die  Flächengleichheit  der  Dreiecke  und   Rechtecke 
bewiesen,  um  zuletzt  die  „Eselsbrücke^  zu  erreichen;  im  zweiten 
(„Teilung  und   Messung"")  wird   die   Arithmetik   der  (commen- 
sarabeln  oder  incommensurabeln)  Strecke  und  ihre  Anwendung 
auf  die  Flächenrechnung  gelehrt;  im  dritten  endlich  werden  die 
ersten  Umrisse  der  Aehnlichkeit  gezeichnet,  insbesondere  in  Be- 
zog  auf  die   ähnlichen   Dreiecke,   welche   der  Verfasser,   nach 
Bolzano,    „als  solche"  erklärt,    „bei  denen  durch  Vergleich   der 
Stacke  desselben  Dreiecks  sich  kein  Unterschied  ergeben  würde, 
sondern  nur  beim  Uebergang  von  einem  Dreiecke  zum  andern"". 
Zum  Schlüsse  giebt  der  Verfasser  einen  kurzen  Ueberblick  über 
das  Pensum  der  Untersecunda. 

Hat  Herr  Simon  im  Texte  die  dogmatische  Form  gebraucht, 
so  wählt  er  in  den  Anmerkungen,   in   denen   er  seine  Methode 
und  Ansichten   gegen   mögliche  Angriffe   verteidigt,   eine   ganz 
andere;  so  z.  B.  werden  die  ersten  Worte  der  Einleitung  („Fläche, 
Linie,  Punkt  sind  Begriffe,  welche  aus  der  Anschauung  der  Kör- 
per hergeleitet  werden"),  die  Erklärungen  von  Gerade,  Winkel  u.  s.  f. 
gerechtfertigt.    Sehr  richtig  macht  er  ferner  auf  das  Folgende  auf- 
merksam:  „Die  absolute  Geometrie  unterscheidet  sich   von  der 
euklidischen  dadurch,  dass  jene  eine  Hypothese  weniger  enthält 
als  diese  und  sie  daher  als  Specialfall  unter  sich  fasst.     Es  ist 
im   Grunde  traurig,  dass  70  Jahre,  nachdem  Gauss  die  Besul- 
tate  der  absoluten  Geometrie   bis   zu   ihrer   letzten  Consequenz 
gezogen   hat,   die   absolute  Geometrie    noch  als  Verirrung  be- 
zeichnet werden  kann,  während  sie  die  wahre  Consequenz  der 
Methode   Euklid's   bildet".     Um   diese   falsche  Meinung   auszu- 
rotten, braucht  Herr  Simon  eine  vortreffliche  Methode;  er  beweist 
nämlich,   dass    der   Lehrgang,    welchen    er    für    die  Geometrie 
Enklid's  vorgeschlagen  hat,  die  absolute  Geometrie,  so  weit  »ie 
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ohne  Trigonometrie  zugänglich  ist,  einfach  abzuleiten  gestattet 
Diese  und  andere  Entwickelungen,  welche  die  allgemeine  Geo* 
metrie  betreffen,  die  strenge  Begründung  bezüglicher  Sfitze  wie 
auch  etliche  Verbesserungen  von  sehr  bekannten  Arbeiten  geben 
den  Simon'schen  Elementen  eine  vorzügliche  Stelle  in  der  geo- 
metrischen Litteratur.  Nur  der  Vollständigkeit  wegen  führen 
wir  die  Reye'sche  Bemerkung  an  (Schlömilch  Z.  XXXV.  1891), 
dass  der  Beweis  des  Satzes:  „Zwei  Nichtschneidende  haben  einen 
kürzesten  Abstand;  von  ihm  aus  nehmen  die  Abstände  der 
Punkte  der  einen  von  denen  der  anderen  nach  beiden  Seiten 
symmetrisch  zu",  nicht  bündig  ist.  La. 


M.  Simon.     Elementar  -  geometrische  Ableitung  der  Pa- 
rallelenconstruction     in     der     absoluten     Geometrie. 

J.  für  Math.  CVII.  84-86. 

Die  Construetion  des  Parallelenstrahls  durch  einen  gegebenen 
Punkt  zu  einem  gegebenen  Strahle  ist  von  Bolyai  und  Lobat- 
schewsky  trigonometrisch  abgeleitet  worden.  Herr  Frischauf, 
welcher  diese  Construetion  geometrisch  rechtfertigen  wollte  (vgl. 
Elemente  der  absoluten  Geometrie  §  67),  beging  einen  Fehler. 
Um  denselben  zu  verbessern,  leitet  Herr  Simon  dieselbe  Con- 
struetion aus  einem  wahrscheinlich  neuen  Satze  ganz  elementar 
planimetrisch  ab.  La. 

T.  Brüden.     Om    geometriens    principer.     Pedagogiek  Tid- 

akrift.  Halmstad  1890.  36  S. 

Der  Aufsatz  enthält  den  (zum  Teil  nur  andeutungsweise 
gegebenen)  Nachweis,  dass  man  eine  wirklich  scharfe  Forma- 
lirung  der  Fundamentalsätze  der  dreidimensionalen  euklidischen 
Geometrie,  als  logisches  System  betracjitet,  folgendermassen  g:e- 
stalten  kann:  Als  undefinirte  Grundbegriffe  nehme  man  nur 
„ Punkt '^  und  ^^Entfernungsgleichheit^  (oder  eigentlich  nur  den 
Begriff  AB^=AC)  an.  Mit  Anwendung  dieser  Begriffe  kann 
man  zuerst  eine  Charakterisirung  der  „geraden  Linie"  als  einer 
speciellen  unendlichen  Punktmenge  von  der  zweiten  „Mächtig- 
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keif  (nach  0.  Gantor's  Terminologie)  gewinnen;  im  Zusammen- 
hange hiermit  den  allgemeinen  Begriff  AB=^CD  und  den  Satz: 
Wenn  AB  =  EF,  CD  ==  EF,  so  ist  AB  =  CD.  Hiemach  kann 
man  die  „Ebene*'  folgendermassen  beschreiben:  1)  Durch  zwei 
beliebige    Punkte    eines    ebenen    Systems    geht    eine    Gerade. 

2)  Jede  Gerade  bestimmt  eine  eindeutige,  symmetrische  Gorre- 
spondenz,  bei  der  alle  Abst&nde  unverändert  bleiben,  und  alle 
Punkte  jener  Geraden,  aber  nur  diese,  sich  selbst  entsprechen. 

3)  Eine  solche  Gorrespondenz  ist  eindeutig  durch  zwei  entspre- 
chende Punkte  bestimmt.    4)  Die  sich  selbst  entsprechende  Ge- 
rade bildet  den  vollständigen  Ort  gleicher  Entfernung  von  zwei 
correspondirenden  Punkten.     Die  Sätze  2),  3),  4)  haben  vollstän- 
dige Analoga  bei  der  geraden  Linie;   fär   diese   ist   ausserdem 
ein  Satz  erforderlich,  aus  welchem  die  Mächtigkeit  2  hervorgeht. 
Die  Ebene  fordert  dagegen,  dass  man  die  pseudosphärische  Geo- 
metrie ausschliesst,   was,   wie  folgt,   geschehen  kann.     5)   Der 
vollständige  Ort  zweier  entsprechenden  Punkte,  welche  von  ein- 
ander eine   gegebene   Entfernung  haben,    bildet   zwei  Gerade; 
endlich  gewinnt  man  den  „dreidimensionalen  Baum^   durch   fol- 
gende Bestimmungen:    1)    Durch  drei  Punkte,    welche   nicht   in 
gerader  Linie  liegen,   geht  eine  Ebene.    2)  Das  zweien  Ebenen 
Gemeinsame    kann    nicht    einen    einzelnen    Punkt    ausmachen. 
(Dies  schliesst  die  vierte  Dimension  aus.) 

Diese  Bestimmungen  sind  hinreichend,  weil  sie  zu  der  Ent- 
fern angsformel 

r  =  y(x-ar,)'+(y-y,)'+(»-*.)' 

fahren.    Inwieweit  sie  auch  notwendig  (von  einander  unabhängig) 
sind,  muss  vorläufig  dahingestellt  bleiben. 

Der  Aufsatz   enthält   tlbrigens   einige  Betrachtungen   philo- 
sophischer und  pädagogischer  Natur.  Bdn. 


G.   Veronese.      II    continuo    rettilineo    e    Tassioma    V 

d'Archimede.     Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  VI.  603-624. 

Ueber  diese  Abhandlung  werden  wir  uns  ganz  kurz  fassen 
und  jeder  Kritik  enthalten,  da  sie  mit  einem  so  eben  (Ende  1892) 
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erschienenen  Werke  des  Verfassers  eng  zusammenhängt  und 
folglich  nur  als  eine  vorläufige,  unvollständige  Hitteilung  ange- 
sehen werden  darf. 

Herr  Veronese  definirt  das   „absolute  Continuum"   als  ein 
Grössensystem  2^  welches  den  folgenden  fünf  Principien  gehorcht: 

Pr.  I.  Sind  Äy  B  irgend  zwei  Grössen  von  2^  so  gilt  eine 
und  nur  eine  der  folgenden  Relationen: 

A  =  By    A"^  Bj    A  ^  B, 
Ferner  ist  fttr  il  =  B  und  Ä  =  C  auch  A  =  C] 
für  il  =  Ä  und  B  >  C  ist  A>C, 

Pr.  II.  Sind  A^  B  irgend  zwei  Grössen  von  Sj  so  bezeich- 
net A'\'B  eine  und  nur  eine  Grösse  desselben  Systems,  und 
es  ist: 

A+(B+C)  =  (A+B)  +  C=  A+B+C,  A+B>A,  A+By>B. 
Ist  A<:B,  so  existiren  in  S  solche  (nicht  notwendig  gleiche) 
Grössen  X,  X\  dass 

A+X  =  Ä,    X'+A  =  B. 
Ist  A^A\  Ä  =  B\  so  ist  A  +  B  =  A'+B  =  A+B'  =  A'i-B^ 

Pr.  III.  Sind  die  Grössen  von  2  ihrer  Grösse  nach  geord- 
net, so  giebt  es  kein  kleinstes  Intervall. 

Pr.  IV.  Nimmt  ein  Intervall  (XX')  von  2,  dessen  Grenzen 
in  entgegengesetztem  Sinne  variiren,  unbeschränkt  ab,  so  ent- 
hält es  immer  ein  Element  Y,  welches  von  X  und  X'  ver- 
schieden ist. 

Pr.  V.  Sind  a,  ß  irgend  zwei  Intervalle  von  Sy  so  existirt 
immer  ein  solches  Multiplicitätssymbol  17,  dass  ca]>ß. 

Ist  17  eine  gewöhnliche  ganze  Zahl,  so  reducirt  sieh  das 
Pr.  V  auf  das  sogenannte  Archimedische  Axiom,  und  S  heia&l 
ein  „gewöhnliches  Continuum"  („continuo  ordinario''). 

Ein  Intervall  von  2  heisst  ein  „Segment*\  wenn  man  anS 
seine  Lage  in  Jl?  Rücksicht  nimmt;  die  Gleichheit  von  Segmenten 
wird  durch  ^  bezeichnet.  Die  Summe  zweier  Segmente  CAB\ 
(ß'C)  wird  durch  (AB)  +  (B' C)  =  (AC)  definirt,  wenu 
(B'C')  =  (ßC);  diese  Gleichung  besteht  selbst  dann,  wenn  C^ß) 
und  (BC)  entgegengesetzten  Sinn  haben. 

Sind  im  Systeme  2  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte   Seg-' 


Gapitell.    Principien  der  Geometrie.  543 

mente  vorhanden  (Pr.  VI),  so  heisst  2  ein  ,,stetige8,  eindimen- 
sionales, in  seinen  Teilen  gleichgelagertes  System"  („sistema 
continuo  ad  una  dimensione  identico  nella  posizione  delle  sue 
parti").  Vi. 

D.  Varisco.      Gomplementi    di    pangeometria.      Batt.  G. 

XXVIII.  181-192. 

G.  ViVANTi.     Osservazioni  sulla  Nota  dal  Dott.  D.  Va- 
risco.    Daselbst.  240. 

Herr  Varisco  behauptet,  die  Pangeometrie  fQhre  zu  zwei  merk- 
würdigen Widersprüchen,  und  will  daraus  curiose  Folgerungen 
ziehen.  Die  vermeinten  Widersprüche  rühren  aber  bloss  von 
Fehlschlüssen  her,  wie  Referent  in  seiner  Note  in  Batt.  6.  nach- 
gewiesen hat.  Vi. 

W.  Fb.  Schüler,      üeber    das  Axiom    (den   Satz)    von 
der  Winkelsamme  im  Dreieck.    Pr.  Reaisch.  Ansbach.  Fock's 

Verlag.  Leipzig.  51  S. 

Den  Kern  dieser  Abhandlung  bildet  folgender  Versuch,  das 
Parallelenaxiom  zu  beweisen.    Gehen  in  einer  Ebene  drei  Kreis- 
linien durch  einen  Punkt  0,    so  bilden   die   zwischen   den  drei 
anderen    Schnittpunkten   liegenden   Bogen   ein  Dreieck,   dessen 
Winkel  am  Punkte  0  wiederkehren  und  dort  die  Winkelsumme 
2ß  geben.     Der  Verf.  lässt  nun  0  in  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Ebene  rücken,  wodurch  die   Kreise  in   Gerade  übergehen, 
während   der  Satz  von  der  Winkelsumme  erhalten  bleibt.     Der 
Funkt  O  kann  aber  als  vereinigter  Schnittpunkt  der  drei  Kreis- 
linien   nur   dann  in  unendliche  Entfernung   rücken,    wenn   man 
die  Ebene  als  eine  im  Unendlichen  geschlossene  Kugelfläche  be- 
trachtetj  und  das  unendlich  ferne  Dreieck  der  Gegenpunkte  des 
gegebenen  Kugeldreiecks   als   unendlich   klein,   d.  h.  als  jenen 
Schnittpunkt  0  ansieht.     Der  Beweis  des  Axioms  wird  also  nur 
inter    gleichen   Umständen   in    eine  in   unendlicher  Entfernung 
efindliche  unendlich  kleine  Figur   verlegt,    wodurch   die   prin- 
ipielle  Schwierigkeit  nicht  beseitigt,  sondern  nur  umgangen  er- 
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• 

scheint.  Um  diesen  Beweis  grnppiren  sich  Studien  über  mathe- 
matische Grundbegriffe,  lineare  Gleichungen  und  Dreieckstrans- 
versalen.  S.  21  lesen  wir:  ,,Drei  Punkte,  die  nicht  in  einer 
Geraden  liegen,  nennt  man  ein  Dreieck.  Die  Punkte  selbst 
heissen  Ecken^'.  Auf  dem  Wege  von  dem  allgemeinen  Titel 
des  Programms  bis  zum  Separattitel  der  Abhandlung  hat  sich 
das  ,,Axiom*^  in  einen  „Satz*^  verwandelt.  Auch  sonst  noch 
machen  sich  Spuren  der  Eile  bemerklich.  Schg. 


G.   Tarry.       G^om6trie    g^nörale.       La     ligne     droite. 

Absoc.  FraD9.  Limoges.  XIX.  152-185. 

In  einer  früheren  von  uns  ausfQhrlich  besprochenen  Arbeit 
desselben  Titels  (cf.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  527)  hatte  Herr  T. 
ein  System  aufgebaut,  in  welchem  imaginäre  Punkte  und  Gerade 
an  wirklich  existirenden  Elementen  zum  Vorschein  kamen.  Seine 
Arbeit  schloss  mit  Definitionen  f&r  Sti'ecke  und  Winkel  ab.  In 
dieser  neuen  Schrift  wird  nun  das  System  weiter  ausgebaut 
und  gezeigt,  dass  das  neue  Grössengebiet  sich  den  Sätzen  der 
Elementargeometrie  anpasst  So  bleiben,  wie  ausführlich  gezeigt 
wird,  die  Congruenz-  und  Aehnlichkeitssätze,  der  verallgemeinerte 
Pythagoreische  Lehrsatz  und  anderes  mehr  vollkommen  erhalten. 
Hätten  vielleicht  diese  Untersuchungen  hie  und  da  bedeutend 
abgekflrzt  werden  können,  so  erscheint  dem  Referenten  eine  Er- 
gänzung derselben  nach  einer  anderen  Seite  hin  unerlässlich. 
Zu  der  Erweiterung  des  Gebietes  der  reellen  Punkte  und  Ge- 
raden hat  doch  nur  der  Umstand  Veranlassung  gegeben,  dass 
gewisse  Hauptconstructionsaufgaben  im  Gebiete  der  reellen  Ge- 
raden und  Punkte  nicht  immer  lösbar  sind.  Es  hätte  also  wenig- 
stens  in  den  wichtigsten  Fällen  gezeigt  werden  müssen,  dass 
diesem  Uebelstand  durch  die  vorgenommene  Erweiterung  abge- 
holfen wird.  So  wäre  z.  B.  zu  zeigen,  dass  von  einem  recht- 
winkligen  Dreieck  die  eine  Kathete  und  die  Hypotenuse  will- 
kürlich gewählt  werden  können. 

In    einem   zweiten  Abschnitt   der  Arbeit   wird    der    Begriff 
des  Coordinatensystems  eingeführt  und  die  Gleichung  der  geraden 
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Linie  aufgestellt  In  einem  dritten  Abechnitt  wird  erörtert,  was 
unter  u^  zu  verstehen  ist,  wenn  t«  und  v  complexe  Zahlen  sind. 
Mit  der  Art,  wie  Herr  T.  hier  die  Worte  gleich  und  identisch 
verwendet,  kann  sieh  der  Referent  pidit  befreunden.        E.  E. 


A.**DEL  Rb.      Escursioni   matematiche  diverse.      Batt  G. 

XXVIII.  257-282. 

Es  ist  der  erste  Abschnitt  einer  Sammlxing  geometrischer 
Sätze,  die  teils  bewiesen,  teils  nur  ausgesprochen  sind,  teils 
Anwendungen  der  Theorie  der  Operationen  mit  geometrischen 
Transformationen  und  teils  Fortsetzungen  früherer  Arbeiten  d/es- 
selben  Verfassers  bilden.  Aus  den  sieben  Abschnitten,  in  wßjche 
der  Aufsatz  zerfUlt,  wählen  wir  einige  Resultate  aus. 

I.  „Zur  Theorie  der  ebenen  Polarsyateme'' .  6eo|n^tri8/ßhe 
Ableitung  der  Bedeutung  des  Verscbwindens  der  Invariante 
Saahik  zweier  ebenen  Polarsysteme  ^aü^j^jfc  =  0,  Sbikitit/k  =^  0^ 
wo  \aa\  und  \aa\  reciproke  Determinanten  sind. 

II.  „Zur  Theorie  der  quadratischen  Verwandtschaften  im 
ternären  Gebiete".  Sätze,  welche  die  eindeutigen  ebenen  Ver- 
wandtschaften erster  und  zweiter  Ordnung  betreffen ; .  besonder^ 
FUle  derselben,  jig^elche  in  der  metrisehen  Geometrie  vor- 
kommen. 

III.  „Zur  Theorie  der  räumlichen  Polarsysteme".  Neuer 
Beweis  der  Moglicbkeit,  durch  correlative  Bttndel  die  Ordnnngs- 
fläebe  eines  beliebigen  Polarsystems  zu  erzeugen.  Zwei  Sätze 
aber  die  Transformation  eines  Nullsystems  in  sicdi  seibat;  4iese 
Sfitze  sollen  als  yerallgemeineruQgen  bekannter  Eigenschaften 
angesehen  werden. 

IV.  y,Znr  Theorie  der  linearen  und  Cremona'achen  Räum- 
lichen Verwandtschaften^.  Neue  Bemerkungen  über  die  CSon- 
gmenzen,  welche  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  in 
einem  schiefen  Vierseit  sich  schneidenden  Quadriflächen  bilden. 
Constraction  eindeutiger  Verwandtschaften  dritten  Grades,  deren 
Ponktepaare  auf  die  Strahlen  einer  Congruenz  oder  cvijnes  £!om- 
plexes  ersten  Grades  verteilt  sind;   ähnliche  Constructionen  der 

KortMlir.  d.  Math.  XUI.  2.  35 
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Transformatiooen  bei  einem  Grade  n  >  3;  Ausdebnung  aaf  einen 
beliebigen  Raum. 

V.  ^Zar  Theorie  einer  gewissen  Klasse  von  Flächen,  welche 
die  Ordnung  3>i-f2,  eine  Doppelcurve  {n(3n+ 2)}**' Ordnung  und 
ft'  dreifache  Punkte  haben'^.  Jede  Fläche  dieser  Klasse  kann 
durch  eine  Congruenz  (3,1)  und  ein  Flächennetz  n*^'  Ordnung 
erzeugt  werden,  wenn  die  besagten  Gebilde  in  projectiver  Bezie- 
hung sind. 

VI.  ^Zur  Theorie  der  lineo- linearen  Connexe  von  Ebenen 
und  Geraden".  Ein  Connex  von  Ebenen  und  Geraden  im  Räume 
ist  eine  solche  Verwandtschaft  unter  Ebenen  und  Geraden  des 
Raumes,  dass  jeder  Ebene  ein  Linieneomplex  m^"  Grades  ent- 
spricht und  jeder  Geraden  eine  Fläche  r^  Klasse.  Ist  insbeson- 
dere r  =  m  =  1,  so  hat  man  einen  lineo- linearen  Connex,  wel- 
cher vom  Verf.  schon  untersucht  wurde  (vergl.  den  Aufsatz  „11 
counesso  lineo-lineare  di  piani  e  rette  e  le  superficie  polari  con- 
giunte  rispetto  ad  esso  e  ad  una  superficie  algebrica  fonda- 
mentale'',  Napoli  1889),  und  von  welchem  hier  andere  Eigen- 
schaften analytisch  bewiesen  werden. 

VII.  „Zur  Theorie  der  adjungirten  Polarflächen'*.  Sind 
ein  Connex  C  von  Ebenen  und  Geraden,  welcher  durch  die 
Zahlen  m  und  r  charakterisirt  sei  (m.  s.  oben),  ferner  eine  Fläche 
F,  welche  die  Ordnung  n  habe,  und  endlich  ein  Punkt  A  gegeben: 
so  ist  der  Ort  der  Punkte  P,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  F  die  Fläche  berQhre, 
die  der  Geraden  PA  in  Bezug  auf  C  entspricht,  eine  Fläche^ 
welche  die  Ordnung  r(n^l)-f  m  hat  und  den  Namen  ^adjun- 
girte  Polarfläche^  (superficie  polare  congiunta)  von  A  in  Bezug 
auf  C  und  F  trägt  (m.  s.  Rendiconto  deir  Accademia  di  Napoli 
1888).  Auf  den  letzten  Seiten  der  besprochenen  Arbeit  be- 
schäftigt  sich   der  Verf.  mit  dem  besonderen  Falle  r  =  m  =  I. 

J.  KoPLER.     Die  Axiome  der  Geometrie  und  die   Lehre 

vom    Räume.      Brixen.  lös. 
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N.  J.  LoBATsCHBFPSKY.  CoUcction  de  ses  oeuvre«  g6o- 
mötriques.  Tome  II:  Ouvrages  en  langues  fran^aise 
et  allemande.     Kasan. 


Capitel  2. 

Continuitätsbetrachtungen  (Analysis  situs, 

Topologie). 

W.  Dtck.     Beiträge  zur    Anaijsis  situs   II.       Math.  add. 

XXXVII.  273-316. 

Die   auf  die   Charakteristiken    geometrischer   Mannigfaltig- 
keiten beztlglichen  Untersuchungen,  aber  welche  zuletzt  im  Jahr- 
gang 1888  dieses  Jahrbuchs  berichtet  wurde,  werden  hier  auf  Man- 
nigfaltigkeiten von  n  Dimensionen  ausgedehnt.     Auch  hier  wird 
zunächst  trotz  der  notwendigen   analytischen  Formulirung  eine 
geometrische  Betrachtungsweise  gewählt,  während  weiterhin  durch 
die   analog   wie  früher  erfolgende  ZurückfQhrung  der  charakte- 
ristischen Zahlen  auf  Kronecker'sche  Punktcharaktere  auch  die 
analytische  Seite  der  Frage  zu  ihrem  Rechte  kommt.    Von  den 
drei  Abschnitten  der  Arbeit  behandelt  der  erste  die  Umformung 
und  Abzahlung  der  Elementar- Mannigfaltigkeiten  nebst  Definition 
der  charakteristischen  Zahlen.    Erläutert  werden  die  Abzahlungen 
an  den  sphärischen  und  projectiven,   sowie   an   einer  besonders 
wichtigen  Klasse  von  Mannigfaltigkeiten  vierten  Grades.  —  Im 
zweiten  Abschnitt   erfolgt   die  Zurflckführung   der  Abzahlungen 
auf  Kronecker'sche  Charakteristiken,   unter  Voraussetzung   ein- 
facher continuirlicher  Entstehungs-  und  Umformungsprocesse  der 
Gebilde,   mit  Hülfe   der  singulären    Stellen.     In    Ermangelung 
kanonischer  Formen   für   die   mehrdimensionalen   verschiedenen 
Mannigfaltigkeiten  liefert  jene  Zurückfahrung  bis  jetzt  den  ein- 
zig'en    Beweis   für    die    Unabhängigkeit    der    charakteristischen 
Zahlen  von  der  Entstehungsweise  dieser  Gebilde.  —  Der  dritte 
Abschnitt  ist   den   quadratischen   Mannigfaltigkeiten    gewidmet, 
f&r   welche  die  Bestimmung  der  Charakteristik  besonders  einfach 

35* 
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ausfällt     AuBblicke  auf  die  Fortsetzung^  dieser  Untersuchungen 
sind  dem  zweiten  Abschnitt  angefügt.  Schg. 


E.  BoRTOLOTTi.     Alcune   osservazioni    sulla  definizione 

di  COnnessione.      Bologna  Rend.  1889-90.  ia2-l&5. 

Nach  einer  kurzen  Erwibnmng  der  Siteren  topologischen 
Untersuchungen,  insbesondere  der  Euler'schen  Studien  über 
Polyeder,  geht  der  Verfasser  auf  die  Besprechung  der  Arbeiten 
von  Riemann  (Inauguraldissertation  und  Theorie  der  AbeFschen 
Functionen)  und  von  Listing  (Der  Census  räumlicher  Gomplexe 
oder  Verallgemeinerung  der  Euler'schen  Sätze  von  den  Polyedern, 
Gott.  Abb.  X,  1861)  Qber  den  Zusammenhang  der  Flächen  ein. 
Darauf  bemerkt  er,  dass  eine  schärfere  Charakterisirung  der 
Flächen  durch  Angabe  ihrer  „Art*  („specie**)  erhalten  wird;  die 
Art  wird  durch  ein  Zahlenpaar  [m,  n]  dargestellt,  d.  i.  durch 
die  Anzahl  m  der  geschlossenen  Linien,  weiche  man  auf  der 
Fläche  ziehen  kann,  ohne  dieselbe  zu  zerstückeln,  und  dnrcb  die 
Anzahl  n  der  Sttlcke,  aus  welchen  die  Begrenzung  der  Ftäche 
besteht.  Eine  Fläche  von  der  Art  [m,  fi]  ist  Xm-fn)-fach  zu- 
sammenhängend. Der  Begriff  der  Art  behält  seine  Bedeutung 
auch  f&r  solche  Flächen  bei,  welche  die  Anwendung  der  Rie- 
mann'schen  Theorie  des  Zusammenhanges  nicht  zulassen,  wie 
z.  B.  die  einseitigen  Flächen.  Vi. 


A.  ToNELLi.     Sulla  connessione  degli  spazi.    Ro«.  Aec.  L. 

fiend.  (4)  Vf,.  139.14'2. 

Ein  neuer  Beweis  des  Mgeadea  Satees:  Ist  ein  System  ron 
n  l-diBensi^naien  gesdilosseneB  Räumen  gtegeben,  welebe  «v«der 
fttr  sidi  B^ch  zusammengenommen  einen  linear  znsammenh&n^en- 
den  (/-|-l)-difnensionaien  Ravm  einsobli essen,  welche  aber  n- 
samnen  mit  jeden  nmdene«  l-dimenskwalen  gesehlossenen  Rawiaf 
die  vollständige  BegrenEung  eines  linear  znsammeidiftngendeB 
(f-|-l)-dimenBiomrlen  Raumes  bilden,  ist  ferner  ein  anderes  System 
von  m  l-dimensionalen  gesohlossenen  Räumen  gegeben,  welelieB 
dieselbe  fiigenscbaA  l^sitzt,  so  ist  Jt  =  m.  Vi. 
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A.  Bravais.  Abhandlungen  über  symmetrische  Polyeder 
(1849).  Uebersetzt  nnd  in  Gemeinschaft  mit  P.  Groth 
herausgegeben    von    C.    und    E.    Blasius    (Ostwald's 

Klassiker    17).    Leipzig.  W.  EDgelmann.  50  8.  8<>.  Mit  1  Taf. 

Enthält  die  Uebersetzung  der  Abhandlungen:  „Note  sur  las 
polyedres  symätriques  de  la  gäom^trie^  und  ^M^moire  sur  les 
polyedres  de  forme  sym^trique".  Zu  Grunde  gelegt  ist  die  unter 
dem  Titel  £tudes  cristallographiques  1866  in  Paris  erschienene 
Ausgabe  von  Bravais'  krystallographischen  Schriften. 

In  der  kurz  gehaltenen  historischen  Anmerkung  wäre  jeden- 
falls darauf  hinzuweisen  gewesen,  dass  Bravais  die  Aufgabe, 
alle  Überhaupt  möglichen  Typen  von  symmetrischen  Polyedern 
aufzustellen,  nicht  erschöpfend  gelöst  hat  Sfs. 


G.  Rbinhardt.     Einleitung  in  die  Theorie  der  Polyeder. 

Pr.  FärsteDSchule  St.  Afra.  Meissen. 

Die  Arbeit  giebt  zum  ersten  Mal  einige  allgemeinere  Kri- 
terien daf&r,  wann  ein  Polyeder  zu  der  von  Höbius  aufgedeckten 
Klasse  der  „einseitigen*'  Polyeder  gehört.  Die  Resultate  knüpfen 
sich  im  wesentlichen  an  solche  Gebilde  an,  die  sich  aus  den 
Polyederkanten  zusammensetzen  lassen. 

Solcher  Gebilde  werden  dreierlei  betrachtet.  Zu  den  von 
Möbius  eingefflhrten  beiden  Arten  von  Kantencyklen,  welche  die 
auf  einander  folgenden  Kanten  einer  Fläche  oder  Ecke  darstellen, 
f&gt  der  Verfasser  eine  dritte  ihm  eigentümliche  Cyklengattung. 
Sie  wird  von  solchen  Kanten  gebildet,  von  denen  je  zwei  be- 
nachbarte derselben  Fläche  angehören,  aber  drei  auf  einander 
folgende  weder  derselben  Fläche  noch  derselben  Ecke.  Diese 
Cyklen  werden  Kantenperioden  genannt,  sie  stellen  räumliche 
Polygone  dar.  Man  kann  ihnen  natürlich  auch  Flächenperioden 
und  Eckenperioden  zur  Seite  stellen.  Es  wird  gezeigt,  wie  man, 
w^enn  die  Kantencyklen  der  einen  Art  gegeben  sind,  diejenigen, 
welche  den  anderen  beiden  Arten  entsprechen,  in  bestimmter 
Weise  ableiten  kann. 
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In  den  Eantencyklen,  welche  die  Ecken,  Flächen  und  Kanten- 
Perioden  darstellen,   kommt  jede  Kante  zweimal  vor;  je   nach- 
dem die  Kante  beidemal  in  verschiedener  Richtung  oder  in  glei- 
cher Richtung  durchlaufen  wird,  unterscheidet  der  Verfasser  im 
Anschluss   an  Möbius   zwischen  Kanten   erster  und  zweiter  Art. 
Diese  Unterscheidung   trifft   zwar   keine   bleibende   Eigenschaft 
jeder  einzelnen  Kante,  da  man  in  jedem  Kantencyklus  die  Reihen- 
folge umdrehen  kann-,  es   giebt   aber   einige  Sätze   allgemeiner 
Art   über   diese  Kantenarten,   die   fttr  jede  Festsetzung   gelten. 
Die  einfachsten  sind,  dass  von  jeder  Ecke  keine  oder  eine  gerade 
Zahl  von  Kanten  zweiter  Art  ausgeht,  und  dass  sämtliche  Kanten 
zweiter  Art  in  einen  oder  mehrere  geschlossene  Linienzflge  zer- 
fallen.   Besonders  wichtig  ist,   dass   sich  die  Kantenunterschei- 
dung auch  zur  Trennung  der  Polyeder  benutzen  lässt.    Bei  einem 
zweiseitigen    Polyeder    lassen    sich   nämlich   die  Kantencyklen, 
welche  die  Flächen  und  Ecken  darstellen,   immer  so  schreiben, 
dass   sie   keine  Kanten   zweiter  Art   enthalten,   bei    einem   ein- 
seitigen Polyeder  dagegen  treten  mindestens  drei  Kanten  zwei- 
ter Art  auf. 

Ein  weiteres  Unterscheidungsmerkmal  bilden  die  Kanten- 
perioden. Jede  Kantenperiode  enthält  mindestens  vier  Kanten. 
Ordnen  sich  alle  k  Kanten  in  dieselbe  Periode,  so  besteht  sie 
aus  2k  Gliedern.  Die  Zahl  der  Glieder  einer  Kantenperiode 
kann  auch  ungerade  sein;  solche  Kantenperioden  müssen  offen- 
bar in  gerader  Zahl  auftreten.  Polyeder,  die  Kantenperioden 
von  ungerader  Gliederzahl  enthalten,  sind  stets  einseitig.  Be- 
sitzt das  Polyeder  nur  eine  Kantenperiode,  so  ist  es  zweiseitig 
oder  einseitig,  je  nachdem  die  geradstelligen  (resp.  ungerad- 
stelligen)  Glieder  der  Kantenperiode  sämtlich  verschieden  sind, 
oder  nicht.  Besitzt  das  Polyeder  endlich  mehrere  Kantenperioden 
von  gerader  Gliederzahl,  so  ist  es  zweiseitig,  wenn  die  Kanten- 
perioden so  geschrieben  werden  können,  dass  ihre  geradstelligen 
Glieder  sämtlich  verschieden  sind;  wenn  nicht,  so  ist  es  ein- 
seitig. Sfs. 
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E.  DE  JoNQUi:kBES.     Note  aur  un  point  fondamental  de  la 
th^orie  des  polyfedres.     c.  B.  ox.  110-115. 

Beweis,  dass  der  Euler'sche  Polyedersatz  e+/'  =  Ä-f2  für 
jedes  Polyeder  gilt,  welches  sich  durch  successives  Wegnehmen 
von  Tetraedern  mit  ununterbrochenem  Flächenzusammenhang 
auflösen  lässt.  Ringflächen,  wie  sie  z.  B.  derjenige  Körper  zeigt, 
der  durch  Aufsetzen  einer  kleinen  fOnfseitigen  Pyramide  auf 
eine  WOrfelfläche  entsteht,  brauchen  dabei  nicht,  wie  der  Verf. 
meint,  in  mehrere  Polygone  zerlegt  zu  werden;  vielmehr  genügt 
es  zur  Gültigkeit  des  Satzes,  eine  solche  zweifach  zusammen- 
hängende Fläche  durch  einen  beliebigen  Schnitt  von  Ecke  zu 
Ecke,  der  als  Kante  zählt,  in  eine  -einfach  zusammenhängende 
zu  verwandeln.  Die  wechselnden  Ansichten  über  den  Geltungs- 
bereich des  Satzes  werden  der  Reihe  nach  vorgeführt  und  be- 
leuchtet. Schg. 

R.  Perrin.     8ar  une  gÖD^ralisation  du  th^or^me  d'Euler 
relatif  aux  polyfedres.    C.  R.  CX.  273-275. 

Ausdehnung  der  Euler'schen  Polyederformel  auf  polyedrale 
Körper  von  beliebigem  Zusammenhang.  Bezeichnet  man  als 
„Index^  einer  p-fach  zusammenhängenden  Fläche  die  Zahl  2 — p, 
resp.  3— p,  je  nachdem  es  sich  um  eine  ebene  oder  eine  ge- 
schlossene Fläche  handelt,  so  lautet  die  allgemeine  Formel 

Si+S  ==  A+2J, 

und  zwar  bedeuten  S  die  Zahl  der  Ecken,  A  die  Zahl  der  Kan- 
ten, J,,  J,,  ...  die  Indices  der  verschiedenen  den  Körper  be- 
grenzenden Oberflächen,  i^  «3,  ...  die  Indices  der  einzelnen 
Grenzflächen. 

Für  ein  einfaches  Euler'sches  Polyeder  ist  2%  gleich  der 
Zahl  der  Flächen  und  2J  gleich  zwei. 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  eine  Formel,  die  der  Verfasser 
in  einer  im  Jahre  1882  erschienenen  Arbeit  über  die  Theorie 
der  „Aspecte"'  aufgestellt  hat  (F.  d.  M.  XIV.  152).  Sfs. 
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V.  Ebbbhard.     Bin  Satz  ans  der  Topologie.     Math.  Ado. 

XXXVI.  121-133. 

Die  Arbeit  enthält  die  VerallgemeineruDg  der  von  Steiner, 
Guler,  Oauchy,  Listing  aufgestellten  Sätze  Aber  polyedrale  Raum- 
teilungen auf  Mannigfaltigkeiten  höherer  Ordnung. 

Es  seien  zunächst  n  in  allgemeiner  Lage  vorausgesetzte 
liüeare  Mannigfaltigkeiten  (p — 1)'^'  Dimension  gegeben 

fi(x)  =  a<i»j-f  aoaj,+ ]-aipXp+Ci  =  0, 

und  es  sei  q>k  die  Zahl  der  durch  sie  bestimmten  Teilgebiete 
h^r  Dimension,  d.  h.  die  Zahl  derjenigen  Teilgebiete  des  p-dimen- 
sionalen  Baumes,  deren  Elemente  x  in  genau  je  p^h  Mannig- 
faltigkeiten fi{x)  =  0  liegen,  so  hat  fQr  jedes  System  solcher  n 
Mannigfaltigkeiten  der  Ausdruck 

VfVp-i+Vp-^  —  •••  ±% 
einen  von  p  und  n  unabhängigen  invarianten  Zahlenwert,  näm- 
lich den  Wert  1.  Dieser  Satz  enthält  die  Erweiterung  der 
Gauchy-Listing'schen  Formeln.  Beschränkt  man  sich  auf  ein 
solches  Teilgebiet,  welches  das  p-dimensiotiale  Analogoti  eines 
einfachen  Polyeders  darstellt,  so  ergiebt  sich  die  Verallgemeine- 
rung der  Euler'schen  Formel;  in  einem  beliebigen  durch  n  lineare 
Mannigfaltigkeiten  bestimmten  p-dimensionalen  Polyeder  ergiebt 
die  Zahl  der  Grenzgebiete  unpaarer  Dimension,  vermindert  nm 
die  Zahl  der  Grenzgebiete  paarer  Dimension  den  Wert  0  oder 
2,  je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist.  Ferner  erweist  sich 
für  solche  Polyeder  auch  die  Zahl  der  Grenzgebiete  -h^^  Dimen- 
sion von  der  Lage  der  begrenzenden  Mannigfaltigkeiten  unab- 
hängig, also  constant  fttr  alle  durch  n  (p— l)-dimensionaIe  Man- 
nigfaltigkeiten begrenzte  Polyeder.  Im  besondern  folgt,  dass 
ein  von  n  Ebenen  in  allgemeiner  Lage  begrenztes  Polyeder 
3n— 6  Kanten  und  2n— 4  Ecken  besitzt. 

Der  erstö  der  genannten  Sätze  kann  auf  beliebige  Mannig- 
faltigkeiten ausgedehnt  werden.  Es  fragt  sich  nur,  wie  man 
die  Teilgebiete  richtig  zu  definiren  bat.  Zu  diesem  Zweck  nimmt 
man  einen  Punkt  a  beliebig,  im  übrigen  aber  fest  an,  und  fasst, 
wenn  x  irgend  ein  Punkt  ist,  die  Strecke 
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ins  Auge«  Je  nachdem  dieselbe  der  Mannigfaltigkeit  fi{x)  =  0 
in  einer  geraden  oder  ungeraden  Zahl  yon  Punkten  begegnet, 
hat  man  den  Punkt  m  auf  derselben  Seite  von  fi(x)  r=  0  liegend 
anzunehmen,  wie  a,  oder  nicht.  Hierdurch  sind  fnr  jede  Mannig- 
faltigkeit zwei  terschiedene  Seiten  definirt.  FQr  jeden  Punkt  x 
können  daher  in  Bezug  auf  jede  Mannigfaltigkeit  p  ihm  eigen* 
tttmliehe  Vorzeichen  «j,  €„  ...,  Cp  angegeben  werden,  und  jeder 
Vorzeichencombination  entspricht  ein  Teilgebiet.  Zu  beachten 
ist,  dass  die  Teilgebiete  aus  getrennten  Bestandteilen  bestehen 
können. 

Die  aus  getrennten  Teilen  bestehenden  Teilgebiete  kommen 
fBr  den  verallgemeinerten  Satz  in  Betracht.  Er  lautet  folgender- 
massen:  Wetden  die  n  Mannigfaltigkeiten  in  eine  bestimmte 
Reihe  f„  f„  .«.,  fn  gebracht,  wird  ferner  in  dem  System  der  n—k 
Mannigfaltigkeiten  fk^u..>)fn  die  Anzahl  XM-^k  derjenigen  mehr- 
teiligen A  -  dimensionalen  Teilgebiete  bestimmt,  von  deren  ge- 
trennten Bestandteilen  ein  Teil  ganz  innerhalb,  ein  Teil  ganz 
ausserhalb  /a  «  0  liegt,  und  wird  die  Grösse 

gesetzt,  so  hat  die  Summe 

einen  Ton  der  ursprttngliehen  Anordnung  der  n  Mannigfaltigkeiten 
unabhängigen  Betrag,  nämlich  den  Wert 

Der  Satz  bleibt  übrigens  auch  bei  specieller  Lage  der  Mannig- 
faltigkeiten gflltig,  ebenso  der  analoge  Satz  ttber  lineare  Mannig- 
faltigkeiten. 

Die  Beweise  stützen  sich  meist  auf  den  Schluss  von  n  auf 
fi+1.  Sfs. 

V.  Eberhard.  Eine  Klassification  der  allgemeinen  Ebenen- 
systeme.    J.  für  Math.  GVL  89-120. 

Die  von  Steiner  aufgeworfene  Frage  nach  der  durch  n  be* 
liebige  Ebenen  bewirkten  Teilung  des  Raumes  nimmt  der  Ver- 
fasser nach  der  Richtung  wieder  auf,  dass  er  insbesondere  die 
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Structur  des  bezüglichen  yollständigen  tt- Flachs  ins  Auge  fasst. 
Werden  die  einfachsten  Teilkörper  als  Primärkörper  bezeichnet, 
so  handelt  es  sich  in  der  Hauptsache  darum,  ein  System  wohl 
definirter  Primkörper  aufzustellen,  welches  ein  das  n- Flach  be- 
stimmendes Fundamentalsystem  repräsentirt.  Dabei  ist  zu  be- 
merken, dass  im  Gegensatz  zu  Steiner  und  im  Einklang  mit 
der  projectiven  Vorstellungsart  auch  Zusammenhang  durch  das 
Unendliche  zugelassen  wird. 

Zu  jedem  Primärkörper  sind  dreierlei  Arten  anderer  Primär- 
körper benachbart;  sie  haben  mit  ihm  entweder  eine  Fläche  oder 
eine  Kante  oder  eine  Ecke  gemein  und  werden  resp.  Seiten- 
körper, Eantenkörper,  Scheitelkörper  genannt  Ihre  Zahl  beträgt, 
wenn  der  Ausgangskörper  ein  m-FIach  ist,  resp.  m,  2m--4,  Sin— 6. 
An  diese  Begriffsbestimmungen  knüpft  der  Verfasser  zunächst 
folgende  Frage:  Umfasst  das  System  der  unmittelbaren  und 
mittelbaren  Seitenkörper,  der  Eantenkörper  oder  der  Scheitel- 
körper eines  Primärkörpers  die  Gesamtheit  aller  Primärkörper 
des  n- Flachs  oder  nur  einen  Teil  derselben?  Dabei  ist  evident, 
dass  die  erste  Frage  zu  bejahen  ist. 

Für  die  Beantwortung  der  anderen  beiden  Fragen  ist  es 
zweckmässig,  zunächst  die  analoge  Untersuchung  in  der  Ebene 
durchzuführen,  d.  h.  also  das  durch  n  beliebige  Geraden  be- 
stimmte vollständige  it-Seit  ins  Auge  zu  fassen.  Für  jedes  der- 
artige n-Seit  bildet  die  Gesamtheit  der  Primärflächen  bei  unge- 
radem n  ein  einziges  System  von  Scheitelflächen,  bei  geradem  n 
dagegen  zerfällt  es  in  zwei  einander  ausschliessende  Systeme 
von  Scbeitelflächen  mit  irgend  zwei  eigentlichen  Seitenflächen 
als  Grundflächen.  Die  vollständigen  n- Seite  sondern  sich  also 
in  solche  gerader  und  ungerader  Ordnung.  Die  demselben  Wert 
von  n  entsprechenden  n- Seite  werden  nach  ihrem  Charakter, 
d.  h.  nach  der  durch  sie  bewirkten  Zerlegung  der  Ebene  in  Ein- 
zelgebiete, unterschieden.  Von  Dreiseiten,  Vierseiten,  Fünfseiten 
giebt  es  nur  je  eine  Art.  Für  n^6  giebt  es  mehrere  Arten; 
sie  sind  durch  das  in  ihnen  enthaltene  System  von  Prim&rdrei- 
seiten  bestimmt,  von  denen  jedes  vollständige  n-Seit  mindestens 
n  besitzt.     Als  it- Seite  vom  einfachsten  Charakter  ergeben  sich 
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sogeoaiiDte  Normal-n-Seite;  sie  enthalteD  genau  n  Dreiseite  und 
ausserdem  noch  —^ —  Vierseite. 

Fflr  das  System  der  Eantenkörper  eines  allgemeinen  n-FIachs 
gilt  ein  analoger  Satz  wie  für  die  Scheitelkörper  des  n-Seits; 
sie  bilden,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist,  ein  einziges 
oder  zwei  verschiedene  Systeme.  Nicht  so  einfach  lauten  die 
Sätze  Aber  die  Scheitelkörper.  Ist  n  zunächst  gerade,  so  umfasst 
das  vollständige  System  der  Scheitelkörper  alle  Primärkörper, 
und  zwar  bildet  der  Grundkörper  mit  den  Scheitelkörpern  ge- 
rader Stellenzahl  das  eine  System  von  Eantenkörpern,  während 
das  andere  aus  den  Scheitelkörpern  ungerader  Stellenzahl  besteht. 
Ist  n  ungerade,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob  es  mindestens  eine 
unter  den  n  Ebenen  giebt  von  der  Art,  dass  die  übrigen  it—l 
Ebenen  in  ihr  ein  (n— 1)-Seit  bestimmen,  in  welchem  jedes  der 
beiden  Systeme  von  Scheitelflächen  Flächen  ungerader  Ordnung 
enthält  oder  nicht.  Im  ersten  Fall  bilden  die  sämtlichen  Primär- 
körper ein  einziges  System  von  Scheitelkörpern.  Im  zweiten 
Fall  dagegeui  wenn  also  in  jeder  Ebene  das  durch  die  anderen 
n—1  Ebenen  erzeugte  vollständige  n-Seit  von  der  Art  ist,  dass 
das  eine  System  von  Scheitelflächen  alle  Flächen  ungerader 
Ordnung,  das  andere  nur  Flächen  gerader  Ordnung  enthält,  be- 
steht die  Gesamtheit  aller  Primärkörper  aus  zwei  sich  ausschlies- 
senden  Systemen  von  Scheitelkörpern,  und  zwar  so,  dass  in 
jedem  beliebigen  Durchschnittspunkte  dreier  Ebenen  ein  Eörper- 
paar  des  ersten  Systems  und  drei  Eörperpaare  des  zweiten 
Systems  zusammenstossen.  Die  bezüglichen  Ebenensysteme  wer- 
den als  solche  erster  und  zweiter  Species  bezeichnet 

Was  die  Structur  der  n- Flache  betrifft,  so  sind  wiederum 
drei  vorhanden,  die  invarianten  Charakter  besitzen,  nämlich  das 
Vierflach,  das  Fünfflach  und  das  Sechsflach.  Ist  ii>6,  so 
treten  je  nach  der  Lage  der  n  Ebenen  n- Flache  verschiedenen 
Charakters  auf.  Für  sie  folgt,  analog  zu  den  Eigenschaften  der 
n-Seite,  dass  das  System  ihrer  Primärvierflache  für  ihren  Cha- 
rakter entscheidend  ist,  und  zwar  enthält  jedes  n-Flach  minde- 
stens n  solcher  Vierflache.     Hiermit  ist  die  Anfangs  aufgewor- 
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fene  Frage  beantwortet.  Im  besonderen  Iftsst  sich  wieder  die 
Existenz  von  gewissen  Normal -n- Flachen  beweisen,  die  genau 
n  Primärvierflache  enthalten.  Das  vollständige  Normal -n- Flach 
ungerader  Ordnung  ist  ein  Bbenensystem  zweiter  Species  in  dem 
oben  genannten  Sinn,  und  zwar  gehören  alle  seine  n  Primär- 
vierflache zu  einem  und  demselben  System  von  Scheitelkörpem. 

Sfs. 


E.  Hess.  Beiträge  zur  Theorie  der  räumlichen  Con- 
figurationen.  Ueber  die  Klein'sche  Configuration 
(60,5,  ^^e)  ^"^  einige  bemerkenswerte  aus  dieser  ab- 
leitbare räumliche  Configurationen.    Nova  Acta  Leop.-Ga- 

rol.  Akad.  LV.  97-167. 

Die  Arbeit  enthält  eine  eingehende  Erörterung  der  zahl- 
reichen Configurationsgebilde,  die  aus  den  bekannten  sechs 
Klein'schen  Fundamentalcomplexen  abgeleitet  werden  können. 
Es  gelingt  dem  Verfasser,  den  von  Klein  und  Veronese  gefun- 
denen Resultaten  einige  neue  Theoreme  hinzuzufügen. 

Den  Ausgangspunkt  bildet,  wie  bei  Veronese,  ein  System 
conjugirter  desmischer  Tetraeder,  das  reell  vorausgesetzt  wird. 
Construirt  man  auf  jeder  der  18  gemeinsamen  Tetraederkanten 
dasjenige  Punktepaar,  das  zu  den  beiden  auf  dieser  Kante  liegen- 
den Punktepaaren  harmonisch  liegt,  so  bestimmen  bekanntlich 
diese  18  Punktepaare  die  neun  imaginären  Tetraeder,  die  mit 
den  ursprünglichen  sechs  Tetraedern  die  15  Fundamentaltetraeder 
der  Configuration  darstellen.  Die  Ecken,  Flächen  und  Kanten 
dieser  Tetraeder  bilden  die  Configuration  ßO^^,  30«.  Von  den 
mit  ihnen  zusammenhängenden  Oebilden  werden  die  beiden  von 
Klein  nachgewiesenen  Gruppen  von  resp.  320  und  360  Geraden 
besonders  in  Betracht  gezogen-,  nämlich  eine  Gruppe  von  320 
Geraden  f,  deren  jede  drei  Tetraederecken  enthält  und  in  drei 
Tetraederebenen  liegt,  und  eine  Gruppe  von  360  Geraden  9,  die 
sämtlich  durch  je  zwei  Tetraederecken  laufen  und  in  zwei 
Tetraederebenen  enthalten  sind. 

Bei    der    Betrachtung    der   Kummer'scben    Configuration   K 
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gebt  der  Wertamer  über  die  bisher  gel&ufigen  GeBiebtopunkte 
hiaaufi,  indem  er  eine  aus  der  Configuration  ableitbare  Gruppe 
YOB  240  neuea  Punkten  und  Ebenen  in  den  Kreis  der  Unter- 
suehung  eiefal.  Die  in  jeder  der  16  Configurationsebesen  liegen- 
den seehs  Punkte  bestimmen  nftmlich  15  Verbindungsgeraden, 
die  sich  ihrerseits  —  ausser  in  den  aeehs  Punkten  —  noch  in 
45  anderen  Punkten  zu  je  zweien  schneiden ;  und  jeder  dieser 
Punkte  ist  Schnitt  von  dreien  der  16  Configurationsebenen. 
Ebeaso  ergeben  sieh  dureh  jeden  Configurationspunkt  45  neue 
Configarationsebenen,  deren  jede  drei  Gonfigurationspunkte  ent- 
hält Die  80  bestimmten  240  Punkte  und  Ebenen  zerfallen  nun 
ihrerseits  in  15  Gnq)pen  von  je  16  Punkten  und  Ebenen,  deren 
jede  eine  Kummer'sche  Configuration  K*  darstellt.  Jede  dieser 
Gonfigurationen  ist  einem  der  15  Fundamentaltetraeder  zuge- 
ordnet und  bildet  mit  der  ursprünglichen  Kummer'schen  Confi- 
guration eine  Configuration  32,,  24^.  Die  Gesamtheit  der  240 
Punkte  and  Ebenen  bildet  eine  Configuration  240ig,  120^,  und 
zwar  sind  die  120  Geraden  mit  den  120  Configurationsgeraden 
der  ursprüngliehen  Configuration  identisch. 

Es  folgt  eine  genauere  Betrachtung  derjenigen  speciellen 
CaaSguralion,  bd  der  die  Kummer'scbe  Fläche  ein  sogenanntes 
Tetraedroid  ist.  Ihr  Eennzeicben  ist,  dass  jede  Coafigurations- 
ebene  durob  eine  Ecke  eines  Fundamentaltetraeders  gebt,  und 
zwar  laufen  die  16  Ebenen  zu  je  vieren  durch  die  vier  Ecken 
eines  und  desselben  Tetraeders.  Die  Ecken  und  Flächen  dieses 
TetraedefB  sind  die  zu  je  vieren  zusammenfallenden  Punkte  und 
Ebeaen  eiaer  der  15  obengenannten  Configurationen  K'.  Dieser 
Speeial&U  kann  nach  Klein  auch  so  definirt  werden,  dass  in 
der  ursprüngUchen  Kummer'schen  Configuration  K  die  in  jeder 
Ebene  liegenden  sechs  Punkte  zugleich  ein  Pascal'scbes  und 
Brianchon'sches  Sechseck  bilden,  und  zwar  ist  der  Brianchon'- 
scbe  Pttokt  der  bezügliche  Tetraedereckpunkt  Weitere  Special- 
f&lle  ergeben  sieh,  wenn  dieses  Sechseck  auf  mehr  als  eine  Art 
zagleich  eiM  Briancbon'sches  Sechseck  darstellt.  E»  kann  ein 
zweifach,  dreilaoh,  vierfach  und  sechsfach  Brianchon'sches  Sechs- 
eck sein;  es  reduciren  sich  alsdann  resp.  zwei,  drei,  vier,  sechs 
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der  Coofiguration  ÜT'  auf  je  eines  der  15  Fundamentaltetraeder. 
Hieran  schlieest  sich  noch  die  Betrachtung  zweier  degenerirten 
Eummer'schen  Gonfigurationen.  Die  erste  entspricht  dem  Fall, 
dass  eine  der  Gonfigurationsebenen  durch  eine  der  30  Directrix- 
geraden  der  Gonfiguration  K  hindurchgeht;  alsdann  artet  die 
Kummer'sche  Fläche  bekanntlich  in  eine  Linienfläche  aus,  und 
die  Gonfiguration  reducirt  sich  auf  die  Figur  8^,  2^.  Die  zweite 
degenerirte  Gonfiguration  ist  eine  Gonfiguration  16,,  8^;  sie  ent- 
steht, wenn  die  Gonfigurationspunkte  in  eine  der  10  Fundamental- 
flachen  fallen,  die  Kummer'sche  Fläche  also  in  die  doppelt- 
zählende Fundamentalfläche  ausartet. 

Mit   den   eben   genannten   speciellen   Gonfigurationen   steht 
eine  Reihe  bisher  unbekannter  Gonfigurationen   in  enger  Bezie- 
hung,  die  sich  aus  den  oben  genannten  Nebengebilden  der  all- 
gemeinen Elein'schen  Gonfiguration,    nämlich  den  320  Geraden 
f  und  den  360  Geraden  g  zusammensetzen.    Von  den  Geraden  f 
liegen  in  jeder  Gonfigurationsebene  je  16.     Durch  jeden  der  12 
Gonfigurationspunkte  dieser  Ebene  gehen  je  yier;  sie  schneiden 
sich  ausserdem    zu  je   zweien  in  48  Punkten,    von  denen  jede 
Gerade  je  sechs  enthält,  und  jeder  dieser  Punkte  ist  Schnitt  tob 
je  sechs  Gonfigurationsebenen.     Die  Gesamtheit  dieser  480  Punkte 
bildet  eine  Gonfiguration  480,,  320,^;  sie  zerfällt  in  15  Gruppen 
von  2.16  Punkten,  deren  jede  eine  tetraedroidische  Gonfiguration 
K  mit  sechsfach  Brianchon'schem  Dreieck  bildet    Von  den  360 
Geraden  g  liegen  in  jeder  Ebene  12;  sie  bestimmen  ausser  den 
Gonfigurationspunkten  noch  64  weitere  Punkte,  durch  welche  je 
vier  Gonfigurationsebenen    hindurchlaufen.      Die   so   bestimmten 
960  Punkte  bilden  eine  Gonfiguration  960,,,  360g ;   sie  zerfallen 
in  10  Gruppen  von  je  96  Punkten,    die   wieder   sechs  Systeme 
tetraedroidischer  Gonfigurationen  K  mit  vierfach  Brianchon'scheiD 
Sechseck  darstellen. 

Zum  Schlüsse  werden  diejenigen  Raumfiguren  erörtert,  die 
von  den  in  die  Fundamentalflächen  fallenden  Punkten,  den  aaf 
ihnen  liegenden  Geraden,  rcsp.  den  eventuellen  Berührungsebenen 
abgeleitet  werden  können.  Auch  fllr  sie  ergeben  sich  einige 
bisher  unbekannte  Eigenschaften.  Sfs. 
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H.  Maschke.      üeber    eine    merkwürdige  Configuration 
gerader  Linien  im  Räume.     Math.  Add.  xxxvi.  190-215. 

Genügen    die    sieben    Grössen    x^j  a;,,  ...,  x^    den    beiden 
Gleichungen 

2xi  =  0    und    2x?  =  0, 

so  können  sie  nach  Herrn  Klein  als  überzählige  Liniencoordinaten 
betrachtet  werden.  Eine  lineare  Gleichung  SoiXi  =.  0  definirt 
einen  linearen  Gomplex;  im  besondern  kann  man  auch  hier  je 
Xq  =  0,  o;,  =  0,  . . .  als  die  sieben  Fundamentalcomplexe  auf- 
fassen. 

Unterwirft  man  die  sieben  Coordinaten  Xi  irgend  einer  Per- 
mutation,  so  geht  aus  einer  Geraden  im  allgemeinen  eine  neue 
Gerade  hervor.  Aus  einer  beliebigen  Geraden  entsteht  so  durch 
die  7!  Permutationen  eine  Configuration  von  7!  Geraden,  die  bei 
allen  71  Permutationen  in  sich  übergeht;  und  zwar  bedeutet 
jede  gerade  Vertauschung  der  Xi  eine  Collineation,  jede  ungerade 
dagegen  eine  dualistische  Transformation  des  Raumes. 

Der  Verfasser  untersucht  im  besondern  eine  specielle  Con- 
figuration, und  zwar  diejenige,  bei  welcher  jede  Gerade  von 
möglichst  vielen  anderen  Geraden  geschnitten  wird.  Analytisch 
ist  sie  so  definirt,  dass  für  jede  ihrer  Geraden  zweimal  drei 
Coordinaten  einander  gleich  werden;  abgesehen  von  einem  Pro- 
portionalitätsfactor,  haben  die  Coordinaten  die  Werte 

3,    A,  A,  2,    //,  ^,  fi, 
wo  l  und  fi  Wurzeln  der  Gleichung 

a'+a4-2  =  0 
bedeuten.  Die  Zahl  dieser  Geraden  beträgt  140;  jede  von  ihnen 
wird  von  36  anderen  Geraden  geschnitten.  Ausserdem  giebt 
es  120  Configurationspunktc  und  Configurationsebenen;  in  jeder 
Ebene  sind  21  Punkte  und  7  Gerade  enthalten,  und  durch  jeden 
Punkt  gehen  21  Ebenen  und  7  Gerade  hindurch.  Die  wichtig- 
ste Eigenschaft  der  Configuration  besteht  darin,  dass  sie  einen 
einfachen  Zusammenhang  mit  der  Gruppe  der  Jacobi'schen  Mo- 
dulargleichung  vom  achten  Grade  besitzt.  Die  120  Punkte  lassen 
sieb  nämlich  in  30  Octupel  von  je  acht  sondern,    und    die   acht 
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Punkte  jedes  Octupels  substituiren  sich  durch  diefislbe  Gruppe 
von  168  Substitutionen  in  einaQder,  die  in  der  Theorie  der  ge- 
nannten Modulargleichungen  auftritt  Sfs. 


J.  DE  Vries.  lieber  die  Gonfiguration,  welche  durch 
die  Aehnlichkeitspunkte  und  Aehnlichkeitsgeraden 
von  n  Kreisen  der  Ebene  gebildet  werden.    Schiomücb 

Z.  XXXV.  61-64. 

Auf  n  von  1  ausgehenden  Geraden  nehme  man  die  Punkte- 
paare It  und  (It)  willkürlich  an  und  bezeichne  mit  ik  und  (ik) 
die  Schnittpunkte  der  Geraden 

li,  lÄ;  (lt)(l*)  bez.  li(l*);  (l*)!*» 
so  sind  bei  passender  Wahl  der  Bezeichnungen  die  Punkte  ik 
die  äusseren,   die  Punkte  (ik)  die  inneren  Aehnlichkeitspunkte 
zweier  bestimmten  von  n  Kreisen.    Man  hat  so  die  Configuration 

"■  =  «2)...-„.  <Ö.) 
unabhängig  construirt,  welche  aus  den  AehnlicbkeitspuQkten  und 
Aehnlichkeitsaxen  eines  Systems  von  n  Kreisen  besteht,     lux  Ap- 
schluss   an    frühere    Entwickelungen   giebt   nun   Herr  V.    ohne 
Beweis  eine  Reihe  von  Eigenschaften  der  (t«.  E.  K. 


J.  DE  Vries.  Ovar  eene  groep  van  regelmatige  vlakke 
configuraties  en  eenige  daarmede  samenhangende 
vlakke  configuraties  van  punten   en   krommen.      Amat 

Versl.  en  Meded.  (3)  VII.  75-96. 

J.  DE  Vries.     Nieuwe  eigenschappen   der   harmonische 

configuratie  (243,184).     Amat.  Verel.  en  Meded.  (3)  VIL  177-191. 

J.  DE  Vries.     Cyclische  veelhoeken  op  vlakke  kubische 

krommen.      Amat  Veral.  en  Meded.  (3)  VII.  430-461. 

Diese  Abhandlungen  si&d  als  Fortsetswngen  früherer  Sludien 
des  Verfassers  über  die  ebenen  Configurationen  so  betraebten 
(siehe  F.  d.  M.  XXI.  1889.  538). 

Die   erste   handelt   von   einer   Gruppe    von    regebnftssigea 
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ebenen  Configurationen  und  einigen  damit  zusammenhängenden 
ebenen  Configurationen  von  Punkten  und  Curven.  Dabei  werden 
auch  die  sogenannten  Burmeister^schen  Gonstellationen  aufge- 
nommen. Ferner  werden  noch  mit  HQlfe  der  Projectionsmethode 
einige  zusammengesetzte  Configurationen  abgeleitet  vermittelst 
des  Schnittes  einer  K^  mit  einer  Curve  höheren  Grades. 

Die  zweite  Arbeit  behandelt  eingehender  eine  bestimmte 
Configuration  und  giebt  eine  Auseinandersetzung  ihrer  merk- 
würdigen Eigenschaften.  Zunächst  ist  hier  die  Rede  von  der 
Lage  der  Eckpunkte  auf  Kegelschnitten  und  biquadratisehen 
Curven. 

Die  dritte  Abhandlung  ist  anderer  Natur.  Es  handelt  sich 
hier  um  cyklische  Vielecke  auf  ebenen  kubischen  Curven,  und 
der  Verfasser  benutzt  dabei  die  von  Bobek  (Einleitung  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen)  entwickelten  Beziehungen 
in  0- Functionen  zwischen  den  homogenen  Coordinaten  der 
kubischen  Curve.  Bei  den  hier  behandelten  Polygonen  geht  jede 
Seite  durch  den  Tangentialpunkt  des  vorhergehenden  Eckpunktes, 
wobei  sich  ergiebt,  dass  die  Ecken  eines  solche^  cyklischen 
Polygons  bekannten  involutorischen  Gruppen  angehören.  Der 
zweite  Teil  der  Abhandlung  enthält  eine  Untersuchung  der 
cyklischen  Polygone,  fOr  welche  der  Tangentialpunkt  des  i^'° 
Eckpunkts  in  der  Geraden  liegt,  welche  den  (t-f  2)^  und  den 
(t-t-S)*^  Eckpunkt  verbindet.  Im  dritten  Teil  kommen  schliess- 
lich die  Fälle  in  Betracht,  wenn  der  Tangentialpunkt  auf  der 
gegenüberstehenden  Seite  oder  für  eine  gerade  Anzahl  Seiten 
auf  einer  der  beiden  gegenüberstehenden  Seiten  liegt. 

G. 


A.  ScHöNPLiBS.     Ueber  eine   specielle  Klasse  von  Con- 
figurationen   auf    den    elliptischen   Normalcurven  h^^ 

Ordnung.      Math.  Add.  XXXV.  527-540. 

Auf  einer  C,  giebt  es,  wie  der  Verfasser  gefunden  hat,  un- 
endlich viele  Configurationen,  bestehend  aus  Gyklen  von  Poly- 
gonen,   die   einander   gegenseitig  ein-  und  umbeschrieben  sind. 

Fortachr.  d.  Math.   XXII.   2.  36 
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Dieser  Satz  wird  hier  auf  elliptische  NormalcurTen  («+!)*•'  Ord- 
nung im  fi-dimensionalen  Räume  (/2»)  übertragen.  Die  Con- 
figuration  mn^\  besteht  aus  m  Räumen  (ff»~i)  und  m  Curren- 
punkten,  von  denen  jeder  in  (n-\-\)  Räumen  liegt,  während  in 
jedem  Räume  (n  +  1)  Punkte  liegen.  Verschwindet  die  Deter- 
minante des  Systems  linearer  Gleichungen,  von  welchen  diese 
Configurationen  abhängen,  so  reduciren  sich  dieselben  auf  Cyklen 
von  fi- dehnigen  (ft-|-l)* Ecken.  Schg. 


C.  N.  LiTTLE.      Alternate   ±   knots   of  order    11.     Edinb. 

Traos.  XXXVI.  25M.255. 

Auf  Veranlassung  des  Hrn.  Tait  hat  der  Verf.  es  unter- 
nommen, aus  Hrn.  Rirkman's  Polyeder- Abbildungen  die  abwech- 
selnden :\-  Knoten  von  elf  Kreuzungen  abzuleiten,  indem  er 
somit  für  die  Ordnung  11  leistete,  was  Hr.  Tait  für  die  Ordnungen 
8,  9,  10  ausgeführt  hatte.  Der  Verf.  findet  357  solcher  ±  Knoten 
mit  1595  Gestalten.  Eine  Gestalt  jeder  der  Arten  wird  auf  den 
beiden  beigegebenen  Tafeln  abgebildet,  d.  h.  die  Tafeln  weisen 
357  Gestalten  auf.  Cly.  (Lp.) 

P.  J.  Hb  AWOOD.     Map-colour  theorem.      Quart  j.    xxiv. 

332-338. 

Das  „Map-colour  theorem^  betrifft  die  den  Kartographen 
erfahrungsgemäss  geläufige  Thatsache,  dass  genau  vier  Farben 
hinreichend  und  notwendig  sind,  um  eine  Gebietseinteilung  einer 
Ebene  so  zu  färben,  dass  zwei  verschiedene  Gebiete,  die  in  einer 
Linie  an  einander  grenzen,  von  verschiedener  Farbe  sind. 

In  Bd.  H  S.  193  des  American  Journ.  (vergl.  auch  Baltzer; 
Leipz.  Ber.  1885,  F.  d.  M,  XVII.  518.  Red.)  hat  B.  Kempe  einen 
Beweis  des  Theorems  mitgeteilt,  der  sich  auf  folgende  Momente 
stutzt.  1)  In  jeder  mit  vier  Farben  hergestellten  Landkarte 
bilden  die  an  einander  grenzenden  Gebiete,  die  nur  zwei  Farben 
zeigen,  z.  B.  rot  und  grün,  eine  oder  mehrere  geschlossene 
Regionen.  Vertauscht  man  in  irgend  einer  dieser  Regionen  die 
Farben  grün  und  rot,  so  entspricht  die  neue  Färbung  der  Land- 
karte  noch    immer  den  Anforderungen  des  Satzes.     2)  Stossen 
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in  einem  Punkte  vier  oder  fünf  Gebiete  an  einander,  —  mehr 
als  fQnf  zusammenstossende  Gebiete  brauchen  nicht  berQck- 
sichtigt  zu  werden  — ,  so  kann  man  durch  die  eben  genannten 
Vertauschungsprocesse  eine  solche  Färbung  der  Landkarte  er- 
zielen, dass  in  diesen  Gebieten  nur  drei  verschiedene  Farben 
auftreten.  Bei  vier  zusammenstossenden  Gebieten  genügt  eine 
Vertauschung,  bei  fünf  dagegen  sind  in  manchen  Fällen  zwei 
nötig,  die  zugleich  vorgenommen  werden  müssen. 

Der  Verfasser  fflhrt  ein  Beispiel  an,  in  dem  das  Kempe'sche 
Verfahren  nicht  zum  Ziele  fQhrt.  Es  beruht  darauf,  dass  die 
gleichzeitige  Ausfhhrung  von  zwei  Farbenvertauschungen,  von 
denen  jede  einzeln  fbr  sich  zulässig  ist,  nicht  immer  möglich  zu 
sein  braucht 

Eis  wird  dann  weiter  auch  der  Fall  mehrfach  zusammen- 
hängender Flächen  untersucht,  sowie  der  Fall,  dass  die  ein- 
zelnen Gebiete  aus  verschiedenen  Teilen  bestehen  können.  Ist 
fi  die  Zahl  der  Gebiete,  An  die  Durchschnittszahl  der  Grenz- 
linien fQr  jedes  Gebiet,  so  besteht  im  einfachen  Fall  die 
Gleichung 

n 
HierfBr   tritt,    wenn   jedes  Gebiet   in  r   getrennte  Teile  zerfällt, 
die  Gleichung 

r^  =  6r(l-|-) 

ein,  und  wenn  es  sich  um  eine  ft-fach  zusammenhängende  Fläche 
bandelt,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen 

^,  =  6(l  +  — )    resp.    ril,  =  6r(l  +  — ). 

Ans  diesen  Formeln  lässt  sich  eine  obere  resp.  untere  Grenze 
für  die  Durchschnittszahl  herleiten.  Es  findet  sich,  dass  beide 
Zahlen  —  vom  einfachen  Fall  abgesehen  —  identisch  werden. 
Im  einfachen  Fall  ergeben  sich  zunächst  die  Zahlen  4  und  6, 
die  sich  aber  sofort  durch  4  und  5  ersetzen  lassen.  Ob  4  wirk- 
lich die  ausreichende  Zahl,  lässt  der  Verfasser  in  der  Schwebe. 

Sfs. 

36* 
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G.  W.  Oebler.  üeber  die  Anwendung  der  Neumann*- 
scben  Fläcbenorte  zur  Darstellung  der  Formen  de» 
regelmässigen  Systems.      Pr.  Gymn.  Prelberg. 


Capitel  3. 

Elementare  Geometrie  (Planimetrie,  Trigonometrie, 

Stereometrie). 

W.  Schulz.  Die  Harmonie  in  der  Baukunst.  Nach- 
weisung der  Proportionalität  in  den  Bauwerken  des 
griechischen  Alter  tu  ras.  I.  Teil.  Mathematische 
Grundlagen      des      angewendeten      Proportionirungs- 

.   Systems.      Mit   60    Holzschnitten.    Hannover-Linden.  (J.MaDK. 
VIII  u.  124  S.  40. 

Ausgehend  von  der  Erklärung  Vitruv's,  dass  die  Harmonie 
eines  Bauwerks  durch  die  Proportion  (analogia)  bedingt  sei^ 
giebt  der  Verfasser  eine  Theorie,  nach  der  die  Proportionirung 
der  griechischen  Bauten  sowohl  im  Ganzen  als  in  den  Teilen 
bewusst  erfolgt  sein  soll.  Hiernach  ging  die  Proportionirung 
stets  aus  von  dem  grössten  Rechteck  (z.  B.  Grundrissrechteck). 
Die  Anwendung  der  zehn  griechischen  Formen  der  Proportion 
auf  die  Kechteckselemente  (Seiten,  Seitendifferenz,  Diagonale 
u.  s.  w.)  liefert  eine  Anzahl  von  „harmonischen"  Rechtecksforroen, 
die  in  Beziehung  zu  den  regulären  Vielecken  stehen,  und  unter 
denen  das  (dem  regulären  Fünfeck  und  Zehneck  zugeordnete) 
„goldene''  Rechteck  eine  hervorragende  Rolle  spielt  FQr  das 
Grundrechteck  wurde  eine  solche  harmonische  Rechtecksfonn 
gewählt,  deren  Gestaltungsgesetz  dann  auf  die  weitere  Gliederung 
des  Baus  übertragen  wurde.  Hinsichtlich  der  Beobachtungsthat- 
Sachen  beschränkt  sich  der  vorliegende  I.  Teil  auf  die  Fest- 
stellung der  harmonischen  Grundrechtecksform  bei  fQnf  Beispielen 
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von  dorischen  Tempeln.  Ein  Urteil  über  die  Theorie  wird  sich 
erst  bilden  lassen,  nachdem  die  Fortsetzung  des  Werkes  die 
Vervollständigung  des  Beweismaterials,  namentlich  auch  hinsicht- 
lich der  Detailgliederung,  geliefert  haben  wird.  Hk. 


P.  G-  Laurin.     Lärobok    i  geometri.      I.    Plangeometri. 
132  S.     IL   Rymdgeometri.     36  s.  Land. 

Nach  dem  Vorworte  ist  dieses  kurze,  aber  sehr  inhaltreiche 
Lehrbuch  ein  Versuch,  eine  mögliebst  einfache  und  praktische 
Darstellung  der  Elemente  der  Geometrie  zu  geben,  ohne  die 
Grßndlichkeit  zu  opfern;  dies  ist  wohl  so  zu  verstehen,  dass 
nur  wirklich  evidente  Thatsachen  aus  der  Erfahrung  ohne  logi- 
sche Vermittelang  Aufnahme  finden  sollen  (die  rein  logische 
Tiefe  kommt  mit  Recht  nicht  in  Frage).  Das  Werk  giebt  ausser 
den  üblichen  Sätzen  der  Planimetrie  und  Stereometrie  auch  die 
Anfangsgründe  der  Trigonometrie  und  der  analytischen  Geo- 
metrie nebst  zahlreichen  Uebungsbeispieleu.  Bdn. 


H.  LoRBBRG.      Lehrbuch   der   Elementarmathematik    fQi* 
höhere  UnterrichtsanstalteD.       Straesborg.    Schmidt,    vin- 

152  S.  8«. 

Ein  kurz  gefasster  Leitfaden  fär  das  auf  höhere  Schulen 
geborende  Pensum  der  Elementarmathematik.  Einige  Ver- 
besserungen sind  bei  der  Parallelentheorie  und  bei  der  Rech- 
nung mit  Brüchen  angebracht,  insofern  der  Schüler  auf  diese 
Art  etwas  leichter,  als  es  vielfach  sonst  geschieht,  in  die  Sache 
eingeführt  wird.  Die  äussere  Ausstattung  des  Buches  ist  be- 
friedigend. Mz. 

F.  RoESE.     Elementargeometrie.     Wismar.  Hinstorflr.  98  s.  8^ 

Das  Buch  enthält  die  Planimetrie  von  den  Elementen  an 
bis  zur  Ausmessung  des  Kreises  einschliesslich.  Die  Darstellung 
ist  klar,  übersichtlich  und  ohne  weitläufige  Auseinandersetzungen, 
die  dem    Anfänger   die   Sache    nur    erschweren   würden.     An- 
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leituDgeo  zur  Lösung^  von  Aufgaben,  sowie  Musteraufgaben  sind 
beigegeben.     Druck  und  Figuren  sind  sehr  deutlich  und  gut. 

Mz. 


F.  RoBS£.     Vorschule  der  Geometrie.      Wismar.  Bberhardt'- 

Bche  Bachdrockerei.  16  8.  8**. 

Die  Fundamentalsätze  und  Aufgaben  Ober  Gerade  und  Kreis, 
wahrscheinlich  zum  Gebrauch  beim  propädeutischen  Unterrieht 
für  seine  Schüler  vom  Verfasser  zusammengestellt.  Lg. 


Weitere  Lehrbücher. 
J.  R.  ßoYMANN.      Lehrbach  der  Mathematik   für   Gym- 
iiasieDy  Realschulen  und  andere  höhere  Lehranstalten. 
1.  Teil.     Geometrie  der  Ebene.    13.  Aufl.  besorgt  von 

Vering.      DfiBseldorf.  Schwann.  VI  +  206S.  8^ 

F.  Haller  von  Hallkrstein.  Lehrbuch  der  Elemeutar- 
Mathematik.  Nach  dem  Lehrplan  für  das  königlich 
preussische  Kadettencorps  bearbeitet  von  K.  Strtibing 
und    B.  Hfilsen.     L  Teil:     Pensum    der    Quarta    und 

Unter-Tertia.      5.    Aufl.      Berlin.  Nauck  &  Co.  VI-+-184S.  8«. 

H.  Heilermann  n.  J.  Dibkmann.  Grundlehren  der  Tri- 
gonometrie  und   Stereometrie.      2.  Teil:    Stereometrie. 

Essen.  Baedeker.  111  +  43  8.  8^ 

H.  Hbilermann.  Lehr-  und  Uebungsbuch  für  den  Un- 
terricht in  der  Mathematik  an  Gymnasien,  Real-  und 
Gewerbeschulen.  L  Teil:  Geometrie  der  Ebene.  4.  Anfl. 

Frankfurt  a.  M.  Jaeger.  VI  u.  163  S.  8^ 

W.  Hollmann.  Lehrbuch  der  Geometrie.  Neu  bear- 
beitet   von    K.    Holl.       2.   Aufl.       X   u.    IÖ6  8.   mit   Figuren. 

Auflösungen  zu  den  Aufgaben.  2.  Aufl.    64 s.  mit  Pigoren. 

Stuttgart.  Kohlhammer.  8^ 

11.  K OSTLER.  Leitfaden  der  ebenen  Geometrie  für  höhere 
Lehranstalten.     3.  Heft.    Die  Aehnlichkeit  der  Figuren. 

2.  Aufl.      Halle  a.  S.   Nebert'a  Vorlag.   64 S.   Mit  Holsscho.  8«. 


r 
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F.  Kunstmann.      Planimetrie,    Stereometrie    und    dar- 

Stelleude    Geometrie.     Gera.  Nugel.  62  8.  Mit  8  Taf.  8». 

W.  Laska.      Lehrbuch    der    sphärischen   Trigonometrie. 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer.     Stuttgart.  Jui.  Maier.  viii 

4- 187  8.  Mit  55  Fig.  8°. 

H.  H.  LüBSEN.  Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementar- 
Geometrie.    Ebene  und  körperliche  Geometrie.  27.  Aufl. 

Leipzig.  Fr.  Brandstetter.  IV  -f- 179  S.  b«*. 

H.  U.  LüBSEN.  Ausführliches  Lehrbuch  der  ebenen  und 
sphärischen  Trigonometrie.   15.  Aufl.    Leipzig.  Brandstetter. 

IV  n.  115  8.    »>. 

H.    C.    E.   Martus.      Raumlehre    für    höhere    Schulen. 

1.    Teil:      Ebene   Figuren.        Bielefeld.     Velhageo    u.    Klaaing. 
VII H- 159  S.  8<>. 

W.  MiNK.  Lehrbuch  der  Geometrie  als  Leitfaden  beim 
Unterrichte  an  höheren  Lehranstalten.  8.  Aufl.,  bear- 
beitet von  E.  Arndt,  l.  Teil:  Planimetrie,  vh-dgs. 
IL  Teil:    Trigonometrie  und  Stereometrie,     vi  u.  126  s. 

Beriio.  Wiegaad  a.  Schotte.  8^ 

Cav.  F.  DE  JMocNiK.  Trattato  di  geometria  ad  uso  delle 
classi  superiori  delle  scuole  medie.  Prima  versione 
italiana  di  E.  Manegazzi.     Triest,  Daee.  vn-300S.  8». 

H.  MOller.  Die  Elementar-PIanimetrie.  Ein  methodi- 
sches Lehrbuch   für   den  Schul-  und  Selbstunterricht. 

Berlin.  Sprioger.  Vni  +  187S.  8». 

H.  M  Oller.  Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  elemen- 
taren Mathematik,  mit  einer  Sammlung  von  Aufgaben. 
10.  Aufl.  Neu  bearbeitet  von  M.  Zwerger.  3  Abtlgn. 
1.  Arithmetik.  viilai7is.  2.  3.  Geometrie  und  Tri- 
gonometrie.    VIII  a.  215  S.    München.  Lindauer.  8^ 

H.  MOller.  Die  Elemente  der  ebenen  Trigonometrie, 
mit  einer  Sammlung  von  Aufgaben  und  deren  Lö- 
sungen.     2.  Aufl.     Metz.  8criba.  VII  a.  40  S.  8«. 
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K.  NoACK.    Leitfadeu  der  Elementar-Mathematik.    2.  Aufl. 

Berlin.  Springer.  VIH-104S.  8«. 

A.  Reich.  Die  Hauptlehren  der  Mathematik,  mit  einer 
Sammlung  ausfuhrlich  gelöster  und  Anhängen  unge- 
löster Aufgaben  mit  ihren  Resultaten:  19.— 24.,  48.-49. 
Lieferung  =  3.  Heft:    Stereometrie.     Hanau.   Reich,   iv  u. 

132  8.  8». 

C.  RossMANiTH.  Die  Elemente  der  Geometrie  in  Ver- 
bindung mit  dem  geometrischen  Zeichnen.  Lehr- 
und  üebungsbuch  für  die  IL,  IIL  n.  IV.  Realklasse. 
2.  Aufl.  neu  bearbeitet  von   K.  Schober.     Wien.  Pichler's 

Wittwe  u.  Sohn.  VIII  +  204  S.  Hit  1  Tafel,  b^ 

J.  Sachs.  Lehrbuch  der  ebenen  Elementar  -  Geometrie 
(Planimetrie).  3.  Teil :  Die  geometrischen  Gebilde  und 
Lagen-Veränderungen.  Die  einfachen  Vielecke.  Bear- 
beitet nach  System  Kleyer.      Stuttgart.   Jai.  Haier.    vili  u. 

335  S.  mit  343  Figuren.  8». 

P.  ScHOLiM.  Lehrbuch  der  Geometrie  für  höhere  Lehr- 
anstalten.     2   Teile.      Kreuzburg.    Thielmann.    VIII  u.  97,  IV  u 

65  8.  8°. 

Th.  Spieker.  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  mit 
üebungsaufgaben  für  höhere  Lehranstalten.    19.  Aufl. 

Potsdam.  Stein.  IV  u.  279  S.  8o. 

C.  Spitz.  Lehrbuch  der  Stereometrie  nebst  einer  Samm- 
lung von  350  Üebungsaufgaben.  Anhang:  Die  Re- 
sultate und  Andeutungen  zur  Auflösung  der  Aufgaben. 

6.  Aufl.       Leipzig.  Winter.  XII  u.  201  u.  39S.  8^. 

Lacrüix.  Elements  de  göomdtrie,  suivis  de  notions  sur 
les    courbes    usuelles.      24®  ed.     revue    par    Prouhet. 

Paris.  Gauthier-Villars  et  Fils. 

H.    Deighton.       Elements    of    Euclid.      Book   L      New 

edition,   revised.    London.  George  Bell  and   Sons.    [Nature  XLII. 

389.] 

J.  H.  Morris.       Practica!    plane    and    solid    georaetry. 

London.  Longmans,  Green,  and  Co.  [Nature  XLIL  636-637.] 
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V.  MuRBR.     Trattato  elementare  di  trigonometi'iH  piana. 

Tori  DO.  Paravia. 

Testi.      Corso   di   Matematiche   speciali   per   gli   Istituti 

Tecnici.     Li?oroo.  Oiasti. 

G.  Pkano.   Les  propositions  du  cinquifeme  livre  d'EucIide 

röduites  en  formules.     Mathesis  X.  73-75. 
E.   Bourgeois.      Eureka!    ou   Supplement   aux   ölöments 

de  g^om^trie.      Paris.  119S.  ö« 

G.  Heine  und  A.  Westrick.  Rechenbuch  nebst  Auf- 
gaben zur  ersten  Einführung  in  die  Geometrie  für 
höhere  und  mittlere  Lehranstalten,  sowie  zum  Selbst- 
unterricht.     Munster.  Aschendorff.  VIII  +  288  S.  Mit  Figuren.  8^^. 

K.  JüDT.  Aufgaben  aus  der  Stereometrie  und  Trigo- 
nometrie.    Für  Gymnasien  und  Realschulen  bearbeitet. 

4.  Aufl.       Ansbach.  Seybold's  Buchh.  63  8.  8<>. 

E.  R.  Müller.  Lehrbuch  der  planimetrischen  Con- 
structionsaufgaben,  gelöst  durch  geometrische  Analysis. 
L  Teil:  Aufgaben,  gelöst  ohne  Anwendung  der  Pro- 
portionenlehre. Bearbeitet  nach  System  Kleyer.  Stutt- 
gart Jnl.  Maier.  XII  u.  235  S.  Mit  214  Figuren.  B^. 

H.  Müller,  üeber  den  ersten  planimetrischen  Unter- 
richt.    Pr.  Augusta-Gymn.  Gharlottenburg. 


W.  Fuhrmann.       Synthetische    Beweise    planimetrischer 

Sätze.      Berlin.  L.  Simion.  XXIV  u.  190  S.  mit  U  Tafeln.  8«. 

Das  Buch  soll  Schülern  und  namentlich  angehenden  Lehrern 
als  Wegweiser  dienen  beim  Studium  geometrischer  Aufgaben 
und  tritt  daher  in  Goneurrenz  mit  den  Werken  von  Oandtner 
und  Junghans,  Lieber  und  v.  LQhmann,  Petersen  u.  a.  Es 
unterscheidet  sich  aber  von  diesen  dadurch,  dass  es  neben  den 
Aufgaben  auch  Lehrsätze  bringt  und  planmässig  in  die  Methodik 
des  Beweisens  einführt,  indem  es  die  Beweise  anfangs  ganz 
ausführlich,  später  gekürzt  wiedergiebt  und  die  Gründe  anführt, 
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weshalb  diese  oder  jene  Schlussfolgerung  gemacht,  weshalb  ge- 
wisse Halfslinien  gezogen  wurden.     Ferner  enth&lt  das  Buch  die 
wichtigsten    der   in    den    letzten  Jahrzehnten  gefundenen  Sätze, 
die  in  der  sogenannten  Brocard'schen  Geometrie  ihren  Abschluss 
finden,  und  welche  kein  Lehrer  der  Mathematik  heute  mehr  bei 
Seite   lassen   kann.     Verfasser   steht  ja  unter  den  Bearbeitern 
dieses  Gebietes   mit   in    erster  Reihe   und    weiss  trotz  der  vor- 
handenen einschlägigen  Arbeiten  dem  Gegenstande  immer  neue 
Seiten  abzugewinnen,     lieber  den  Inhalt  giebt  ein  ausführliches 
Register  von  24  Seiten  Auskunft.     Die  Hauptabschnitte  enthalten: 
I.  Angabe  allgemeiner  Ziele  und  Regeln;  die  verschiedenen  Me- 
thoden und  Htllfsmittel  bei  den  Beweisen.     II.  Erläuterung  der 
Beweismethoden   durch   Beispiele.      Hierin    ist  besonders   wich- 
tig  und    interessant   die   dritte  Unterabteilung,   in  welcher  alle 
möglichen  Httlfsmittel,  trigonometrische  Functionen,  harmonische 
und  projectivische  Gebilde,  zur  Darstellung  von  zusammenhängen- 
den Eigenschaften    der  Figuren    benutzt   werden.     Der  Anhang 
giebt  I.  die  grundlegenden    und  elementaren  Eigenschaften  der 
Brocard'schen  Geometrie,    II.  Sätze  aus  derselben,    welche  sieh 
vorzugsweise  auf  bestimmte  Kegelschnitte  beziehen.    Auf  14  Ta- 
feln sind  81  sorgfältige  Figuren  beigegeben.  Lg. 


E.  SchOlke.  Sammlung  planimetrischer  Aufgaben  für 
den  Gebrauch  an  höheren  Schulen.     Leipzig.  B.  g.  Teob- 

ner.  54  S.  b«. 

Die  Sammlung  ist  methodisch  geordnet  und  kann  neben 
jedem  Lehrbuch  sehr  gut  benutzt  werden.  Sie  enthält  fOr  alle 
Capitel  die  wichtigsten  Aufgaben. (im  ganzen  890)  bis  zu  den- 
jenigen über  ausgezeichnete  Punkte,  harmonische  Teilung,  Po- 
tenz, Aehnlichkeit,  Polarität  und  solche,  welche  auf  quadratische 
Gleichungen  führen.  Lg. 

G.  Noss.  Zur  Analysis  planimetrischer  Constructionen, 
welche  die  Anwendung  der  Proportion  alitat  erfordern. 
Schluss  der  Abhandlung  von   1889.     Pr.  (Nr.  182)  Gymu. 

Jauer.     10  S.  4«.  [Vergl    F.  d.  M.  XXI.  554.] 
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Es  werden  Doch  Dreiecksaufgaben  gestellt  und  analysirt, 
bei  denen  1)  Aehnlichkeit  oder  der  Apollonische  Kreis  in  An- 
wendung kommt,  2)  die  Summe  oder  Differenz  der  Quadrate 
zweier  Seiten,  3)  das  Product  zweier  Seiten,  4)  der  Inhalt  ge- 
geben ist  Lg. 

F.  J.  Brockmann.     Berichtigung  eines  Irrtums.     Hoffmann 

Z.  XXI.  343-344. 

Der  Lehrsatz  Nr.  209  S.  50  aus  Gandtner  und  Junghans 
„Sammlung  von  Lehrsätzen  und  Aufgaben",  Teil  II.  Aufl.  2  (1870), 
ist  in  der  dortigen  Aufstellung  irrtümlich.  Lp. 


U.  DE  LoNGCHAMPS.     Essai  sur  la  g^om^trie  de  la  r^gle 

et  de   l'^querre.      Paris.  Gautbier-Vülara  et  Fils. 

Vergl  F.  d.  M.  XXI.  1889.  556.  Die  Schrift  ist  aus  einer 
Anzahl  von  Artikeln  entstanden,  welche  vom  Verf.  im  J.  de 
Math.  älöm.  et  späc.  erschienen  sind.  Eine  Notiz  „Un  erratum 
a  la  göom^trie  de  la  rögle''  im  J.  de  Math.  späc.  (3)  IV.  135-136 
bezieht  sich  auf  den  Artikel  „Quelques  problcmes  de  göomätrie 
pratique^  von  Bd.  II  (1888)  desselben  Journals.  Lp. 


O.  Herweg.      Kleinigkeiten    aus    dem    mathematischen 

Unterricht.      Pr.  (Nr.  39)  Gymu.  Neustadt  i.  Westpr.  14  S.  4^. 

Mannigfache  pädagogische  Winke.  Zuerst  ist  die  Rede  vom 
Lehrsatz,  dem  Voraussetzen  und  dem  Behaupten,  z.  B.  was  die 
Voraussetzung  eigentlich  (didaktisch  betrachtet)  dem  SchOler 
sein  soll,  nämlich  die  Angabe-  dessen,  was  dem  Inhalte  des  Lehr- 
satzes gemäss  der  Reihe  nach  gezeichnet  werden  muss.  Dann 
spricht  der  Verfasser  vom  Beweisen,  und  zwar  erst  vom  directen, 
dann  vom  indirecten  Beweisen;  zuletzt  vom  Citatenschatz.  So 
nennt  er  die  Summe  von  Wahrheiten,  die  dem  Mathematiker, 
der  einen  Satz  beweisen  oder  eine  Aufgabe  lösen  soll,  zur  Ver- 
fügung stehen  muss.  Beispiele  mit  den  zugehörigen  Figuren 
dienen  zur  Erläuterung  des  Gesagten.  (Vergl.  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  48.)  Mz. 
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A.  Reum.      Die    Behandlung    der    geraden    regelmässig 
vierseitigen  Säule  im  Änachauungsnnterriebt    Pr  Stadt. 

evang   Realecb.  Barmen- Wapperfeld    11  8.  4^. 

Der  Verfasser  sagt  zu  Anfang  dieser  Arbeit,  dass  mancherlei 
Schriften  erschienen  seien,  welche  einen  vorbereitenden  geo- 
metrischen Unterricht  bezwecken,  dass  aber  meist  nur  das  Zeich- 
nen von  Figuren  mit  Lineal  und  Zirkel  angegeben  oder  gelehrt 
wird.  Im  Gegensatze  hierzu  wählt  er  einen  Körper,  und  zwar 
einen  ziemlich  einfachen,  um  an  ihm  zu  zeigen,  dass  stereometri- 
sche Betrachtungen  vielleicht  eine  bessere  Vorbereitung  zur  Geo- 
metrie  abgeben    als  nur  das  Zeichnen  planimetrischer  Figuren. 

Mz. 


MoROFF.     Das  Winkelfeld  und  die  andern  ebenen  Felder. 

Pr.  Hof.  21  S.  8». 

Das  Programm  teilt  den  Lehrgang  des  Verfassers  für  den 
Anfangs-Unterricht  in  der  Planimetrie  mit  Aus  dem  Titel  gebt 
schon  hervor,  dass  der  Winkel  als  das  unendlich  grosse  ebene 
Feld  definirt  wird.  Den  Anhang  bildet  eine  Einleitung  in  das 
Rechnen  mit  algebraischen  Zahlen.  F. 


J.  C.  V.  Hoffmann.     Neues    zur    Lehre    vom    Winkel. 

Hoffmaun  Z.  XXI.  248-2()0. 

L  Welche  Merkmale  sind  für  die  Bestimmung  des  Begriffs 
„Winkel"  wesentlich  und  also  notwendig,  und  welche  sind  neben- 
sächlich? n.  Zur  Entstehung  des  Winkels  aus  der  parallelen 
Lage  zweier  Geraden.  Die  Begriffe  „Neigung"  und  „Ab- 
weichung" als  Wechselbegriffe  (Correlata).  Lp. 


Adrian.  Die  Richtung  einer  geraden  Linie  als  mathe- 
matische Grösse  betrachtet.  Ein  Beitrag  zur  Ele- 
mentargeometrie.    Centralorg.  Realsch.  XVIU. 
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R.  Brodie.     Prof.    Kelland's  problem  on   superposition. 

Edinb.  Trana.  XXXVI.  307-311. 

Von  einem  gegebenen  Quadrate  wird  ein  Viertel  abgeschnitten. 
Den  übrig  bleibenden  Teil  in  vier  derartige  Teile  zu  zerschneiden, 
dass  sie  sich  zu  einem  Quadrate  zusammenfügen  lassen  (vgl. 
Edinb.  Trans.  XXI.  271).    Andere  Aufgaben  derselben  Art. 

Cly.  (Lp.) 

J.  Cernesson.      Sur    le   pentagone   regulier.      J.  de  Math. 

6lero.  ^3)  IV.  49-60. 

Ist  AB  =  a  Seite  und  AD  die  Diagonale  des  regulären  Fünf- 
ecks im  Kreise  mit  dem  Radius  r,  so  ist 

indem  AD  einmal  als  Sehne  des  doppelten,  einmal  als  Sehne 
des  dreifachen  zu  a  gehörigen  Rogens  erscheint.  Die  positiven 
Wurzeln  der  aus  diesen  Ausdrücken  entstehenden  Gleichung 
a*— 5r'a'+5r*=0  sind  die  Seiten  zweier  regelmässigen  Fünfecke. 

Lg- 

A.   Denys.     Sur  Tenneagone  regulier.     MathesisX.  102-164. 


F.  Paternö.      üna    dimostrazione    di    corso    intorno    ai 
noti  problemi  sui  poligoni  regolari.     Besso  Per.  mat.  v. 

178-180. 

Beziehungen  zwischen  den  Elementen  der  regelmässigen  Poly- 
gone von  n  und  2it  Seiten,  welche  einem  Kreise  ein-  und  um- 
geschrieben werden.  La. 


A.    d'Arzilla  Fonseca.      Dois   theoremas  de  Geometria. 

Coimbra  Ti»t.  XXXVIII. 

Beweise  der  beiden  Sätze:  1)  Die  Fusspunkte  der  Lote  von 
einem  Punkte  des  Umkreises  eines  Dreiecks  auf  die  drei  Seiten 
liegten  in  einer  Geraden.     2)  Die  gemeinsamen  Tangenten  einer 
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Ellipse  und  eines  concentrischen  Kreises  bilden   mit  den  Axen 
der  Ellipse  gleiche  Winkel.  Tx.  (Lp.) 


R.  Hoppe.      Vielecke,    deren  Höhenlote  sich   in   einem 

Punkte    schneiden.      Hoppe  Arch.  (2)  VUI.  447-448. 

Es  werden   einige  Eigenschaften    dieser  Figuren  abgeleitet 
und  die  Bedingungen  ihrer  Herstellung  besprochen.      Scbg. 


8.  Catania.     Teoremi  sui  triangoli  isobaricentrici.   Besao 

Per.  mat.  V.  lOG-112. 

Ist  in  einer  Ebene  ein   Dreieck  gegeben,   so   giebt  es  oo* 
Dreiecke,  welche  mit  ihm  den  Schwerpunkt  gemein  haben.    Ver- 
schiedene mit  diesen  Dreiecken  gebildete  Reihen  wurden  in  eini- 
gen Aufsätzen  der  Herren  ßesso,  Pesci  und  Panizza  untersucht, 
welche  in  den  vorigen  Jahrgängen  des  Periodico  veröffentlicht 
und  im  Jahrbuch  seiner  Zeit  besprochen  worden  sind.    In  dem  zu 
betrachtenden  Aufsätze   hat   sich   der  Verfasser   einige  Fragen 
gestellt  bezüglich  der  Anzahl  solcher  Dreiecke,  die  verschiedenen 
gegebenen  Bedingungen  genOgen.      Z.  B.  findet  er:   wenn   zwei 
Ecken  gegeben  sind,   so  ist  ein  Dreieck  bestimmt,  welches  den- 
selben Schwerpunkt   wie   das   gegebene   Dreieck   hat.     Ferner 
beschäftigt  er  sich  mit  den  Dreiecken,    welche  dem  gegebenen 
eingeschrieben  sind  und  denselben  Schwerpunkt  haben,  und  be- 
merkt, dass  unter  ihnen  ein  einziges  dem  gegebenen  ähnlich  ist, 
während  sechs  von  ihnen  die  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte 
schicken.    Endlich  betrachtet  er  die  Dreiecke,  welche  dem  gege- 
benen umgeschrieben  sind    und  denselben  Schwerpunkt  haben: 
jedes  ist  durch  die  Richtung  einer  Seite  bestimmt,  während  sechs 
derselben   eine  Ecke  auf  einer  gegebenen  Geraden    haben.   — 
Diese  und  ähnliche  Resultate  werden  vom  Verfasser  teils  durch 
elementare  Betrachtungen,  teils  aber  durch  Anwendung  von  Sätzen 
bewiesen,  welche  der  projectiven  Geometrie  angehören.    Werden 
diese  letzteren  von  den  Schülern  verstanden,  an  welche  der  Perio- 
dico sich  besonders  wendet?  La. 
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F.  ViAGGi.     Sulla  similitudine  di  triangoli  appartenenti 
a  due  Serie.    Batt.  G.  xxviii.  113-131. 

Es  kann  hier  nur  angegeben  werden,  von  welcher  Schar  von 
Dreiecken  in  dieser  Arbeit  die  Rede  ist,  da  das  Weitere  einer 
Reproduction  der  Arbeit  gleich  käme.  Es  sei  also  ein  Dreieck 
ABC  gegeben;  auf  den  Seiten  AB^  BC^  CA  sind  Punkte  resp. 
C\  A\  B'  so  angenommen,  dass 

BÄ'  _  CW  _  AC  __ 
A'C  "  WA   ~  C'Ä  ■"  ^' 

wo  fii  eine  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet.  Zuerst  wird 
gezeigt,  dass,  solange  m  reell  ist,  AA*  und  BB^  nicht  parallel 
sein  können,  ebenso  wenig  Bff  und  C(7,  ferner  AA^  und  CC\ 
Es  wird  nun  das  Dreieck  betrachtet  und  auf  einfache  Weise 
construirt,  dessen  Seiten  gleich  AA\  BB\  CC  sind.  Von  diesem 
Dreiecke,  das  A^B^C^  sei,  wird  ganz  auf  dieselbe  Weise  ein 
neues  A^B^C^  abgeleitet,  wie  A^B^C^  aus  ABC  abgeleitet  wurde; 
ferner  aus  A^B^C,  ebenso  wieder  ein  neues  A^B^C^  u.  s.  f.  Man 
erb&lt  so  eine  ganze  Schar  von  Dreiecken,  die  aus  ABC  abge- 
leitet sind.  Hat  das  erste  die  Seiten  a,  6,  c  (also  BC  =  a, 
CA  =  6,  AB  =  c)  und  das  folgende  A^B^C^  die  Seiten  a,,  6,,  c, ; 
das  nächste  A^B^C^  die  Seiten  a,,  &,,  c^  etc.,  so  werden  die 
Formeln  bewiesen: 


1^ 

(l+m)' 


f>i  =  -  7TT^(fi*«'+''»&*+(?*c'), 


und  für  Pt,  Qk,  Rk  hat  man  die  Recursionsformeln : 
Pk=  -mPt_,+(l+m)(?t_,+m(l+m)Ä*_,, 
Qk  =  m{i+m)Pk^i-mQk-i+il+m)Bk  -u 
fii  =  (l+m)Pk-i+m(l+m)Qk-i-mRk-, 

mit  den  Anfangswerten: 

P,  =  m,     0,  =  -m(l+m),     R,  =  -(!  +  »•). 
So  treten  eigentümliche  Functionen  von  m  auf,  die  näher  studirt 
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werden;  mit  diesen  und  noch  anderen  von  ihnen  abhängenden 
Functionen,  sowie  mit  den  definirten  Dreiecken  beschäftigt  sich 
dann  die  Abhandlung.  Mz. 

F.  R.  J.  Hervey.     Solution  of  question  10015.    Ed.Timea 

LH.  106-107. 

Die  in  den  Schnittpunkten  der  Seiten  eines  Dreiecks  A  mit 
einer  Transversale  T  errichteten  Lote  zu  den  Seiten  bilden  ein 
zweites  Dreieck  B,  Es  schneiden  sich  die  Umkreise  X,  Y  von  ^4 
und  B  rechtwinklig;  der  Abstand  zwischen  ihren  Höhenschnitten 
wird  durch  T  gehälftet.  Einem  gegebenen  Orthogonalkreise  Y 
entsprechen  die  Transversalen  7,  S.  Beschreibt  der  Mittelpunkt 
P  von  Y  einen  Kreis  vom  Radius  k  um  den  von  X^  so  umhQllen 
die  zugehörigen  Transversalen  eine  dreispitzige  Hjpocykloide. 
Variirt  ft,  so  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  der  letzteren  die  Mittel- 
senkrechte  des  Umkreismittelpunktes  und  des  Höhenschnittes  von 
A,  Beschreibt  P  eine  beliebige  Curve,  so  beschreibt  der  Schnitt- 
punkt von  S  und  T  eine  Orthogonal -Projection  einer  ähnlichen 
Curve.  Lp. 

R.  E.  Allardice.     On   some   propertiea  of  the  quadri- 

lateral.       Edlnb.  Math.  S.  Proc.  VIIL  27*29. 

Drei  Beweise  des  Satzes:  Wenn  L  und  M  die  Seiten  AB,  DC 
eines  Vierecks  ABCD  in  demselben  Verhältnisse  / :  m  teilen,  so 
ist  der  Ort  eines  Punktes  P,  der  LH  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse teilt,  eine  Gerade.  Dieser  Satz  wird  dann  benutzt,  um 
zu  zeigen,  dass  die  Mittelpunkte  der  drei  Diagonalen  eines  voll- 
ständigen Vierseits  in  einer  Geraden  liegen.         Gbs.  (Lp.} 


A.  Mannheim,  W.  J.  Greenstreet,  G.  üarboüx.     Solu- 
tion   of  question    10145.     Ed.  Timee  LH.  48. 

E.  Catalan.       Sur    iin    th^orfeme    de    M.    Mannheim. 

Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L.  Mem.  VI.  223-233. 

Eine  von  Hrn.  Mannheim  in  den  Educational  Times  zur  Lösung 


Capitel  3.     ßlemeDtare  Geometrie.  577 

gestellte  Aufgabe  wird  in  die  Form  gebracht:  Sind  A\  B\  C* 
drei  Punkte  auf  den  Seiten  £(7,  CA,  AB  eines  Dreiecks  ABC^ 
80  gehen  die  drei  Kreise  B*C*A^  CAB^  A'B'C  durch  einen  Punkt 
ß.  Zieht  man  ferner  durch  einen  Punkt  M  die  Sehnen  AMEj 
BMF,  CMG,  dann  liegen  die  fünf  Punkte  R,  M,  £,  F,  G  auf 
einem  Kreise.  An  den  Beweis  des  Satzes  schliessen  sich  Be- 
merkungen, Berechnung  und  Construction  der  wichtigsten  Linien 
und  Winkel  der  Figur.  Lg. 


M.  FoucH]^.     Remarques  sur  la  mdthode  des  pörim^tres 
pour  calcnler  le  nombre  n.    s.  M.  P.  BuU.  xviii.  135-138. 

Bedeutet  p»  den  Umfang  eines  regelmässigen  n-Ecks,  welches 
einem  Kreise  mit  dem  Radius  r  =  1  eingeschrieben  ist,   so  ist 

P2n  durch  die  Grössen  a«  =  r  ^"''■f^  ^°^  ^*  ~  r  *""  "1^  ^°  ^^^ 

1             1    a  A-ß 
Form  darstellbar  = "  ^      ,   der  Umfang  P«  des  um- 

p2n  Pn  ^ 

geschriebenen  regelmässigen  n-Ecks  ist  aber  mit  ihnen  durch  die 
Gleichung  verbunden  -p-  =  — anßn-     Stellt  man   a2«  und  ./^« 

*n  Pn 

in  ihrem  Zusammenhange  mit  ce«  und  ßn  dar,  so  folgt 

und  mit  Hülfe  dieser  recurrenten  Formeln  lässt  sich  zur  Berech- 
nung von  n  die  Formel  aufstellen 

^  15«!     ^        On+ßn       Cl2n-\-ß2n       OU+ß^n 

— — —  SS  lim    ■■  • ^-      •  ■  ■     ^ • ' '  •  •  •  - 

2n  Pn         2  2  2 

Für  n  =  2  ist  p,  =4;  «,  =  i/2;  /?,  =  0,  und  für  -^  erfolgt  die 

Darstellung  (vergh  Seidel,  J.  ftr  Math.  LXXIII.  273.  Red.): 

nr^       _2_         2 2 

Sehn. 

FortMhr.  d.  Math.  XXII.  3.  37 
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E.  Laeenmacher.      Verwandlung    einer    Kreisfläche  in 
ein  annähernd  gleich  grosses  Quadrat.     Hoppe  Arch.  (-2) 

IX.  214-215. 

Der  Verfasser  giebt  folgende  Construction  an:  In  einem 
Kreise  sei  ab  Durchmesser,  c  Mitte  des  Kreises,  cd  der  zu  ab 
senkrechte  Radius,  e  Mitte  von  cd^  f  Mitte  von  ed\  af  treffe  den 
Kreis  ausser  in  a  noch  in  t,  und  ae  treffe  den  Kreis  ausser  in 
a  noch  in  y.  Von  t  und  y  fälle  man  die  Lote  ih  und  yt  auf  ab, 
und  es  sei  k  Mitte  von  eh.  Zieht  man  dann  dy  und  trägt  von 
k  aus  auf  ab  nach  b  hin  die  Strecke  k»  =^dy  ab,  so  ist  az  die 
Seite  des  dem  Kreise  an  Fläche  annähernd  gleichen  Quadrates. 
Die  Annäherung  wird  ziffernmässig  bestimmt.  Ms. 


• 


HoLZHET.     Construction  zur  möglichst  genauen  Bestim- 
mung   des  ümfanges    und  Inhaltes    eines  gegebenen 

Kreises.      W.  Oest.  log.  n.  Arch.  XIV.  224.  (1889.) 

AOB  und  DOC  seien  zwei  sich  senkrecht  schneidende  Durch- 
messer eines  Kreises.  Ein  mit  CO  um  C  beschriebener  Kreis 
mffge  den  ersteren  in  F  und  £  schneiden ,  die  Gerade  FE  den 
Radius  OC  in  L.  Ein  mit  CL  um  C  beschriebener  Kreis  schneide 
den  ursprünglichen  Kreis  in  H  und  Gy  die  gerade  Verbindungs- 
linie HG  soll  OC  in  J  schneiden.  In  J  errichte  man  ein  Lot 
zur  Verbindungslinie  AJ,  welches  AB  in  K  schneidet«  Diesen 
Punkt  K  verbinde  man  mit  dem  Schnitte  M  der  Tangente  in  A 
und  der  Linie  FE\  in  M  errichte  man  ein  Lot  zu  KM^  welches 
AB  in  JV  trifft.  Nun  verlängere  man  OB  über  B  hinaus  um 
sich  selbst  bis  P.  Dann  ist  nach  bekannten  elementar  geometri- 
schen Sätzen 

PN  =  -jg-r  =  3,141 59292r, 

d.  h.  sehr  .angenähert  der  Umfang  des  Halbkreises. 

Der  Inhalt  wird  durch  Umwandlung  des  Rechtecks  aus  PN 
und  r  in  ein  Quadrat  gewonnen«  F.  K. 
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A.  E.  Pellet.      Division    d'un    arc  de  cercle   dang  un 
rapport  donn^,  au   moyen   de  la  rfegle  et  du  compas. 

J.  de  Math.  sp^e.  (3)  IV.  101-103. 

Vergl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  543,  XX.  1888.  544. 


A.  E,  Pellet.      Rectification  approximative  de  Tarc  de 

cercle.     J.  de  Math.  Bp^o.  (3)  IV.  121-122. 

Benutzung  der  Formel  von  Nieolaus  Cusanus  (vergl.  S.  48 
dieses  Bandes)  für  den  angegebenen  Zweck.  Lp. 


J.  Bridge.     Ou  a  problem  in   practica!  geometry. 

Natare  XLII.  415. 

Eine  angenäherte  Construction ,  um  einen  Bogen  und  seine 
Sehne  (oder  Tangente)  in  proportionale  Stücke  zu  teilen. 

Lp. 

6.  Pesci.      Dei    circoli  circoscritti   ai  triangoli  formati 
da  n  rette  poste  in  an  piano.   Besso  Per.  mat.  v.  120-127. 

Vier  beliebige  Geraden  einer  Ebene  bestimmen  vier  Drei- 
ecke; die  Peripherien  der  bezüglichen  Umkreise  gehen,  wie  be- 
kannt, durch  denselben  Punkt,  während  ihre  Mittelpunkte  auf 
einem  anderen  Kreise  liegen.  Daher  werden  durch  vier 
beliebige  Geraden  einer  Ebene  ein  Punkt  und  ein  Kreis  be- 
stimmt, in  Folge  dessen  durch  fünf  beliebige  Geraden  einer 
Ebene  fünf  Punkte  und  fünf  Kreise.  Jene  liegen  auf  einem 
neuen  Kreise,  und  diese  gehen  durch  denselben  Punkt;  daher 
bestimmen  auch  fünf  beliebige  Geraden  einer  Ebene  einen  Punkt 
und  einen  Kreis.  Fährt  man  so  fort,  so  schliesst  man  endlich, 
dass  fi  beliebige  Geraden  einer  Ebene  n  durch  denselben  Punkt 
gehende  Kreise  und  eben  soviele  auf  einem  Kreise  liegende 
Punkte  bestimmen  (vgl.  Clifford,  Math.  Papers  S.  38  ff.).  Ver- 
möge einer  geometrischen,  durch  Einfachheit  und  Eleganz  aus- 
gezeichneten Methode  beweist  der  Verf.   diesen  letzten  Satz  für 

37* 
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den  Fall  it  =  4  und  dehnt  seine  Resaltate  auf  ein  beliebiges  n 
durch  das  BernouUi'sehe  Verfahren  der  yoUkommenen  Induetion 
aus.  Er  schliesst  seinen  Aufsatz  mit  der  Bemerkung,  dass  im 
Falle  n  =  4,  und  nur  in  diesem,  die  Peripherie  des  in  Frage 
stehenden  Kreises  durch  den  besagten  Punkt  geht  La. 


A.  Mannheim.     Note  de  gdom^trie  k  propos  d'uQ  thdo* 
röme  de  M.  Stewart.    Mess.  (2)  xix.  178-180. 

Indem  der  Verf.  durch  reciproke  Radien  die  Formel  um- 
wandelt, welche  das  Verhältnis  der  Diagonalen  eines  Kreis- 
vierecks  durch  seine  Seiten  ausdrückt,  erh&lt  er  für  das  Kreis- 
Viereck  ABCD  und  einen  beliebigen  Punkt  0  im  Räume  die 
Beziehung : 
AB.BC.AC.(ODy+AC.CD.AD.(pB^) 

=  AB.BD.AD.(0C)^-\^BC.CD.BD.iOAy. 
Dieselbe  enthält  mehrere  bekannte  Sätze,  unter  ihnen  den  Stew- 
art'schen,  dass  für  drei  Punkte  i4,  fi,  C  einer  Geraden  und 
einen  beliebigen  Punkt  0  die  Gleichung  gilt: 

AB.BC.AC+ACXOBy  =  AB.(OC)'  +  BC.(OAy. 
Der  Verf.  beweist  auch,  dass,  wenn  A^  B,  0  drei  beliebig  gege- 
bene Punkte  sind,  der  Ort  eines  Punktes  C,  fitr  welehen 

sinC0i4    ,    sin  BQC  _ 
OA.OC  +  OB,OC  "  ^^°*^' 

ein  Kreis  ist,  der  den  Umkreis  des  Dreiecks  ABO  in  0  berührt. 

Qlr.  (Lp.) 

G.  DB  LoNGCHAMPS.     Sur  les  triangles  caractena^. 

J.  de  Math.  Mm.  (3)  IV.  203,  234,  252. 

Ein  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  6,  c  heisst  hier  eharakierisirt 
durch  die  Grössen  a,  /9,  y,  wenn  die  Gleichung  «ra*4-i***+/c'  =  0 
erfüllt  ist;  so  ist  das  rechtwinklige  durch  1,  — 1,  —1,  das  gleieh- 
schenklige  durch  0,  1,-1  charakterisirt.  Es  werden  allgemeine 
Sätze  Ober  diese  Art  von  Dreiecken  aufgestellt  mit  Benotznng 
der  trigonometrischen  Functionen  der  Dreieckswinkel. 

Lg. 
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E.  Lauvbrnat.     Sur  un  probl^me  de  g^om^rie.     'J.  de 

Math.  616m.  (3)  IV.  265-269. 

Die  Ecken  A^  B,  C  eines  Dreiecks  sind  Hittelpunkte  dreier 
Kreise  mit  den  Radien  t— a,  j— fr,  «— c,  welche  sich  gegenseitig 
berühren;  dann  sind  die  Radien  r^  und  r,  der  Kreise,  welche 
diese  drei  Kreise  berühren,  Wurzeln  der  Gleichung 

(r-16^')p'«*-4pr^»ar+4^*  =  0, 
wo  T=  a(«— a)  +  6(«— 6)  +  c(«— c)  und  J  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks ist,  und  die  Centrale  ist  bestimmt  durch  d'=(rj— r,)'-f-16rjr,. 
Aehnliche  Gleichungen  erhält  man  für  die  Kreise  mit  den  Radien 
*,  *— a,i— 6;  «,  s — a^s—c  und  «,  #— 6, »— c.  Die  vier  Centralen 
dieser  vier  Kreispaare  schneiden  sich  im  Gegenpunkte  des  Höhen- 
panktft  in  Bezug  auf  das  Umkreiscentrum.  Lg. 


E.  ViGARiä.     Le  176i>^®  porisme  d'EucIide  et  ses  cons^- 

quences.     J.  de  MAth.  ^l^m.  (3)  IV.  83-86. 

Der  betreffende  Satz  von  Euklid  lässt  sich  kurz  so  aus- 
sprechen: „Dreht  sich  der  eine  Schenkel  eines  gleichschenkligen 
Kreistrapexes  mit  constantem  Basiswinkel  w  um  einen  festen 
Punkt  Sij  so  dreht  sich  auch  der  andere  um  einen  festen 
Punkt  A'^.  £r  kann  dann  als  Ausgangspunkt  für  die  Brocard'- 
schen  Sätze  vom  Dreieck  dienen.  Dies  wird  hier  gezeigt 
8.  151  giebt  E.  Lauvernay  einen  einfachen  Beweis  des  obigen 
Satzes.  Lg. 

F.  J.  Hblwiq  J.  Az.      De   hoektransversalen    van    den 

vlakken  driehoek.     Nieaw  Archief.  XVII.  217-228. 

Enthält  einige  Betrachtungen  über  die  Ecktransversalen, 
d.  h.  Über  die  durch  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  gezogenen 
Transversalen.  Dabei  wird  die  Ecktransversale  als  von  der 
n**"  Ordnung  bezeichnet,  wenn  sie  die  gegenüberliegende  Seite 
in  Abschnitte  teilt,  die  der  n^  Potenz  der  anliegenden  Seiten 
proportional  sind.  Auf  analytischem  Wege  werden  viele  Eigen- 
schaften dieser  Ecktransversalen  abgeleitet.  G. 
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E,  Lauvernat.     Th^or^mes  sur  les  transversales.      J.  d« 

Math.  616m.  (3)  IV.  11-14,  51-53. 

Sind  a,  &,  c  die  Seiten  und  a',  6',  c'  die  Lote  von  einem 
Punkte  0  auf  dieselben;  a,  ß^  y  die  Abschnitte  einer  durch  0 
gezogenen  Geraden  zwischen  0  und  den  Seiten;  a'\  V\  c"  die 
Abstände  der  Ecken  von  den  Transversalen  (alle  Strecken  alge- 
braisch genommen),  so  sind  die  Formeln 

(m'  ,    66'  ,    cc'      ^         ,      aa'    ,     66'     ,     cc'        ^ 

h  -^  H =0      und      777-»  +  -jj—fj  +  -77X77  =  0 

allgemein  gültig,  lassen  sich  auf  jedes  beliebige  Vieleck  aus- 
dehnen und  erhalten  einfache  Form  f&r  besondere  Lagen  von  0. 
Herr  B^n^zech  giebt  S.  53-55  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes 
in  anderer  Form.  Lg. 

H.  Nawrath.     Das  Mittendreieek.     Pr.  (No.  190)  Kath.  Gjmo. 

Keisse.  19  S.  mit  3  FigurentafelD. 

Im  wesentlichen  eine  Bearbeitung  der  bei  Spicker  ohne  Be- 
weis angeführten  Aufgaben  und  Lehrsätze,  welche  sich  auf  den 
dem  Mittendreieck  eingeschriebenen  Kreis  beziehen.  Die  Arbeit 
ist  durch  die  Litteratur  der  letzten  10  Jahre  überholt,  kann 
aber  den  Schülern  des  Verfassers,  für  welche  sie  hauptsächlich 
geschrieben  ist,  immer  noch  gute  Dienste  leisten.  Lg. 


M.  MiLNE.     Le  thäor^nie  de  Feuerbach.     J.  de  Math.  6l6m. 

(8)  IV.  3-5. 

Der  sehr  einfache  und  elegante  Beweis  stützt  sich  auf  den 
Hülfssatz:  Es  sei  NB  eine  feste  Tangente  an  einen  Kreis  IC. 
Durch  einen  äusseren  Punkt  D  werde  eine  Gerade  gezogen, 
welche  AB  in  E  trifft,  und  auf  derselben  ein  Punkt  M  so  ge- 
wählt, dass  DE, DM  gleich  der  Potenz  von  D  in  Bezug  auf  K 
ist.  Dann  ist  der  Ort  für  M  ein  Kreis,  welcher  durch  D  gebt 
und  K  berührt.  In  der  Anwendung  ist  K  der  Inkreis,  D  die 
Mitte  der  Dreiecksseite  £C,  die  feste  Tangente  die  Symmetrische 
zu  BC  in  Bezug  auf  die  Winkelhalbirende  AJ^  M  die  Mitte  von 
AC  oder  BC.  Lg. 
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E.  Lauvernat.     Le  th^oröme  de  Feuerbacb.     J.  de  Math. 

6I61D.  (3)  IV.  193-195. 

Die  GleichuDg  zwischen  der  Centrale  des  Feuerbach'schen 
and  des  Inkreises  und  den  zugehörigen  Radien  NJ  =  ^r—Q 
wird  bewiesen  mit  geschickter  Benutzung  des  Dreiecks  JV/£, 
wo  E  der  Berührungspunkt  des  Inkreises  mit  einer  Dreiecks- 
Seite  ist  Lg. 

J.  Casey.      G^om^trie  ^l^mentaire  r^cente.     Traduit  de 
Tanglais  par  Fr.  Falisse;    avec    une    pr^face    de  M. 

J.   Neuberg.     Oand,  Hoste.    Paris,    Gaatbier-Villars  et  Fils.  80  8. 
gr.  8«. 

Dieses  Bändchen  enthält  die  Uebersetzung  des  Ergänzungs- 
capitels  zu  „A  sequel  to  Euclid^  von  Casey,  welche  in  Mathesis 
IX.  5-70  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  565)  zuerst  veröflFentlicht  ist, 
nebst  einem  Anhange,  der  gleichfalls  in  Mathesis  X  (1890) 
schon  erschienen  ist.  Der  Inhalt  ist  in  F.  d.  M.  XXI.  565  an- 
gegeben. Die  Vorrede  hebt  die  hauptsächlichen  Förderer  der 
neueren  Geometrie  mit  Ausnahme  von  Hrn.  Neuberg  hervor. 

Mn.  (Lp.) 

J.  Gaset.      Compldaient    de    la    th^orie   des  polygones 

harmoniques.     Mathesis  X.  96-114. 

Nachtrag  zur  „neueren  elementaren  Geometrie^  in  Mathesis 
IX.  5-70  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  565).  Mn. 


A.  GoB.     Sur  la  droite  et  le  cercle  d'Euler.     Liege  M6m. 

V.  7  8. 

A.  GoB.     Sur  les  cercles  de  Neuberg.   LidgeM^m.  v.  us. 

Beiträge  zur  neueren  Dreiecksgeometrie,  deren  kurze  Wie* 
dergabe  schwierig  ist.  Md.  (Lp.) 

E.  ViGAEiÄ,  W.  S.  McCay.     Solution  of  question  10239, 

Ed.  Times  LH.  73-71 
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Ist  G  der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  ABC,  and  schnei- 
den die  Geraden  AOj  BG^  CG  den  Umkreis  beaw.  in  A\  B',  C, 
so  liegt  der  Lemoine'sche  Punkt  des  Dreiecks  A'B^C  auf  dem 
Durchmesser,  welcher  durch  den  Steiner' sehen  und  den  Tarry*- 
sehen  Punkt  des  Dreiecks  ABC  geht.  Lp. 


A.    BOUTIN.      Exercices.     J.  de  Math.  8p6c.  (3)  IV.  41-42. 

A.  BouTiN.     Problfemes  sur  le  triangle.    ibid.  265-269. 
J.  Neubbrg.     Note  sur  Tarticle  pr6cödent.    ibid.  269-270. 
Aufgaben  aus  der  neueren  Dreiec^sgeometrie.  Lp. 


R.   TucKBR.      Isoscelian    hexagrams.      London  M.  s.  Proc. 

XXI.  4-29. 

Die  in  Rede  stehenden  Sechsecke  werden  erzeugt,  indem 
man,  von  einem  Punkte  L  auf  der  Seite  BC  eines  Dreiecks  ABC 
ausgehend,  Z^BLN'  =  B,  CLM'  =  C,  M'NA  =  A,  BNV  =  B,  VMC=  C 
macht.  L,  L\  ilf,  U\  iV,  iV'  liegen  dann  auf  einem  Kreise  und 
bilden  in  dieser  Reihenfolge  ein  positives,  in  der  Folge  LM'NVMN' 
ein  negatives  Sechseck,  lieber  beide  Arten  werden  besondere 
Untersuchungen  angestellt,  .deren  wichtigste  Resultate  folgende 
sind:  VN  und  M'L  mögen  sich  in  A"  schneiden  etc.,dann  gehen 
AA",  BW\  CC  durch  einen  Punkt  T.  Ist  A'  der  Schnittpunkt 
von  LJi*  und  ML  etc.,  dann  gehen  auch  ^Ll',  BB\  CO  durch  T 
und  ABC,  A'B'C,  A''B"0'  sind  perspectivisch.  L'Ä'JV  ist  ähnlich 
ABC,  LMN  ähnlich  dem  Fusspunktdreieck  von  ABC.  Der  Schnitt- 
punkt P  der  Winkelhalbirenden  von  AM'N  und  AN'M  liegt  auf 
dem  Umkreis  des  Sechsecks  und  auf  der  Seite  JB,Cj  des  Dreiecks 
iljBjCj,  dessen  Seiten  die  Mittellote  der  oberen  Höhenabschnitte 
in  ABC  sind;  Entsprechendes  gilt  für  die  ähnlich  construirten 
Punkte  P,  0,  R.  PL,  QM,  RN  gehen  durch  den  Böhenpunkt  B\ 
H  ist  auch  Höhenpunkt  von  PQR,  Inkreiscentnim  yon  LMN 
und  Umkreiseentrum  von  i4,B,C,.  —  Es  folgen  Ausdröcke  för 
Längen,  Winkel  und  UmhQllungscurven  verschiedener  Linien 
der  Figur.  .Lg- 
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J.  Griffiths.      Notes  in  connexion  with  the  papers  on 
^Isoscelians^  and  on  „Isoscelian  hexagrams^.  Load.M. 

8.  Proc.  XXI.  463-456. 

Noten  za  den  bezüglichen  Aufsätzen  des  Herrn  R.  Tucker 
in  den  Banden  XIX  und  XXI  der  Proc.  (Vgl.  P.  d.  M.  XX.  1889. 
554  n.  das  Torangehende  Referat.)  Lp. 


W.  Fuhrmann.      Sur    un   nouveau    cercle  associd  k  un 

triangle.      Matheaia  X.  105111. 

Die  Winkelhälftenden  eines  Dreiecks  ABC  treffen  den  Um- 
kreis in  drei  Punkten,  deren  Symmetralpunkte  in  Bezug  auf  die 
entsprechenden  Seiten  i4„  J3„  C,  sind.  Der  Umkreis  von  A^B^C^ 
hat  zahlreiche,  von  Herrn  Fuhrmann  ermittelte  Eigenschaften. 

Mn.  (Lp.) 

A.  PouLAiN.     Sur  quelques  s^ries  de  points  remarquables 
dans  le  triangle.     Mathesis  X.  246-251. 

Punkte,  deren  barycentrische  Coordinaten  denselben  Potenzen 
der  Sinns,  oder  der  Cosinus,  oder  der  Tangenten  der  Winkel 
des  Dreiecks,  oder  ihrer  Differenzen  u.  s.  w.  proportional  sind. 

Mn.  (Lp.) 

A«  6oB.     Sur  quelques  transformations  de  figures. 

A880C.  FraD9.  XIX.    LimogeB  (1890).  1-18. 

Sind  über  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  drei  ähnliche  Drei- 
ecke PaBC,  APöC,  ABPc  errichtet,  so  ist  AP^.APc  =  AB.AC. 
Zufolge  dieser  Analogie  mit  der  Gleichung  einer  geradlinigen 
Involution  heissen  P»  und  Pc  entsprechende  Punkte  zweier  „in- 
yolutorisehen  Figuren"  9>6  und  ()f>e,  deren  Mittelpunkt  A  ist.  Die 
Geraden  APa,  BPf,,  CPc  und  die  Kreise  P«ßC,  APf,C,  ABP^  schnei- 
den sich  in  Q,  dessen  in  verser  P  sei.  Durchläuft  Pa  die  Figur 
g>ay  SO  beschreiben  P  und  Q  die  ,,tran8formirten  Figuren'^  (p  und 
tßß.  Sind  Qaj  Qb^  Qe  die  inversen  Punkte  von  Pa^  Pbi  Pc>  so  sind 
PJ}aj  PbObj  PoQc  parallel  zu  PQ]  BP^  und  CP^  schneiden  sich  in 


586     VIII.  Abschnitt.    Reine,  elementare  a.  flynthetische  Geometrie. 

Qa  etc.  —  Aus  /^a,  ft,  Po  und  P  oder  Q  werden  rQckwftrtB  A^B^C 
construirt.  —  Beschreibt  P«  einen  Kreis  Da  durch  il,  so  ist  der 
Ort  für  P  eine  Gerade  d  und  der  für  Q  ein  dem  Dreieck  ABC 
umgeschriebener  Kegelschnitt.  Beschreiben  ebenso  P»,  Pc  zwei 
solche  Kreise  durch  B  bezw.  C,  dass  zu  ihnen  dieselbe  Gerade  als 
Ort  für  P  gehört,  so  ergeben  sich  aus  besonderen  Lagen  von  d 
bemerkenswerte  Resultate,  z.  B.:  die  Mittellote  von  APa^  BPt^ 
CPc  schneiden  BC,  CA^  AB  in  drei  Punkten,  deren  Verbindungs- 
linien mit  den  Ecken  A^  fi,  C  durch  einen  Punkt  auf  dem  Um- 
kreis gehen.  Haben  die  Dreiecke  PaBC,  AP^C^  ABPc  denselben 
Brocard'schen  Winkel  wie  ABC^  so  beschreiben  P«,  P»,  P«  die 
Neuberg'schen  Kreise  etc.  —  Es  werden  dann  noch  die  Doppel- 
punkte Fa  und  Fa  der  Involution  betrachtet,  welche  auf  der 
Halbirungslinie  des  Winkels  BAC  so  liegen,  dass 

AFa  =  AFa  =  YABTAC 

ist,  und  Folgerungen  daraus  gezogen.  Lg. 


C.  A.  Laisant.      Propriöt&    du    triangle.      Orientation 
moyenne  —  Points  ^quisegmentaires.   Aasoc.  Fran9.  xix. 

Limoges  (1890).  23-29. 

Die  drei  Geraden,  welche  man  erhält,  wenn  man  von  je  zwei 
Ecken  eines  Dreiecks  aus  die  eingeschlossene  Seite  auf  den  an- 
stossenden  abträgt  und  die  Endpunkte  verbindet,  sind  parallel, 
ihre  gemeinsame  Richtung  wird  „orientation  moyenne^  des  Drei- 
ecks genannt.  Dieselbe  ist  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie 
des  Inkreis-  und  Umkreiscentrums  und  parallel  der  Geraden  von 
Jörabek,   d.  h.  der  Geraden,   welche  die  Punkte  /,,  J,  mit  den 

barycentrischen  Coordinaten  -^,  — ,  —  und  • — ,  — ,  -^  ver- 
bindet. —  Sind  A'A'\  B'B'\  CC"  je  zwei  Punkte  auf  den  Seiten 
£C,  CA^  AB  eines  Dreiecks,  so  dass 

BA'  =  Cß'  =  .IC  ==  fi  =  Ci4"  =  BC  =  ilB" 
und  u  die  (einzige)  reelle  Wurzel  der  Gleichung 

(a— ii)(6--m)(c--ii)  =  «• 
ist,  so  schneiden  sich  AA\  BB\  CC  und  AA'\  BB'\  CC  in  den 
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Punkten  S,  und  S,,  points  äquisegmentaires.     S^S,  ist  parallel 

y^7,.  —  Für  den  speciellen  Fall,  dass  die  mittlere  Seite  das  har- 

2         11 
monische  Mittel  zu  den  beiden  andern  ist,  d.  h.  -r-  = 1 , 

wird  u  =  ib]   8^  und  S^  liegen  dann  auf  der  zu  b  gehörigen 
Mittellinie,  welche  parallel  zu  jy,  ist  Lg. 


E.  Lemoine.      Sur    las    triangles    orthologiques    et    sur 
divers  sujets  de  la  g^omdtrie  du  triangle.    Aaaoc  FraD9. 

XIX.  Limoges  (1890).  11M46. 

Wenn  zwei  Dreiecke  so  liegen,  dass  die  von  A^  fi,  C  auf 
B'C,  C'Ä'^  A'B'  gefällten  Lote  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden, 
80  gehen  auch  die  von  A^B'C  auf  BC,  CA^  AB  gefällten  Lote  durch 
einen  Punkt  0\  wie  schon  Steiner  (J.  für  Math.  IL  287)  gezeigt 
hat.  Zwei  derartige  Dreiecke  werden  hier  „orthologisch"  genannt. 
Ihre  Eigenschaften  sowie  die  derjenigen,  welche  „dreifach  ortho- 
logisch  und  perspectivisch"  sind,  werden  untersucht,  wobei  sich 
einige  neue  Sätze  ergeben,  z.  B.:  Ist  M  ein  Punkt  auf  der 
Lemoine'schen  Geraden,  so  sind  ABC  und  alle  diejenigen  Drei- 
ecke, deren  Seiten  denjenigen  des  Fusspunktendreiecks  von  M 
parallel  sind,  dreifach  orthologisch.  Die  mehrfach  perspectivischen 
Dreiecke  sind  schon  von  andern  Autoren  behandelt,  z.  B.  von 
Schröter  in  den  Math.  Annalen  II.  Da  der  Verfasser  diese  Arbeiten 
nicht  vorher  eingesehen  hat,  so  fehlen  Angaben,  wie  weit  sich  die 
gefundenen  Sätze  bei  jenen  finden.  In  §  3  folgen  verschiedene 
zum  Teil  bekannte  Sätze,  welche  Bezug  haben  auf  die  Kiepert'- 
sehe  Hyperbel,  den  Feuerbach'schen  Kreis,  den  Kreis  durch  die 
drei  Berührungspunkte  eines  angeschriebenen  Kegelschnitts,  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  und  die  Berührungspunkte  einiger 
eingeschriebenen  Kegelschnitte.  §  4  handelt  über  die  Schnitt- 
punkte der  Kegelschnitte,  welche  zwei  Ecken  eines  Dreiecks  zu 
Brennpunkten  haben,  und  welche  durch  die  dritte  Ecke  gehen. 
Diese  Schnittpunkte  dienen  zur  Lösung  mancher  Aufgaben,  welche 
nach  Meinung  des  Verfassers  bisher  nur  angedeutet  wurden.  Er 
findet  durch  Rechnung  praktische  Lösungen;  die  benutzten  Formeln 
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drücken  Dreiecksstücke  darch  f,  r,  ^,  ^«^  ^^  Qe  ftos  and  sind  am 
SchluBs  zasammeogestellt.  Lg. 


R.  Lachlan.      Oll    the  properties   of  some  circles  con- 
nected   witb    a    triangle    formed    bj    circular    arcs. 

Lond.  M.  S.  Proc.  XXI.  263-272. 

Wenn  ABC  ein  aus  drei  Kreisbogen  gebildetes  Dreieck  ist, 
und  die  vollständigen  Kreise  sich  zum  zweiten  Male  in  Ä\  £\  C 
schneiden,  so  entstehen  drei  zu  ABC  „associirte"  Dreiecke  A^BC, 
ABT,  ABC,  und  vier  Dreiecke  i'B'C,  AB'C\  A'BC\  A'B% 
welche,  in  Bezug  auf  den  die  gegebenen  Kreise  rechtwinklig 
schneidenden  Kreis,  die  „inversen^  Dreiecke  von  ABC  und  seinen 
associirten  Dreiecken  sind.  Jedes  dieser  Dreiecke  besitxt  einen 
umschriebenen,  einen  eingeschriebenen  und  einen  dem  Feuerbach'- 
sohen  Kreise  entsprechenden  Kreis.  —  Der  Verfasser  entwickelt 
mit  möglichster  Vollständigkeit  die  descriptiven  und  metrischen 
Eigenschaften  dieser  Kreisgruppen  im  Anschluss  an  eine  in  dem 
Quarterly  Journal,  XXI.  1-59  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  542)  von  ihm 
veröffentlichte  Arbeit  und  im  Anschluss  an  seine  Abhandlung 
^On  Systems  of  Circles  and  Spheres"  (Phil.  Trans.,  CLXXVII. 
481-G25,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  491)-  Wbg. 


E.  Knabl.    Die  Winkelgegenpunkte  und  ihre  Beziehungen 
zu  den  Kegelschnitten,  insbesondere  zom  Brocard'schen 

Kreis.     Pr.  Niederöstr.  Landes-Real-  n.  Ober-Gymn.  bq  Hom.   39  S. 
mit  1  Figurentafel. 

£8  sei  £  ein  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC  (Ein- 
heitspuukt),  A  der  Mittelpunkt  eines  involutorisohen  Strahlen- 
büschels, welcher  durch  AB  und  AC  als  entsprechende  StimUen 
und  AE  als  Doppclstrahl  vollständig  bestimmt  ist;  dann  heissen 
irgend  zwei  involutorisch  zugeordnete  Strahlen  m  und  m'  dieses 
BQschels  nGegentransversalen** ;  Entsprechendes  gilt  f&r  die  Edcen 
B  und  C.  Verbindet  man  einen  Punkt  M  mit  Ay  B,  C,  so  laufen 
die  zugehörigen  Gegentransversalen  ebenfalls  durch  eines  Punkt 
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jf',  den  „Wrakelgegenponkt^  von  M,  dessen  Lage  natürlich  von 
der  Wahl  des  Einheitspunktes  E  abhängig  ist.  Ist  E  das  Inkreis- 
centrnm  von  ABC^  so  bilden  m  und  m'  mit  AB  und  AC  entgegen- 
gesetzt gleiche  Winkel  (Höhe  und  Umkreisradius);  ist  E  der 
Schwerpunkt,  so  liegen  die  Fusspunkte  von  m  und  m'  auf  BC 
symmetrisch.  [Diese  beiden  Arten  der  Zuordnung  hat  schon 
Eiehl  in  seinem  Programm  Bromberg  1881  als  Winkel-  und 
Seitengegentransversale  unterschieden.  Ref.]  Reciproke  Sätze 
ergeben  sich,  wenn  man  eine  beliebige  Gerade  f  als  Einheits- 
gerade, B  und  C  als  entsprechende  Punkte  und  den  Schnittpunkt 
F  von  f  mit  BC  als  Doppelpunkt  einer  involutorischen  Reihe  an- 
sieht. —  Einem  Punkte  P^  mit  den  trimetrischen  Coordinaten 
Cp  a„  a,  werden  ferner  die  Punkte  P,  ==(«aCfjOf,),  P,  =  (a^a^a^) 
als  y,Punkte  mit  cjklisch  vertauschten  Coordinaten^  und 

als  „Punkte  mit  teilweis  vertauschten  Coordinaten''  zugeordnet 
und  hieraus  u.  a.  folgende  interessante  Beziehungen  hergeleitet: 
Jedes  Dreieck  PiP^P^  liegt  dreifach  perspectivisch  zu  ABC^  und 
die  drei  Situationspunkte  sind  die  drei  Winkelgegenpunkte  der 
zu  einer  Ecke  gehörigen  Punkte  17, ,  I7„  17,.  —  Die  sechs  Punkte 
P,,  P,,  P,,  ilj,  /!,,  77,  liegen  stets  auf  einem  Kegelschnitte,  der 
nur  dann  ein  Kreis  ist,  und  zwar  der  Brocard'sche,  wenn  P, 
mit  dem  Grebe'schen  Punkte  zusammenfällt.  —  Zum  Schluss  wird 
der  geometrische  Ort  eines  Punktes  untersucht,  dessen  Winkel- 
gegenpnnkt  ftlr  den  Einheitspunkt  E  eine  Gerade  durchläuft; 
derselbe  ist  ein  dem  Fundamentaldreieck  umschriebener  Kegel- 
fiehnittüT,  und  umgekehrt.  Als  Specialfälle  ergeben  sich:  Ist  K 
der  Umkreis  und  £  der  Schwerpunkt,  so  ist  /  die  Seitengegen- 
^erade  der  Polare  des  Grebe'schen  Punktes;  ist  £  dagegen  das 
Inkreiscentnim,  so  liegt  /  im  Unendlichen;  verbindet  l  das  Um- 
kreiscentrum mit  dem  Grebe'schen  Punkte  und  ist  £'  wieder  das 
Inkreiscentrum,  so  ist  K  die  gleichseitige  Hyperbel  der  zehn 
Punkte.  Lg. 

W.  Hetmann.      Das    Problem    der    Winkelhalbirenden. 

Scblömilcb  Z.  XXXV.  354  256. 
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ÄQ  Stelle  des  bisher  ungelösten  Problems  wird  das  andere 
gesetzt:  Ein  Dreieck  Ä^A^A^  aas  den  drei  Abschnitten  «„<„<, 
zu  berechnen,  welche  der  Umkreis  auf  den  Winkelhalbirenden 
bestimmt.  Bildet  der  von  A^  ausgehende  Durchmesser  d  mit  s^ 
den  Winkel  a,,  so  ist 

«,  =rfco8a,,  rf'-W+«!+Orf+2v,*,  =0,  i«,  =|{Ä— a,+a,). 

Die  Aufgabe  erfordert  also  ausser  der  Auflösung  einer  kubischen 
Gleichung  die  Dreiteilung  eines  Winkels,  weswegen  eine  rein 
algebraische  Lösung  ohne  HOlfswinkel  zu  verwickelten  Rech- 
nungen führen  muss.  Lg. 

F.  J.  VAN  DEN  Berg.  Over  de  bepaling  van  een  drie- 
hoek,  waarvan  de  deellijnen  der  drie  supplementaire 
hoeken  gegeven  zijn.    Nieuw  Archief  xvir.  191-205. 

Fortsetzung  eines  früheren  Aufsatzes  des  Autors  über  den 
nämlichen  Gegenstand  (siehe  F.  d.  M.  XXL  576),  die  Bestim- 
mung eines  Dreiecks,  von  dem  die  Längen  der  Winkelhalbirenden 
gegeben  sind;  jetzt  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  des 
Dreiecks,  wenn  die  Halbirenden  der  drei  Supplementswinkel 
gegeben  sind.  Anders,  als  man  erwarten  durfte,  ergiebt  sich, 
dass  die  Lösung  dieses  Problems  einfacher  ist  als  die  des  er- 
steren.  Das  ursprüngliche  fordert  die  Lösung  einer  nicht  zu 
reducirenden  Gleichung  des  sechzehnten  Grades;  das  neue  Pro- 
blem dagegen  erfordert  hauptsächlich  nur  die  Lösung  einer 
Gleichung  des  dritten  Grades.  Es  wird  dies  näher  dargethan, 
die  Gleichung  aufgestellt  und  mit  einigen  einfachen  Zahlen- 
beispielen erläutert.  Schliesslich  wird  von  dem  besonderen  Falle 
gehandelt,  wenn  zwei  der  drei  äusseren  Winkelteillinien  ein- 
ander gleich  sind,  was  in  diesem  Falle  nicht  notwendig  zur 
Folge  hat,  dass  das  Dreieck  gleichschenklig  sei.  G. 


H.  Hartl.      Lehrbuch    der    ebenen    Trigonometrie    flir 
den    Gebrauch   an  höheren   Gewerbeschulen    und  für 

das   Selbststudium.     Wieo.  A.  Holder.  91  s.  8^ 
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In  diesem  Buche  wird  die  elementare  ebene  Trigonometrie 
nait  vielseitiger  Heranziehung  von  Beispielen,  die  in  der  Praxis 
wichtig  sind,  gelehrt  Zuerst  wird  das  rechtwinklige,  dann  das 
gleichschenklige  Dreieck,  hierauf  das  reguläre  Polygon,  der 
Rhombus  und  zuletzt  das  schiefwinklige  Dreieck  behandelt. 
Ausserdem  sind  goniometrische  Formeln  hergeleitet,  und  die  An- 
wendung der  Logarithmen  ist  berücksichtigt.  Mz. 


G.  H.  Ward.       Examination    papers    in    trigonometry. 

London.  George  Bell  and  Sons.  [Natnre  XL II.  567.] 


E.  Lakenmacher.     Trigonometrische  Formeln    zur    an- 
nähernden Bestimmung  der  Sinuswerte.    Hoppe  Arch.  (2) 

IX.  215-216. 
Der  Verfasser  giebt  ohne  Beweis  einige  Formeln,  aus  denen 
die  Sinus  der  Winkel  annähernd  berechnet  werden  können. 

Ist  «  =  ^^ 2  für  die  Winkel  von    0°  bis  15^ 

90 
dann  a  =     —    -2    „      „         ,  „     15«    „    30°, 

1R0 
dann  a  =    i^   -2    ,      „         „  „     30»    „    45^ 

und     b  =.  y2«— a  +  a, 
so  ist 

Bm.p  =  /l-^-/Äfttr0<'bi8l5«, 
sin q>  =  yj  für  15'  bis  30», 


8in9>  =  ii--Ti  för  30"  bis  45«. 


6»  Mz. 


G.  EoiDi.     Sulla  trasformazione  di  alcune  formole  trigo- 
nometricbe.     Bom.  Acc.  p.  d.  N.  L.  XLiir.  147-153. 

In  dieser  Note  sind  nur  Formeln  enthalten,  die  der  elemen- 
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taren  TrigODometrie  angeboren.  Es  wird  gezeigt,  wie  man,  Tom 
Sinussatz  und  Gleichungen  wie  a  =  beo^y-{'ceoBß  ausgebend, 
durcb  einfacbe  Umformungen  zu  solchen  Relationen  gelangt,  die 
sich  für  logaritbmische  Rechnung  besser  eignen  als  die  anflUig- 
licb  gegebenen.  Hs. 

H.  Hartl.     Die  trigonometrische    Auflösung   des  Di*ei- 
ecks  und  der  auf  Dreiecke  zurückzuführenden  Figuren. 

Wien.  A.  Holder.  33  S.  8^. 

In  diesem  kleinen  Buche  wird  die  trigonometrische  Behand- 
lung des  Dreiecks  gelehrt;  dabei  werden  nur  die  trigonometri- 
schen Zahlen,  nicht  ihre  Logarithmen  verwandt;  auch  bleiben 
die  rein  goniometrischen  Beziehungen  und  Formeln  unberfick- 
sichtigt.  Dagegen  sind  praktische  Aufgaben,  die  in  die  Mechanik, 
Baukunst  u.  s.  w.  hinüberspielen,  beigefügt. 

Behandelt  sind  das  rechtwinklige,  das  schiefwinklige  Drei- 
eck und  das  reguläre  Polygon;  auch  findet  sich  eine  trigono- 
metrische Tafel  am  Ende  des  Buches.  Hz. 


D.  Gambioli.      Alcune    formole    relative    al    triangolo. 

Besso  Per.  mat.  V.  42-46. 

Es  seien  AA'  =  ä,  BB'  =  h\  CC  =  h!'  die  Höhen  eines 
Dreiecks  ABC^  und  D,  £,  F  ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Um- 
kreise des  Dreiecks.  Ferner  sei  A''  =  AA'.BC^  B"  =  BB'.CA, 
C'=CC\AB\  AA''  =  a,  BB''  =  ß,  CC''=r]  A'D  =  d,  B'E=e, 
C'F^f.  Zwischen  den  Längen  a,  /J,  y,  rf,  e,  f,  A,  fc',  ik",  den 
Seiten  des  Dreiecks,  den  Inhalten  der  Dreiecke  und  den  Radien 
der  In-  und  Umkreise  der  Dreiecke  ABC^  A'B^C  finden  zahl- 
reiche Beziehungen  statt,  welche  man  einfach  durch  trigono- 
metrische Rechnungen  beweisen  kann,  und  unter  denen  der  Ver- 
fasser mehrere  elegante  ermittelt.  La. 


C.  Franke.  Anschauung  in  der  Trigonometrie.    Pr.  (No.203) 

GymD.  Waldenbarg  i.  Schi.  16  S.  8<>  mit  Fignrentafel. 

Die  hauptsächlichsten  goniometrischen  Formeln  werden  an- 
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schaulich  an  der  Figur  hergeleitet,  wie  dies  in  den  Lehrbüchern 
(abgesehen  von  Mehler)  mit  &m(a-\'ß)  und  co8(o+/9)  geschieht. 

Lg. 

F.  Locke.     Leitfaden   der  Stereometrie  für  den  Schul- 
unterricht.    Leipzig.  B.  G.  Teabner.  X  u.  204  S.  8^  Mit  9  Tafeln. 

Verfasser  hatte  schon  in  der  Vorrede  der  von  ihm  heraus- 
gegebenen „Genetischen  Geometrie"  von  Heinze  (s.  F.  d.  M.  XVIII. 
485)  die  Abfassung  eines  Leitfadens  der  Stereometrie  nach  den- 
selben Grundsätzen  in  Aussicht  gestellt.  Seinen  Bedenken  gegen 
jene  Grundsätze  hat  Ref.  in  Hoffmann  Z.  XVIII.  81  Ausdruck 
gegeben.  Um  so  mehr  ist  er  erfreut,  das  nun  vorliegende  Werk 
frei  von  den  gefürchteten  Einseitigkeiten  zu  finden  und  es  als 
ein  treffliches  Lehrbuch  empfehlen  zu  können.  Es  ist  als  „Httlfs- 
buch  für  den  Schulunterricht^  gedacht.  Dementsprechend  sind 
leichtere  Beweise  häufig  nur  angedeutet,  Zusätze  in  Frageform 
gekleidet,  u.  s.  w.  Die  Auswahl  und  Gliederung  des  Stoffes  ist 
zweckmässig,  die  Darstellung  klar,  der  Beweisgang  durchsichtig. 
Die  Eörperberechnung,  fttr  welche  die  Heinze'sche  Eörperlehre  als 
Uebungsmaterial  dient,  ist  auf  dem  Gavalieri'schen  Satze  aufge- 
baut, der  als  „Grundsatz"  eingeführt  wird.  In  dem  anhangsweise 
beigefttgten  Uebungsstoff  (243  Aufg.),  der  geschickt  angeordnet 
ist,  wird  der  constructiven  Seite  der  Stereometrie  ausgiebig 
Rechnung  getragen.  (Vor  No.  22  wünschte  Ref.  noch  die  Funda- 
mentalaufgaben der  Bestimmung  des  Schnittpunktes  einer  Geraden 
mit  einer  Ebene  und  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  eingeschaltet.) 

Hk. 


Karl  Schultz e.  Leitfaden  für  den  trigonometrischen 
und  stereometrischen  Unterricht  an  höheren  Bürger- 
und  Realschulen.    Leipzig.  Teuboer.  VIII.  72  u.  60  S.  8°. 

a)  Trigonometrie.  Gemäss  den  Zielen,  welche  das  Buch 
nach  seinem  Titel  verfolgt,  beschränkt  sich  der  Inhalt  in  zweck- 
mässiger Auswahl  auf  das  Notwendige  zur  Lösung  leichter  Auf- 
gaben über  Dreiecke,  Vierecke,  regelmässige  Vielecke,  den  Kreis 

FortMhr.  d.  Math.  XZU.  2.  38 
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und  über  Höhen-  nebst  Distanzbestimmungen.  Sinns  nnd  Cosinus 
werden  —  zunächst  für  die  Winkel  30®  und  60"  —  als  Zahlen 
definirt,  mit  denen  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks zu  multipliciren  ist^  um  die  Katheten  zu  erhalten.  Die 
Verbindung  zwischen  Trigonometrie  und  Planimetrie,  welche  der 
Verfasser  auf  diese  Weise  am  besten  herzustellen  glaubt,  kann 
aber  eben  so  gut  gewonnen  werden,  wenn  man,  von  den  Aebn- 
lichkeitssätzen  ausgehend,  jene  Functionen  als  Seitenverhältnisse 
erklärt;  welche  Erkenntnis  im  vorliegenden  Buche  für  das  all- 
gemeine rechtwinkelige  Dreieck  erst  durch  Analogie  erlangt  wird. 
Sehr  zu  loben  ist  das  über  die  ungleichmässige  Veränderung 
der  Functionen  eines  gleichmässig  wachsenden  Winkels  und  über 
die  Berechnung  trigonometrischer  Tafeln  Gesagte;  dagegen  ist 
die  Ableitung  von  8in(o+/9)  gekünstelt.  Das  Buch  ist  versehen 
mit  einer  genügenden  Zahl  von  Uebungsbeispielen,  Tafeln  der 
trigonometrischen  Functionen,  pythagoreischer  Dreiecke;  zu  beson- 
derer Empfehlung  gereicht  ihm  der  beigegebene  kurze  Abriss  der 
Geschichte  der  Trigonometrie. 

b)  Stereometrie.  Dieses  Buch  ist  dem  vorigen  in  seinen 
Zielen  ähnlich,  in  der  Ausführung  vielfach  noch  vorzuziehen. 
Aus  der  Anschauung  am  Würfel  werden  die  verschiedenen  Lagen- 
beziehungen von  Ebenen  und  Geraden  abgeleitet;  die  Flächen- 
und  Inhaltsformeln  werden  in  gewöhnlicher  Weise  entwickelt; 
ein  kleiner  Excurs  über  stereographische  Projection,  an  der  Karte 
von  Deutschland  erörtert,  verdient  lobende  Erwähnung.  In  dem 
geschichtlichen  Abriss  sollte  das  Problem  der  Würfelverdoppelung 
erwähnt  werden;  die  Auswahl  der  Aufgaben  ist  praktisch.  Einige 
sinnstörende  Druckfehler  bei  Gavalieri's  Satz  und  der  Definition 
der  Kugel  („Ebene"  statt  „Körper"  und  „nicht"  statt  „in")  hätten 
vermieden  werden  sollen.  Mh. 


R.  B.  Hayward.     The  elements  of  solid  geometry.  London. 


J.  H.  Morris.      Practica!    plane    and    solid    geometry, 
including  graphic  arithmetic.    London.  260  s. 


I 
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6.  Dblitala.     Ricerche  di  Stereometria.    Sassan.  o.  Dessi. 

X  v.  76  8. 

Von  diesem  ganz  elementaren  Werkchen,  welches  bloss  fflr 
die  Anwendungen  der  Mathematik  auf  die  Ingenienrwissen- 
schaft  Interesse  zu  bieten  scheint,  lassen  wir  nur  die  Titel  der 
einzelnen  Abschnitte  hier  folgen: 

I.  lieber  das  abgestumpfte  Prisma  und  das  vierseitige 
Prismatoid. 

II.  Die  prismatischen  und  cylindrischen  StQcke. 

ni.  Ueber  die  Messung  des  Inhalts  der  natürlichen  Wasser- 
behälter. 

IV.  Ueber  die  cylindrischen  Körper,  die  schiefe  Ebene  und 
den  Keil.  La. 


ScHOLiM.     Stereometrische  Oerter  und  Constructionsauf- 

gabcD.      I.   Teil.      Pr.  Gymn.  Kreazbnrg  i.  O.-S. 

Eine  reichhaltige  Zusammenstellung  von  Oertern  und  Auf- 
gaben aus  der  construirenden  elementaren  Stereometrie,  für 
Schüler  berechnet  und  ohne  den  Anspruch,  wissenschaftlich  Neues 
SU  bieten.  Seht. 


0.  RüTHNiCK.     Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Stereo- 
metrie, zum  Gebrauche  in  Prima.     Fr.  (No.  68)  Ritterak. 

Brandenburg  a.  H.  12  S.  4^ 

Da  Sammlungen  stereometrischer  Aufgaben  nach  der  Meinung 
des  Verfassers  weniger  vorhanden  sind,  als  solche  anderer  Auf- 
gaben, so  hat  er  diese  Sammlung  herausgegeben.  Constructions- 
aufgaben  befinden  sich  nicht  in  ihr,  dagegen  eine  grosse  Zahl 
(99)  Rechenaufgaben  aus  der  Stereometrie  (Kugel,  Kegel,  Prisma, 
Pyramide,  reguläre  Körper)  mit  Angabe  der  Resultate. 

Mz. 

Fr.  Hartmann.       Musterbeispiele    zu    stereometrischen 
Aufgaben  (für  Schüler  der  oberen  Gymnasialklassen). 

Pr.  (No.  361)  Realgymn.  q.  Gymo.  Hageo.  13  S.  4^ 

38  • 
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Der  Verfasser  bebandelt  mebrere  stereom einsehe  Aufgaben, 
die  sich  im  Unterricht  gewissermassen  von  selbst  darbieten,  und 
deren  selbständige  Lösung  von  der  Mehrzahl  der  Schäler  er- 
wartet werden  kann.  So  z.  B.:  einen  Punkt  zu  construiren,  der 
von  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Punkten  gleich  weit 
entfernt  ist;  oder  aus  den  Grundkanten,  der  Höhe  und  zwei 
Seitenkanten  die  dritte  Seitenkante  einer  dreiseitigen  Pyramide 
zu  finden,  u.  a.  m.  Auch  Lehrs&tze  mit  vollständigem  Beweis 
und  ausgeflihrter  Rechnuog  werden  gegeben.  Die  beigefügten 
Figurentafeln  sind  sehr  deutlich  und  erleichtern  das  Verständnis. 

Mz. 

Fr.  Roth.     Beiträge  zur  Stereometrie.     Pr.  (No.324;  Reai- 

gymn.  Buxtehude.  26  S.  4^. 

Der  Verfasser  erinnert  zu  Anfang  an  die  mannigfachen  Be- 
strebungen der  Geometer,  Sätze  aus  der  Planimetrie  auf  die 
Stereometrie  zu  übertragen,  und  behandelt  dann  als  eigentliches 
Thema  der  Arbeit  die  räumlichen  Analoga  zu  den  Sätzen  über 
Winkelsummen  von  Polygonen.  Er  bringt,  von  Leichterem  zu 
Schwererem  übergehend,  mehrere  interessante  Sätze  mit  ihren 
Beweisen«  Zuletzt  zeigt  er,  dass  in  jedem  Polyeder,  dessen 
Grenzflächen,  beliebig  erweitert,  den  Körper  selbst  nicht  schnei- 
den, die  Summe  der  zu  den  Ecken  gehörigen  Polarecken  gleich 
einer  Engel  ist.  Die  zahlreichen  beigegebenen  Figuren  sind 
sehr  deutlich  und  gut.  Mz. 

E.  Lauvernat.     Sur  le  deuxi^me  cas  de  la  r^solution 

des  tri^res.     J.  de  Math.  Mm,  (3)  IV.  217-218. 

Eine  hübsche  directe  Gonstruction  des  Dreikants  aus  den 
drei  Winkeln,  ohne  Benutzung  des  Polardreikants.  Lg. 


F.  Haluschka.     Die  dreiseitige  Körperecke.  Wahriog.22S. 


6.  ßiBONi.     Contributo  allo  studio  del  tetraedro.      Besso 

Per.  mat.  V.  1-9. 
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Es  seien  ein  Tetraeder  und  im  Innern  desselben  ein  Punkt 
gegeben;  man  projicire  den  Punkt  aus  den  Ecken  auf  die  gegen- 
überliegenden Flächen  und  aus  den  Kanten  auf  die  bezüglichen 
Gegenkanten.  Die  gegebenen  und  die  so  entstandenen  Punkte 
bestimmen  eine  grosse  Anzahl  Strecken,  unter  denen  viele  Be- 
ziehungen bestehen  als  Folge  der  Gleichung 

AO      AB'  .   iiC 


—  t>i  ni 


OA'       B'C  '   CB 

zwischen  den  Projectionen  A\  B\  C  eines  Punktes  0  aus  den 
Ecken  eines  Dreiecks  ABC  auf  die  Gegenseiten.  Aus  diesen 
Beziehungen  leitet  der  Verfasser  viele  Sfttze  ab,  welche  Eigen- 
schaften von  Tetraedern  besonderer  Art  aussprechen;  unter  ihnen 
wählen  wir  die  folgenden  als  die  bemerkenswertesten  aus: 

1.  Ist  in  einem  Tetraeder  die  Summe  der  Quadrate  der 
Gegenkanten  constant,  so  gehen  die  Höhen  des  Tetraeders  durch 
einen  und  denselben  Punkt. 

2.  Ist  in  einem  Tetraeder  das  Product  der  Gegenkanten 
constant,  so  gehen  die  Höhen  durch  denselben  Punkt  wie  die 
Geraden,  welche  die  Ecken  des  Tetraeders  mit  den  Mittelpunkten 
der  Inkreise  der  Flächen  verbinden. 

3.  Ist  in  einem  Tetraeder  die  Summe  der  Gegenkanten 
constant,  so  berühren  die  Kanten  eine  Kugel,  und  es  giebt  sechs 
andere  Kugeln,  von  denen  jede  eine  Kante  des  Tetraeders  und 
die  Verlängerungen  der  vier  anderen  mit  ihr  zusammenstossen- 
den  Kanten  berührt. 

4.  Gehen  in  einem  Tetraeder  die  Geraden,  welche  die  Eck- 
punkte mit  den  Berührungspunkten  der  Gegenflächen  mit  der 
Inkugel  verbinden,  durch  denselben  Punkt,  so  sieht  man  aus 
diesen  Berührungspunkten  die  Kanten  unter  einem  und  dem- 
selben Winkel. 

Die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  der  Oberfläche  eines 
beliebigen  Tetraeders  bildet  den  Schluss  des  Aufsatzes. 

La. 
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G.  Delitala.      Dimostrazione  della   formola  che  dk  il 
voIume     d'un    tetraedro    in    funzione    degli    spigoli. 

BesBO  Per.  mat.  V.  113-115. 

Bei  diesem  Beweise  benutzt  der  Verf.,  wie  u.  a.  Salmon  in 
seiner  Geometry  of  three  dimensions,  zur  Berechnung  einer  Höhe 
h  des  Tetraeders  die  bekannte  Gleichung,  welche  die  Entfernungen 
von  vier  beliebigen  Punkten  einer  Ebene  verbindet;  die  Rechnung 
wird  auf  eine  solche  Weise  durchgeführt,  dass  h*  durch  einen 
Bruch  ausgedrückt  wird,  dessen  Zähler,  bis  auf  einen  numeri- 
schen Factor,  das  Quadrat  des  gesuchten  Inhalts  darstellt. 

La. 


R.  Hoppe.  Höhen schnitt-Tetraeder  mit  rationalen  Kanten. 

Hoppe  Arch.  (2)  IX.  434-444. 

Zwei  Gegenkanten-Paare  eines  Tetraeders  mit  Höhenschnitt- 
punkt werden  als  Functionen  des  dritten  und  noch  zweier 
variabeln  Parameter  dargestellt.  Dann  werden  die  Bedingungen 
erörtert,  unter  welchen  ein  System  von  drei  solchen  Parametern 
nur  ein  Tetraeder  liefert.  Hierauf  beruht  eine  Einteilung  der 
erhaltenen  Tetraeder  in  spitze  und  flache.  Beiläufig  ergiebt 
sich  der  Satz,  dass  die  Fusspunkte  der  Höhen  eines  Höhen- 
schnitt-Tetraeders die  Höhenschnittpunkte  der  Seiten  sind. 

Schg. 

J.  WOLSTENHOLME.      Solution    of  question  9697.     Ed.  Times 
LH.  38-39. 

Sind  il,,  ilg,  ilj,  A^  die  Flächeninhalte  der  vier  Seiten  eines 
Tetraeders,  und  bezeichnet  man  die  Winkel,  wie  F.  d.  M.  XX. 
1888.  562  beschrieben  ist,  so  folgt  aus  jeder  Gleichung  von  der 
Form  a^+a^  =  a^-\-a^  eine  Relation  A^+A^+A^+A^^O^ 
Wenn  diese  Gleichung  von  den  Wurzelzeichen  befreit  wird,  so 
ist  das  Ergebnis  symmetrisch  in  den  Indices  1,  2,  3,  4.  Daher 
sind  die  Gleichungen  a^+a^  =  ffj+^i  ^*  8.  w.  nicht  unabhängig 
von  einander.  Gilt  das  Gleichungssystem  a»  +  a,  =  a,  +  er^, 
ßi'^ßi^  ßz+ßi,   yi+y.  =y«  +  y4^   «^   ist   die   zwischen  den 
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Flächeninhalten  geltende  Beziehung  A^+A^  =  A^-\-A^.  Bedeuten 
nun  S^j  S„  S,,  S^  die  Inhalte  der  Dreiecksflächen,  a„  a,,  a,,  a^ 
die  halben  Summen  der  ebenen  Winkel  in  den  Ecken  des  Tetra- 
eders, so  ist  das  Gleichungssystem 

«i+ffs  =  ««+«4^   ßi+ß2  =  ß,+ß,i   Yi+y,  =  rz+Yv 

a,  f  a,  =  (T,  +  (y^,    cy,-/?,  =  (f^-ß4^    <y,~yi  =  (^,— /a» 

^J  -  ft     =    «^3  -  ft  t        ^2— ya   =  <^4  -741        ^I  +  ^J   =  '^'j  +Sa 

derartig,  dass,  wenn  irgend  eines  derselben  gilt,  jedes  andere 
auch  stattfindet.  Lp. 

6.  DE  LoNGCHAMPS.      Sor    le    t^tra&dre    orthocentrique. 

MathesiB  X.  49-53,  77-82. 

Das  nOrthoeentrisehe^  Tetraeder  ist  dasjenige,  dessen  Höhen 
sich  in  einem  Punkte,  dem  „Orthocentrum",  schneiden.  Der  Verf. 
erinnert  an  seine  schon  bekannten  Eigenschaften  und  ermittelt 
neue  auf  analytischem  Wege.  Er  sucht  den  Wert  des  Quadrates 
einer  Kante,  den  kürzesten  Abstand  zweier  Gegenkanten,  den 
Flächeninhalt  einer  Seite,  das  Volumen,  die  conjugirte  Kugel, 
die  Umkugel,  die  beiden  Kugeln  der  zwölf  Punkte  u.  s.  w. 

Mn.  (Lp.) 

H.  Seipp.  Ueber  Transversalenschnittpunkte ,  Trans- 
versalenteilwinkel und  Transversalenteilstrecken  im 
ebenen  Dreieck  und  Tetraeder.   Hoppe  Arch.  (2)  ix.  375-392. 

Die  bekanntesten  Sätze  über  Eck  transversalen  im  ebenen 
Dreieck  und  ihre  Analogien  beim  Tetraeder  werden  mit  Drei- 
liniencoordinaten  hergeleitet.  Lg. 


F.  Lücke,     üeber  die  sogenannte  gerade  Pyramide.  Hoff- 

mftDo  Z.  XXI.  494-496. 


J.  Fürst,     üeber  die  rationalen  Verhältnisse  des  Kubik- 
inhaltes einiger  Körper  des  tesseralen  Systems.     Caaop. 

XIX.  20.  (Böhmisch.) 
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Entwickelt  und  vergleicht  einige  diesbezflgliehe  Formeln, 
wobei  er  das  Verhältnis 

F,:r,,:F,:F„:F,,:F3  =60:30:20:15:12:10 
herausbringt.  Std. 

A.  D.  VAN  DER  Harst.  Algemeene  bewijzen  voor  eenige 
belangrijke  formules  uit  de  goniometrie  en  de  bolvor- 
mige  driehoeksmeting.     Nieuw  Archief.  xvii.  176-187. 

A.  D.  VAN  DER  Harst.     Pool  drievlakkige  hoek  en  pool- 

driehoek.      Nienw  Archief.  XVII.  188-190. 

In  dem  ersten  Aufsatze  giebt  der  Autor  allgemeine  Beweise 
für  einige  wichtige  Formeln  der  Goniometrie  und  sphärischen 
Trigonometrie,  wobei  er  besonders  dem  positiven  oder  negativen 
Zeichen  der  goniometrischen  Grössen  in  den  verschiedenen  Qua- 
dranten Beachtung  schenkt.  Es  wird  damit  die  allgemeine  Gültig- 
keit der  Grundformeln  der  Goniometrie  und  sphärischen  Trigo- 
nometrie dargethan. 

In  dem  zweiten  giebt  er  eine  elementare,  aber  strenge  Ab- 
leitung der  zwischen  supplementären  körperlichen  Dreikanten 
und  zwischen  Poldreiecken  auf  der  Kugel  bestehenden  Haupt- 
beziehungen. G. 

C.  Stülp.     Het  oppervlak  van  den  boldriehoek.      Nieaw 

Archief.  XVII.  235-236. 

«  _ 

Ableitung  der  bekannten  Formel  fttr  die  Oberfläche  des 
sphärischen  Dreiecks,  durchaus  nach  der  Weise  des  Gavatieri'- 
sehen  Beweises,  nur  ohne  Anwendung  des  vorhergehenden  HQlfs- 
Satzes,  dass  zwei  Gegendreiecke  gleiche  Oberfläche  haben. 

6- 


C.  Camürri.     Cilindri  e  sfere.    Loro  cireonferenza,  area 
della  sezione  e  volume  per  i  diversi  diametri.    Tavole 

prontuarie.     Mendrislo.  128  s.  so. 
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G.  Kase.  Beziehungen  zwischen  den  Radien  der  einem 
sphärischen  iV-eck  ein-  und  umbeschriebenen  Kreise 
und  ihrer  Centralentfernung.   Halle.  49  s. 


Gapitel  4. 
Darstellende  Geometrie. 

P.  Kramer.     Die   darstellende  Geometrie  im  Realgym- 
nasium.    Fr.  Realgymn.  d.  Fr.  St.  Halle  a.  S.  32  S. 

Verfasser  geht  bei  Beantwortung  der  Frage,  wie  die  dar- 
stellende Geometrie  im  Realgymnasium  zu  behandeln  sei,  von 
dem  auch  sonst  vertretenen  Standpunkte  aus,  dass  dieser  Lehr- 
gegenstand nicht  die  Stellung  eines  selbständigen  Unterrichts- 
faches, sondern  nur  eines  Hülfsmittels  fttr  andere  Fächer,  nämlich 
für  das  Zeichnen,  die  Stereometrie  und  die  Geographie  einnehme 
und  demgemäss  nur  soweit,  als  es  die  Zwecke  jener  Fächer  ver- 
langen, nicht  aber  in  systematischem  Lehrgang  zu  betreiben  sei. 
Diese  Auffassung  muss  notwendig  in  das  Dilemma  geraten,  dass 
sie  entweder  viel  zu  viel  verlangt  (z.  B.  mit  Isophotenlehre  und 
freier  Perspective),  oder  einer  bedenklichen  Oberflächlichkeit 
Vorschub  leistet  Man  muss  aber  den  Ausführungen  des  Ver- 
fassers Recht  geben,  dass  man  dazu  durch  die  für  preussische 
Anstalten  gültigen  Bestimmungen,  namentlich  durch  die  Unter- 
ordnung der  darstellenden  Geometrie  unter  den  Zeichenunterricht 
gedrängt  wird.  Die  leidige  Folge  davon  ist,  dass  man  dort  in 
der  schulgemässen  Ausbildang  dieses  Lehrgegenstandes  gegen- 
über Soddeutschland,  Oesterreich  und  der  Schweiz  zurflckgeblieben 
ist,  wo  darstellende  Geometrie  und  Linearzeichnen  längst  an  den 
Universitäten  vertreten  und  an  den  Schulen  grundsätzlich  in  die 
Hand  des  (in. diesen  Fächern  geprüften)  Mathematiklehrers  ge- 
legt sind.  Hk. 
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W.  PöZL.      Elemente  der  darstellenden  Geometrie  zum 

Schulgebraucbe  zusammengestellt.       München.    Th.    Acker- 
mann. VII  u.  107  S.  8«. 

Der  vorliegende  Leitfaden  erstreckt  sich  auf  die  Gonstructio- 
nen  in  Grand-  und  Aufriss  mit  Punkten,  Geraden  und  Ebenen, 
von  Polygonen,  Dreikanten  und  Polyedern,  nebst  deren  ebenen 
Schnitten  und  gegenseitigen  Durchdringungen.  Disposition  und 
Einzelausftthrung  ist  im  allgemeinen  gut  Nur  der  Behandlung 
der  metrischen  Aufgaben  mittels  Transformation  (ev.  unter  Be- 
nutzung von  schiefwinkligen  Systemen)  kann  Ref.  nicht  seinen 
Beifall  zollen.  Man  ist  von  den  Uebertreibungen  der  Olivier'schen 
Methode  (auch  in  Frankreich)  längst  wieder  abgekommen.  Bei 
den  Polygonen  ftthlt  der  Verfasser  selbst  das  Bedürfnis,  nach- 
träglich den  Begriff  „Umklappung^  einzuführen.  Aber  es  heisst 
denn  doch  etwas  weit  mit  der  Kirche  ums  Dorf  gegangen,  wenn 
dieser  sich  direct  darbietende  einfache  Begriff  (S.  56)  durch  Ver- 
mittelung  eines  neu  eingeführten  schiefwinkligen  Systems  abgeleitet 
wird.  Eine  Aenderung  in  dieser  Richtung,  sowie  in  Beziehung 
auf  die  schlimmen  Figuren  83,  91a,  102,  109  durfte  dem  Buche 
bei  einer  neuen  Auflage  zum  Vorteil  gereichen.  —  Ausgiebiges 
Uebungsmaterial  ist  teils  in  zweckmässiger  Weise  dem  Lehrgang 
eingestreut,  teils  in  einem  Anhang  zusammengestellt. 

Hk, 

C.  F.  A.  Leroy.  Traitä  de  stördotomie.  12®  ^d.  revue 
et  aunot^e  par  E.  Martelet,  augment^e  d'un  Supple- 
ment: Theorie  et  construction  de  Tappareil  h^licoidal 
des  arcbes  biaises,  par  J.  de  La  Gournbrie,  r^dig^s 

par    E.    LeBON.     Paris.  Gauthier-ViUars  et  Fila. 

E.  Desportes.     Traite  dlömentaire  de  g6om6trie  descrip- 

tive.       Paria.  465  S. 

H.  Diesener.     Darstellende  Geometrie  (für  Bantechniker). 

2.    Aufl.     Halle  a.  S.  Hofetetter.  VI-hl46S.  Mit  300  Holwchn.  8°. 

G.  Delabar.  Anleitung  zum  Linearzeichnen,  mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  des  gewerblichen  und  tech- 
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nischen  Zeichnens.     3.  Heft:  Die  weitere  Ausführung 
der  rechtwinkligen  Projectionsart  etc.     2.  Aufl.  Neuer 

Abdruck   der  Tafeln.     Preiburg  i.  Br.  Herder.  222  S.  Mit  40  Ta- 
feln. Quer  gr.  8o. 

F.  DicKNETHER.     Leitfaden  der  darstellenden  Geometrie. 

Manchen.  Lindauer.  II1H-67S.  S^. 

T.  H.  Eagles.     Descriptive  geometry,   with  more  than 

200  examples.     London.  334  8. 

J.  H.  Morris.      Geometrical    drawing  for  art  students. 

London.  Longmans,  Green,  and  Co.  [Natnre  XLIL  543.] 

N.  CflARRüiT.     Problfemes  et  ^pures  de  g6om6trie  descrip- 
tive.     Partie  I.     Paris. 

J.  Neüberg.     Sur   les  projections  et  contre  -  projections 
d^un   triangle  fixe  et   sur  le  Systeme  de  trois  figures. 

Bruxelles.  XVI-^86S. 


Fr.  Graberg.     lieber  Axenbtlnde  des  Massraumes. 

Wolf  Z.  XXXV.  52-79.  Mit  1  Taf. 

Die  Abhandlung  bezweckt,  einen  Ueberblick  über  die  Axen- 
bünde  und  Regale  des  Massraumes  zu  geben.  „Windschiefe 
Axen,  durch  einfache  Strahlen  verbunden,  bilden  einen  Axen- 
bund  und  tragen  denselben  Massstab.  Die  verbindenden  Strahlen 
stellen  einen  Strahlverband  her,  welcher  als  Masszeichen  dient. 
Der  Massstab  ist  einteilig  oder  linear,  wenn  der  bewegliche 
Strahl  mit  einem  festen  eine  bestimmte  Länge  misst.  Der  Mass- 
stab auf  jeder  von  zwei  Axen  eines  Paarbundes  ist  zweiteilig, 
indem  die  Strahlenpaare  auf  jener  Massverhältnisse  von  Längen- 
paaren anzeigen,^  u.  s.  w.  „Durch  die  stetige  Bewegung  der 
Strahlen  nach  Leitaxen  entstehen  Regelflächen,  Regale,  welche 
durch  Curven  miteinander  verbunden  sind  und  im  Verein  mit  den 
AxenbQnden  den  Massraum  bilden,  einen  gegliederten  Raum  der 
Vorstellung,  der  sich  zum  wirklichen  Raum  unserer  Bewegungen 
verhält  wie  der  Massstab  zur  Zeichnung.^  Hk. 
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Fr.  Grabbrg.    .Gliederung  des  Massraumes  durch  seine 

Flächen.     Wolf  Z.  XXXV.  257-290.  Mit  1  Taf. 

Verfasser  fasst  die  GrundzOge  seiner  Anschauungsweise  in 
folgende  Sätze  zusammen:  „Wählt  man  das  Zeilregal  (wind- 
schiefes Paraboloid)  zur  Hassfläche  des  Reliefs,  so  kann  jede 
Gliedfläche  gemessen  werden  durch  die  Schar  der  zum  Plan 
parallelen  Schichtstrahlen  oder  durch  die  Schar  Leitaxen,  an 
welchen  sich  die  Schichtstrahlen  verschieben.  Dieses  Masszeichen 
deutet  zugleich  die  Verbindungsweise  der  Gliedflächen  mit  dem 
allgemeinen  Regal  an.  Wenn  man  Flächen  messend  verbindet, 
ergeben  sich  deren  Mass  Verhältnisse,  welche  durch  die  Binde- 
curven  bezeichnet  sind.  Die  Gliederung  des  Massraumes  durch 
seine  Flächen  nach  deren  Bindecurven  mit  einer  Massfläche  ge- 
währt deshalb  einen  Ueberblick  über  die  Gestaltung  der  Flächen 
nach  Massverhältnissen.^  Hk. 


A.  Beck.     Ueber   die  Fundamen talaufgabe   der  Axono- 
metrie.    J.  für  Math.  GVL  121-124. 

Der  vorliegende  Beweis  des  Pohlke'schen  Satzes,  bezw.  die 
constructive  Lösung  der  Aufgabe,  das  Originalaxenkreuz  ans 
seinem  Bilde  zu  ermitteln,  beruht  auf  dem  schon  mehrfach,  wie 
auch  von  Pohlke  selbst,  verwerteten  Gedanken,  dass  die  aus 
dem  Mittelpunkte  des  Originalaxenkreuzes  mit  der  Axenlänge 
beschriebene  Kugel  sich  als  UmhQllungsellipse  der  drei  Ellipsen 
projicirt,  die  je  zwei  Strecken  des  Bildaxenkreuzes  zu  con- 
jugirten  Durchmessern  haben.  Indem  nun  der  Verfasser  zur 
Construction  der  Axen  jener  Umhüllungsellipse  die  Chasles'sche 
(auf  die  Theorie  der  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung  ge- 
gründete) Lösung  des  Axenproblems  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
heranzieht,  gelangt  er  zu  einer  Lösung  der  gestellten  Aufgabe 
von  bemerkenswerter  Einfachheit.  Hk. 


C.  Sbidelin.     Axonometrisk  afbildning.    Nyt  Tides.  for  Math. 

I.  49-55. 
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Der  Verfasser  erweitert  und  vereinfacht  die  Yon  Hrn.  A. 
Weiler  eingeführten  Metboden  zur  Lösung  von  Aufgaben  in  der 
axonometrischen  Abbildung.  V. 


A.  d'Arzilla  Fonseca.     Notas  explicativas  aos  n^»  249, 
251  e  252  da  Geometria  descriptiva  de  Lagournerie. 

Coimbra  iDSt.  XXXV II. 

Bemerkungen  über  die  Secanten  der  Kegelschnitte,  den 
Schnitt  zweier  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  die  Schnittpunkte 
einer  Geraden  mit  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  u.  s.  w. 

Tx.  (Lp.) 

A.  d'Arzilla  Fonseca.     Sobre  a  segunda  nota  ao  n^  258 

da  Geometria  descriptiva  de  Lagournerie.   Coimbra  inst. 
xxxvn. 

Analytische  Untersuchung  der  Schnittcurve  zweier  Eilipsoide. 

Tx.  (Lp.) 

H.   P.  DU  Motel.     Note  de  g^omdtrie  descriptive. 

Nony.  Ann.  (3)  IX.  46-49. 

Eine  weitere  descriptive  Lösung  der  Aufgabe:  die  zwei 
Geraden  zu  bestimmen,  welche  vier  gegebene  Geraden  schneiden 
(s.  F.  d.  M.  XXL  1889.  589),  mittels  Zurückführung  auf  den 
Schnitt  eines  Hyperboloids  und  eines  Paraboloids,  die  zwei  Leit- 
linien gemein  haben.  Hk. 

C  Burali- FoRTi.      Le    linee  isofote  delle  rigate  alge- 

briche.     Palermo  Rend.  IV.  57-62. 

Die  Abhandlung  giebt  eine  elegante  synthetische  Ableitung 
der  wichtigsten  allgemeinen  Eigenschaften  der  Isophoten  einer 
algebraischen  Regelfläche,  betreffend  die  Natur  der  Curven,  ihre 
Beziehungen  zu  einander,  zu  den  Erzeugenden  der  Regelfläche, 
zur  Strictionslinie,  zu  der  Curve  der  grössten  relativen  Hellig- 
keit auf  den  Erzeugenden,  etc.  Hk. 
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F.  Paternö.      Sulla    determinazione    diretta    dei    piani 
bisettori  di  un  angolo  diedro.     Atti  del  Goliegio  degii  Inge- 

gneri  e  degli  Arcbitetti  di  Palenno.  XII.  25-26.  (1889.) 

Bemerkung,  welche  die  darstellende  Geometrie  betrifft 

La. 


A.  Laussbdat.  Note  sur  la  constniction  des  plans, 
d'apr&s  les  vues  da  terrain  obtenues  de  stations 
a^riennes.     0.  B.  cxi.  729-732. 

Bei  photogrammetrischen  Aufnahmen  vom  Luftballon  oder 
fliegenden  Drachen  aus  bereitet  die  Festlegung  der  verschie- 
denen Augpunkte  (Luftstandpunkte)  und  demzufolge  die  Ermitte* 
lung  der  gegenseitigen  Orientirung  der  Photographien  bei  der 
Construction  des  Grundrisses  Schwierigkeiten.  Das  vom  Verfasser 
mitgeteilte  einfache  Verfahren  ist  anwendbar  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  das  aufgenommene  Gelände  eine  Wasserfläche  ent- 
hält, so  dass  man  eine  Anzahl  von  Hauptpunkten  hat,  die  in 
der  nämlichen  Horizontalebene  liegen.  Man  transformirt  dann 
die  mit  schiefer  Bildebene  aufgenommenen  Bilder  mittels  ebener 
Gollineation  auf  eine  horizontale  Bildebene  und  verwendet  die 
transformirten  Hauptpunkte  zur  Orientirung.  Hk. 


KozLOFF.     Diagrammomkre,  auxiliaire  m^canique  pour 
les  ^tudes  des  courbes.    0.  R.  OXI.  166-168. 

Soweit  aus  der  Beschreibung  ohne  Abbildung  ersichtlich  ist, 
besteht  der  Apparat  aus  einer  verticalen  Tafel  mit  aufgezeichneten 
horizontalen  Linien  in  gleichen  Abständen.  Vor  dieser  befindet 
sich  eine  Reihe  verticaler  Fäden,  die  zusammen  mit  den  horizon- 
talen Linien  der  Tafel  ein  Coordinatennetz  bilden.  Auf  den 
Fäden  sind  Ringe  verschiebbar,  durch  welche  einzelne  Punkte 
irgend  einer  Curve  markirt  werden.  Jeder  Ringordinate  y  ent- 
spricht eine  verticale  (gleicbmässig  oder  variabel  proiilirte)  Kette, 
die  an  einem  Wagbalken  hängt  und  diesen  durch  ihr  (mit  y  oder 
q>(y)  proportionales)  Gewicht  beeinflusst.    Damit  stehen  verschie- 
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dene  Zeigerwerke  in  mechanischer  Verbindung,  welche  die  Werte 
von  verschiedenen  Functionen,  wie 

ßdx,  fy^dx,  J*+y(y-yJdx,  J^YlTy^*dx,  fxydx,  fx(p{y)dx 

u.  8.  w.  anzeigen.  Der  Apparat  scheint  sich  übrigens  mehr  zu 
Qberschlägigen  (statistischen)  als  zu  exacten  geometrischen  Unter- 
suchungen zu  eignen.  Hk. 


Capitel  5. 

Neuere  synthetische  Geometrie. 

A.    Allgemeines. 

C.  JuEL.      üeber    einige  Grundgebilde    der    projectiven 
Geometrie.    Acta  Math.  xiv.  i-30. 

Die  Hanptresultate  der  Untersuchungen,  mit  denen  wir  uns 
jetzt  zu  beschäftigen  haben,  sind  schon  in  der  Doctordissertation 
des  Verfassers  zu  finden  (Kopenhagen  1885,  vergl.  F.  d.  M. 
XXI.  1889.  595);  doch  ist  die  Begründung  verschieden,  insbe- 
sondere bleiben  alle  algebraischen  Betrachtungen  sorgfältig  aus- 
geschlossen. 

„Die  zweidimensionale  Kette".  Durch  diesen  Namen  und 
das  Symbol  V^  wird  eine  solche  in  einer  imaginären  Ebene 
liegende  Punktsammlung  bezeichnet,  dass,  wenn  A^B^A\B* 
yier  beliebige  ihrer  Punkte  sind,  auch  der  Punkt  AB.A'B^  ein 
solcher  ist  Eine  Gerade,  welche  mit  k"  eine  „einfache  Kette  ¥** 
(d.  h.  eine  Kette  im  Sinne  Staudt's)  gemein  hat,  nennt  man  zur 
Kette  „adjungirt^.  Durch  eine  Involution  von  Punktepaaren,  welche 
in  einer  in  F^  enthaltenen  einfachen  Kette  liegt,  werden  zwei 
Pankte  bestimmt,  welche  durch  die  Kette  „harmonisch  getrennt'^ 
oder  in  Bezug  auf  dieselbe  „symmetrisch'^  genannt  werden  sollen. 
Die  Trägercongruenz  der  Punkte  einer  zweidimensionalen  Kette 
wird  aus  den  reellen  Doppeltangenten  eines  reellen  Torsus  dritter 
Klasse  gebildet.     Eine  zweidimensionale  Kette  ist  eindeutig  be- 
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stimmt  durch  1)  vier  Paukte,  2)  drei  Punkte  and  eine  adjungirte 
Gerade,  3)  einen  Punkt  und  drei  adjungirte  Geraden,  4)  ?ier 
adjuogirte  Geraden;  oder  wenn  sie  zwei  Punkte  enthalten  und 
zwei  andere  harmonisch  trennen,  oder  endlich  zwei  Punktepaare 
harmonisch  trennen  soll.  Schliesst  man  die  in  eine  Gerade  zer- 
fallenden Ketten  ganz  von  der  Betrachtung  aus,  so  sind  in  pro- 
jectiver  Beziehung  alle  Ketten  gleich  berechtigt;  in  nicht  projec- 
tiver  Beziehung  finden  sich  specielle  Ketten:  um  eine  Klassification 
derselben  zu  geben,  stQtzt  sich  der  Verfasser  auf  die  Lage  der 
Kette  in  Bezug  auf  die  reelle  Axe  u  seiner  (imaginären)  Ebene. 
Er  zählt  daher  folgende  drei  Fälle  auf:  I.  Die  reellen  Punkte 
von  tf  gehören  alle  der  Kette  an;  II.  u  ist  der  Kette  adjungirt; 
III.  u  hat  einen  und  nur  einen  Punkt  mit  der  Kette  gemein. 
Diese  Einteilung  findet  sofort  eine  Anwendung  auf  die  Frage, 
durch  wie  viele  centrische  Projectionen  sich  vier  allgemeine 
Punkte  einer  imaginären  Ebene  in  vier  reelle  Punkte  einer  an- 
deren Ebene  übertragen  lassen:  die  gesuchte  Zahl  ist  höchstens 
drei  oder  zwei,  je  nachdem  sämtliche  Projectionscentren  reell 
sein  sollen  oder  nicht.  Zwei  zweidimensionale  Ketten  haben  im 
allgemeinen  einen  oder  auch  drei  Punkte,  sowie  bezw.  eine  oder 
auch  drei  adjungirte  Geraden  gemein;  haben  sie  nur  einen  Punkt 
gemein,  so  giebt  es  zwei  Punkte,  welche  durch  beide  Ketten 
harmonisch  getrennt  sind.  Wenn  zwei  Ketten  mehr  als  drei 
Punkte  gemein  haben,  so  bestehen  die  gemeinsamen  Punkte  aus 
allen  Punkten  einer  einfachen  Kette  und  noch  einem  isolirten 
Punkte. 

„Die  zwei  einfachsten  Punkttransformationen  einer  Ebene." 
Nach  Staudt  (Beiträge  Nr.  215)  werden  zwei  einförmige  Gebilde 
zu  einander  projectiv  genannt,  wenn  sie  so  auf  einander  bezogen 
sind,  dass  jedem  Elemente  des  einen  Bildes  ein  Element  des 
anderen  entspricht,  und  überdies  je  zwei  homologe  Würfe ,  was 
den  Sinn  anbelangt,  von  einerlei  Art  sind.  Lässt  man  diese 
letzte  Bedingung  fallen,  so  erhält  man  eine  neue  Verwandtschaft, 
welche  der  Verfasser  „symmetral"  oder  auch  eine  „Symme 
tralitäf  zu  nennen  vorschlägt.  Eine  solche  Beziehung  ist  durch 
vier  Paare  entsprechender  Punkte  bestimmt.    Wenn  sie  auf  den 
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PankteD  einer  Geraden  betrachtet  wird,  so  werden  entweder  zwei 
oder  anch  kein  Punkt  des  Trägers  in  sich  transformirt:  im 
zweiten  Falle  giebt  es  ein  und  nur  ein  Paar  Punkte,  die  sich 
Tertauscht  entsprechen.  Eine  „involutorisehe"  Symmetralität  ist 
durch  zwei  Punktepaare  bestimmt,  insofern  diese  einer  und  der* 
selben  Kette  angehören,  und  hat  keinen  oder  alle  Punkte  einer 
einfachen  Kette  als  selbstentsprechend.  Jede  symmetrale  Ver- 
wandtschaft kann  durch  drei,  eine  projective  dagegen  durch  vier 
involutorische  Symmetralitäten  ersetzt  werden.  Die  Schnittpunkte 
entsprechender  Geraden  in  zwei  symmetral- gepaarten  Btrahlen- 
bflscheln  bilden,  wenn  diese  eine  entsprechende  Gerade  gemein 
haben,  eine  zweidimensionale  Kette. 

Andere  Eigenschaften  der  Symmetralitäten  neben  den  den  Pro- 
jectivitäten  entsprechenden  findet  der  Leser  in  der  Originalarbeit 
selbst.  La. 

C.  Segbe.      Ud   nuovo   campo    di  ricerche  geometriche. 

Saggio.    TorinoAtti  XXV.  276-301,  430-457;  XXVI.  35-71,  692-612. 

Die  Geschichte  der  Mathematik  bietet  so  zahlreiche  Bei- 
spiele gleichzeitiger,  von  einander  unabhängiger  Untersuchungen 
aber  denselben  Gegenstand,  identischer  Resultate,  welche  ver- 
schiedene Forscher  erlangt  haben,  dass  man  sich  nicht  gerade 
wundem  wird  bei  der  Wahrnehmung  der  überaus  grossen  Aehn- 
lichkeit,  welche  zwischen  den  zu  besprechenden  Forschungen 
nebst  ihren  Ergebnissen  und  denen  von  Herrn  Juel  besteht,  von 
welchen  der  gegenwärtige  (vergl.  das  vorangehende  Referat)  und 
der  vorige  (S.  595)  Band  der  F.  d.  M.  Nachricht  geben.  Die 
HinzttfBgung,  dass  diese  Aehnlichkeit  ganz  zufällig  ist,  kann  über- 
flQssig  erscheinen;  nicht  unnütz  ist  umgekehrt  die  Bemerkung, 
dass,  während  Herr  Juel  nur  die  ersten  Eigenschaften  der  Ge- 
bilde bewiesen  hat,  mit  denen  er  die  projective  Geometrie  be- 
reichert, die  Untersuchungen  des  Herrn  Segre  eine  ausführliche 
Theorie  ausmachen,  welche  in  fast  alle  Gebiete  der  Mathematik 
eindringen  dürfte. 

„Allgemeine  Eigenschaften  der  antiprojectiven  Verwandt- 
schaften oder  Antiprojectivitäten^.    Betrachtet  man  die  Yerwandt- 
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Schäften  zwischen  zwei  Grondgebilden  erster  Stufe,  welche  die 
Eigenschaften  besitzen,  vier  harmonische  Elemente  in  vier  andere 
ttberzuftthren,  und  beschränkt  man  sich  auf  die  reellen  Elemente, 
so  kann  man  beweisen,  dass  eine  solche  durch  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  eindeutig  bestimmt  ist  Sieht  man  aber  Ton 
dieser  Beschränkung  ab,  so  kann  man  beweisen,  dass  es  zwei 
Verwandtschaften  der  genannten  Art  giebt.  Die  eine  ist  die 
gewöhnliche  Projectivität,  die  andere  wird  durch  Herrn  Segre 
„Antiprojectivität^  genannt;  dieselbe  deckt  sich  mit  der  Juel'- 
sehen  Symmetralität.  Sie  ist  durch  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  eindeutig  bestimmt;  das  Product  von  n  Antiprojectivi- 
täten  ist  eine  Projectivität  oder  eine  Antiprojectivität,  je  nach- 
dem n  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist;  zwei  entsprechende 
Würfe  sind  entweder  beide  neutral  oder  entgegengesetzten  Sinnes. 

Zwei  Gebilde  zweiter  oder  dritter  Stufe  heissen  „antipro- 
jectiv"  (bezw.  „anticoUinear"  oder  „antireciprok"),  wenn  zwi- 
schen ihren  Elementen  eine  solche  eindeutige,  stetige,  nicht-pro- 
jective  Beziehung  besteht,  dass  je  zwei  ungleichnamige  inoidente 
Elemente  der  einen  zweien  ungleichnamigen  incidenten  Elementen 
der  anderen  entsprechen.  In  zwei  solchen  Gebilden  sind  auch 
die  untergeordneten  Gebilde  erster  Stufe  antiprojectiv  und  zwei 
entsprechende  Würfe  conjugirt.  Die  Antireciprocität  unter  zwei 
Gebilden  zweiter  oder  dritter  Stufe  ist  durch  vier  oder  f&nf  Paare 
entsprechender  Punkte  bestimmt  und  kann  in  einer  ganz  fthn- 
liehen  Weise  construirt  werden,  wie  gewöhnlich  eine  Projectivität 
construirt  wird. 

Die  bemerkenswerteste  Antireciprocität  zwischen  den  Elemen- 
ten derselben  Gebilde  ist  die  „Gonjugation^  (conjugio),  bei  welcher 
jedes  Element  seinem  imaginär-conjugirten  entspricht.  Die  Bemer- 
kung, dass  jede  Antiprojectivität  als  das  Product  einer  Projectivität 
und  der  Conjugation  gelten  darf,  kann  sehr  oft  zur  Entdeckung 
oder  zum  Beweise  von  Sätzen  über  die  Antiprojectivitäten  dienen 
(vgl.  Nr.  6  und  54).  Der  Verf.  macht  jedoch  von  derselben  einen 
sehr  spärlichen  Gebrauch,  um  nicht  den  Antiprojectivitäten  einen 
untergeordneten  Platz  in  Bezug  auf  die  Projectivitäten  zu  geben. 
Auf  die  Antiprojectivitäten,    welche  zwei  Kegelschnitte,  Qoadri- 
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flächen  oder  Raumcurven  dritter  Ordnung  in  einander  überführen, 
weist  er  besonders  hin.  In  einer  Antiprojeetivität  kann  man  die 
Ordnungselemente  und  auch  die  involutorischen  Punktepaare 
(Punkte,  welche  sich  gegenseitig  entsprechen)  betrachten.  Hier- 
auf gründet  der  Verf.  eine  Einteilung  der  Antiprojectivitäten  in 
den  Gebilden  erster,  zweiter  oder  dritter  Stufe;  der  Kürze  wegen 
wollen  wir  jedoch  die  Beschreibung  der  verschiedenen  Arten 
unterdrücken.  Endlich  wird  die  analytische  Darstellung  der 
betrachteten  Beziehungen  erläutert:  in  einer  Anticollineation  sind 
die  Coordinaten  eines  Elementes  linearen  Formen  der  Gonjugirten 
der  Coordinaten  der  entsprechenden  Elemente  proportional;  eine 
Äntireciprocität  wird  dagegen  durch  eine  gleich  Null  gesetzte 
bilineare  Form  dargestellt,  in  welcher  die  Veränderlichen  die 
Coordinaten  eines  Elementes  und  die  imaginär  -  conjugirten  der 
Coordinaten  eines  mit  dem  entsprechenden  Gebilde  incidenten 
Elementes  sind. 

^Die  Antinvolutionen  und  die  Ketten''.     Eine  Antinvolution 
ist  eine  Antiprojeetivität,   welche  mit  ihrer  inversen  zusammen- 
fällt; eine  Antiprojeetivität  in  einem  Gebilde  r'^'  Stufe  ist  invo- 
lutorisch,  wenn  sie  k  Paare  wechselseitig  entsprechender  Punkte 
und  r-4-2 — 2k  Doppelpunkte  enthalten  soll,  wo  k  eine  der  Zahlen 
0,  1,  ...  sein  kann.    Hat  eine  Antinvolution  n4-2  Doppelpunkte, 
so  bat  sie  unendlich  viele;  dieselben  bilden  eine  „Kette  r^'  Stufe^ 
oder  „r-fache  Kette".    Die  projective  Geometrie  einer  Kette  r**' 
Stofe  ist  von  der  projectiven  Geometrie  eines  Gebildes  r^'  Stufe 
nicht  verschieden.     Eine  Kette  r^'  Stufe  ist  durch  alle  Punkte 
gebildet,    welche   in  Bezug   auf  r-f  2  gegebene  Elemente  eines 
Gebildes  r^'  Stufe  reelle  Coordinaten  haben.    Daraus  folgt  eine 
einfache  analytische  Darstellung  der  Elemente  einer  Kette,  welche 
sehr  natürlich  auf  die  ausgearteten  Ketten   führt.     Nach   einer 
Digression   zur   Erläuterung    der  Anwendung   der   ausgearteten 
Kette  auf  die  Theorie  der  Berührungen  unter  Gebilden,  welche 
aus    unendlich    vielen    Punkten   bestehen,    kehrt   der   Verf.   zur 
Hauptsache  zurück,  indem  er  der  Reihe  nach  die  Gebilde  erster, 
zweiter  und  dritter  Stufe  erforscht,   um   die   wichtigsten  Eigen- 
schaften der  bezüglichen  Antiprojectivitäten  zu  beweisen:    Wir 
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wollen  nur  bemerken,  dass  in  solchen  Untersncbungen  die 
Notwendigkeit  des  Begriffs  der  Kette  im  klarsten  Liebte  er- 
scbeint. 

„Die  Antipolaritäten,  die  Hyperkegelsohnitte  und  die  Hyper- 
qaadrifl&che".  Als  Analoga  der  ebenen  und  rftumlicben  Pola- 
rität im  antiprojectiven  Gebiete  kann  man  eine  gewisse  Ver- 
wandtschaft betrachten,  welche  der  Verf.  „Antipolarit&t*'  nennt, 
und  auf  dieselbe  die  gewöhnlichen  Benennungen  ttbertragen. 
Eine  mit  einem  Ordnnngspunkte  versehene  ebene  Antipolaritat 
hat  oc*  Ordnungspunkte,  welche  einen  sHyperkegelsohnitf^  bil- 
den. Ihre  Bertthrungslinien  sind  die  Polaren  ihrer  Punkte; 
durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  eine  oder  gehen  c»^  eine 
Kette  bildende  Berührungslinien  eines  Hyperkegelschnitts.  Im 
ersten  Falle  betrachtet  man  den  Punkt  als  „innerhalb",  im  zwei- 
ten als  „ausserhalb"  desselben.  Eine  mit  einem  Ordnnngspunkte 
versehene  räumliche  Antipolaritat  hat  oo^  Ordnungspunkte,  welche 
eine  „Hyperquadrifläche*'  bilden.  Enthält  diese  eine  Gerade,  so 
erhält  sie  als  Folge  hiervon  oo^  und  wird  „geradlinig'^  genannt; 
in  jedem  Falle  sind  ihre  BerQhrungsebenen  die  Polaren  ihrer 
Punkte.  Der  Verf.  sucht  danach  die  Eigenschaften,  welche  aus 
der  gleichzeitigen  Betrachtung  der  Antinvolutionen  und  der  Anti- 
polaritäten sich  ergeben,  und  dehnt  die  Sätze  der  gewohnlichen 
Lehre  der  Polarität  bezüglich  eines  Kegelschnitts  oder  einer 
Quadrifläche  auf  die  neuen  durch  ihn  eingeftlhrten  Gebilde  aus; 
wir  würden  die  Grenzen  eines  Berichtes  überschreiten,  wenn  wir 
alle  so  erhaltenen  Resultate  anführen  wollten.  Doch  darf  das  Fol- 
gende nicht  unerwähnt  bleiben :  bezeichnet  man  allgemein  durch 

«  die  imaginär-conjugirte  Zahl  zu  z,  so  kann  man  eine  Antipola- 
ritat durch  eine  Gleichung  in  der  folgenden  Form  darstellen: 

(1)        f=  Za^kXiyk  =  0,     wo     a,*  =  ö«, 

und  den  bezüglichen  Uyperkegelschnitt  oder  die  Hyperquadri- 
fläche  als 

(2)        qp  =  ^a,jba?<ik  =  0; 
die  Berührungs-Linien  oder  Ebenen  derselben  genügen  der  Glei- 
chung £aik  ^iik  =  0,  wo  die  Determinanten  (aal  und  \aa\  reciprok  sind. 
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Als  kanonische  Form  einer  Antipolarität  kann  gelten: 

wo  die  Oi  reell  sind:  haben  sie  nicht  dasselbe  Zeichen,  so  be- 
stimmt diese  Relation  einen  Hyperkegelschnitt  oder  eine  Hyper- 
quadrifläche,  welche  durch  die  Gleichung 

^ai\xi\'  =  0 
dargestellt  wird. 

„  Lineare  Systeme  und  Durchschnitte  von  Hyperkegelschnitten 
und  Hyperquadriflächen".  Sind  /i  =  0,  /",  =0,  . . .,  fr  =  0  r+1 
Gleichungen  des  Typus  (1),  welche  also  ebenso  viele  Polaritäten 
in  einem  Gebilde  zweiter  oder  dritter  Stufe  darstellen,  so  wird 
durch  sie  ein  System  von  oc/  Polaritäten  bestimmt  Jede  der- 
selben ist  durch  eine  Gleichung  wie 

(3)  Kfo  +  Kf.  +  '"+^fr=-0 

dargestellt,  wo  die  l  beliebige  reelle  Zahlen  sind.  Setzt  man 
in  dieser  letzten  Gleichung  y  =  o?,  so  erhält  man  ein  System 
von  oo'  Hyperkegelschnitten  oder  Hyperquadriflächen.  Nimmt 
man  an,  dass  den  X  complexe  Werte  beigelegt  werden  kön- 
nen, so  erhält  man  aus  (3)  ein  00^**  Antireciprocitäten  -  System, 
in  welchem  das  besagte  ex;'*  System  mitbegriffen  ist.  Jede  Anti- 
polarität des  Systems  (3)  ist  durch  k  (^^r)  Paare  entsprechender 
Punkte  und  r—2k  Ordnungspunkte  des  Systems  im  allgemeinen 
eindeutig  bestimmt. 

Die  Ordnungspunkte  einer  nicht-involutorischen,  ebenen  oder 
räumlichen  Antireciprocität  bilden,  wenn  sie  existiren,  die  Grund- 
mannigfaltigkeit eines  Btlschels  von  Hyperkegelschnitten  oder 
Hyperquadriflächen.  Umgekehrt  kann  jede  solche  Mannigfaltig- 
keit auf  diese  Weise  erzeugt  gedacht  werden.  Daraus  folgt: 
a)  In  der  Ebene  erzeugen  zwei  antiprojective  Strahlenbüschel  die 
Basis  Q  eines  Bttschels  von  Hyperkegelschnitten.  b)  Im  Räume 
erzeugen  zwei  antireciproke  Bündel  oder  zwei  anticoUineare 
Ebenenbüschel  die  Basis  F  eines  Büschels  von  Hyperquadri- 
flächen. 

Die  Eigenschaften  der  Mannigfaltigkeiten  Q  und  F  werden 
sorgfältig  untersucht  in  dem  Abschnitte  (Ni^  42-49),  welcher  die 
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Bflschel  methodisch  behandelt.  Inbesondere  begrflndet  der  Verf. 
ihre  Einteilang  in  Arten  und  sählt  die  speciellen  F&lle  der- 
selben ab. 

Der  letzte  Abschnitt  der  in  Rede  stehenden  Arbeit  ist  den 
„Hyperkegelschnitt- Netzen*"  gewidmet.  Sind  drei  ebene  Anti- 
Polaritäten  gegeben: 

(4)  ^OaXiffk  =  0,     ZbikXiyi  =  0,     HCitXiyt  =  0, 

wo 

öa  =  Ott?    fta  =  fc«»     c,jb  =  Cfc, 

welche  nicht  demselben  Büschel  angehören,  so  ist  dadnrch  ein 
Netz  von  Antireciprocitäten  und  eines  von  Antipolaritäten  mit- 
bestimmt. Zwei  in  Bezug  auf  die  Antipolari täten  (4)  reciproken 
Punkte  sind  reciprok  auch  in  Bezug  auf  alle  Antipolaritäten  des 
Netzes.  Fallen  sie  zusammen,  so  geben  sie  einen  Grundpnnkt 
des  Netzes,  einen  singulären  Punkt  fftr  eine  Antireciprocität  des 
Netzes.  Es  kann  geschehen,  dass  jeder  Punkt  der  Ebene  einen 
reciproken  Punkt  in  Bezug  auf  alle  Antipolaritäten  des  Netzes 
hat.  Im  allgemeinen  aber  bilden  die  Punkte,  welche  diese  Eigen- 
schaft besitzen,  eine  kubische  Mannigfaltigkeit  y^  welche  durch 
die  Gleichung 

£anXi    £aaXi     ^a^Xi 
£bixXi     £haXi     J^h^^Xi    =  0 
£Cix  Xi     JSca  Xi     ^Ci3  Xi 

dargestellt  wird.  Das  Netz  giebt  ferner  zu  zwei  hyperalgebraischen 
symmetrischen  Verwandtschaften,  Sl  und  11^  unter  den  Punkten 
von  y  Anlass.  Zwei  Punkte  sind  in  einer  derselben  Si  ent- 
sprechend, wenn  sie  in  Bezug  auf  alle  Antipolaritäten  des  Netzes 
reciprok  sind ;  in  der  zweiten  17,  wenn  sie  die  Gentren  der  Paare 
von  den  in  dem  Netze  enthaltenen  antiprojectiven  Büschelpaaren 
sind.  Die  Ordnungspunkte  der  Verwandtschaft  Si  sind  die  Grund- 
punkte des  Netzes;  wenn  sie  überhaupt  existiren,  so  bilden  sie 
eine  einfach-unendliche  Mannigfaltigkeit,  welche  vom  Verf.  durch 
den  Namen  „kubischer  Faden *"  oder  „Faden  dritter  Ordnung'' 
bezeichnet  wird.  Bemerkenswert  ist,  dass  die  Verwandtschaft 
n  immer   einen   aus   Ordnungspunkten   bestehenden  kubischen 
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Faden  enthält;  sie  kann  ferner  immer  als  eine  Verwandtschaft 
Si  angesehen  werden.  Man  kann  weiter  beweisen,  dass  jede  y, 
welche  einen  kubischen  Faden  enthält,  zu  einer  reellen  kubischen 
ebenen  Curve  projectiv  ist.  Daraus  folgt,  dass  der  kubische 
Faden  einen  oder  zwei  Zweige  haben  kann.  Andere  wichtige 
Resultate,  welche  die  eindeutigen  Beziehungen  zwischen  den 
Punkten  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  behandeln,  welche 
daher  die  Segre'sche  Untersuchung  mit  anderen  über  die  An- 
wendung der  elliptischen  Functionen  auf  die  Geometrie  verbinden, 
findet  der  Leser  in  der  Original- Arbeit. 

Wenn  wir  uns  entschliessen,  hier  unseren  Bericht  abzu- 
8chlies8en,  so  ist  es  keineswegs  in  der  Ueberzeugung,  alles  ge- 
sagt zu  haben,  was  gesagt  zu  werden  verdiente.  Es  genügt, 
die  metrischen  Sätze,  die  Ausdehnung  der  obigen  Resultate  auf 
beliebig  ausgedehnte  Räume  und  die  vielfachen  vom  Verf. 
angedeuteten  Beziehungen  zwischen  seiner  Methode  und  alge- 
braischen sowie  functionentheoretischen  Fragen  zu  nennen,  um 
dem  Leser  zu  beweisen,  dass  die  Segre'sche  Abhandlung  sehr 
viel  mehr  enthält,  als  aus  dem  obigen  Berichte  sich  ergiebt. 
Wenn  der  Leser  durch  unsere  Ausführungen  zur  Leetüre  des 
Saggio  des  Herrn  Segre  geführt  werden  sollte,  so  wird  er  ge- 
wiss die  Bemerkung  machen,  dass  die  Wurzeln  der  Betrachtung 
in  den  durch  Staudt  eingeführten  Begriffen  und  Methoden  liegen; 
er  wird  sich  daher  mit  uns  der  Sätze  erinnern  und  auf  Staudt 
anwenden,  welche  Kummer  als  Schluss  seiner  Allgemeinen 
Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme  schrieb:  „Es  zeigt  sich 
auch  hierin,  wie  die  von  Gauss  in  die  Wissenschaft  eingeführten 
Begriffe  durchgängig  denjenigen  Charakter  wahrer  Allgemeinheit 
an  sich  tragen,  durch  welchen  sie  ihren  Einfluss  weit  über  die 
Gebiete  hinaus  erstrecken,  in  denen  sie  ursprünglich  entstanden 
sind"  (J.  für  Math.  LVIL  230).  La. 


A.  Amesedbr.  Grundztige  einer  rein  geometrischen 
Theorie  der  CoUineationen  und  Reciprocitäten.  (L  Mit- 
teilung.)    MooatBb.  f.  M.  I.  371-416. 
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Die  mit  der  „rein -geometrischen  Theorie  der  Darstellung 
binärer  Formen  durch  Punktprappen  auf  der  Geraden*"  von 
H.  Wiener  (vgl  F.  d.  M.  XVII.  1886.  692flf.)  vertrauten  Leser 
dürften  sehr  leicht  erkennen,  dass  Herr  Ameseder  dieselbe  als 
Ausgangspunkt  gewählt  hat.  Nach  einer  allgemeinen  Entwicke- 
lung  der  Sätze  über  die  cyklischen  Reihen  einer  Projectivität 
(im  eindimensionalen  Gebiete)  und  ihre  „conjugirte^  Involution 
(dieselbe,  welche  wir  früher  nach  Herrn  Segre  „Ordnnngsinvo- 
lution''  genannt  haben;  F.  d.  M.  XVIII.  1886.548),  von  welchen 
Sätzen  etliche  aus  der  oben  angefUhrten  Wienerischen  Arbeit 
entlehnt  sind,  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  den  Beziehun- 
gen, welche  zwischen  einer  Geraden  und  einem  Kegelschnitte, 
zwei  Kegelschnitten  oder  zwei  durch  ein  Paar  windschiefer  Geraden 
gehenden  Flächen  zweiter  Ordnung  statt  haben.  Den  bezüglichen 
Sätzen  giebt  er  einen  solchen  Ausdruck,  dass  sie  in  keinem 
Falle  ihre  Geltung  verlieren.  Es  würde  ganz  überflüssig  sein, 
diejenigen  anzuführen,  welche  als  verallgemeinerte  Schnittsätze 
angesehen  werden  können.  Aber  wir  glauben  eine  Pflicht  zu 
erfüllen,  wenn  wir  auf  die  Erweiterung  der  Kenntnisse  bezüglich 
derjenigen  bemerkenswerten  Lagen  hinweisen,  welche  drei  lineare 
Congruenzen  besitzen  können.  Die  erste  ist  durch  die  folgende 
Eigenschaft  gekennzeichnet :  durch  einen  Punkt  des  Baumes  gehen 
drei  Congruenzstrahlen  y„  y„  y„  welche  drei  Ebenen  y,y,,  y,yj, 
y^y^  bestimmen;  diese  Ebenen  enthalten  drei  weitere  Strahlen 
/n  y\^  /st  ^^^  ^^^  ^^  ^^^^^  vierten  Ebene  befinden,  so  dass  die 
Strahlenpaare  y^y\^y^y\^y{f\  sich  in  einer  vierten  Ebene  befin- 
den. Ausser  dieser  („tetraedral"  genannten)  Lage  von  drei  Con- 
gruenzen lässt  sich  eine  andere  nachweisen,  bei  welcher  die  zu 
den  Congruenzen  gehörigen,  gescharten  CoUineationen  in  einer 
Regelschar,  deren  Leitschar  den  Congruenzen  gemeinsam  ist, 
drei  Involutionen  erzeugen,  von  denen  jede  zu  den  beiden  anderen 
harmonisch  ist. 

Wenn  auch  einige  der  obigen  Sätze  die  Ebene  und  den 
Raum  betreffen,  so  sind  sie  doch  aus  der  methodischen  Er- 
forschung der  Gebilde  erster  Stufe  entsprungen,  welche  den 
Gegenstand  des  ersten  Abschnittes  der  in  Rede  stehenden  Ab- 
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handlang  bildet.  Im  zweiten  werden  die  Collineationen  im  zwei- 
uod  drei-dimenflionalen  Gebiete  grQndlich  untersuebt,  um  die 
ausgezeiehneten  Elemente  einer  (allgemeinen)  Collineation  zu 
bestimmen  und  daraus  eine  Einteilung  dieser  Verwandtschaften 
in  Arten  zu  gründen:  Herr  A.  findet  das  wohl  bekannte  Resultat 
wieder,  dass  es  zwei  Arten  ebener  und  vier  räumliche  allgemeine 
Collineationen  giebt.  Wie  und  welche  anderen  ausgezeichneten 
Elemente  man  in  einer  Collineation  entdecken  und  ihre  Eigen- 
schaften aufstellen  kann,  mag  der  Leser  aus  der  Originalarbeit 
selbst  entnehmen. 

Da  der  Verfasser  durch  die  zwei  besprochenen  Abschnitte 
die  Grundeigenschaften  der  im  gewöhnlichen  Räume  sich   dar- 
bietenden Collineationen  erschöpft  zu  haben  meint,   so  wendet 
er  sich  im  dritten  zu  Systemen  von  Collineationen.    Nach  einem 
Hülfssatz  Aber  Projection  und  Schnitt  eines  Vierecks  behandelt 
er  der  Reihe  nach  ein  durch  eine  ebene  Collineation  bestimmtes 
CoUineationsnetz  und  ein  analoges,  durch  eine  ebene  Collineation 
bestimmtes  Collineationsgebflsch,  ferner  CoUineationssysteme  höhe- 
rer Stufe  u.  8.  w.,  endlich  die  (Hermite'schen,  durch  Herrn  Sturm 
schon  geometrisch  untersuchten)  Collineationen,  welche  eine  Fläche 
zweiten  Grades  in  sich  selbst  OberfOhren.    Wenn  wir  alle  diese 
Gegenstände  nur  flüchtig  berühren,  so  geschieht  dies,  weil  die 
meisten  der  erzielten  Resultate  schon  bekannt  sind.  Die  Ableitungs- 
methode,   welche   sich   auf  eine  consequente  Verwendung  der 
ejklischen  Reihen  gründet,  ist  zwar  neu;  aber  es  ist  unmöglich, 
hier  die  Einzelheiten  zu  verfolgen.     Nur  mag  bemerkt  werden, 
dass  der  Verfasser  seinen  Zweck:  „fflr  die  Collineation  eine  rein- 
geometrische Theorie,  und  zwar  mit  besonderer  Berücksichtigung 
ihrer  ausgezeichneten  Elemente,  zu  geben^,  vollkommen  erreicht 
ZQ  haben  scheint. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  der  Gedankengang  und  die 
Methode  des  Herrn  A.  auch  auf  die  Reciprocitäten  passt;  die 
Ueberschrift  des  besprochenen  Aufsatzes  bietet  ein  beweiskräftiges 
Zeugnis,  dass  Herr  A.  sich  dessen  vollkommen  bewusst  war. 
Ein  zu  früher  und  höchst  bedauerlicher  Tod  hat  es  verhindert, 
dass  das  darin  enthaltene  Versprechen  von  dem  genannten  Geo- 
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meter  gehalten  werde.  Da  die  angedeutete  Aufgabe  uns  sehr 
interessant  scheint,  so  können^wir  diesen  Bericht  nicht  sehliessen, 
ohne  den  Wunsch  auszusprechen,  die  schönen  Untersuchungen 
von  anderer  Seite  fortgeführt  und  zu  Ende  gebracht  zu  sehen. 

La. 

F.  NiCOLi.      Intorno   agli   elementi  uniti  di  due    forme 

geometricbe   collineari.     Modena  Mem.  (2)  VII.  253-280.    Mit 
2  Tafeln. 

§  I.    „Gebilde  zweiter  (nicht  erster  wie  der  Text  sagt)  Stufe." 
„Ist  0  ein  Ordnungspunkt   zweier   projectiven,   conjectiven, 
nicht-homologen  Punktfelder,  und  sind  r,  r'  zwei  durch  0  gehende 
entsprechende  Geraden,  so  gehen  die  Geraden,  welche  die  ent- 
sprechenden in  r,  r'  liegenden  Punkte  verbinden,  durch  denselben 
Punkt  P;  der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Gerade.^    Aus  diesem 
Satze  leitet  der  Verfasser  den  folgenden  ab:  „ilBC  und  A'B'C 
seien  zwei  beliebige   in   derselben  Ebene  n  liegende  Dreiecke 
und    0   ein   Punkt   von   n]    man   bestimme   die   sechs    Punkte 
A,  =  OA.BC,  ...,  C[  =  OA'.B'C   und   die  drei^A'.il,^;, 
BB\B^B\,   CC\C,C[\   dann   liegen   diese  letzten  auPWner   be- 
stimmten Geraden  o.^     Daraus  folgt,  dass  durch  die  gegebene^ 
Dreiecke  eine  eindeutige  Verwandtschaft  zwischen  den  Punkten 
0  und  der  Geraden  o  von  n  bestimmt   ist.      Fällt  0   auf  die 
Gerade  BC,  so  geht  o  durch  A*  u.  s.  w.;  f&Ut  0  in  A^  so  f&llt  o 
in  B'C  u.  s.  w.     Beschreibt  0  eine  Gerade,   so   hüllt  o  einen 
AA\  BB\  CXJ'  berührenden  Kegelschnitt  ein;  setzt  man  insbeson- 
dere voraus,  dass  A\  B\  C  resp.  in  fi,  C,  A  oder  C,  il,  B  fallen, 
so  wird  o  die  Polare  von  0  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC.    Im 
allgemeinen  Falle  kann  man  das  Entsprechen  zwischen  den  Ecken 
der  zwei  Dreiecke  auf  sechs  verschiedene  Weisen  herstellen;  in 
Folge  dessen  ist  jeder  Punkt  0  von  n  mit  sechs  Geraden  ver- 
bunden:   diese    berühren    einen   Kegelschnitt.     Da   endlich    die 
Ecken  eines  gegebenen  Sechsecks  auf  zehn  Arten  als  die  Ecken 
zweier  Dreiecke  angesehen  werden  können,  so  kann  man  jedem 
Punkte  0  von  n  6x10  Geraden  entsprechen  lassen,  welche  zu 
je  sechs  einen  Kegelschnitt  berühren. 
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§  IL    „Gebilde  dritter  Stufe. <" 

Um  die  obigen  Betrachtungen  auf  den  Raum  auszudehnen, 
stellt  der  Verfasser  zuerst  den  folgenden  Satz  auf:  „Ist  0  ein 
Ordnungspunkt  zweier  projectiven,  conjectiven,  nicht- homologen 
Räume,  und  sind  r,  r'  zwei  durch  0  gehende  entsprechende 
Geraden,  so  gehen  die  Geraden,  welche  die  entsprechenden  in 
r,  r'  liegenden  Punkte  yerbinden,  durch  denselben  Punkt  P;  der 
Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Ebene.''  Daraus  fliesst:  „ABCD  und 
und  Ä'B'C'D'  seien  zwei  beliebige  Tetraeder  und  0  ein  willktlr- 
licher  Punkt;  man  bestimme  die  acht  Punkte  A^^OA.BCD,  ..., 

iy^  =  OD\A'ffC  und  danach  die  vier  ^4^4'.^^',,  •..,  DD\D,D\\ 
dann  liegen  diese  letzten  auf  einer  bestimmten  Ebene  (o,^  Durch 
die  gegebenen  Tetraeder  wird  daher  eine  eindeutige  Verwandt- 
schaft zwischen  den  Punkten  0  und  den  Ebenen  cu  hergestellt. 
Fällt  0  auf  die  Ebene  BCD,  so  geht  oi  durch  A*  u.  s.  w.;  fällt 
0  in  A^  so  fällt  ai  mit  B'C'D'  zusammen  u.  s.  w.  Beschreibt  0 
eine  Gerade,  so  hflllt  w  eine  abwickelbare  Fläche  dritter  Klasse 
ein;  setzt  man  insbesondere  voraus,  dass  Aj  jB,  C,  D  resp.  mit 
B'C'0'il' Ausammenfallen,  so  wird  ai  die  Polarebene  von  0  in 
Bezug  auf  das  Tetraeder  ABCD.  Da  endlich  die  Ecken  eines  ge- 
gebenen Achtecks  auf  35  Weisen  als  die  Ecken  zweier  Tetraeder 
angesehen  werden  können,  so  entsprechen  je  dem  Punkte  0  im 
ganzen  35x1 -2. 3. 4  =  840  Ebenen  Cd,  weichein  140  sechsgliedrige 
Gruppen  zerfallen;  jede  Gruppe  enthält  sechs  Bertthrungsebenen 
eines  Quadrikegels. 

Dies  sind  etwa  die  hauptsächlichsten  Resultate  der  geome- 
trischen Untersuchung  des  Herrn  Nicoli :  andere  Sätze  sind  bekannt, 
oder  durch  das  Reciprocitätsgesetz  aus  den  angeführten  ableitbar, 
oder  endlich  besondere  durch  die  metrische  Geometrie  dargebotene 
Fälle.    Viele  werden  auf  die  Auflösung  von  Aufgaben  angewandt. 

La. 

ß.  Klein.     Theorie  der  Elemententripel  einstufiger  Ele- 
mentargebilde.   Teil  I.    Das  Tripelnetz.    Annaii  dl  Mat.  (2) 

XVIII.  213-226. 

Die  vom  Verfasser  in  einpr  früheren  Schrift  [S.  F.  d.  M. 
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XIII.  1881.  464]  behandelte  trilineare  Verwandtschaft  zwischen 
drei  einstufigen  Gebilden  liefert,  wenn  die  drei  Gebilde  denselben 
Träger  erhalten  und  die  Gleichung  symmetrisch  in  den  drei 
Variabein  ist,  das  sogenannte  Tripelnetz.  In  der  vorliegenden 
Arbeit  zeigt  der  (inzwischen  verstorbene)  Verfasser,  wie  die 
Theorie  des  letzteren  auch  direct  entwickelt  werden  kann,  and 
zwar  mit  Hülfe  gewisser  S&tze  über  Kegelschnitte  und  die  ihnen 
eingeschriebenen  Dreiecke.  Hieran  schliesst  sich  der  Beweis 
des  zwischen  zwei  conjugirten  (apolaren)  Tripeln  bestehenden 
Reciprocitätsgesetzes  und  die  Construction  des  sechsten  Punktes 
zweier  conjugirten  Tripel,  von  denen  die  übrigen  f&nf  gegeben 
sind.  Schg. 

T.  Broden.      üeber  die  Doppelpunkte  bei   der  projec- 
tiven  ebenen  Correspondenz.    Hoppe  Arch.  (2)  ix.  225-249. 

Fallen  zwei  coUinear  verwandte  Ebenen  zusammen,  so  er- 
geben sich  drei  Doppelpunkte,  d.  h.  Punkte,  die  sich  selbst  ent- 
sprechen. Die  Lage  dieser  Doppelpunkte  wird  nun  in  der  Weise 
untersucht,  dass  die  Frage  beantwortet  wird,  welche  zwei  Punkte 
nebst  einem  gegebenen  Punkte  Doppelpunkte  werden  können, 
wenn  die  zusammenfallenden  Punktfelder  in  einer  bestimmten 
Verwandtschaft  stehen.  Es  handelt  sich  wesentlich  um  die  Auf- 
findung der  Punkte,  deren  Abstände  von  einem  gegebenen  Punkte 
bei  der  Transformation  unverändert  bleiben.  Die  zu  untersuchende 
Abstandscurve  ist  vom  vierten  Grade  und  einfach  circular.  Die 
Methode  der  Untersuchung  ist  analytisch.  Seht. 


H.  Schröter.      Eine  Construction   für  das  Chasles'sche 
Problem  der  Projectivität.    Schlömiloh  Z.  xxxv.  59-61. 

In  der  Ebene  seien  fünf  Punkte  A,  £,  C,  D,  E  gegeben,  von 
denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  sowie  fünf  Punkte 
A\  B\  C\  D\  E\  die  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen. 
Einen  Punkt  0  in  der  Ebene  zu  bestimmen,  sodass  OJ,  OB,  OC^ 
OD^  OE  projectiv  zu  A\  B\  C\  D\  E'  werden.  Dieses  Chaales'sche 
Problem   hatte   nur    Lösungen   (Chasles,  C.  R.  1853;  Cremona, 
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Curve  piane,  art.  62)  erfahren,  die  zwar  leicht  in  Worten  aus- 
zusprechen sind,  aber  in  der  wirklichen  Construction  sehr  um- 
ständlieh werden.  Schröter  löst  die  Aufgabe  hier  nach  denselben 
Principien,  aber  zugleich  so,  dass  die  Ausführung  der  Construction 
wesentlich  einfacher  wird.  Seht. 


A.  Adler.      Deber    die   zur  Ausführung    geometrischer 
Constructtonsaufgaben    zweiten    Grades    notwendigen 

Httlfsmittel.     Wien.  Ber.  XGIX.  846859.    Mit  1  Taf. 

In  der  von  Mascheroni  (Pavia  1797)  und  von  Steiner  (Berlin 
1833)  angebahnten  Untersuchungsrichtung  über  die  zur  Lösung 
von   geometrischen   Constructionsaufgaben   entbehrlichen    bezw. 
notwendigen  Hülfsmittel  ist  hier  eine  beachtenswerte  Arbeit  ver- 
fasst,    welche   zeigt,   dass  jede  mit  Zirkel  und  Lineal  losbare 
Aufgabe  auch   lösbar  ist,    wenn   weiter  keine   Hülfsmittel  ge- 
stattet sind  als  entweder  nur  das  Lineal  (zwei  Parallele  in  con- 
stantem  Abstände)  oder  nur  der  rechte  Winkel  (etwa  aus  Holz) 
oder  nur  ein  bestimmter  spitzer  Winkel  (etwa  aus  Holz).     Da 
wir  durch  die  Arbeit  von  Steiner  wissen,  dass  durch  alleinige 
Anwendung  des  Lineals  nur  dann  jede  Aufgabe  zweiten  Grades 
lösbar  ist,  wenn  ein  fester  Kreis  in  der  Ebene  mit  benutzt  werden 
darf,  so  ist  natürlich  die  Anwendung  des  Lineals  im  Sinne  des 
Herrn  Adler  anders  zu   verstehen   als  bei  Steiner,   nämlich  so, 
dass  dasselbe  auch  gestattet,  zu  einer  Geraden  eine  Parallele  im 
festen  Abstände  (Breite  des  Lineals)  zu  ziehen.    Ebenso  soll  die 
Anwendung  des  Holzwinkels  z.  B.  auch  gestatten,  in  einer  Geraden 
den  Punkt  zu  suchen,  von  dem  aus  eine  feste  Strecke  unter  dem 
Winkel  des  Holzwinkels  erscheint.     So  ist  also  gezeigt,  dass  in 
der  „Praxis^  jedes  von  den  vier  wichtigsten  Zeichen-Hülfsmitteln 
(Zirkel,  Lineal,  rechter  Winkel,  spitzer  Winkel)  allein  ausreicht, 
um  alle  Aufgaben  zweiten  Grades  zu  lösen.    Am  Schluss  wird 
noch  bewiesen,  dass  durch  Schieben  von  mehreren  rechten  Winkeln 
auch  Aufgaben  dritten  und  vierten  Qrades  lösbar  werden.    Von 
solchen  Aufgaben  wurde  früher  einmal  von  Eortum  gezeigt,  dass 
sie  allein  mit  dem  Lineal  lösbar  werden,  wenn  ein  festgezeich- 
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neter  Kegelschnitt  mit  benutzt  werden  darf.  Wem  die  Original- 
Schriften  von  Mascheroni  und  Steiner  nicht  zu  Gebote  stehen, 
der  kann  den  wesentlichen  Inhalt  derselben  in  Frischauf's  gedie- 
gener Schrift:  ^Die  geometrischen  Constructionen  von  Mascheroni 
und  Steiner''  (Graz  1869)  finden.  Seht. 


C.  A.  Laisant.      Remarques  au   sujet  du   th^or^me  de 

Carnot.    Neu?.  Ann.  (3)  IX.  5-20. 

Der  Verfasser  beweist  auf  einfachste  Weise   das  Theorem 

von  Carnot  in  dem  allgemeinen  Falle,  dass  die  p  Seiten  eines 

allgemeinen  Polygons  von  einer  Curve  n^'  Ordnung  geschnitten 

werden.     Dieselben  Betrachtungen  f&hren  dann  auch  zu  der  der 

Garnot'schen    analogen    Relation    zwischen    den    Schnittpunkten, 

welche  eine  Fläche  n^  Ordnung  auf  den  Seiten  eines  räumlichen 

Polygons  ausschneidet.     Weiter  ergiebt  sich,  dass,  während  die 

Umkehrung   des  Carnot'schen  Satzes   in  der  Ebene  für   n  =  1 

und  n  =  2  Bedeutung  hat,  sie  im  Räume  für  n  =  1,  n  =  2  und 

n  =  6  passt.    FQr  n  =  6  erhält  man  folgenden  Satz:  ^  Auf  jeder 

der  14  Seiten   eines  räumlichen  14-Seits  ABC...L  seien   sechs 

Punkte  P„  P„  ...,  P,,  ferner  (?,,  0„  ...,  Q^  etc.  gelegen,  und  zwar 

derartig,  dass 

Oj .  a, .  . .  a,  4  =  l 
ist,  wenn 

l\A  "  P,A'  "»  -  (?,ß  "  •  Q,B' 
Dann  liegen  die  84  Punkte  P,, ...,  P^,  Od  •••i  06  ®*^-  ^^^  einer  und 
derselben  Fläche  sechsten  Grades,  während  doch  eine  solche 
punktallgemein  gedachte  Fläche  schon  durch  83  Punkte  eindeutig 
bestimmt  ist.^  Weitere  Betrachtungen  des  Verfassers  geben 
Analoga  des  Garnot'schen  Satzes  für  Flächen  gegebener  ^Klasse". 

Seht 

W,  Stahl,      üeber    projective    involutorische    Gebilde. 

J.  für  Math.  OVII.  179-188. 

Eine  Punktreihe 

a:,  =  a,+A6,  (•  =  1,2,3,4) 


a.    =    -;/    /    •  •  •  —."-7-  t       a.    =    -^r-^  •  •  •  -^r-.r  ,     .  •  .,     Ws     C,^   = 
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liegt  mit  einem  zu  ihr  projectivischen  Ebenenbttsehel 

x.^oti^-Xßi  (1=1,2,3,4) 

ioToIatoriscb,  wenn 

(aß)^(ba)  =  0;     (aß)  =  i  a,/!?, 

ist.  Die  Ebenenbttsehel,  welche  zu  allen  Punktreihen  eines 
linearen  Systems  n^^  Stufe 

Xi  =  ^p<-)ai^^  +  A^p(-)fcJ^^         (t  =  1, 2, 3, 4) 

involatorisch  liegen,  bilden  daher  eine  lineare  Mannigfaltigkeit 
der  Stufe  6— n;  und  es  tritt  hier  der  merkwürdige  Dualismus 
analytisch  zu  Tage,  den  Herr  Reye  ftir  die  linearen  Mannigfaltig- 
keiten aus  projectivischen  Ebenenbttscheln  aufgedeckt  hat.  Sind 
eine  Punktreihe  und  ein  Ebenenbttsehel  zweiter  Ordnung 

Xi  =  Gi  +2biX+CiV,    Ui  =  a,  +2/JiA-f-c,A'  (t  =  1,  2,  3, 4) 

projectiv  auf  einander  bezogen,  so  sind  auch  die  Osculanten  der 
beiden  Gebilde  zu  einander  projectiv.  Jede  Osculante  des  Ebenen- 
bttschels  liegt  zu  einer  Osculante  der  Punktreihe  involutorisch. 
Indem  man  zweitens  jeder  Ebene  des  Büschels  den  so  definirten 
Punkt  der  Punktreihe  zuordnet,  erhält  man  eine  projeetivische 
Umformung  derselben  in  sich.  Die  beiden  Gebilde  liegen  in 
Involution,  wenn  die  so  entstandene  Beziehung  eine  involutorische 
ist.     Die  analytische  Bedingung  dafttr  ist  folgende: 

(a,y)-2(fc,/J)  +  (c,a)  =  0. 

Dieselbe  drttckt  offenbar  aus,  dass  zu  einer  n- fachen  linearen 
Mannigfaltigkeit  projectiver  Punktreihen  zweiter  Ordnung  eine 
(10— n)- fache  lineare  Mannigfaltigkeit  projectiver  Ebenenbttsehel 
in  Involution  liegt.  Da  durch  die  Beziehung  der  Osculanten  der 
Punktreihe  auf  die  entsprechenden  Osculanten  des  Ebenenbttschels 
eine  ganz  bestimmte  collineare  Beziehung  der  Ebene  der  ersteren 
auf  den  Ebenenbttsehel  der  letzteren  zu  Stande  kommt,  so  liegt 
gleichzeitig  mit  einer  n-fachen  linearen  Mannigfaltigkeit  coUinearer 
Ebenen  eine  (10— »)- fache  lineare  Mannigfaltigkeit  coUinearer  Ehe- 
nenbttndel  in  Involution.  Wiederum  tritt  hier  der  Dualismus  zu 
Tage,  den  Herr  Reye  an  den  Mannigfaltigkeiten  Sn  und  Siu-« 
coUinearer  Ebenenbttndel  beobachtet  hatte.     Die  Geometrie  der 
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n- fachen  Mannigfaltigkeit  coUinearer  Ebenen  deckt  sich  mit  der 
der  (10— n)-fachen  Mannigfaltigkeit  collinearer  Bündel.  Ein 
EbenenbQschel  dritter  Ordnung  liegt  mit  einer  Panktreihe  drit- 
ter Ordnung  in  Involution,  wenn  unter  den  Constanten  ihrer 
Gleichungen 
Xi^Oi+Bbil+BciX^+diX'  und  u.  =  a<+3/J<A+3y,A»+3a.A' 

(•  =  1,  2,  3,  4) 
die  Beziehung 

(ad)-3(6y)+3(c/J)-(rfa)  =  0 

besteht.  Es  liegt  dann  wieder  mit  einer  linearen  Mannigfaltig* 
keit  n^^'  Stufe  projectivischer  Punktreihen  eine  lineare  Mannig- 
faltigkeit (14—«)'**^  Stufe  projectivischer  Ebenenbflschel  involu- 
torisch.  Erwägt  man,  dass  zwei  projectivisehe  Gebilde  dritter 
Ordnung  eine  reciproke  Beziehung  ihrer  Räume  unzweideutig 
festlegen,  so  zeigt  sich  damit  der  Reye'sche  Satz  evident  gemacht, 
dass  die  Theorie  der  n-fachen  Mannigfaltigkeit  collinearer  Punkt- 
räume  sich  mit  der  der  (15— n)-fachen  Mannigfaltigkeit  collinearer 
Ebenenräume  deckt. 

Im  Räume  n^®'  Dimension  hat  man  als  Bedingung  ftlr  die 
involutorische  Lage  einer  Reihe 

Xi  =  Oi-i-n^a'il+n^ai'V'] hai"^*" 

und  eines  zu  ihr  projectivischen  Büschels 

die  Bedingung  0  = 

(aa(»))-ii.(o'a(«-'0+«,(o"o^"-^0-»8(ö'"ö^*-^0+-  •-  +(-  l)''(a(-M- 

E.  K. 

F.  AscHiEBi.     Sülle  omografie  di  2^  specie.     Lomb.  let. 

Rend.  (2)  XXIII.  312-819. 

Projicirt  man  jeden  Punkt  einer  Ebene  Q  von  drei  festen 
Sehnen  a;,  y,  z  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  C  aus  auf 
diese,  so  erhält  man  die  Tripel  X,  Y,  Z  einer  Homographie 
zweiter  Stufe  oder  trilinearen  Beziehung  J2,.  Die  Schnittpunkte 
der  Ebene  mit  C^  sind  die  dreifachen  Punkte  der  trilinearen 
Beziehung.     Herr  Aschieri  zeigt,  wie  man  bei  einer  gegebenen 
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fi,  ein  solches  System  von  Axen  x^  y,  s  zn  construiren  hat 
Man  lege  nämlich  durch  zwei  der  Axen,  y,  s,  und  die  C*  die 
Fläche  zweiten  Grades  und  beziehe,  mittels  ihrer  C*  einmal 
treffenden  Geraden,  C*  auf  den  Kegelschnitt  C„  den  sie  auf  Sl 
aasschneidet.  Auf  diese  Art  muss  den  Schnittpunkten  von  y,  s 
mit  Q  das  eine  neutrale  Paar  der  zweiten  und  dritten  Reihe 
von  Q^  entsprechen,  ein  Punktepaar  also,  welches  mit  einem  be- 
liebigen Pnnkte  von  C*  zusammen  als  X  ein  Tripel  der  Homo- 
graphie  bildet.  Die  Ebenen,  welche  das  andere  neutrale  Paar 
gleicher  Art  von  y  nnd  x  ans  projiciren,  enthalten  den  Schnitt- 
punkt zwischen  12  und  x.  £.  E. 

V.  Martinbtti.     Sul  genere  delle  curve  S2  nelle  invo- 
lüzioni  piane    di   classe  qualunque.     Palermo  Bend.   iv. 

90-42,  126-142. 

Bei  einer  Involution  von  der  Klasse  v  gehört  zu  jedem 
Punkte  P  eine  Curve  Q  der  (2p'\-iy^''  Ordnung  aus  einem  Netze 
(Q)  zweiter  Stufe  als  Ort  der  v  Paare  entsprechender  Punkte, 
die  auf  einer  von  P  ausgehenden  Geraden  liegen.  Wenn  die  h 
(von  einander  verschiedenen)  Fundamentalpunkte  r^  -,  r,-, . . . ,  r^-fach 
in  der  Curve  vorkommen,  die  der  allgemeinen  Geraden  entspricht, 
und  X^*,  il,-,  ...,  Jlk-fach  in  der  sich  selbst  entsprechenden 
Curver, so  enthalten  diei2 dieselben (r,—;!^)-,  (r,— A,)-,  ...,(rA— Aa)- 
fach;  ausserdem  gehen  dieselben  noch  durch  die  isolirten  sich 
selbst  entsprechenden  Punkte  und  haben  J  Paare  gemeinsamer 
Richtungen  in  den  Fundamentalpunkten,  und  zwar  hat  man 

wo  oa  anzeigt,  wie  oft  die  (t)  entsprechende  Fundamentalcurve 
durch  (k)  hindurchgeht 

Es  sei  nun  c  die  Anzahl  der  linearen  Bedingungen,  denen, 
wenn  die  erwähnten  Bedingungen  von  einander  unabhängig  sind, 
die  £t  noch  za  genOgen  haben;  bestehen  unter  den  erwähnten 
Bedingungen  hingegen  y  Abhängigkeiten,  so  Be\  c  +  y  die  Anzahl 
der  Bedingungen,  denen  die  Q  noch  genfigen.  Alsdann  zeigt 
Herr  Martinetti,  dass 

p-|-c  =  2f-|-l    und    p>v+y — /f 

Fortüchr.  d.  Mftth.  ZXII.  2.  40 
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ist    Da  sich  nan  zeigen  Iftsst,  dass  sowohl  p  als  auch  y  positi? 
sind,  so  ist  sicher 

Für  die  Fälle  J  =^1^  2  lässt  sich  noch  zeigen,  dass 

p>y+l,  p>v+2 
ist.  Wir  wollen  bemerken,  dass  fhr  das  Beweisyerfahren  die 
Untersuchung  der  Curven  <2>  besonders  wichtig  ist,  welche  das 
Verhalten  der  Q  zu  den  Fundamentalpunkten  teilen,  aber  weiteren 
Bedingungen  nicht  genttgen.  Das  Netz  (0)  wird  nämlich  durch 
die  Involution  in  sich  selbst  ttbergefflhrt,  und  es  müssen  fBr  die 
Mannigfaltigkeiten  sich  selbst  entsprechender  0  die  bekannten 
allgemeinen  Gesetze  gelten.  E.  E. 


Ch.  Steinmetz.  Ueber  die  durch  ein  lineares  Flächen- 
system i»t«r  Ordnung  definirten  mehrdeutigen  invola- 
torischen  Baumverwandtschaften,      dchiömiioh  z.    xxxv. 

219-236,  272-292,  364-375. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  mehrdeutige  Ver- 
wandtschaft zu  untersuchen,  welche  in  einem  FlächengebQseh 
ti}^'  Ordnung  durch  die  Abhängigkeit  je  n'  associirter  Punkte 
von  einander  bestimmt  ist.  Diese  Untersuchungen  sind  bekannt- 
lich von  Herrn  Beye  angebahnt  worden,  und  für  n  ==:  2  hat  der- 
selbe hieraus  die  Strahlensysteme  zweiter  Ordnung  construirt 

Einem  Punkte  entsprechen  alle  ihm  associirten  Punkte.  & 
werden  dann  folgende  Sätze  bewiesen. 

Einer  Geraden  /  entspricht  eine  Curve  C<  (ii' — IJ^  Ordnung. 

Einer  Ebene  E  entspricht  eine  Fläche  (n'—l)^  Ordnungr 
allgemein  einer  Fläche  m*«'  Ordnung  eine  solche  iii(«'— 1)*«'  Ord- 
nung. Die  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  liegen  auf  doer 
Fläche  („Kernfläche«)  4(ii— !)*•'  Ordnung. 

Es  folgt  dann  die  Definition  eines  Complexes,  dessen  Strahieo 
je  zwei  einander  associirte  Punkte  verbinden.  Der  Verfasser 
findet  far  seinen  Grad  die  Zahl  2(ii- l)(n'+ii— 3).  Dies  ist 
nicht  richtig;  der  Grad  des  Complexes  ist  vielmehr  gleicV 
2ii(n— l)(fi— 2).     In  der  That  hat  Herr  Reye  gezeigt,  dass  für 
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n  =  2  die  Yerbindangslinieii  associirter  Packte  keinen  Gomplex, 
sondern  ein  Strahlensystem  bilden.  Alle  Folgerungen,  welche 
der  Verfasser  in  §  10  aus  der  Ordnung  des  Gomplexes  zieht. 
Bind  hinfällig. 

Fttr  die  Strahlencongruenz,  deren  Strahlen  je  zwei  unend- 
lich nahe  associirte  Punkte  verbinden,  wird  als  Ordnung 
2(ii— l)(2n'— n+l),  als  Klasse  6(ii— 1)'  gefunden.  Es  hätte 
hier  oder  wenigstens  bei  späteren  Beispielen  bemerkt  werden 
mflssen,  dass  fBr  n  =  2  diese  Congruenz  aus  einer  doppelt  zäh- 
lenden Congruenz  siebenter  Ordnung,  dritter  Klasse  besteht. 

In  der  Fortsetzung  wird  die  Degeneration  der  Verwandtschaft 
bei  Annahme  fester  Grundpunkte  und  Fundamentalcurven  unter- 
sucht Zum  Schiasse  werden  specielle  Verwandtschaften  be- 
trachtet Immer  ziehen  sich  die  Folgerungen  aus  der  falschen 
Bestimmung  des  Complexgrades  hindurch,  was  besonders  in  den 
Beispielen,  wo  n  =  2  ist,  zu  auffallenden  und  unrichtigen  Sätzen 
führt  W.  St 

G.  Castblnuovo.    Massima  dimensione  dei  sistemi  lineari 
di  cur  VC  piane  di  dato  genere.     Aonaii  di  Mat  (2)  xviii. 

119-128. 

6.  Jung.   Un'  osservazione  sul  grado  massimo  dei  sistemi 
lineari  di  curve  piane  algebriche.  Anoali  di  Hat  (2)  XVIII. 

12d-130. 

Die  Untersuchungen  des  Herrn  Castelnuoyo,  wie  die  des  Herrn 
Jung  (vgl.  F.  d.  M.  XX.  1888. 601  ff.,  XXI.  1889. 668  ff.),  aus  denen 
die  vorliegenden  entsprungen  sind,  behandeln  die  linearen  Systeme 
Yon  oo*  algebraischen  ebenen  Curven,  die  durch  ihre  Grundpunkte 
bestimmt  und  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  die  Curven 
des  Systems,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  in  Folge  dessen 
nicht  alle  durch  die  anderen  Punkte  gehen.  Aus  diesen  Vor- 
aussetzungen folgt,  dass  unter  den  Zahlen  p  (Geschlecht  einer 
beliebigen  Curve  des  Systems),  k  (Dimension  des  Systems)  und 
D  (Grad  des  Systems,  d.  h.  Zahl  der  beweglichen  Schnittpunkte 
zweier  Curven  des  Systems)  folgende  Ungleichheiten  statt  haben: 

*>p+l,    /)>2p. 

40* 


628    VIII.  AbBobnitt    Reioei  elementare  n.  Byntbetiscbe  Geometrie. 

Setzt  man  ferner  p>0  nnd  fc>p-{-2  Torans,  so  bilden  alle 
Ourven  des  Systems,  welche  zweimal  durch  denselben  FoBkt 
gehen,  ein  System,  welches  das  Geschlecht  p— 1,  die  Dimension 
Jk  =r  3  und  den  Grad  D  =  4  hat.  Allgemeiner,  setzt  man 
p>r— 1  und  *>p+2r,  so  bilden  alle  Curven  des  Systems, 
welche  zweimal  durch  r  gegebene  Punkte  gehen,  ein  System, 
welches  das  Gesohlecht  p^r^  die  Dimension  k—3r  und  <len  Grad 
D— 4r  hat.  Daraus  folgt,  dass  in  einem  linearen  System  ?on 
Curven,  deren  Geschlecht  p  >  1  ist,  die  Dimension  nicht  g^sser 
als  3p+5  und  der  Grad  nicht  grösser  als  4p-f-4  sein  kann. 
Diese  zwei  Zahlen  sind  keine  obere  Grenze,  sondern  wirkliebe 
Haxima,  weil  in  einem  System  von  Gurren  der  Ordnung  n  und 
des  Geschlechts  p  mit  einem  (fi~2)- fachen  Punkte  und  beliebig 
vielen  Doppelpunkten  man  eben  k  =  3p +5  und  Z>  =  4p4-4  hat: 
auf  diese  Weise  wird  ein  Resultat  des  Herrn  Jung  (Annali  di 
Mat.  (2)  XVI.  315)  verschärft.  Ein  lineares  System  von  Curven, 
deren  Geschlecht  p  >  1  und  deren  Dimension  k  =  3p-]-5  ist, 
besteht  entweder  aus  hyperelliptischen  Curven,  oder  kann  auf  ein 
System  ebener  Curven  vierter  Ordnung  (p  =  3)  reducirt  werden. 
Im  ersten  Falle  kann  das  System  mittels  einer  Cremona'schen 
Transformation  in  eins  der  folgenden  Systeme  kleinster  Ordnung 
ttbergeführt  werden:  1)  Curven  (p+3)**'  Ordnung  mit  einem  ge- 
gewöhnliohen  (p+l)- fachen  Punkte  und  einem  Doppelpunkte; 
2)  Curven  (p+2+iu)*«'  Ordnung  (fi  =  0,  1,  ...,  p)  mit  einem 
(p+ju)- fachen  Punkte,  dem  /u  Doppelpunkte  unendlich  nahe  sind. 
Herr  Jung  bespricht  in  seiner  Bemerkung  die  Vervollkomm- 
nung, welche  seine  eigenen  Resultate  durch  die  Castelnuovo'sche 
Arbeit  erhalten.  La. 

J.  Finsterbusch.  Beitrag  zur  synthetischen  Geometrie 
ebener  Kreissysteme  und  damit  im  Zusammenhange 
stehender  höherer  Curven.  I.  Abschnitt:  Die  Kreis- 
verwandtschaft in  perspectivischer  Lage.  IL  Abschnitt: 
Inversion.  (Fortsetzung.)  Pr.  ReaUch.  Werdsu. 
In   Fortsetzung    einer   früheren   Abhandlung   (cf.   F.  d.  M. 

XX.    1888.  584)   giebt  hier  der  Verfasser  eine  genaue  Unter- 
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sachang  der  Gesetze  der  Inversion,  wobei  besondere  auf  Carven 
und  Carvensysteme  geachtet  wird,  die  zu  sich  selbst  invers  hin- 
sichtlich eines  oder  mehrerer  Kreise  sind.  Zu  bemerken  ist, 
dasB  Herr  F.  die  Bezeichnung  „Ereisbttschel^  in  anderem  Sinne 
braucht,  als  dies  üblich  ist,  ebenso  wie  schon  früher  das  Wort 
Ereisbttndel.  Nach  der  üblichen  Bezeichnung  gehören  zu  einem 
Bündel  die  Kreise  eines  linearen  Systems 

i^,+^«r,+»'«r,  =0. 

Je  nach  den  Bealitätsverhftltnissen  handelt  es  sich  um  Kreise, 
die  einen  Kreis  orthogonal  schneiden  oder  einen  Darobmesser 
eines  Grundkreises  zur  Sehne  haben.     In  der  Lehre  der  Inver- 
sion   hat  man  mit  dem  Verfasser   das    zweite  System  als  die 
Gesamtheit  der  Kreise  zu  bezeichnen,  die  hinsichtlich  des  Grund- 
kreises negativ  - selbstinvers  sind;   das  erste  System  aber  kann 
bezeichnet  werden  entweder  als  das  System  der  Kreise,  die  hin- 
sichtlich des  Grundkreises  positiv-selbstinvers  sind,  oder  hinsicht- 
lich   deren   der  gegebene   Grundkreis    positiv  -  selbstinvers   ist. 
Offenbar  ist  es  nun  ein  falscher  Analogieschluss,  wenn  Herr  F. 
als  ein  Bündel  auch  die  Mannigfaltigkeit  von  Kreisen  bezeichnet, 
hinsichtlich  deren  ein  gegebener  negativ-selbstinvers  ist,  und  die 
also  Sehnen  desselben  zu  Durchmessern  haben.    Von  den  sechs 
einfachen  Kreis-Mannigfaltigkeiten,  die  Herr  F.  als  Büschel  be- 
zeichnet,  und   von  denen  jeder  aus  den  gemeinsamen  Kreisen 
zweier  Bündel  besteht,  verdienen  nur  zwei  wirklich  diesen  Namen, 
während  die  anderen  nicht  lineare  Kreis-Mannigfaltigkeiten  sind. 

£.  K. 


V.  Retall     Sopra  dae  particolari  trasformazioni  piane 

quadratiche.      Bologna  Mem.  (4)  X.  653-671.  Mit  1  Fig.-Taf. 

Bekanntlich  ist  ein  zu  einem  gegebenen  Kegelschnitte  con- 
jagirter,  das  heisst  hinsichtlich  dessen  zu  sich  selbst  polarreci- 
proker  Kegelschnitt  mit  jenem  in  doppelter  Berührung  und  durch 
den  „Pol  der  Berührung''  oder  den  Punkt  eindeutig  festgelegt,  in 
dem  die  beiden  gemeinsamen  Tangenten  sich  schneiden.    Man  kann 

nan  die  Frage  auf  werfen:  Welche  Gurve  H^  durchläuft  der  Pol 
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der  Berahrung  P,  wenn  der  Pol  einer  Geraden  r  hinsiehtlich  des 

conjugirten  Kegelschnittes  Aber  eine  Carve  Cm  von  der  n^  Ord- 
nung und  m^  Klasse  geftlhrt  wird.    Es  zeigt  sich,  dass  der  Ort 

eine  Hlln+m)  mit  6ft(fi  —  l)  Wendepunkten  ist,  welche  die  Schnitt- 
punkte von  r  mit  dem  Grundkegelschnitt  zu  n-fachen  Punkten  hat, 
für  deren  übrige  Singularitäten  also  die  Anzahlen  aus  den 
PlQcker'schen  Formeln  folgen.     Wird  andererseits  P  über   eine 

gegebene  C^  geführt,  so  durchläuft  der  Pol  yon  r  eine  S^+« 
mit  3  m  Wendepunkten,  die  den  Pol  von  r  hinsichtlich  des  Grund- 
kegelschnittes  zum  it-fachen  Punkte  hat.  Von  den  beiden  Trans- 
formationen zweiten  Grades,  die  Herr  R.  vorzugsweise  zur  Ent- 
Wickelung  benutzt,  ist  nur  die  eine  rational. 

E.  K. 


J.  Neubbrg.     Sur  las  figures  affinement  variables. 

Lidge  M4m.  V.  12  8. 

Euler  und  Möbius  nennen  zu  sich  selbst  affin  die  aus  drei 
Punkten  Jf^,  Jif,,  iV,  mit  den  Massen  titj,  m,,  m,  und  aus  ihrem 
Schwerpunkte  gebildete  Figur.  Der  Verf.  ermittelt  die  Eigen- 
schaften einer  solchen  beweglichen  Figur.  Folgendes  ist  einer 
der  Sätze,  zu  denen  er  gelangt.  Wenn  eine  ebene  Figur  sich 
bewegt,  indem  sie  immer  sich  selbst  ähnlich  bleibt,  so  ist  d^ 
von  dem  Fahrstrable  eines  ihrer  Punkte  erzeugte  Flächeninhalt 
der  Potenz  dieses  Punktes  bezüglich  eines  festen  Kreises  pro- 
portional. Alle  Punkte,  deren  Fahrstrahlen  denselben  Flächen- 
inhalt beschreiben,  gehören  einem  und  demselben  Kreise  an. 

Mn.  (Lp.) 

F.  H.  ScHOUTE.      Sur    las    figures    planes    directement 
semblables.     c.  r.  gxi.  499-001. 

Eine  Ebene  enthalte  zwei  direct  ähnliche  Systeme  JP,  und  F^ 
Einem  Punkte  A^^  in  einem  System  entspreche  ein  Punkt  A^  im 
anderen  System.  Wählt  man  das  Segment  A^A^  zur  Basis  eines 
Dreiecks  A^A^A^^  welches  mit  einem  gegebenen  Dreieck  B^B^B^ 
direct  ähnlich  ist,   so  beschreibt  ^1,  ein   drittes,  mit  F^  und  F, 
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direet  ähnliehes  System  F„  wenn  il^  und  A^  die  Punkte  der 
Systeme  durchlaufen,  denen  sie  angehören.  Von  den  Systemen 
F^,  P^j  F,  haben  je  zwei  denselben  Punkt  0  zum  Doppelpunkte. 
Dieses  allgemeine  Theorem  dient  zum  Ausgangspunkte  für  eine 
Reihe  von  Relationen,  welche  zwischen  diesen  ähnlichen  Systemen 
bestehen.  Auf  sie  im  einzelnen  einzugehen ,  darauf  muss  an 
dieser  Stelle  verzichtet  werden.  Sehn. 


P.  H.  ScHOüTE.     Th&)rfeme8  g^nöraux  par  rapport  aux 
figares  planes  directement  semblables.   Deift.  Ann.  de  ri^. 

Pol.  VI.  51-71. 

Der  Aufsatz  handelt  von  den  Figuren,  die  durch  die  Eck- 
punkte  eines  sich  derart  bewegenden  Dreiecks  beschrieben  werden, 
dass  die  Grösse  veränderlich,  die  Form  aber  unveränderlich  ist, 
während  zwei  Eckpunkte  Figuren  von  gleicher  Form  beschreiben. 
Andere  Mathematiker  (Baltzer,  Casey,  Petersen,  Burmester)  haben 
schon  viele  bezOgliche  Eigenschaften  entdeckt  und  beschrieben; 
jetzt  werden  diesen  einige  neue  zugefägt.  Sie  werden  in  sieben 
Lehrsätze  zusammengefasst,  die  zu  umfangreich  sind,  als  dass 
sie  hier  angefahrt  werden  könnten.  Aus  jedem  dieser  Lehrsätze 
leitet  der  Verfasser  andere  Eigenschaften  ab,  welche  er  an  Fi- 
guren verdeutlicht. 

Der  letzte  und  wichtigste  dieser  Sätze  lautet  wie  folgt:  In 
der  Ebene  zweier  Figuren  F,  und  F^  von  gleicher  Form  und 
der  Punkte  0^  und  A,  giebt  es  immer  eine  mit  F,  und  F, 
gleichgestaltete  Figur  F^  und  einen  Punkt  F^  derart,  dass 
der  geometrische  Ort  des  Punktes  il^,  welcher  das  StOck  A^A^ 
der  Geraden,  welche  die  Projection  A^  von  Q,  auf  die  Tangente 
der  Curve  F^  mit  der  Projection  il',  von  R^  auf  die  tiberein- 
stimmende Gerade  /,  von  F,  verbindet,  im  Verhältnis  fi  teilt;  die 
Fussponktcurve  ist  die  fibereinstimmende  Curve  C^  von  F^  in 
Beziehung  auf  F^. 

Wenn  fi  sich  verändert,  so  beschreibt  der  Punkt  F^  eine 
eirculare  und  unicursale  Curve  der  dritten  Ordnung.  Die  den 
Punkten  F^  von  F^  entsprechendeu  Punkte  von  F,  und  F,  durch- 
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laufen  die  über  Q^R^  und  0,A,  als  Sehnen  beschriebenen  Ereifie, 
welche  einen  Winkel  gleich  dem  Winkel  swieohen  Q^R^  und 
O3Ä3  fassen»  6. 

H.  KOpp£R«     Collineationen,  durch  welche  ftlnf  gegebene 
Punkte  des  Raumes  in    dieselben  fünf  Punkte  trans- 

formirt  werden.     Dies.  Munster.  788.  B^ 

Bekanntlich  ist  durch  fünf  Paare  entsprechender  Punkte 
eine  räumliche  GoUineation  festgelegt.  Lässt  man  nun  ffinf  ge- 
gebenen Punkten,  von  denen  keine  vier  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  dieselben  Punkte  in  anderer  Reihenfolge  bezflglich 
entsprechen,  so  liefert  jede  der  120  möglichen  Permutationen 
eine  GoUineation.  Doch  sind  diese  nicht  alle  durchaus  ver- 
schieden, sondern  es  giebt  nur  sieben  wesentlich  verschiedene 
Collineationen.  Stellt  man  diejenigen  von  den  fbnf  Punkten, 
welche  cyklisch  in  einander  übergehen  sollen,  jedesmal  in  einer 
Klammer  zusammen,  so  lassen  sich  die  sieben  Fälle  in  folgen- 
der Weise  darstellen:  1)  (1)(2X3)(4)(6),  2)  (1)(2) (3)(45), 
3)  (12X34X5),  4)  (123)(4)(5),  5)  (123)(45),  6)  (1234)(5), 
7)  (12345).  Der  erste  Fall  lässt  die  f&nf  gegebenen  Punkte, 
also  alle  Elemente  des  Raumes  ungeändert,  bietet  daher  kein 
Interesse.  Die  übrigen  Fälle  werden  eingehend  synthetisch  be- 
handelt. Bei  den  vorangeschickten  Hülfssätzen  ergeben  sich 
Berührungspunkte  mit  Arbeiten  von  Lüroth  (Math.  Ann.  XI),  Beim 
(Diss.  Breslau  1879),  Ameseder  (Wiener  Sitsungsberichte  XCVIII), 
Schröter  (Oberfl.  IL  Ordnung,  S.  410),  Sturm  (Math.  Ann.  XXVI), 
Reye  (Oeom.  d.  Lage,  Abt.  II,  S.  138).  Ebenso  finden  sich  in 
den  Resultaten,  auf  welche  der  Verfasser  bei  der  Bebandlang 
der  sechs  Fälle  kommt,  Berührungspunkte  mit  Arbeiten  der  ge- 
nannten Mathematiker.  Seht 

A.  Pepoli.      Su   alcuni   enti    generali    da    tre    sistemi 
riferiti  l'uno  all'    altro   per    mezzo  di  trasformazioni 

Cremoniane.      Atti  del  GoUegio  degli  iDgegneri  e  d«gU  Arafaitetti 
di  Palermo.  Anno  XII.  1889.  1*6. 

Drei  Grundgebilde  zweiter  Stufe,  welche  eindeutig  auf  ein- 
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ander  bezogen  sind,  können  zar  Erzeugung  einer  Gurre,  einer 
Fläehe  oder  eines  Strahlensystems  angewandt  werden.  Es  ent- 
steht eine  Gurve,  wenn  man  zwei  Pnnktfelder  oder  Ebenen- 
bttndel  und  einen  Strahlenbllndel  hat  und  die  Punkte  betrachtet, 
von  welchen  jeder  auf  einem  Strahl  des  Bflndels  und  auch  auf 
der  Geraden  liegt,  welche  die  zwei  entsprechenden  Punkte  der 
Felder  verbindet,  oder  in  welchen  die  zwei  entsprechenden  Ebenen 
der  BOndel  sich  schneiden.  Durch  einen  Strahlenbtlndel,  ein 
Punktfeld  und  ein  Strahlenfeld  wird  eine  Fl&che  erzeugt,  wenn 
man  jeden  Punkt  betrachtet,  welcher  in  einem  Strahl  des  Bttn- 
dels  und  in  der  Ebene  liegt,  welche  die  entsprechenden  Punkte 
und  Geraden  verbindet  Endlich  kann  man  ein  Strahlensystem 
erzeugen  entweder  durch  einen  Ebenenbfindel,  ein  Punktfeld  und 
ein  Strahlenfeld,  wenn  man  die  Geraden  betrachtet,  in  welchen 
die  Ebenen  des  Bttndels  durch  die  Ebenen  geschnitten  werden, 
welche  die  entsprechenden  Elemente  der  zwei  anderen  Gebilde 
bestimmen;  oder  durch  zwei  Strahlenbflndel  und  einen  EbenenbOn- 
del,  wenn  man  die  Spuren  von  zwei  entsprechenden  Strahlen  der 
zwei  ersten  Bflndel  auf  den  bezüglichen  Ebenen  des  dritten  Bün- 
dels verbindet.  Einige  Grundeigenschaften  der  fünf  eben  er- 
klärten geometrischen  Figuren  werden  vom  Verf.  bewiesen. 
Dem  Leser  dürften  die  vielen,  gewiss  zufälligen  Berührungs- 
punkte nicht  entgehen,  die  zwischen  der  besprochenen  A.rbeit 
und  der  des  Bef.  bestehen,  Über  welche  in  diesem  Jahrbuch 
(F.  d.  M.  XIX.  1887.  594)  schon  vor  drei  Jahren  berichtet 
worden  ist  La. 

Th.  Beye.     Ueber  lineare  Mannigfaltigkeiten  projectiver 
fibenenbüschel    und    collinearer    Bündel    und   Räume 

I-VL       J.  für  Math.   OIV.  211-240;   OVI.   30-47,  315329;    OVIL 
162-178;  OVIII.  89-124;  ferner  Berl.  Ber.  (1889.)  833-839. 

Eine  lineare  Mannigfaltigkeit  q^'  Stufe  ist  durch  die  Forde- 
rung charakterisirt,  alle  die  linearen  Mannigfaltigkeiten  zu 
enthalten,  die  aus  beliebig  vielen  ihrer  Elemente  sich  bilden 
lassen,  so  dass  zwei  Mannigfaltigkeiten  V^  und  Vy  derselben 
sich    in   einer   dritten    Mannigfaltigkeit    durchdringen    müssen, 
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deren  Stufenzahl  mindestens  fi+v—g  ist,  wenn  diese  Zahl  nicht 
negativ  ist.  Da  also  jede  lineare  Mannigfaltigkeit  durch  wieder- 
holtes BQsohelbilden  hergestellt  werden  kann,  so  werden  wir, 
um  aus  unter  einander  projectiven,  bez.  coUinearen  Ebenen- 
Bttscheln,  bez.  -Bändeln  und  -Räumen  als  Elementen  lineare  FC«) 
zu  bilden,  nur  zu  fixiren  haben,  was  unter  dem  Büschel  projee- 
tiver  Ebenenbflschel  (tij,  bez.  coUinearer  Ebenen  -  Bündel  (SJ 
oder  -Räume  (2*^)  zu  verstehen  ist.  Diese  Definition  wird  aus 
der  Forderung  abgeleitet,  dass  je  zwei  Oebilde  desselben  Büschels 
dasselbe  Strahlengebilde  als  Erzeugnis  ergeben  sollen,  so  dass 
also  sämtliche  Ebenenbttschel  eines  Büschels  (tij  zu  derselben 
hyperboloidischen  Regelschar,  sämtliche  Ebenenbttndel  eines 
Büschels  (Sj)  zu  derselben  Gongruenz  erster  Ordnung  dritter 
Klasse  (Sehnenschar  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung),  sämt- 
liche Ebenen-Räume  eines  Büschels  (2^ )  zu  demselben  Reye'schen 
Complex  perspectiv  sind.  Wie  man  sieht,  erhält  man  aus  in 
verschiedenen  Individuen  eines  (tij),  (SJ  oder  (2^)  unter  einander 
homologen  Ebenen  Ebenenbüschel;  alle  diese  verschiedenen 
Büschel  sind  unter  einander  projectivisch.  Man  erhält  so  je  eine 
zweite  lineare  Mannigfaltigkeit  projectivischer  Büschel,  welche 
auf  die  erste  „sich  stützt^ ;  auf  (uj  stützt  sich  ein  zweiter  BQ- 
schel  projectivischer  Ebenenbüschel,  auf  (S,)  eine  lineare  Mannig- 
faltigkeit zweiter  Stufe,  ein  Bündel  (u,)  projectiver  Ebenen- 
büschel; endlich  stützt  sich  auf  (2^)  ein  Gebüsch  (u,),  eine  lineare 
Mannigfaltigkeit  dritter  Stufe  projectiver  Ebenen-Büschel.  Dieses 
gegenseitige  Stützen  zweier  linearen  Mannigfaltigkeiten  der  be- 
trachteten Art  findet  sich  auch  in  der  Folge  durchgängig  vor. 

Da  man  insgesamt  oo'  zu  einem  gegebenen  projectivische 
Ebenenbüschel  construiren  kann,  so  bieten  sich  ausser  den  be- 
reits definirten  (uj,  (ti,),  (u^)  der  Betrachtung  noch  die  linearen 
Mannigfaltigkeiten  (uj,  (tij  und  (tiJ  dar.  Als  Hauptresultat 
der  ganzen  Untersuchung  ist  nun  die  Aufdeckung  eines  merk* 
würdigen  Dualismus  zu  betrachten,  der  zunächst  zwischen  (u,) 
und  (uj,  (ti,)  und  (ii^),  («,)  und  («J  zu  Tage  tritt.  (i#^)  ist 
durch  fünf  zu  einander  projective  Büschel  bestimmt  und  stützt 
sich  auf  eine   einfache   Mannigfaltigkeit  («4,1)   coUinearer    («^). 
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Jede  Ebene  des  Ranmes  kommt  in  («J  unendlich  oft  vor,  und 
es  werden  die  Mannigfaltigkeiten  (a^)  nur  in  übertragenem  Sinne 
als  coUinear  bezeichnet  Eine  Gerade  des  Raumes  ist  im  allge- 
meinen Axe  eines  Bflschels  von  (u^).  Besondere  Geraden  hin- 
gegen senden  einen  ganzen  Bttschel  (tij  in  die  (ti«),  dessen  sämt- 
liche projective  Bttschel  zwei  Ebenen  entsprechend  gemein  haben. 
Diese  letzteren  bilden  einen  Bttschel  y^  dritter  Ordnung,  der  pro- 
jectiy  auf  die  Bttschel  von  (uj  und  folglich  auf  die  Reihe  der 
(«^)  bezogen  ist.  Er  vermittelt  zugleich  die  Beziehung  dieser 
Mannigfaltigkeiten  auf  einander.  Auf  den  beiden  (e^)  und  (€^\ 
entsprechenden  Ebenen  y  und  y^  von  y^  schneide  man  mittels  der 
Axen  von  y*  zwei  coUineare  Felder  aus.  Alsdann  entsprechen 
den  Ebenen  von  (a^),  die  irgend  eine  Gerade  f^  von  y^  enthalten, 
die  Ebenen  von  {e^\ ,  welche  die  entsprechende  Gerade  f  von  y 
enthalten.  Hiernach  sind  die  cx)'  Bttschel  von  (uj  unzweideutig 
festgelegt,  bei  denen  die  in  («J  gehörende  Ebene  mit  einer  ge- 
gebenen zusammenfällt.  Genau  sO;  wie  (ti,)  durch  eine  Punkt- 
reihe auf  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung,  als  Gesamtheit  der 
zu  ihr  perspectivischen  Bttschel,  eindeutig  festgelegt  ist,  erscheint 
(u^)  völlig  bestimmt  durch  einen  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung 
umschriebenen  Ebenenbttschel. 

Eine  analoge  Verwandtschaft  tritt  zwischen  (u^)  und  (uj 
hervor.  Beide  sind  völlig  bestimmt  durch  je  eine  Regelschar. 
Jede  einzelne  Gerade  sendet  in  eine  (nj  einen  Bttschel  coaxialer 
Ebenenbttschel  mit  zwei  entsprechend  gemeinsamen  Ebenen. 
Diese  umhttUen  eine  gewisse  Fläche  zweiten  Grades  0„  deren 
eine  Geradenschar  aus  Axen  f  besteht,  die  je  oo'  Büschel  zu  (uj 
beitragen.  Die  andere  Geradenschar  ist  projectiv  auf  die  Bttschel 
von  (Uj)  und  auf  die  Mannigfaltigkeit  (€5,1)  bezogen,  auf  welche 
(tfj)  sich  sttttzt.  Gehören  zu  den  Mannigfaltigkeiten  («J  und 
(^&)i  ^OQ  (^m)  die  Geraden  u>  und  tr,,  so  dreht  sich  eine  Ebene 
von  (e^X  ^™  einen  Punkt  von  tr,  wenn  sich  die  gegebene  Ebene 
von  («5)  um  einen  Punkt  von  w^  dreht.  Zwei  so  zusammengehörige 
Punkte  liegen  allemal  auf  derselben  Geraden  der  ersteren  Regel- 
scbar.  Es  geht  hieraus  hervor,  dass  (ti^),  genau  so  wie  (Uj), 
durch  eine  Regelschar  bestimmt  wird. 
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In  jedem  (iij  giebt  es  eine  Axe  <,  deren  sämtliche  (oo*) 
Ebenenbttschel  in  (ti,)  vorkommen.*  t  enthält  eine  auf  die  ein- 
zelnen Büschel  von  (ti^)  projectiv  bezogene  Punktreihe  von  der 
Art,  dass,  falls  eine  Ebene  von  («J  sich  um  den  («J,  entspre- 
chenden Punkt  dreht,  die  entsprechende  Ebene  von  («J,  sieh  um 
den  («,)  entsprechenden  Punkt  dreht*  Hieraus  geht  hervor,  dass 
jeder  Büschel  von  (vg)  auf  t  eine  zu  der  gegebenen  Punktreihe 
involutorisch  liegende  Punktreihe  ausschneidet  (Herr  R.  giebt 
an,  dass  er  dieses  Resultat  Herrn  W.  Stahl  verdanke);  so  dass 
(uj  wie  (ttj  beide  durch  eine  Axe  und  ein  festes  Elementar- 
gebilde, Ebenenbttschel  bez.  Punktreihe,  festgelegt  sind.  Allge- 
mein steht  die  Geometrie  der  linearen  Mannigfaltigkeit  fi^'  Stufe 
aus  projectivischen  Punktreihen  in  innigster  Beziehung  zu  der 
eines  linearen  Systems  (6— /u)^'  Stufe  aus  projectivischen  Ebenen- 
büscheln.  Man  kann  letztere  als  die  Gesamtheit  der  Ebenen- 
bttschel definiren,  die  zu  allen  Punktreihen  der  ersten  Mannig- 
faltigkeit zugleich  involutorisch  liegt. 

Auch  von  den  linearen  Mannigfaltigkeiten  (Si),  die  aus 
collinearen  Strahienbttndeln  sich  zusammensetzen,  liegen  die 
ersten,  grösstenteils  durch  frtthere  Untersuchungen  des  Herrn 
Verfassers,  bereits  vor.  (SJ  besteht,  wie  wir  bereits  erwähnten, 
aus  den  collinearen  Bündeln,  von  denen  je  zwei  dasselbe  Sehnen- 
system einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  erzeugen;  der  Bündel 
(S,)  coUinearer  Ebenenbündel  hat  eine  Fläche  dritter  Ordnung 
zum  Ordnungsgebilde  und  stützt  sich  auf  einen  zweiten  Bündel 
(S,).  Zu  (S,)  gehört  eine  von  Herrn  Schur  untersuchte  Curve 
c^  als  Ordnungsgebilde,  als  Ort  der  Punkte,  in  denen  ein  System 
homologer  Ebenen  aller  Bttndel  von  (S,)  zusammentrifft  Sie 
hat  zu  Doppelsehnen  die  Axen  aller  der  Büschel,  die  als  Ent- 
artungen von  (S,)- Bündeln  aufgefasst  werden  können.  ($,) 
stützt  sich  auf  einen  Bttndel  («s^)  coUinearer  Räume. 

Die  Mannigfaltigkeit  (SJ  sttttzt  sich  auf  eine  Mannigfaltig- 
keit coUinearer  («4^9).  Es  existiren  10  Punkte  JST,  deren  jeder 
einem  ganzen  System  homologer  Ebenen  gemeinsam  ist  oc* 
Bündel  von(SJ  arten  in  Ebenenbfischel  aus;  die  Axen  derselben 
bilden   insgesamt  ein  Strahlensystem   dritter  Ordnung  sechster 
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Klasse  (d',),  welches  die  Verbindangslinien  der  K  enthält  und 
ans  jedem  dieser  Punkte  einen  Kegel  dritter  Ordnung  erhält. 
Jeder  Mannigfaltigkeit  (c)  von  («4^)  kann  ein  Strahl  d'  yon(il',) 
zugewiesen  werden.  Je  solche  Bündel  von  (S^),  die  in(«J  dieselbe 
Ebene  q>  senden,  erzeugen  eine  Onrve  dritter  Ordnung,  die  in  d' 
und  einen  Kegelschnitt  in  q>  zerfällt.  Die  Ebenen  ^  und  7^,,  durch 
deren  coUineare  Beziehung  man  die  Abhängigkeit  von  («J  und 
(€^\  feststellen  kann  [vergl.  das  Aber  (ti^)  Gesagte]  mflssen  die 
Geraden  d'  und  d\  enthalten. 

Die  Mannigfaltigkeit  (SJ  besitzt  eine  dreifache  Mannigfaltige 
keit  in  Bfischel  ausartender  Bttndel;  ihre  Axen  bilden  einen 
Complex  d'  dritten  Grades;  die  von  einem  Punkte  ausgehenden 
Axen  bilden  den  Ordnungskegel  ftir  die  00'  Bttndel  von  (S^), 
die  den  Punkt  zum  Centrum  haben.  In  (d*)  kommen  Mannig&ltig- 
keiten  von  cx)'  Regelscharen  <Z>'  und  %^  vor,  deren  Leitscharen 
merkwürdiger  Weise  dasselbe  Strahlensystem  dritter  Ordnung 
ergeben.  Die  einen  Regelflächen  erhält  man,  wenn  man  aus 
der  (S^)  Mannigfaltigkeiten  (»J  homologer  projectiver  Ebenen- 
bfischel  heraushebt  und  nach  dem  Obigen  die  Axen  aufsucht, 
die  cx)*  Bttschel  in  eine  solche  (ti^)  senden.  Andererseits  er- 
zeugen die  Bttndel,  welche  in  (e^)  irgend  eine  feste  Ebene  q> 
senden,  ausser  q>  eine  Fläche  %*  zweiter  Ordnung,  deren  eine 
Regelschar  die  Axen  der  entarteten  Bttndel  des  betreffenden 
Netzes  enthält.  Jeder  einzelnen  (e^)  gehört  also  in  (d')  eine 
solche  Regelschar  zu.  Die  Beziehung  irgend  zweier  («J  der 
Mannigfaltigkeit  (Cj,,,)  geschieht  mit  Httlfe  der  (e^^^)  und  (uj, 
die  sie  aus  (S^)  herausheben. 

Insgesamt  giebt  es  00^^  zu  einem  gegebenen  collineare  Bttn- 
del, 80  dass  also  noch  die  Mannigfaltigkeiten  (SJ,  (S^),  (8^),  (5J 
und  (S^^)  zu  betrachten  sind.  Ein  analoger  Dualismus,  wie  er 
bereits  bei  den  (u^)  zu  beobachten  war,  ordnet  nunmehr  dem 
(Sz)  einen  (Sto^x)  zu.  Die  Analogie  von  (S^)  und  (SJ  tritt  darin 
zu  Tage,  dass  (S^)  in  innigster  Beziehung  zu  einem  Strahlen- 
system dritter  Klasse  und  sechster  Ordnung  mit  zehn  singulären 
Ebenen  steht.  Während  nämlich  eine  Gerade  im  allgemeinen 
einen  Bfischel  entsendet,  der  als  Ausartung  eines  Bttndels  von  (SJ 
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betraehtet  werden  kann,  senden  die  Strahlen  der  Gongmenz  oo* 
solche  Btlschel  aus,  und  die  10  singal&ren  Ebenen,  deren  Existenz 
analytisch  nachgewiesen  wird,  sind  Ebenen,  auf  die  je  ein  Bün- 
del von  (SJ  sich  reducirt. 

Wie  (S,)  auf  eine  Baamcarve  c%  so  ist  (S,)  auf  einen  Ebenen- 
büschel y*  bezogen.  Die  Ebenen  desselben  sind  diejenigen,  anf 
welche  sich  ein  Bündel  von  (S,)  reduciren  kann.  Genaa  so,  wie 
(5,)  za  einer  Flftche  dritter  Ordnung  in  Beziehung  steht,  so  er- 
giebt  sich  für  (S^)  eine  Flftche  dritter  Klasse,  in  deren  Tangential- 
ebenen Bündel  von  (SJ  ausarten.  Während  femer  (S,)  sich  auf  eine 
Curve  dritter  Ordnung  stützt,  erhalten  wir  in  (5,)  einen  Ebenen- 
büschel  dritter  Ordnung,  dessen  einzelne  Ebenen  je  oo^-mal  als 
Ausartung  eines  Bündels  von  (S^)  erscheinen.  Endlich  wird  (S,.) 
durch  eine  siebenfach  lineare  Mannigfaltigkeit  coUinearer  Strablen- 
felder  auf  einer  Ebene  bestimmt  und  besteht  aus  den  Ebenen- 
bündeln, die  alle  diese  Felder  projiciren. 

Auch  im  Gebiet  der  collinearen  Bäume,  die  insgesamt  eine 
lineare  Mannigfaltigkeit  (J^J  bilden,  gelingt  es,  teils  durch  geo- 
metrische, teils  durch  einfache  analytische  Betrachtungen,  eine 
dualistische  Beziehung  zwischen  dem  (S)  und  (2i4-i)  hervortreten 
zu  lassen.  Hierzu  bedient  sich  Herr  B.  ebenfalls  der  Ausartun- 
gen, die  in  (2«)  vorkommen.  Ein  Baum  kann  sich  auf  einen 
Ebenen-Bündel,  einen  -Büschel  oder  endlich  auf  eine  Ebene  redu- 
ciren, also  einfach,  zweifach,  dreifach  singulftr  sein.  Wir  begegnen 
nun  in  (2^)  vier  einfach  singulftren  Bäumen,  in  (JS^  J  vier  Ebenen, 
auf  deren  jede  oo'  Bäume  sich  reduciren.  Während  (2^)  eine 
Eerncurve  c*  aufweist  als  Ort  fllr  die  Gentren  einfach  singalilrer 
Bäume,  besitzt  (J^,)  einen  Büschel  y^  auf  dessen  Ebenen  sich  je 
oo*  Bäume  reduciren.  (J,)  besitzt  eine  Fläche  vierter  Ordnung 
für  die  Gentren  singulärer  Bäume,  (2„)  eine  Fläche  vierter  Klasse, 
auf  deren  Ebenen  sich  oo^  Bäume  reduciren.  (SJ  und  (J?,^)  fllhren 
auf  Gurven  bezw.  Büschel  zehnter  Ordnung  c^^  und  y^^^  jeder 
Punkt  von  c*  tritt  als  Gentrum  von  oo^  singulären  Bäumen  auf, 
gehört  je  einem  ganzen  System  von  oc*  homologen  Ebenen  an. 
Auf  jede  Ebene  von  y^^  reduciren  sich  oo^  dreifach  singnl&re  Ebe- 
nen von  (;?,o).   In  (J?J  und  (S^)  treten  20  Punkte  bezw.  Ebenen  auf, 
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aaf  die  sich  oo'  einfach  bezw.  cx>^  dreifach  singulare  Bäume  zu- 
rückf&hren  lassen.  In  (Sj)  ergiebt  sich  ein  Complex  vierten  Grades 
für  die  Axen  zweifach  singnlftrer  Räume,  (2,)  und  (2*9)  sind  endlich 
durch  Congrnenzen  sechster  Ordnung  zehnter  Klasse  und  zehnter 
Ordnung  sechster  Klasse  charakterisirt.  Der  erstere  enthält  die 
Axen  der  zweifach  singulären  Bäume  von  (J,),  der  andere  die 
Axen,  welche  00^  zweifach  singulare  Bäume  in  (^3)  hereinsenden. 
Auf  diese  Beziehungen  näher  einzugehen,  mttssen  wir  uns 
leider  versagen.  E.  K. 

T.  A.  HiRST.     On  the  correlation  of  two  Spaces,  each 
of  three  dimensions.   Lond.  M.  s.  Proc.  xxi.  92-118. 

Schon  im  Jahre  1875  hatte  der  Verfasser  vorläufige  Mit- 
teilungen über  seine  Untersuchungen  hinsichtlich  zweier  correla- 
tiven  Räume  veröffentlicht.  [S.  die  Referate  F.  d.  M.  YII.  374 
(1875)  und  IX.  445  (1877).]  In  der  vorliegenden  Arbeit  giebt 
er  eine  ausführlichere  und  verschiedentlich  vereinfachte  Dar- 
stellung desselben  Gegenstandes.  Er  unterscheidet  zunächst  als 
Formen  der  Ausartung  centrale,  planare  und  axiale  Correla- 
tionen,  entsprechend  den  in  der  Theorie  der  reciproken  Polaren 
vorkommenden  Ausartungen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
in  Kegel,  Kegelschnitt  und  Ebenenpaar.  Die  Anzahlen  dieser 
Correlationen  werden  bezw.  mit  n^  cci,  tp  bezeichnet.  Für  die 
15  Bedingungen,  welche  eine  endliche  Anzahl  von  Correla- 
tionen bestimmen,  werden  folgende  neue,  vereinfachte  Formeln 
aufgestellt  und  discutirt: 

Hierin  ist  durch  ju,  p,  v  die  Anzahl  derjenigen  Correlationen  aus- 
gedrückt, welche  14  Bedingungen  genügen  und  gleichzeitig  bezw. 
ein  Paar  gegebener  Punkte,  Ebenen  oder  Geraden  in  beiden 
R&umen  als  conjugirte  Elemente  bestimmen.  —  Durch  weiteres 
Zerfallen  der  oben  genannten  Ausartungen  entstehen  höhere 
Specialformen  der  Correlation,  die  als  central -planare,  planar- 
axiale  und  central-axiale  bezeichnet  werden,  weil  es  sich  in  den 
analogen,  auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung  bezüglichen  Fällen 
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jedesmal  um  zwei  unter  den  drei  degenerirten  Formen:  Punkte- 
paar,  Oeradenpaar,  Ebenenpaar  handelt  Von  diesen  «Correla* 
tionen  zweiter  Ordnung"  ist  die  erste  dureh  14,  jede  der  beiden 
andern  durch  13  Bedingungen  bestimmt  —  Endlich  entsteht  ab 
Gorrelation  dritter  Ordnung  mit  12  Bedingungen  die  central- 
planar-axiale,  welche  die  Eigenschaften  der  vorigen  in  der  Weise 
in  sich  vereinigt,  dass  sie  in  jedem  der  beiden  Bäume  einen 
singul&ren  Punkt  (Gentrum),  eine  durch  ihn  gehende  singulare 
Gerade  (Axe)  und  eine  durch  diese  Gerade  gehende  singulare 
Ebene  besitzt  Es  werden  sodann  die  Anzahlen  aller  so  be- 
stimmten Gorrelationen,  von  der  speciellsten  zu  den  allgemeineren 
fortschreitend,  aufgesucht,  und  die  erhaltenen  Zahlen  tabellarisch 
zusammcDgestellt  Schg. 

6.  Jung.     Delle  famiglie  associate  di  sistemi  lineari  e 
delle  superficie  univocamente  rappresentabili  sal  piano. 

Palermo  Rend.  IV.  253-260. 

Es  ist  bekannt,  dass  unter  den  Eigenschaften  der  linearen 
Systeme  (ebener  algebraischer  Gurven)  und  denen  der  (auf  eine 
Ebene  eindeutig  abbildbaren,  d.  h.)  rationalen  Fl&chen  eine  so 
innige  Beziehung  herrscht,  dass,  wenn  alle  die  linearen  Systeme, 
deren  Ordnung  durch  keine  Cremona'sche  Transformation  ver- 
kleinert werden  kann  und  deren  Geschlecht  p  ist,  bekannt  wären, 
sogleich  alle  die  rationalen  Flächen  bekannt  sein  würden,  deren 
ebene  Schnitte  das  Geschlecht  p  haben,  und  umgekehrt  Will 
man  daher  alle  die  kleinsten  linearen  Systeme  bestimmen,  deren 
Geschlecht  p  ist,  so  kann  man  entweder  die  Aufgabe  direct 
zu  lösen  versuchen,  ohne  auf  die  durch  die  gesuchten 
Systeme  dargestellten  Flächen  Rücksicht  zu  nehmen,  oder 
vorher  die  rationalen  Flächen  bestimmen,  deren  ebene  Schnitte 
das  Geschlecht  p  haben,  und  dann  die  kleinste  ebene  Abbil* 
düng  derselben  suchen:  diese  zweite  Methode  hat  den  nicht 
zu  übersehenden  Nachteil,  auf  diejenigen  linearen  Systeme  nicht 
zu  führen,  welche  keine  Fläche  darstellen.  Will  man  umgekehrt 
alle  die  irreductibeln  algebraischen  rationalen  Flächen  bestimmen, 
deren  ebene  Schnitte  das  Geschlecht  p  haben,  so  kann  man  ent- 
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weder  die  Gesamtheit  dieser  Fliehen  ohne  Rücksicht  auf  ihre 
ebene  Abbildung  bestimmen,  oder  mit  der  Bestimmung  aller 
Systeme,  deren  Geschlecht  p  ist,  und  für  diejenigen,  welche 
Flächen  darstellen  können,  die  Eigenschaften  der  dargestellten 
Flächen  aufsuchen.  Auch  dieses  zweite  Verfahren  hat  einen 
Nachteil:  es  kann  nämlich  geschehen,  dass  zwei  ganz  verschie- 
dene lineare  Systeme  zwei  Flftchen  darstellen,  von  denen  die 
eine  ein  besonderer  Fall  der  andern  ist;  dann  hätte  man  zwei 
nicht  wesentlich  verschiedene  Flächen,  welche  durch  zwei  wesent- 
lich verschiedene  Systeme  dargestellt  sind.  Um  diesem  Nach- 
teile zu  entgehen,  schlägt  Herr  Jung  den  folgenden  Weg  vor. 

Man  erinnere  sich,  dass  (vgl.  Annali  diMat  (2)  XV  u.  XVI; 
F.  d.  M.  XX.  1888.  605  ff.),  wenn  r^,  r„  r,  die  höchsten  Vielfach- 
heiten der  Grundpunkte  eines  linearen  Systems  kleinster  Ordnung 
sind,  das  System  „erster  Klasse"  heisst,  wenn  Tj+rj-f,  ^p, 
„zweiter  Klasse"  im  entgegengesetzten  Falle;  „allgemein*',  wenn 
seine  Grundpunkte  verschieden  sind,  „speciell",  wenn  einige 
unendlich  nahe  sind.  Nun  kann  jedes  specielle  System  zweiter 
Klasse  a,  als  besonderer  Fall  (Umformung)  eines  bestimmten 
Systems   erster   Klasse   nicht   kleinster  Ordnung  2^    angesehen 

werden;  2^  hat  dasselbe  Symbol  [a^> a'j' . . .  a/]  wiea,,  ohne  die 
Bedingung  zu  erfüllen,  dass  die  Grundpunkte a„  a,, ...,  a/  unendlich 
nahe  an  a,  sind.  Sieht  man  von  dieser  Bedingung  ab,  so  hört  das 
betrachtete  System  auf,  kleinster  Ordnung  zu  sein,  und  tritt  in 
die  erste  Klasse  ein,  wo  es  in  eine  gewisse  Familie  eingereiht 
wird.  Ist  o^  das  System  kleinster  Ordnung  dieser  Familie,  so 
nennt  man  a,  zu  a,  „associirt''.  Aehnlich  wird  ein  specielles 
System  erster  Klasse  zu  demjenigen  „associirt'',  welches  dasselbe 
Symbol  hat,  dessen  Grundpunkte  doch  nicht  unendlich  nahe  sind. 
„Aasocürte  Familien*'  sind  diejenigen,  welche  zwei  associirten 
Systemen  entsprechen.  Jedem  Normaltypus  erster  Klasse  ent- 
spricht eine  allgemeine  Fläche  F;  seinen  abgeleiteten  Typen 
entsprechen  Flächen  F\  deren  Ordnungen  kleiner  als  die  von 
F  sind,  welche  wie  F  allgemein,  aber  aus  dieser  durch  gewisse 
geometrische   Operationen   ableitbar   sind.     Endlich   stellen   die 

portochr.  d.  Math.  XXII.  2.  41 
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Systeme,  welche  zam  Normaltypos  associirt  sind,  Flächen  dar, 
welche  besondere  Fälle  von  F  und  F'  sind. 

Wendet  man  diese  Schlussfolgen  an,  so  erhält  man  ins- 
besondere den  folgenden  Satz:  Es  giebt  zwei,  und  nur  zwei, 
Arten  auf  einer  Ebene  abbildbarer  Flächen  der  Ordnung  4p-f  ^? 
deren  ebene  Schnitte  hyperelliptische  Curven  vom  Geschlechte  p>l 
sind ;  sieht  man  von  den  abgeleiteten  Flächen  ab,  so  besitzen  sie 
p  besondere  Fälle;  jede  dieser  p+2  Flächen  enthält  ao^  Kegel- 
schnitte, durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht  einer  derselben. 

La. 

Gl.  Sbrvais.     Sur  les  involutions  cubiques  conjagn^es. 

Belg.  Bnll.  (3)  XX.  272-280. 
C.    Le   PaIGB.      Rapport.      ibid.  232-233. 

Einfacher  Beweis  von  Eigenschaften  dieser  Involutionen, 
die  von  den  Herren  Em.  Weyr  und  C.  Le  Paige  ermittelt  sind, 
und  neue  Eigenschaften.  Mn.    (Lp.) 


A.-E.  Pellet.     Rectification  approximative  d'un  arc  de 

COUrbe.      C.  B.  OX.  778,  Asboc.  Frang.  (Limogep)  XIX,.  154. 

Wenn  man  von  einem  Punkte  A  einer  Gurve  aus  gleiche 
Strecken  auf  der  in  A  berührenden  Tangente  abträgt,  bis  P  und 
P',  dann  auf  der  in  A  gezogenen  Normale  das  Dreifache  des 
Krümmungsradius  abträgt  bis  (7,  dann  CP  und  CP'  zieht,  welche 
Linien  die  Curve  in  M  und  Jlf'  schneiden,  so  ergiebt  sich  fUr 
den  Curvenbogen  MU*  eine  Länge,  die  sich  von  der  Länge  von 
PP'  so  wenig  unterscheidet,   dass  der  Unterschied  kleiner  als 

^•fi-^— ^    wird,  wo  Ä  den  grossten  von  den  Krümmungsradien 

bedeutet,  die  den  zwischen  M  und  M^  liegenden  Punkten  zuge- 
hören, und  wo  d'  die  Total-Krümmung  des  Bogens  MM^  bedeutet 

Seht. 
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B.    Besondere  ebene  Gebilde. 
Ä.  Adler.    Zur  Theorie  der  Mascheroni'scben  Construc- 

tionen.      Wien.  Ber.  XGIX.  910-916.  Mit  1  Tafel. 

Die  von  Mascheroni  in  seinem  berühmten  Werke  (La  geo- 
metria  del  compasso,  Paria  1797)  gelehrten  Constructionen, 
welche  zeigen,  dass  jede  Constructionsaafgabe  zweiten  Grades 
mit  alleiniger  Anwendung  des  Zirkels  gelöst  werden  kann, 
werden  hier  vermittelst  des  Princips  der  reciproken  Radien  ein- 
heitlich gestaltet  und  vereinfacht  Die  Umbildung  der  von 
Steiner  gelehrten  linealen  Gonstructionen  (Berlin  1833)  nach 
diesem  Princip  bezüglich  des  von  Steiner  zu  Grunde  gelegten 
festen  Kreises  ergiebt,  .dass  man  jede  Constructionsaufgabe 
zweiten  Grades  nicht  allein  mit  blosser  Anwendung  des  Zirkels 
lösen,  sondern  dass  man  auch  noch  die  Bedingungen  innehalten 
kann,  dass  alle  dabei  vorkommenden  Kreise  durch  eioen  und 
denselben  willkttrlichen  Punkt  hindurchgehen.  Seht. 


J.  Neuberg.      Sar   les  figures  symäti*iques  successives. 

Abboc.  Fran^.  (LimogeB.)  XIX.  18-23. 

Herr  N.  stellt  sich  die  Aufgabe,  zwei  Polygone  zu  finden, 
von  denen  eines,  A^A^  ...  An,  n  gegebene  Gerade  als  Lote 
in  den  Seitenmitten  besitzt,  ein  zweites,  d^d^ ...  dn,  dieselben 
Geraden  zu  Winkelhalbirenden  hat  Indem  er  bemerkt,  •  dass  im 
ersten  Falle  A^^  im  zweiten  Falle  d^  durch  die  Folge  der  Spie- 
gelungen an  den  Geraden  in  sich  selbst  übergeht,  führt  er  die 
Frage  auf  die  Aufsuchung  der  Doppelpunkte  und  -Geraden  einer 
collinearen  Beziehung  zurück.  Diese  Beziehung  ist  congruent 
bezw.  symmetrisch  collinear,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade 
ist  Im  Fall  eines  geraden  n  giebt  es  daher  im  allgemeinen  ein 
Polygon  der  ersten  und  kein  Polygon  der  zweiten  Art  Für  ein 
ungerades  n  ist  die  erste  Aufgabe  unlösbar,  die  zweite  hat  eine 
Lösung.  In  speciellen  Fällen,  namentlich,  wenn  alle  Geraden  durch 
einen  Punkt  gehen,  modificiren  sich  die  Resultate.  Dies  wird 
genauer  untersucht  E.  K. 

41» 


644    VIII.  Abschnitt    Reine,  elementare  ov  synthetische  Geometrie. 

A.  DBL  Rb.      A    propos    d'nn    probl&me   sur   le  billard 

circulaire.     Matbesis  X.  217-219. 

Mit  Hülfe  der  projectiven  Formen  wird  die  Lösung  der 
folgenden  Aufgabe  bewirkt:  Welchen  Weg  muss  ein  Ball  auf 
einem  kreisförmigen  Billard  verfolgen,  um  nach  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Reflexionen  zum  Ausgangspunkte  zurflekzukehren. 
Bibliographie  der  Frage.  Mn.  (Lp.) 


L.  Malbtx.    ]^tade  gdometriqae  des  proprio tös  des  coni- 
ques  d'apr^s  leur  d^finition.     Nonv.  Ann.  (3)  ix.  240  -  258, 

818-dd7,  424-435,  481-496,  696-613;   (3)  X.  37-69,  91-102,  125-133, 
163-171. 

Aus  der  Definition  der  Kegelschnitte  als  ebener  Schnitte 
eines  Aber  einem  Kreise  stehenden  Kegels  werden  alle  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  geometrisch  abgeleitet  In  der  deut- 
schen Litteratur  sind  mehrere  Bücher  vorhanden,  welche  mit 
eben  solcher  Vollständigkeit  die  Kegelschnitt -Eigenschaften  auch 
elementar-geometrisch  ableiten.  Seht. 


Aug.  Morbl.     l^tude  sur  la  göom^trie  ^lämentaire  des 

sections  coniques.    J.  de  Math.  Mm,  (S)  IV.  15,  29,  ....  269. 

Es  werden  die  Haupteigenschaften  der  Kegelschnitte  nach 
ihrer  gemeinsamen  Entstehungsart  aus  Brennpunkt  und  Leitlinie 
rein  geometrisch  behandelt.  Harmonische  Beziehungen  werden 
nicht  herangezogen,  darum  fehlen  auch  Pol  und  Polare,  ebenso 
die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon.  Lg. 


F.  H.  G.  Fischer.     Ausgewählte  Abschnitte  aas  einer 
synthetischen  Geometrie  der  Kegelschnitte.      Pr.  Stadt 

Realvch.  Leipzig. 

Aus  der  Definition  der  Kegelschnitte  als  ebener  Schnitte 
eines  Kreiskegels  wird  zunächst  der  Carnot'sche  Satz,  und  ans 
diesem  werden  dann  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  abge- 
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leitet.  Als  bekannt  werden  dabei  die  Sätze  über  das  Doppel- 
yerhältnis  von  vier  Punkten  oder  Strahlen  und  die  Sätze  über 
die  Punkt-  und  Strahlen-Involution  vorausgesetzt.  Seht. 


StbDbing.     Beitrag    zur    Kegelscbnittslehre.     Hoffmann  z. 

XXI.  266-267. 

C.  Hildebrandt.     Bemerkung  zu  Prof.  Strübing's  »Bei- 
trag zur  Kegelscbnittslehre^.    Hoffmann  Z.  XXI.  575-577. 

Die  Construetion  naeh  Quetelet-Dandelin  wird  für  den  Unter- 
richt empfohlen.  (In  Oesterreich  steht  dieselbe  schon  längst  in 
allen  Lehrbüchern.  D.  Hef.)  Hr.  Hildebrandt  fügt  einige  Fi- 
guren zur  Ausführung  ddr  Construetion  nach  den  Methoden  der 
darstellenden  Geometrie  hinzu.  Lp. 


J.    J.   MiLNE    and    R   F,   Davis.      Geometrical    conics. 

Part    L      Tbe   parabola.      London.    Macmillan  and  Co.    [Natnre 
XLIL  518.] 


P.  SouLiBB.     Demonstration  des  tbdor^mes  de  Pascal  et 
de  Brianchon  sur  les  bexagones  inscrits  et  circonscrits. 

Nonv.  Ann.  (3)  IX.  529-530. 

Man  denke  sich  ein  räumliches  Sechsseit,  dessen  Gegen- 
seiten sich  in  drei  Punkten  a,  b,  c  begegnen.  Durch  die  sechs 
Ecken  des  Sechsseits  lege  man  alle  möglichen  Kegel  zweiten 
Grades.  Die  Scheitel  derselben  bilden  eine  Fläche,  welche  die 
durch  a,  fr,  c  gelegte  Ebene  in  einer  Curve  schneidet.  Projioirt 
man  von  einem  Punkte  dieser  Curve  das  Sechsseit  auf  eine  be- 
liebige Ebene,  so  liegen  die  Projectionen  der  sechs  Ecken  auf 
einem  Kegelschnitte  und  die  Projectionen  der  Punkte  a,  fr,  c  auf 
einer  Geraden.  Damit  ist  aber  ein  Beweis  des  PascaVschen 
Satzes  geliefert.  Analog  wird  auch  der  Brianchon'sche  Satz  be- 
wiesen. Seht. 


646     VIII.  Abschnitt    Beine,  elementare  il  synthetische  Qeometrie. 

E.  Hedelius.      Om    bomologa    trianglar    och    koniska 

Sektionen      Göteborg.  698. 

Im  Anschluss  an  eine  frühere  Arbeit  Ober  ein-  und  mehr- 
deutig homologe  Dreiecke  (»Bidrag  tili  teorin  fbr  en-oeh  fler- 
tydigt  homologa  trianglar".  Göteborg  1888)  behandelt  der  Verf. 
Beziehungen  zwischen  Systemen  homologer  Dreiecke  und  Kegel- 
schnitte, wobei  die  Umkehrung  des  bekannten  Pascarschen 
Satzes  den  Ausgangspunkt  bildet.  Bdn. 


W.  Fiedler,      Geometrische    Mitteilungen.     X.    Kegel- 
schnittconstructionen.    XI.  Die  regelmässigen  Polyeder. 

Wolf  Z.  XXXV.  322-366. 

In  X  (Art.  1-10)  bringt  der  Verfasser  eine  ganze  Reihe  von 
Einzelheiten  aus  der  Kegelsehnittlehre  zur  Darstellung,  und  zwar 
handelt  er  in  den  Art.  1-6  von  Kegelschnitten,  zu  deren  Bestim- 
mungsstücken die  Polinvolutionen  auf  zwei  Durchmessern  ge- 
hören. Im  Art.  7  knüpft  Herr  F.  an  den  folgenden  früher 
bewiesenen  Satz  an:  Man  lege  von  einem  beliebigen  Punkte 
einer  Direetrix  und  von  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  grossen  Aie 
die  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt,  alsdann  stehen  die  beiden 
von  der  Direetrix  verschiedenen  Diagonalen  des  entstandenen 
Vierseits  auf  einiinder  senkrecht  und  schneiden  sich  in  dem  der 
Direetrix  zugehörigen  Brennpunkte.  Indem  Herr  F.  diesen  Satz 
analytisch  beweist,  wird  er  auf  eine  besondere  Ellipse 


4p'    '    2p' 

aufmerksam,  von  welcher  einige  interessante  Eigenschaften  her- 
vorgehoben werden.  So  wird  für  sie  der  Ort  der  Punkte  mit 
Normalen  von  gleichen  fundamentalen  Doppelverhftltnissen  ein 
Kegelschnitt  gleicher  Art: 

p»  ^  2p'       ^ 
etc.    Sie  kann  auf  zwei  Arten  mit  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
zugleich   abgeleitet   werden.     Entweder  kann  man  beide  durch 
ecntriscb  coUineare  Abbildungen  mit  gemeinsamer  Axe  und  Cen- 
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tram  aus  einem  Kreise  ableiten,  oder  man  kann  auch  Aber  zwei 
Kreisen  derselben  Ebene  gleichseitige  Kegel  errichten  und  beide 
Carven  als  orthogonale  Projectionen  auf  die  Kreisebene  der 
Kegelschnitte  ansehen,  in  welchen  diese  gleichseitigen  Kegel 
sieh  durchdringen.  Auch  die  Art.  9  u.  10  beschäftigen  sich  mit 
Brennpnnkteigenschaften  des  Kegelschnittes 

XI.  Nach  einigen  einleitenden  Bemerkungen  über  das  Vor- 
kommen von  Hexaedergruppen  unter  den  Ecken  eines  Pentagon- 
Dodekaeders  etc.  geht  Herr  F.  dazu  über,  die  Figur  zu  unter- 
Buchen,  welche  bei  der  Centralprojection  des  Ikosaeders  aus 
den  Fluchtelementen  der  Kanten  und  Ebenen  eines  Ikosaeders 
entsteht.  Die  15  Fluchtpunkte  der  Kanten  sind  einmal  die 
Ecken  eines  vollständigen  Sechsseits,  dessen  Seiten  den  Ebenen 
entsprechen,  die  je  f&nf  Kanten  des  Ikosaeders  enthalten;  auf 
der  anderen  Seite  ergeben  sich  10  Gerade,  deren  jede  drei 
Fluchtpunkte  enthält,  den  10  Paaren  paralleler  Ebenen  des  Iko- 
saeders entsprechend  etc.  Die  Hauptdiagonalen  ergeben  Flucht- 
punkte, die  dreimal  mit  zwei  Kanten -Fluchtpunkten  in  Geraden 
liegen  n.  s.  w.  Den  Schluss  machen  litterarische  Bemerkungen 
mit  Bezug  auf  eine  Bemerkung  Steiner's  in  der  Abhandlung 
. lieber  Maximum  und  Minimum  etc.".  E.  K. 


F.  Späth.     Lineale  Construction  von  Kegelschnitten  aus 
teilweise  imaginären  Elementen.    Monatsh.  f.  Math.  1.237-246. 

Herr  Stolz  in  Innsbruck  hatte  in  seinen  Vorlesungen  1886 
den  Gedanken  ausgesprochen,  dass  sich  bei  fttnf  einen  Kegel- 
schnitt bestimmenden  Punkten  A^  £,  C,  2>,  E  der  zweite  Schnitt- 
punkt auf  einer  durch  A  gehenden  geraden  Linie  auch  dann 
linear  construiren  lasse,  wenn  von  den  f&nf  Punkten  nur  drei 
reell,  die  beiden  andern  ein  Paar  complex  conjugirte  Punkte 
Bind,  oder  wenn  nur  einer  reell  ist  und  die  vier  andern  zwei 
Paare  complex  conjugirter  Punkte  bilden.  Der  Verfasser,  ein 
Schüler  von  Herrn  Stolz,  giebt  hier  die  Gonstructionen ,  welche 
sich  auf  dem  von  Herrn  Stolz  angedeuteten  Wege  ergeben,  und 
beweist  dieselben.    Dabei  wird  immer  der  Pascarscbe  Satz,  der 
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ja  bei  fünf  reellen  Punkten  ohne  weiteres  zu  der  gewttnscbten 
Construetion  fdhrt,  zugrunde  gelegt.  In  jedem  der  beiden  F&lle 
ergeben  sich  zwei  Constructionen.  Beispielsweise  ftthren  wir 
die  im  zweiten  Falle  sich  ergebende  erste  Construetion  hier  an. 
Der  reelle  Träger  des  ersten  Paares  complex  conjugirter  Punkte 
beisse  a,  der  Träger  ftlr  das  zweite  Paar  b,  der  reelle  Punkt 
C.  Durch  C  geht  eine  beliebige  Gerade  g,  deren  zweiter  Schnitt- 
punkt mit  dem  durch  die  gegebenen  fBnf  Punkte  gehenden 
Kegelschnitte  gesucht  wird.  In  den  beiden  Involutionen,  darch 
welche  die  beiden  Paare  complex  conjugirter  Punkte  auf  a  und  fr 
bestimmt  werden,  entspreche  dem  Schnittpunkte  P  von  a  and  b 
bezw.  Pa  und  Pt.  Ferner  entspreche  in  diesen  Involutionen  dem 
Schnittpunkte  Ga  von  g  und  a  der  Punkt  Ca,  sowie  dem  Schnitt- 
punkte Gb  von  g  und  b  der  Punkt  Gl.  Kun  suche  man  erstens 
den  Schnittpunkt  K  von  g  mit  PaGt,  zweitens  den  Schnittpunkt 
L  von  a  mit  CPt  und  dann  drittens  den  Schnittpunkt  von  b  mit 
KL.  Verbindet  man  letzteren  mit  Ca?  so  schneidet  die  Verbin- 
dungslinie die  Gerade  g  in  dem  gesuchten  sechsten  Kegelschnitt- 
punkte. Seht. 

E.  W.  Hydb.      On    the    construetion    of   the  parabolas 

giveu   by   four  pointS.     AnnaU  of  Math.  V.  84. 

Während  Salmon  in  seinen  „Kegelschnitten**  das  im  Titel 
genannte  Problem  durch  Anwendung  des  Carnot'schen  Satzes 
oder  der  Involutionseigenschaften  löst,  wird  hier  die  Axe  der 
Parabel,  die  durch  vier  gegebene  Punkte  gehen  soll|  mit  Be- 
nutzung des  Pascal'scben  Satzes  und  der  Construetion  von  mitt- 
leren Proportionalen  construirt.  Seht 


R.H.Graham.     Newton  in  perspective.  NatareXLi.439-44a 

Der  Verfasser  findet  die  Anfänge  der  Geometrie  der  Lage 
bei  Newton  und  erläutert  dies  an  einzelnen  Constructionen 
von  Newton,  betreffend  die  Auffindung  eines  Kegelschnitts  ans 
vier  Tangenten   und   einem  der  Berührungspunkte. 

Lp. 
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0.  Weimar,  üeber  verschiedene  DarstellungeD  des  cor- 
respondirendeu  Kegelschnitts  einer  Geraden  in  Bezug 
auf  einen  KegelschnittbUschel.     Diss.  Giesseo.  19  S.  49. 


A.  Mannheim.     Rayon   de  courbure  d'une  conique. 

S.  M.  F.  Ball.  XVIII.  1&5-160. 

Es  handelt  sich  um  die  Aufgabe,  den  Ertlmmungsradius  in 
einem  Punkte  eines  Kegelschnitts  zu  bestimmen,  von  dem  man 
die  Tangente  in  diesem  Punkte  kennt  und  ausserdem  drei  an- 
dere  Punkte,  welche  dem  Kegelschnitte  angehören.  Herr  Mann- 
heim  entwickelt  einige  Relationen,  welche  den  Krümmungsradius 
mit  den  gegebenen  Elementen  in  Verbindung  setzen,  und  gewinnt 
dadurch  einfache  Lösungen  der  vorliegenden  Aufgabe. 

Sehn. 

G.  FoüRKT.  Constrnction  du  rayon  de  courbure  des 
courbes  triangulaires  symdtriqnes,  des  courbes  planes 
anharmoniques  et  des  Iignes  asyraptotiques  de  la 
snrface  de  Steiner.     0.  R.  CX.  778-781. 

G.  FoüRET.  Constrnction  du  rayon  de  courbure  de  cer- 
taines  classes  de  courbes,  notamment  des  courbes  de 
Lama  et  des  paraboles  et  des  hyperboles  de  divers 
ordres.    c.  R,  CX.  843-846. 

Schon  Chasles  hatte  den  Krümmungsradius  in  einem  Punkte 
eines  Kegelschnitts  bestimmt,  wenn  dieser  Punkt,  die  zugehörige 
Tangente  und  drei  sonstige  Punkte  des  Kegelschnitts  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden.  Dann  hatten  1875  Herr  Mannheim  in  den 
Comptes  rendus  (LXXX.  620)  und  Herr  Fouret  im  Bulletin  de 
la  See.  Math.  (1875)  weitere  Lösungen  des  Problems  gelehrt. 
Eine  neue,  sehr  elegante  Constrnction  wird  hier  von  Herrn  Fouret 
mitgeteilt,  und  zwar  als  Grundlage  fttr  die  Construction  von 
Krümmungsradien  der  im  Titel  der  ersten  Abhandlung  genannten 
Curven.  Die  grundlegende  Construction  besteht  im  Folgenden: 
„Es  sei  M  der  gegebene  Kegelschnitt -Punkt,   m  die  in  ihm  be- 
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rQhrende  Tangente,  A^  B,  C  drei  weitere  Carvenpunkte.  Mao 
lege  den  Kreis,  der  m  in  Jlf  berührt  und  durch  A  geht.  Sein 
Centrum  sei  0,  seine  zweiten  Schnittpunkte  mit  den  Geraden 
MB  und  MC  seien  £  und  F.  Die  Gerade  EF  schneide  BC  in 
G  und  MÄ  in  H.  Die  Parallele  durch  A  zu  EF  schneide  BC  in 
K.  Dann  ziehe  man  durch  G  die  Parallele  zu  üfii,  welche  MA 
in  L  schneidet.  Durch  L  ziehe  man  endlich  noch  zu  HO  die 
Parallele,  welche  die  Normale  in  M  in  dem  ErQmmungsmittel- 
punkte  schneidet. '^  Die  Anwendung  dieser  Gonstruction  und  der 
ihr  zugrunde  liegenden  eleganten  Formel  für  den  KrOmmungs- 
radius  auf  die  genannten  Curven  gestaltet  auch  fbr  diese  die 
Gonstruction  des  Erttmmungsmittelpunkts  recht  einfach.  In  der 
zweiten  Abhandlung  wird  in  ähnlicher  Weise  eine  Gonstruction 
des  Krttmmungsmittelpunkts  fllr  einen  Hyperbelpunkt  mitgeteilt, 
wobei  ausser  dem  Punkte  und  der  in  ihm  berührenden  Tangente 
ein  zweiter  Punkt  und  die  Richtungen  der  Asymptoten  als  ge- 
geben betrachtet  werden.  Seht. 

B.  Skutsch.     Ueber  Ermittelung  von  Krümmungshalb- 
messern von  Kegelschnitten  auf  synthetischem  Wege. 

Hoppe  Aroh.  (2)  IX.  95-96. 

An  jeder  beliebigen  Stelle  eines  Kegelschnitts,  auch  an 
denen,  wo  ein  Kreis  vierpunktig  berühren  würde,  kann  der 
Krümmungshalbmesser  dadurch  construirt  werden,  dass  man 
die  Tangente  an  der  betreffenden  Stelle  zum  Träger  zweier  pro- 
jectiven  Punktreihen  macht.  Dabei  hat  man  ihren  Schnittpunkt 
mit  einer  beliebigen  zweiten  Tangente  als  den  einen  Doppel- 
punkt zu  betrachten,  und  als  den  zweiten  Doppelpunkt  den 
Schnittpunkt  der  ersten  Tangente  mit  der  Collineationsaxe  des 
Kegelschnitts  und  eines  beliebig  an  beide  Tangenten  gelegten 
Kreises;  als  entsprechende  Strecken  sind  die  beiden  Elemente 
anzusehen,  welche  die  beiden  Gurven  mit  der  ersten  Tangente 
gemein  haben.  Seht 

Gl.  Sbrvais.     Quelques   propri^t^s  des  coniques.      B«ig. 

Ball.  (B)  XIX.  231-241. 
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Cl.  Servais.  Sür  les  centres  de  coarbure  des  lignes 
d^crites  pendant  le  d^placement  d'une  figure  plane 
dans  son  plan.     Ibid.  241-245. 

Cl.  Servais.  '  Sur  Thyperbole  öquilatfere.   Ibid.  759-763. 

Berichte  über  diese  drei  Aafs&tze  von  Herrn  C.  Le  Paige  in 
Belg.  Bull.  (3)  XIX.  160-161,  161-162,  736-737.  Neue  Anwen- 
dungen einer  gewissen  speciellen  birationalen  quadratischen  Trans- 
formation, hauptsftchlich  auf  die  Theorie  der  Ertlmmung  der 
Kegelschnitte.  Mn.    (Lp.) 

Cl.  Servais.  Sur  les  points  caract^ristiques  de  quelques 
droites  remarquables  daus  les  coniques.     Balg.  Bull,   (d) 

XIX.  519-528. 

Cl.  Servais.     Sur  la  courbure  des  courbes  du  second 

degrä.     Ibid.  529-540. 

Verallgemeinerung  früherer  Untersuchungen,  deren  kurze 
Wiedergabe  schwierig  ist.  Bericht  des  Herrn  Le  Paige  auf 
S.  510-512.  Mn.    (Lp.) 

W.  BuLF.  Elementare  Bestimmung  des  Krttmmungs- 
inittelpunktes  der  Parabel.    Hoppe  Aroh.  (2)  ix.  212-214. 

Ist  P  ein  Punkt  der  Parabel,  und  trifft  die  in  P  an  die 
Parabel  gezogene  Tangente  die  Parabelaxe  in  A]  trifft  ferner 
die  in  P  an  die  Parabel  gezogene  Normale  die  Parabelaxe  in  A, 
und  ist  PQ  das  von  P  auf  AR  gefällte  Lot,  so  ist  bekanntlich 
QR  =  p,  wo  p  die  Entfernung  des  Brennpunktes  der  Parabel 
von  ihrer  Directrix  bedeutet.  Construirt  man  nun  von  allen 
Punkten  P'  der  Tangente  AP  erstens  P'Q'  senkrecht  auf  die 
Axe  AR,  und  macht  zweitens  auf  der  Axe  Q'R*  =  p,  wo  QR 
und  Q'R'  gleichen  Sinn  haben,  verbindet  dann  drittens  jedesmal 
R'  mit  P\  so  ist  (wie  elementar-geometrisch  bewiesen  wird)  die 
Einhüllende  aller  dieser  Geraden  P'A'  eine  zweite  Parabel,  deren 
Scbeiteltangente  die  Axe  der  ersten  ist,  und  deren  Brennpunkt 
leicht  gefunden  wird.    An  diese  zweite  Parabel  geht  von  P  eine 
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Tangente,  deren  Berührungspunkt  (auf  PR  gelegen)  M  sei ;  dann 
ist  M  der  KrQmmungsmittelpunkt  zu  P  fbr  die  erste  Parabel. 

Es  wird  dann  noch  an  eine  einfache  Construetion  des 
KrOmmungsmittelpunktes  erinnert,  die  mittels  eines  Winkel- 
brettchens  allein  (ohne  Benutzung  des  Zirkels)  geschieht,  und 
die  Formel  für  den  Krümmungsradius  entwickelt 

Mz. 

A.  Mannheim.     Sur  las  normales  aux  coniques.    Mess.  (2) 

XX.  1-2. 

Der  Verfasser  beweist  den,  wie  er  vermutet,  noch  nicht  aus- 
gesprochenen Satz:  Ein  Kegelschnitt  und  seine  reciproke  Polare 
in  Bezug  auf  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  0  haben  dieselben 
vom  Punkte  0  aus  gezogenen  Normalen.  Auf  den  bekannten 
Joachimstharschen  Satz  angewandt,  ergiebt  dies:  Sind  OÄ^  OBy 
OC^  OD  die  von  0  an  einen  Kegelschnitt  E  gezogenen  Normalen 
und  ist  J  der  dem  Punkte  D  xonE  diametral  gegenüberliegende 
Punkt,  so  liegen  A^  £,  C,  J  auf  einer  Kreislinie.  Dadurch  ge- 
winnt man  den  Satz:  Die  Punkte  Ä^  J3,  C  und  der  Fusspunkt 
F  des  Lotes  von  0  auf  die  Tangente  in  dem  Schnittpunkte  von 
OD  mit  £  liegen  auf  einem  Kreise;  hieraus  folgt  ein  neuer 
Punkt  auf  dem  Joachimstharschen  Kreise.  Noch  eine  zweite 
Anwendung  des  ersten  Lehrsatzes  wird  gemacht. 

Glr.    (Lp.) 

E.  Fellegrin.     Solution  de  la  question   1591.   Noav.  Ann. 

(3)  IX.  373374. 

Es  seien  Aj  B,  C  die  Fusspunkte  der  drei  von  einem  Punkte 
P  aus  an  eine  Parabel  gezogenen  Normalen.  Drei  durch  den 
Scheitel  der  Parabel  gelegte  Kreise,  welche  sie  bez.  in  A^  B  und 
C  berühren  sollen,  schneiden  dieselbe  noch  in  drei  anderen 
Punkten  A\  B\  C:  dann  gehen  auch  die  Normalen  in  A\  £' 
und  C  durch  einen  Punkt  (ff).  (Lemaire.) 

Hr.  Barisien  bemerkt  dazu: 

1)  Der  Ort  der  Mitte  von  AA^  ist  eine  Parabel. 

2)  Die  Enveloppe  von  AA^  ist  eine  Parabel. 
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3)  Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  Ä'B'C  ist  achtmal  so 
gross  wie  der  des  Dreiecks  ABC. 

4)  Liegt  der  Punkt  P  auf  der  Evolute  der  Parabel,  so  liegt 
auch  Q  darauf.  Whg. 

Ä.  Mannheim.      Sur    une  parabole  li^e  k  une  conique 
par  certaines  propri^t^s  remarquables.   Me88.(2)  XX.  45-48. 

Chasles  hat  S.  145  seines  Traitö  des  sections  coniques  den 
Satz  aufgestellt:  Dreht  man  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
eine  Transversale  um  einen  Punkt  und  fällt  von  ihrem  Pole  aus 
das  Lot  auf  sie,  so  umhüllen  alle  diese  Lote  eine  Parabel,  welche 
die  Polare  des  festen  Punktes  und  die  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes in  den  Fusspunkten  der  von  diesem  Punkte  aus  gezo- 
genen Normalen  berührt.  In  einer  Reihe  von  vierzehn  Theoremen 
beweist  der  Verfasser  diesen  Satz  und  andere  mit  ihm  zusammen- 
hängende, teils  bekannte,  teils  auch  neue  Sätze. 

Glr.    (Lp.) 

R.  Slawtk.     Der  Feuerbach'sche  Satz  vom  ebenen  Drei- 
eck.      Scblömilcb  Z.  XX XY.  36-51. 

Eine  Gerade  /  schneide  die  Seiten  des  Dreiecks  9[IB@  in 
^ii^ai'^j;  S,,,S„,S„  seien  S,,S„S,  involutorisch  zugeordnet;  dann 
giebt  es  vier  Kegelschnitte  3R',  welche  die  Seiten  von  91936  be- 
rühren und  denen  die  involutorische  Reihe  S,  S,jSjS„S,S„  zu- 
geordnet ist;  die  Pole  von  /  in  Bezug  auf  diese  Kegelschnitte 
seien  5W.  as,,  SÖS,,  6S,  bilden  das  Dreieck  ABC]  AS.^  ßS„  CS, 
das  Dreieck  A'B'C  und  J^f^  0',  *,  0  haben  für  ABC  resp.  A'Ä'C 
dieselbe  Bedeutung,  wie  W  und  Tt  für  $193(S;  dann  ist  IT 
Polarkegelschnitt  von  0  in  Bezug  auf  eine  Kegelschnittschar, 
welche  die  Seiten  von  9(93@  und  /  zu  gemeinsamen  Tangenten 
hat.  Der  Schnittpunkt  von  Sl^l,  335,  6C  sei  S,  dann  berührt 
der  Polarkegelschnitt  S'  von  S  für  dieselben  gemeinschaftlichen 
Tangenten  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  in  den  Punkten  31,  S,  (S, 
und  weil  9(936  das  Diagonaldreieck  des  durch  die  vier  Punkte 
SR  bestimmten  Vierecks  ist,  so  ist  auch  S*  Polarkegelschnitt  für 
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eine  Gerade  l  in  Bezog  aaf  einen  EegelBchnittbüschel  mit  den 
Grandpunkten  SR;  l  schneide  896  in  1^,2^, S^;  9^.,  S2„^, 
bilden  das  Dreieck  ABP  und  S^,  Sfi,  (SP  schneiden  sich  in  I] 
der  Polarkegelschnitt  von  2*  von  2  ftir  eine  Eegelschnittscbar 
mit  den  Seiten  von  996  und  l  als  gemeinsamen  Tangenten  ist 
auch  Polarkegelschnitt  der  Geraden  /  fttr  den  EegelschnittbQschel 
mit  den  Grundpunkten  9R.     S*  und  2^  haben  9936  und  einen 
vierten  Punkt  G  gemeinsam,  sie  haben  vier  gemeinsame  Tangen- 
ten f,  welche  ausserdem  je  einen  der  Kegelschnitte  ff'  berühren. 
2^  berührt  die  vier  Kegelschnitte  Jlf'  in  den  Punkten  N  und  die 
gemeinsamen  Tangenten  in  N  sind  die  vier  Geraden  I.     BQckt 
/  ins  Unendliche,  so  werden  9R'  die  vier  BerQhrungskreise  von 
SIS6,   M*  diejenigen   von   ÄBC^   2^  der  Feuerbach*sche    Kreis 
und  S*  die  Ellipse,  welche  die  Seiten  von  ABC  in  deren  Mitten 
berührt.     Diese  Ellipse  hat  also  mit  dem  Feuerbach'schen  Kreise 
die  vier  Tangenten  t  gemeinsam,   von  denen  jede  noch  einen 
der  umgeschriebenen  Kreise  berührt  —  Zum  Schlüsse  werden 
vier  Constructionsarten   der  Berührungspunkte  N  und  der  Tan- 
genten i  gegeben.    Die  Arbeit  hat  einige  Berührungspunkte  mit 
derjenigen   von   Schröter  im  J.  für  Math.   LXVIII,   worauf  an 
den  betreffenden  Stellen  vom  Verfasser  hingewiesen  ist 

Lg. 

L.  Bo8i.     G^n^ralisatiou  et  Solution  de  la  question  1593. 

Noav.  Ann.  (3)  IX.  556-5&8. 

Gegeben  ein  Dreieck  ABC  und  zwei  Punkte  P,  Q  in  seiner 
Ebene.  Man  zeichne  einen  Kegelschnitt  X  durch  P,  Q,  A  und 
einen  Kegelschnitt  Y  durch  P,  0,  fi,  jedoch  so,  dass  sie  beide  die 
Seite  AB  in  demselben  Punkte  C  schneiden.  X  schneide  AC  in  B\ 
Y  schneide  BC  in  A\  X  schneide  Y  noch  in  J,  alsdann  liegen 
P,  0,  C,  A\B\J  auf  einem  dritten  Kegelschnitte  Z.  Wird  nun 
ein  dritter  willkürlicher  Punkt  R  angenommen,  und  werden  die 
Schnittpunkte  der  Strahlen  RAy  RB^  RC  resp.  auf  X,  7,  Z  mit 
D,  £,  F  bezeichnet,  so  liegen  die  sieben  Punkte  P,  0,  ft,  I>,  £,  JP,  J 
auf  einem  neuen  Kegelschnitte.  Alle  Kegelschnitte  werden  Kreise, 
falls  P,  Q  die  beiden  Kreispunkte  der  Ebene  sind.         B.  H. 
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AuDiBBRT.     Solution  de  la  question  1592.     Noav.  Ann.  (3) 

IX.  374^75. 

Man  ziehe  von  einem  Punkte  M  aus  an  eine  Ellipse  die  vier 
Iformalen,  deren  Fusspunkte  ^,,  A^,  il„  A^  seien;  jede  der  vier 
Kormalen  MAi  (i  =  1, 2, 3, 4)  trifft  die  grosse  Axe  bez.  in  P<,  die 
kleine  Axe  in  Qo    Dann  finden  die  beiden  Relationen  statt: 

,..  MA,         MA^    ,     MA^    ,     MA^  . 

,^.  MA.     .     MA^    ,    MA^         MA. 

(2)     -^T^  +  t;^  + 1;^  +  ^  =  <«»»»»• 

(Barisien.) 
Die  vier  Verhältnisse  in  (1)  und  (2)  ergeben  sich  als  Wur- 
zeln einer  Gleichung  vierten  Grades,   in  welcher  der  Coefficient 
der  dritten  Potenz  der  Unbekannten  constant  ist.         Wbg. 


F.  Haluschka.     Beitrag  zur  Kegelschnittslehre.    Hoffmann 

z.  XXI.  183. 

Synthetischer  Beweis  einer  Ellipsen -Construction  von  Herrn 
H.  J.  Bazala  in  Hoffmann  Z.  I.  Lp. 


A.  Strnad.      Die    Ellipse    als    Projection    des    Kreises. 

Caeop.  XIX.  128.  (Böhmisch.} 

Bildet  eine  Ergänzung  der  gewöhnlichen  Schulbücher. 

Std. 

W.  J.   C,  Miller,   P.  H.  Schoüte,   G.    E.  Orawford. 

Solution   of  question    10118.    Bd.  Times  LIL  32-33. 

Man  ziehe  durch  die  beiden  Brennpunkte  F,  und  F,  einer 
Ellipse  die  beiden  parallelen  Fahrstrahlen  F^A^  und  F,i4,,  lege 
in  A^  und  A^  die  Tangenten  an  die  Ellipse,  welche  sich  in  P 
schneiden  mögen;  dann  gelten  elf  von  Herrn  Miller  zum  Beweise 
vorgelegte  Sätze,  die  zum  Teil  besondere  Fälle  allgemeinerer 
Eigenschaften  sind.  Unter  anderem  ist  der  Ort  von  P  der  Kreis, 
welcher  die  grosse  Axe  zum  Durchmesser  hat.  Lp. 
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6.  Tarrt.      Remarque    8ur   le    quadrangle   harmonique 
d'une  conique.     J.  de  Math.  sp^c.  (3)  iv.  122-124,  131-132. 

Beweise  einiger  Sätze  über  die  gleichseitige  Hyperbel  mit 
Hfllfe  der  Eigenschaften  von  vier  harmonischen  Punkten  auf 
Kegelschnitten  (vergl.  Steiner,  Systematische  Entwickelang  etc. 
No.  43,  Ilfif.;  Chasles,  Tratte  des  sections  coniques,  p.  102). 

Lp. 

H.  M  AND  ART.      Sar    un    groupe    de    trois    paraboles. 

Mathesis  X.  30-33. 

Beitrag  zur  Dreiecksgeometrie.  Jede  der  fraglichen  Parabeln 
ist  die  Eingehüllte  einer  Geraden,  welche  in  gleichen  Abständen 
von  zwei  Ecken  eines  Dreiecks  die  beiden  Seiten  schneidet, 
welche  durch  die  dritte  Ecke  gehen.  Mn.  (Lp.) 


G.  DE  LoNGCHAMPS.      Demonstration    ^lämentaire    d'un 

tb^or&me  de  M.   Artzt.      J.  de  Math.  ^ISm.  (3)  IV.  149-151. 

Der  Halbparameter  der  Parabel,  welche  die  Seiten  AB  und 

AC  eines  Dreiecks  in  B  und  C  berührt,  ist  p  =  — ^^ ,  wenn  z/der 

m 

Inhalt  und  m  die  Transversale  von  A  nach  der  Mitte  von  BC  ist 

Lg. 

J.  Brill,    f.  H.  Schgütb.     Solution  of  questions  9139 

and  9190.    Ed.  Times  LUX.  108-110. 

Auf  einer  Parabel  werden  m  willkürliche  Punkte  gewählt, 
die  den  Schwerpunkt  P  haben,  und  n  andere  mit  dem  Schwer- 
punkte Q.  Die  Tangenten  in  den  Enden  der  Durchmesser  durch 
P  und  durch  Q  schneiden  sich  im  Schwerpunkte  der  mn  Schnitt- 
punkte der  Tangenten  in  den  m  und  in  den  n  Punkten  unter 
einander.  Ein  zweiter  Satz  bezieht  sich  auf  die  Schwerpunkte 
dreier  Systeme  von  je  /,  m,  n  Punkten  auf  der  Parabel  und  der 
zugehörigen  Umkreiscentren  der  Tangentendreiecke.  Lp. 
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G.  Papelibr.     Note  sur   la  qaestion  propoB^e  au  coo^ 
Gonrs  g^nöral  1889.    J.  de  Math.  ep^o.  (3)  IV.  12-14. 

Synthetische  Lösung;   vergl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  723-724. 

Lp. 

C.  Bergmans.     Th^or^mes  sur  la  parabole.     Mathesis  x. 
116-117.  Mn. 

Ä.  HüRWiTZ.     üeber  die  Schröter'sohe  Construction  der 
ebenen  Curven  dritter  Ordnung.   J.  für  Math.  0  vir.  141-147. 

Der  Verfasser  macht  interessante  Bemerkungen  zu  der  ebenso 
einfachen  wie  eleganten  Construction  der  ebenen  Curven  dritter 
Ordnung,  wie  sie  von  Schröter  im  fünften  Bande  der  Math.  Ann. 
und  in  seinem  1888  erschienenen  Buche  Aber  diese  Curven  aus- 
geführt ist.     Die  Schröter'sohe  Construction  besteht  bekanntlich 
darin  y  dass  man  immer  aus  je  zwei  Punktepaaren  (a^a')y  (6,  b') 
ein  neues  Paar  dadurch  ableitet,  dass  man  die  Geraden  ab  and 
a!b'  sowie  auch  ab'  und  a'b  zum  Schnitte  bringt.    Schröter  hatte 
gezeigt,  dass,  wenn  man,  von  drei  Punktepaaren  ausgehend,  auf 
diese  Weise  immer  wieder  neue  Punktepaare  bildet,  alle  so  ent- 
stehenden Punktepaare  auf  einer  und  derselben  Curve  dritter  Ord- 
nung liegen.  Herr  Hurwitz  aber  beweist,  dass  man  bei  besonderen 
Lagen  der  nrpranglichen  drei  Punktepaare  durch  die  angegebene 
Construction  nicht  zu  „simtlichen^  Punkten  der  Curve   dritter 
Ordnung   gelangt,    sondern  nur   zu  einem  endlichen   Systeme 
kommt,    indem    schliesslich    jedes    neu    erzeugte   Punktepaar 
mit  einem  schon  gefundenen  identisch  wird.     Wenn  aber  die 
Construction,  ins  Unbegrenzte  fortgesetzt,  unbegrenzt  viele  Punkte- 
paare liefert,  so  bildet  die  Gesamtheit  der  letzteren  ein  Punkt- 
system, welches  entweder  eine  einzBgige  Curve  dritter  Ordnung, 
oder  nur  den  unpaaren  Zug  einer  zweizügigen  Curve  dritter 
Ordnung,  oder  endlich  sowohl  den  unpaaren  wie  auch  den  paaren 
Zug  einer  zweizügigen  Curve  dritter  Ordnung  überall  dicht  be- 
deckt   Ein  ähnlicher  Satz  gilt  auch  für  die  Construction,  welche 
Sehröter  in  seiner  1890  erschienenen  Schrift  (Grundzüge  einer 

FortKhr.  d.  Math.  XXII.  3.  42 


n 
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rein  geometrischen  Theorie  der  Raamearve  vierter  Ordnang 
erster  Species)  bezüglich  der  Construction  der  Baumcorve  vierter 
Ordnung  erster  Species  aus  Punktetripeln  angegeben  hat. 

Seht. 


Gl.  Servais.    Sur  las  points  d'inflexion  dans  las  cubiques. 

Belg.  Ball.  (3)  XX.  453-462. 
0.    Lb    PaIGE.      Rapport     ibid.  431-433. 

Sehr  einfacher  Beweis  einer  grossen  Anzahl  von  Eigen- 
schaften der  Wendepunkte  der  kubischen  Gurven,  von  denen 
einige  neu  sind.  Mn.  (Lp.) 

F.  Palatini.  Sopra  una  configuraziona  determinata  dal 
punto  doppio  e  da  satta  punti  samplici  di  una  cubica 
piana  razionale.    Palmi.  Tip.  Lopresti.  49  s. 

A  sei  der  Doppelpunkt  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung, 
und  K\,  üf';,  ät;,  ät;',  B\  B",  C  seien  sieben  beliebige  Punkte  der- 
selben. Durch  die  Gerade  K\  K*[  werde  eine  beliebige  Ebene  u,  ge- 
legt und  durch  den  Punkt  A  eine  beliebige  Gerade  a,  welche  ti^  in 
P,  schneide.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  B  von  a  ziehe  man 
die  Geraden  BB'^V  und  BB"^b"  und  bestimme  ihre  Spuren 
Q\Q'l  auf  ti,.  Die  Punkte  K\,  ÜT';,  Q[,  0",  P,  bestimmen  einen 
Kegelschnitt  Tj.  Dadurch  entsteht  eine  Begelfl&che  dritten 
Grades,  die  aus  den  Geraden  gebildet  wird,  welche  die  ge- 
gebene kubische  Curve,  den  Kegelschnitt  F  und  die  Gerade  a 
einzeln  in  verschiedenen  Punkten  treffen.  Es  seien  c  ihre  durch  C 
gehende  Erzeugende  und  C  und  R^  ihre  Treffpunkte  mit  a  und 
^^]  ferner  /^  der  Kegelschnitt  der  Fläche,  welche  durch  AT, 
und  K*l  geht,  fi,  seine  Ebene;  Q\^  Q",  A,  die  Spuren  der  Geraden 
&',  6'',  c  auf  derselben,  endlich  P„  A  die  Begegnungspunkte  von 
r^  resp.  mit  a  und  F,.  Dann  hat  man  schliesslich  im  Baume 
11  Punkte  Ä,  Ä,  C,  P<,  (?J,  (?/',  Ä.  (t  =  1,  2).  Die  Geraden,  welche 
sie  zu  je  zwei  bestimmen,  schneiden  die  Ebene  der  gegebenen 
Curve  in  neuen  Punkten,  deren  Verteilung  man  leicht  bestimmt, 
indem   man   die  Eigenschaften   der   beschriebenen  Baumgebilde 


Capitel5.    Neuere  syntbetisohe  Geometrie.  659 

betrachtet.  So  f&hrt  der  Verfasser  fort;  aber  wir  folgen  ihm  nicht 
auf  diesem  Wege,  da  seine  Untersuchungen  an  die  Gäomätrie  de 
combinaison  erinnern,  welche  Poncelet  so  gering  schätzte.  Doch 
wollen  wir  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  der  Verf.  selbst  die  Unvoll- 
kommenheit  seiner  Arbeit  anerkennt,  wenn  er  die  Bestimmung  der 
Anzahl  der  Punkte  unterlässt,  welche  man  mit  gewissen  Gonstruc* 
tionen  erreicht,  während  doch  die  Kenntnis  dieser  Anzahlen 
überhaupt  eine  gewisse  Wichtigkeit  haben  würde.  Endlich  be- 
merken wir,  dass  die  untersuchte  Gonfiguration  durch  die  gege* 
benen  Curvenpunkte  nicht  bestimmt  ist,  da  bei  der  Gonstruction  der 
obigen  Begelfläche  viele  Bestimmungsstücke  vollkommen  beliebig 
sind.  Daher  wirft  die  Palatinfsche  Arbeit  sehr  wenig  Licht  auf 
den  Zusammenhang  zwischen  sieben  Punkten  einer  rationalen 
ebenen  Gurve  und  ihrem  Doppelpunkte  und  kann  in  keiner  Weise 
als  ein  Beitrag  angesehen  werden  zur  Verallgemeinerung  der 
zahlreichen  und  inhaltsvollen  Untersuchungen  über  das  PascaU- 
sche  Sechseck.  La. 

M.  DiSTELi.      Zur   Configuration   der  Wendepunkte  der 
allgemeinen  ebenen  Curve  dritter  Ordnung.      Wolf.  z. 

XXXV.  145-166.  1  Tafel. 

Projicirt  man  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiten  Grades 
mit  reellem  gemeinsamen  Poltetraeder  M^M^M^M^  von  einem 
ihrer  Punkte  P  aus  auf  eine  Ebene,  so  ist  die  Projection  von  P 
selbst  ein  Wendepunkt  der  entstehenden  Gurve  dritter  Ordnung, 
wenn  P  ein  stationärer  Punkt  der  Schnittcurve  war.  Die  anderen 
Wendepunkte  entstehen  aus  Punkten,  die  ihre  Tangente  und 
ihre  Verbindungslinie  mit  P  auf  derselben  Fläche  des  durch  die 
Carve  bestimmten  Büschels  haben.  Im  Sinne  der  darstellenden 
Geometrie  ist  nun  die  Projection  durch  die  Spuren  Sj  und  fi, 
der  Kegel  mit  den  Spitzen  Wj,  Jlf,  gegeben,  welche  die  Gurve  ent- 
halten, sowie  durch  die  Projectionen  Äf  j,  M,  der  Spitzen  dieser 
Kegel,  die  auf  fi,  und  8,  liegen,  und  endlich  durch  die  Spur  £^, 
der  Geraden  M^M^,  Aus  der  räumlichen  Anschauung  heraus 
leitet  nun  Herr  D.  Bestimmungen  ab  für  die  Wendepunkte,  die 
Wendepunktsdreiecke,  die  von  den  Wendepunkten  ausgehenden 

42* 
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Tangenten  eto.,  wobei  sich  f&r  die  imaginftren  Stfioke  elliptiflehe 
Involtttionen  ergeben.  Die  gewonnenen  Resultate  erlangen 
nun,  wie  es  sein  muss,  eine  rein  planimetrische  Beziehung  zor 
Curve  und  werden  an  zwei  Spedalf&llen  erläutert,  nftmUch  an 
der  Carye,  welche  die  imagin&ren  Kreispunkte  zu  Wendepunkten 
hat,  und  an  der  Curve,  welche  drei  reelle  Wendepunkte  im  Un- 
endlichen hat  E.  K. 

G.  JuBL.     Om  Opgaver  med  ueDdelig  mange  Lösninger. 

Njt  Tidu.  for  Math.  I.  11-28. 

Indem  der  Verf.  Ton  den  Poncelet'sehen  Polygonen,  die 
einem  Kegelschnitte  umgeschrieben,  einem  anderen  eingeschrieben 
sind,  ausgeht,  untersucht  er  verschiedene  Aufgaben,  welche  die 
Eigenschaft  haben,  unendlich  viele  Losungen  zu  besitzen,  falls 
sie  eine  solche  haben. 

Die  Lösungen  der  meisten  angeführten  Aufgaben  können 
aus  dem  Poncelet'sehen  Satze  hergeleitet  werden. 

Unter  den  Sätzen,  von  welchen  gezeigt  wird,  dass  sie  nur 
Umschreibungen  des  Poncelet'sehen  Satzes  sind,  möge  der  folgende 
hervorgehoben  werden,  welcher,  wie  Herr  Juel  bemerkt,  im 
wesentlichen  von  Steiner  herrührt,  vom  Verf.  aber  etwas  er- 
weitert ist 

Wenn  man  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  ein  ge- 
schlossenes Polygon  mit  einer  geraden  Anzahl  von  Seiten  ein- 
schreiben kann,  von  denen  jede  durch  einen  festen  Punkt  der  Curve 
geht,  so  können  unendlich  viele  Polygone  dieser  Art  einge- 
schrieben werden,  indem  man  eine  Ecke  in  einen  willkQrlichen 
Punkt  der  Curve  legen  kann.  Eine  andere  Gestalt  des  Poncelet'- 
sehen Satzes  ist  die  folgende. 

Einer  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten 
können  unendlich  viele  2ii-Ecke  eingeschrieben  werden,  von 
denen  jede  Seite  einen  Kegelschnitt  aus  einem  speciellen  System 
von  vierfach  berührenden  Kegelschnitten  berührt,  falls  man  einen 
solchen  Kegelschnitt  einschreiben  kann. 

Endlich  werden  noch  Untersuchungen  angestellt,  <rf>  ähnliehe 


Gapitel  5.    Neuere  syntbetische  Geometrie.  661 

Sätse,  wie  die  aogef&hrten,  f&r  Fläehen  gelten,  und  schlieBSlioh  wird 
ein  dem  Poncelet'schen  analoger  Satz  von  Zeuthen  bewiesen. 

V. 

G.  KoHN.     lieber  die  BerUhrungakegelschnitte  und  Dop- 
peltangenten  der  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung. 

J.  för  Math.  GVII.  1-50. 

Im  Journal   für   Mathematik    Bd.  XLIX   hat  Steiner   ttber 
die    Doppeltangenten   der   allgemeinen   Curve   vierter  Ordnung 
Untersuchungen  veröffentlicht,   welche  von  Hesse  in  demselben 
Bande  vervollständigt  sind.    (Vgl.  auch  Cayley  im  LXIII.  Bande 
des  Journals  für  Math,  und  Salmon's  „Höhere  Curven^).    Dann 
hat  Aronhold  in  den  Berl.  Ber.  von  1864  den  Weg  aufgedeckt, 
welchen  Steiner  bei  seinen  Untersuchungen  verfolgt  hat.    Dieser 
Weg  ist  später  von  Geiser  (J.  für  Math.  LXXII)  und  Ameseder 
(Wiener  Ber.  LXXXVI)  weiter  verfolgt     Der  Steiner'sche  Aus- 
gangspunkt war  unzweifelhaft  die  Betrachtung  der  63  quadratischen 
Kegelschnitt -Systeme,  deren  Einhüllende  die  allgemeine  Curve 
vierter  Ordnung  ist.    Von  diesem  Steiner'schen  Ausgangspunkte 
aas  sind  nun  hier  die  bisher  nur  von  einem  andern  Ausgangs- 
punkte her  bewiesenen  Sätze  Über  die  Doppeltangenten  der  all- 
gemeinen Curve  vierter  Ordnung  naturgemäss  entwickelt;  dazu 
hat  sich   auch   dem  Verfasser    eine   Reihe  von    neuen   Sätzen 
fiber   die  Berührungskegelschnitte   und  Doppeltangenten   dieser 
Curve  ergeben.     Nimmt  man  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitt- 
Netzes  einen  Kegelschnitt  J  an,   so  giebt  es  in  dem  Netze  ein 
System  von  Kegelschnitten,  denen  Dreiecke  einbeschrieben  werden 
können,  die  dem  Kegelschnitte  J  umbeschrieben  sind.  Die  Relation, 
welche  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichungen  eines  Kegel« 
Schnitts  K  dieses  Systems  und  des  Kegelschnitts  J  besteht,  ist 
bekanntlich  in  den  Coefficienten  von  K  quadratisch,  sodass  das 
fragliche  System  ein  quadratisches  ist.     Da  die  Seiten  der  oo' 
einem  K  so  einbeschreibbaren  Dreiecke  die  Tripel  einer  kubischen 
Tangenten -Involution  auf  dem  Kegelschnitte  J  bilden,   so  wird 
J  Involutions- Kegelschnitt   des  quadratischen  Systems  genannt. 
Zonüchst  wird  nun  gezeigt,   wie  jedes  beliebige  quadratische 
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System  2  von  Kegelschnitten  des  Netzes  bestimmt  werden  kann. 
Auf  dem  Kegelschnitte  J  werden  durch  S  oo*  Tangententripel 
bestimmt,  die  analytisch  bestimmt  werden.  Durch  diese  quadra- 
tische doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Tangententripeln  erscheinen 
nun  drei  Systeme  von  Bertthrungskegelschnitten  der  allgemeinen 
Gurre  vierter  Ordnung  direct  gegeben.  Aus  dem  neu  eingef&brten 
Begriff  eines  Involutionskegelschnitts  für  ein  quadratisches  Kegel- 
schnittsystem ergeben  sich  elegante  Sätze  und  Betrachtungen. 
Als  Gonsequenz  dieser  Sätze  ergiebt  sich  namentlich  auch  die 
Aronhold'sche  lineare  Gonstruction  der  sämtlichen  Doppeltangenten 
der  Gurve  vierter  Ordnung  aus  den  Doppeltaogenten  eines  Siebner- 
Systems.  Die  wesentlichsten  von  den  Sätzen,  die  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  bewiesen  sind,  hatte  der  Verfasser  schon 
in  den  Wiener  Ber.  vom  3.  Februar  1888,  jedoch  ohne  Beweis, 
veröffentlicht.  Seht 

G.  KoHN.  Ueber  die  Relationen,  welche  zwischen  den 
verschiedenen  Systemen  von  Bertthrungskegelschnitten 
einer   allgemeinen   Carve    vierter  Ordnung    bestehen. 

MonatBh.  f.  Math.  I.  71-91,  129-158. 

Die  Sätze  1  bis  8  der  Note,  welche  der  Verfasser  in  den  Wie- 
ner Ber.  XGVII  über  die  Bertihrungskegelschnitte  und  Doppel- 
tangenten der  allgemeinen  Gurve  vierter  Ordnung  veröffentlicht 
bat,  werden  hier  bewiesen,  während  die  übrigen  Sätze  jener 
Note  und  die  einer  andern  in  den  Wiener  Ber.  XGVI  publi- 
cirten  Note  in  einer  Abhandlung  bewiesen  sind,  die  im 
Journ.  für  Math.  GVII  erschienen  ist  (vgl.  das  vorangehende 
Referat).  Auch  sind  mehrere  von  den  Resultaten  dieser 
letzten  Abhandlung  hier  anders  begründet  und  weitergefßbrt 
Von  den  hübschen  Betrachtungen  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung sei  jetzt  namentlich  die  erwähnt,  welche  an  die  Fragen  an- 
knüpft, die  Steiner  am  Schluss  seiner  grundlegenden  Abhand- 
lung „über  die  Doppeltangenten  der  Gurve  vierter  Ordnung" 
(Journ.  für  Math.  IL)  bezüglich  der  Relationen  stellt,  welche 
einerseits  zwischen  den  Hesse'schen  Gurven,  andererseits  zwischen 
den  Gayley'schen  Curven  der  63  Netze  bestehen,  in  denen  die 
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63  Systeme  von  Berührungskegelsehnitten  der  Curve  vierter  Ord- 
naDg  enthalten  sind.  Die  Relationen  zwischen  den  Hesse'schen 
Carven  hatte  schon  Herr  Frobenius  im  CHI.  Bande  des  Journ.  für 
Math,  ontersucht.  Von  einer  andern  Seite  her  greift  hier  Herr 
Kohn  jene  Steiner'schen  Fragen  an.  Seht. 


O.  Richter.       üeber    die    Systeme    derjenigen    Kegel- 
schnitte, die  eine  bicirculare  Curve    vierter  Ordnung 

viermal   berühren.     Leipzig.  B.  G.  Teubner.  8«.  111  S.  4  Taf.  ün- 

veränderter  Abdruck  aas  Schlömilch  Z.  XXXV.  Sappl.  1-111.    Selbst* 
anzeige  in  den  Leipz.  Ber.  XLII.  8-12. 

In  einer  früheren  Abhandlung  hatte  der  Verfasser  die 
Kreis-Fusspunktcurve  als  Httllcurve  einer  Ellipse  behandelt,  die 
in  der  Ebene  sich  so  bewegt,  dass  ihre  Axen  darch  zwei  feste 
Punkte  E  und  F  hindurch  gehen,  und  also  ihr  Mittelpunkt  einen 
Kreis  durchläuft.  Dieser  Gedanke  wird  hier  weiter  ausgebildet 
und  bei  den  allgemeinen  bicircularen  Curven  vierter  Ordnung  zu 
einer  ganz  elementaren  Behandlung  gewisser  specieller  Systeme 
benutzt,  die  aus  vierpunktig  berührenden  Kegelschnitten  bestehen. 
Man  hat  nur  an  die  Stelle  der  früheren  Ellipse  einen  Kegelschnitt 
treten  zu  lassen,  der  sich  zu  sich  selbst  ähnlich  verändert,  während 
seine  beiden  Axen  zwei  feste  Punkte  £  und  jF  enthalten.  Ist 
nämlich  Q  irgend  ein  Punkt,  K  der  Hittelpunkt  des  Kreises  über 
EF  als  Durchmesser,  QKF  gleich  2%  so  soll  der  zu  Q  gehörige 
Kegelschnitt  die  Axengleichuug 


A    '    B 

haben,  wobei 

Ä  =  A(l— Jlcos2qp— ftsin29)),      ß  =  B  (1— lcoB2q>  —  fjLsiii2q>) 

ist  und  A  und  B  Constanten  sind.  Die  Kegelschnitte  sind  paar- 
weise congruent,  und  es  liegen  die  Mittelpunkte  eines  solchen 
Paares  symmetrisch  zu  einem  zweiten  Durchmesser  £'F'. 

Das  so  erhaltene  System  2  vierpunktig  berührender  Kegel- 
sehnitte  enthält  ausser  zwei  Paaren  eigentlicher  Doppeltangenten 
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noch  zwei  andere,  deren  jedes  ans  zwei  von  demselben  Krets- 
pankte  ausgehenden  Tangenten  der  bieireularen  Cnrve  besteht 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Umstand,  dass  mit  dem 
ersten  noch  ein  anderes  System  vierpunktig  berührender  Eegd- 
schnitte  gegeben  ist  Man  erh&lt  sie  als  Hflllcurven  der  Tangenten, 
welche  die  früheren  Kegelschnitte  in  entsprechenden  Punkten 
berühren.  Das  neue  System  enthält  wieder  zwei  eigentliche 
Paare  von  Doppeltangenten,  die  zusammen  aus  denselben  vier 
Tangenten  gebildet  sind  wie  die  früheren  Paare,  und  femer  die 
beiden  anderen  Paare  von  Tangenten,  die  ausser  den  in  2  vor- 
kommenden sich  von  den  Ereispunkten  aus  an  die  Gurve  legen 
lassen.  Die  Axen  der  neuen  Kegelschnitte  gehen  durch  E^F\ 
und  je  zwei  Kegelschnitte,  deren  Mittelpunkte  symmetrisch  zu 
EF  liegen,  sind  eongruent 

Zu  einem  System  vierpunktig  berührender  bicircularer  Cur- 
ven  vierter  Ordnung  gelangt  man,  wenn  man  je  die  homologen 
Punkte  der  Kegelschnitte  von  2,  bez.  S'  zusammenfasst  Beson- 
dere Aufmerksamkeit  wird  noch  einem  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln  geschenkt,  dessen  Curven  je  die  acht  Berührungs- 
punkte zweier  Kegelschnitte  von  2  mit  parallelen  Axen  enthält 
Im  zweiten  Abschnitte  der  Arbeit  werden  specielle  bicirculare 
Curven  untersucht,  zunächst  diejenige  mit  einer  Symmetrieaxe, 
sodann  die  Cassini'sche  Curve,  die  Fusspunktcurve ,  welche 
Hyperbel  und  Ellipse  für  den  Mittelpunkt  ergeben,  ferner  die 
aus  zwei  Kreisen  bestehende  Curve  etc.  Im  dritten  Abschnitte 
werden  ferner  die  bieireularen  Curven  dritter  Ordnung  ins  Aoge 
gefasst.  Hier  erhält  man  ein  System  dreipunktig  berührender 
Parabeln,  deren  Axen  durch  einen  Punkt  gehen.  £.  K. 


A.  Mannheim.      Determination    g^om^trique    du    centre 
de  courbure  de  l'eHipse  de  Cassini.    Böklen  Mitt  iii.  u-ie. 

Eine  aus  kinematischen  Gesichtspunkten  gewonnene  Lösung 
der  angezeigten  Aufgabe.  Sehn. 
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P.  Perlbwitz.      Die   Fusspunktlinien    des    umbeschrie- 
benen Kreises    eines  Dreiecks,    elementar    behandelt. 

Fr.  (No.  99)  Sophien -Realgymn.    Berlin.    R.  Gaertner's  Verlagsbuchh. 
H.  Heyfelder.  16  S.  4^  mit  3  FignrenUfeln. 

Die  „Steiner'sche  Gurve^,  welche  durch  UmhflIluDg  aus  den 
in  der  Ueberschrift  bezeichneten  Linien  entsteht,  ist  synthetisch 
nnd  analytisch,  als  Gurve  vierten  Grades  oder  Hypocykloide  ver- 
schiedentlich bearbeitet  worden;  auf  elementarem  Wege  sind 
aber  bisher  nur  einzelne  Sstze  von  derselben  bewiesen  worden. 
Verfasser  macht  hier  den  Versuch  einer  vollständig  elementaren 
Behandlung  des  Problems;  dieselbe  ist  rein  geometrisch  und 
streift  nur  einmal  (§  11)  das  Gebiet  der  höheren  Geometrie. 
§  1  giebt  Geschichte  und  Litteratur,  §  2  -  3  einleitende  Sätze, 
§4-8  Beziehungen  der  Fusspunktlinien,  insbesondere  der  Gegen- 
linien (zu  Gegenpunkten  des  Umkreises  gehörig)  unter  einander 
und  zum  Feuerbach'schen  Kreise,  §  9  behandelt  die  Gestalt, 
§10  besondere  Entstehungsarten,  §11  Gleichungen  der  Curve, 
§  12  die  Construction  gewisser  Fusspunktlinien  durch  Rechnung. 

Lg. 

Ed.  Janisch.    Tangentenoonstruetionen  für  Fusspunkten- 

CUrven.      Hoppe  Arch.  IX.  196-201. 

Bildet  man  zu  einer  Schar  von  Curven  die  Fusspunkten- 
curven  in  Beziehung  auf  einen  Fol  P,  so  ist  die  Enveloppe  der- 
selben die  Fusspunktencurve  der  Enveloppe  von  jener  Curven- 
scbar.  Wesentlich  auf  diesen  bekannten  Satz  grttnden  sich  die 
Constructionen.  Uebrigens  sind  die  Constructionen  so  nahe  lie- 
gend, dass  es  weder  jenes  generellen  Satzes,  noch  der  in  dem 
Aufsatze  herangezogenen  beiden  Gurvenarten  bedarf.       Sehn. 


M.  d'Ocagne.     Deux   th^or^mes  g^n^raux  sur  les   tra- 
jectoires   de  points  et  les  enveloppes  de  droites  dans 

le   plan.     Noav.  Ann.  (3)  IX.  289-293. 

Die  beiden  Theoreme  sind  bereits  in  den  G.  R.  1889  (23.  De- 
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cember)  mitgeteilt  worden.    Es  erfolgt  hier  ihre  kurze  Begrün- 
dung.    Sehn. 

M.  d'Ocagne.      Th^or^mes    de  g^om^trie  infinitesimale. 
Applications  aux  anamorphoses  coniques.     J.  de  Math. 

8p6c.  (3)  IV.  31-33,  49-52. 

Fortsetzung  der  Betrachtungen,  über  welche  F.  d.  M.  XX. 
1888.  697  berichtet  ist  Sätze  über  den  Ertlmmungsmittelpnnkt 
werden  abgeleitet  und  zur  Lösung  der  Aufgabe  verwendet:  £10 
spiegelnder  gerader  Kegel  ruht  mit  seiner  Grundfläche  auf  einer 
Ebene.  In  dieser  Ebene  eine  Curve  c'  so  zu  zeichnen,  dass  ihr 
Bild  ftlr  ein  auf  der  Axe  des  Kegels  in  unendlicher  Entfernung 
befindliches  Auge  eine  gegebene  Curve  c  wird.  Lp. 


C.    Besondere  räumliche  Gebilde. 
Th.  Meyer.      Ueber   einen  Satz  aus  der  projectivischen 

Geometrie.     Schlömilch  Z.  XXXV.  381-382. 

Von  einem  von  Herrn  Schlömilch  ausgesprochenen  (XXVIL 
380),  dann  von  Herrn  Sachse  (XXVIL  381),  endlich  in  ein- 
facherer Art  von  Schröter  (XXVIII.  178)  und  Herrn  Quidde 
(XX VIII.  192)  bewiesenen  Satze  wird  hier  eine  Verallgemeine- 
rung bewiesen,  die  sich  aussprechen  lässt,  wie  folgt:  „Projicirt 
man  ein  vollständiges  Vierseit  aus  einem  Punkte  des  Raumes 
auf  eine  andere  Ebene,  und  verbindet  man  dann  irgend  zwei 
Gegenpunkte  des  einen  Vierseits  wechselweise  mit  den  entspre- 
chenden Gegenpunkten  des  andern  durch  zwei  Gerade,  so  schnei- 
den sich  diese  auf  einer  bestimmten  Geraden".  Seht. 


H.  ScHROBTER.      üeber    die   acht   Schnittpunkte    dreier 
Oberflächen  zweiter  Ordnung.    Acta  Math.  XIV.  207-209. 

In  Acta  Math.   XII   hatte  Herr  Zeuthen   im  Anschluss  an 
eine  Arbeit   des  Herrn  Dobriner   einen  Satz   über  eine  Gruppe 
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von  acht  associirten  Pankten  ausgesprochen.  Schröter  macht 
nun  Herrn  Zeuthen  brieflich  darauf  aufmerksam,  dass  sich  dieser 
Satz  in  einer  Arbeit  von  A.  Buchheim  (An  extension  of  Pascal's 
theorem  to  space  of  three  dimensions,  Messenger  (2)  XIV.  74-75, 
F.  d.  M.  XVI.  1884.  576)  ausgesprochen  findet.  Von  diesem 
Satze  hatte  sich  Schröter  einen  Beweis  zurecht  gelegt,  der  nichts 
weiter  voraussetzt,  als  dass  die  durch  sieben  von  den  gegebenen 
Punkten  gelegten  Hyperboloide  auch  den  achten  enthalten,  also 
ebenso  wohl  für  acht  Punkte  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung, 
wie  für  eine  Gruppe  von  acht  associirten  Punkten  gilt.  Dieser 
Beweis  wird  hier  mitgeteilt.  Seht. 


H.  Ahlborn.     Zum  Pentagramma  mirificum.     Hamb.  Mitt. 

IL  69-74. 

Im  dritten  Bande  von  Gauss'  gesammelten  Werken  (S.  481-490) 
sind,  ohne  Herleitung,  die  Eigenschaften  zusammengestellt,  welche 
Gauss  bezüglich  eines  Eugelfünfecks  gefunden  hat,  dessen  fünf 
Diagonalen  Quadranten  sind.  Auf  diese  „pentagramma  mirificum" 
genannte  Figur  bezieht  sich  eine  von  Wichmann  verfasste,  in 
den  „Gommentationes  soc.  reg.  Gotting."  1843  abgedruckte  Preis- 
Schrift.  Auch  der  Verfasser  hatte  schon  1874  im  Progr.  d.  Real- 
schule zu  Osnabrück  einen  Teil  der  Gauss'schen  Sätze  über 
dieses  Pentagramm  bewiesen.  Hier  sind  noch  weitere  Sätze 
für  diese  merkwürdige  Figur  abgeleitet,  u.  a.  auch  ein  von 
Cayley  in  den  Phil.  Mag.  (October  1871)  mitgeteilter  Satz.  Die 
Centralprojection  des  Pentagramms  vom  Eugelcentrum  aus  auf 
eine  Tangentialebene  ist  ein  geradliniges  Fünfeck,  in  dem  die 
von  den  Ecken  auf  die  Gegenseiten  gefällten  Lote  sich  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden.  Die  Methode  der  Untersuchung 
geht  von  der  Darstellung  der  fünf  Ecken  dieser  Projection  in 
ganzen  complexen  Zahlen  aus.  Seht. 


6.  Leinekuqel.     Solutions  des  questions  266  et  271. 

J.  de  Math.  spec.  (3)  IV.  22-23. 

Die  Seiten  aller  Dreiecke  ABC^  deren  Ecken  bezw.  auf  drei 
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za  einer  und  derselben  Ebene  parallelen  Geraden  a,  fr,  c  liegen 
nnd  welche  denselben  Schwerpunkt  G  besitzen,  sind  die  Eneo- 
genden  dreier  Paraboloide,  und  die  Ebenen  ABC  umhflllen  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung.  Lp. 


Th.  Meyer,      üeber   das    sphärische    Polarsjstem   und 
seine  Anwendung    auf   das  Tetraeder.      Pr.  GewerbesciL 

Saarbrücken  und  Hoppe  Arch.  (2)  YIII.  363-373. 

Th.  Meter.      Ueber    das    allgemeine    singulare    Polar- 

System.    Hoppe  Arcb.  (2)  IX.  18-30. 

Ordnet  man  jedem  Punkte  des  Raumes  eine  Ebene  zu,  die 
zu  seiner  Verbindungslinie  mit  einem  festen  Punkte  M  senkrecht 
steht  und  sie  in  einem  solchen  Punkte  Q  trifft,  dass 

MP.MQ  =  c 
ist,  so  entsteht,  wie  Herr  M.  elementar  zeigt,  das  Polarsystem 
einer  reellen  oder  nicht  reellen  Kugel.  Durch  Umbildung  an 
diesem  Polarsystem  lässt  sich  dann  eine  Reihe  zum  grössten 
Teil  bekannter  Eigenschaften  des  Tetraeders  mit  oder  ohne 
Höhenpunkt  ableiten.  Die  entsprechende  Entwickelung  ftlr  die 
Ebene  wird  in  der  zweiten  Abhandlung  gegeben.        E.  E. 


J.  B.  Eck.     üeber  die  Verteilung  der  Äsen  der  Rota- 
tionsflächen zweiten  Grades,    welche  darch  gegebene 

Punkte  gehen.      Dias.  (Münster).  Bonn;  Carl  Georgi.  1890.  145 S. 

Die  umfangreiche  Abhandlung  zerfällt  in  einen  einleitenden 
Abschnitt  und  in  drei  Hauptcapitel,  in  denen  nach  einander  die 
Mannigfaltigkeiten  der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  Ober- 
haupt, der  Rotationscylinder  und  der  Rotationskegel  abgehandelt 
werden.  Die  Einleitung  wird  nötig,  um  den  parabolischen  Cj- 
lindern  ihre  Rolle  zuzuweisen.  Da  als  Rotationsfläche  jede 
Fläche  zweiten  Grades  gilt,  die  den  unendlich  fernen  Eugelkreis 
j('  in  zwei  Punkten  berührt,  so  treten  auch  sie  unter  den  be- 
trachteten Flächen  auf.  Da  die  Axe  einer  Rotationsfläche  ein- 
mal hinsichtlich  JC'  zur  Berührungssehne  polarreciprok  sein  muss 


Gftpital  5.    Neuere  synthetische  Qeomeirie.  669 

nnd  andererseits  die  Mittelpunkte  der  Fl&ohenkreise  enthält,  so 
betrachtet  Herr  Eck  als  Axe  des  parabolischen  Gylinders  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Ebenen,  welche  zu  den  Geraden  des 
Cylinders  senkrecht  stehen,  als  Mittelpunkt  den  Schnittpunkt  der 
Axe  mit  der  Berührungskante.  Als  Axe  eines  Paares  paral- 
leler Ebenen  kann  jede  su  ihnen  senkrechte  unendlich  ferne 
Gerade  gelten. 

Vorzflglich  kommen  die  entwickelten  Resultate  durch  die 
Gombination  dreier  Stammcomplexe  zu  Stande.  Der  erste,  A^, 
besteht  aus  den  Axen  der  il„  il„  i4,,  A^  enthaltenden  Rotations- 
flächen, der  zweite,  Z,,  aus  den  Axen  der  Rotationscylinder,  die 
il„  A^  enthalten,  und  der  dritte,  JT,,  aus  den  Axen  der  Rota- 
tiouskegel,  die  drei  Punkte  Ä^y  A^^  A^  enthalten.  A^,  bereits 
von  Laguerre  untersucht,  ist  vom  dritten  Grade;  von  seinen  acht 
Strahlenbttndeln  hat  eines  den  Mittelpunkt  C  der  A^A^A^A^  um- 
schriebenen Kugel  zum  Centrum,  die  anderen  Centren  liegen 
unendlich  fern  auf  den  Loten  iv»,  die  von  C  aus  auf  die  Ebenen 
des  Tetraeders  A^A^A^A^  sich  fällen  lassen,  und  auf  den  Geraden 
dihjmy  die  von  C  ausgehen  und  die  Paare  gegenflberliegender 
Kanten  desselben  treffen.  Der  Complexkegel  eines  beliebigen 
Punktes  P  enthält  ausser  PC  die  Parallelen  zu  den  cm  und  den 
dikMf  längs  der  ersteren  berührt  er  die  Ebenen  Pcm]  er  yer- 
schiebt  sich  also  zu  sich  selbst  parallel,  wenn  P  von  C  aus  auf 
einer  Geraden  fortschreitet.  Die  Gomplexcurve  in  irgend  einer 
Ebene  n  berührt  die  unendlich  ferne  Ebene  zweifach,  die  Ebenen 
Yiky  die  in  den  Mitten  der  Kanten  AiA^  senkrecht  stehen,  einfach, 
80  dass  das  erstere  Strahlenfeld  zwei-,  die  letzteren  einfach  zum 
Complex  gehören.    (§§  17-54.) 

Eine  Gerade  gehört  dem  Complex  Z,  an,  wenn  die  zu  ihr 
und  zu  A^A^  senkrechte  Gerade  in  dem  Halbirungspunkte  B,, 
der  Strecke  A^A^  trifft.  Da  demnach  der  Complexkegel  eines 
Punktes  P  den  Kreis  projicirt,  welchen  auf  ^,,  die  Kugel  über 
PB^^  ausschneidet,  so  ist  Z,  ein  Reye'scher  Complex,  dessen 
Tetraeder  ausser  J3,,  den  unendlich  fernen  Punkt  ^j,  der 
Geraden  AiA^  und  die  Kreispunkte  von  /,,  zu  Ecken  hat. 
(§§74-85.) 
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Am  meisten  Schwierigkeiten  macht  der  Complex  K^.  Um 
die  Axen  der  Rotationskegel  durch  J^,  A^^  J,  zu  erhalten,  die 
von  einem  Punkte  P  ausgehen  und  in  einer  Ebene  n  liegen, 
benutzt  Herr  Eck,  dass,  wenn  eine  Gerade  p  in  fr  um  P  sich 
dreht,  die  Spitzen  der  beiden  Rotationskegel  mit  der  Axe  p  and 
den  Punkten  ii^,  i4,  auf  einer  Gurve  &,,  vierter  Ordnung  mit 
dem  Doppelpunkte  P  fortschreiten.  Wird  J,  für  A^  eingeführt, 
so  entsteht  eine  analoge  Gurve  fc^,.  Von  den  zwölf  Schnitt- 
punkten ausserhalb  P  zwischen  ATj,  und  Je^,  fUhren  sechs  auf 
Gerade  der  gesuchten  Art,  die  flbrigen  auf  Gerade,  die  der 
Aufgabe  fremd  sind.    ÜT,  ist  somit  vom  sechsten  Grade. 

In  o  (=il,il,i(,)  liegen  als  Gomplexcurven  drei  Parabeln, 
von  denen  jede  eine  Ecke  des  Dreiecks  A^  A^A^  zum  Brennpunkte, 
die  gegenüberliegende  Seite  aber  zur  Directrix  hat.  In  jeder 
zu  a  senkrechten  Ebene  fi  ist  eine  Gomplexcurve  der  eine  Focal- 
kegelschnitt  der  Gurve  zweiten  Grades,  die  (fia)  zum  einen 
Durchmesser  hat  und  ii,,  il,,  A^  enthält.  Ein  vierfacher  Strahlen- 
bttndel  des  Complexes  geht  von  dem  senkrecht  über  a  im  Un- 
endlichen liegenden  Punkte  €  aus,  einfache  senden  die  Schnitt- 
punkte der  Ebenen  yn,  mit  ^'  und  die  beiden  Punkte  aus,  von 
denen  aus  ^'  in  den  A^A^A^  umschriebenen  Kreis  projicirt  wird. 
Einfache  Strahlenebenen  sind  y,„  y,,,  y^^]  mit  Hülfe  von  etwas 
subtilen  Betrachtungen  stellt  Herr  Eck  den  Satz  auf,  dass  die 
unendlich  ferne  Ebene  dreifach  zum  Gomplex  gehört,  vierfach 
aber  ausser  den  unendlich  fernen  Strahlen  von  €  die  Tangenten 
von  ^'  zählen.  Der  erste  Teil  der  Behauptung  hätte  sich  auf 
andere  Weise  sehr  einfach  erledigen  lassen.    (§§  102-131.) 

Zwei  Complexe  Ä^,  deren  jeder  zu  vier  von  fünf  Punkten 
A^^  ilg,  ...,  A^  gehört,  haben  ein  Strahlensystem  A,  siebenter 
Ordnung  und  zweiter  Klasse  (7, 2)  gemein,  dessen  Strahlen  Axen 
von  Rotationsflächen  sind,  welche  die  fünf  Punkte  enthalten. 
Die  Gongruenz  erweist  sich,  Herrn  Kummer'a  Entwickelnngen 
entsprechend,  als  frei  von  singulären  Punkten :  Die  zehn  Curven 
dritter  und  die  eine  Gurve  sechster  Klasse,  welche  die  allgemeine 
Theorie  fordert,  lassen  sich  in  den  Ebenen  y«  (t,  k  =  1,  2, . . .,  5) 
und  der  unendlich  fernen  Ebene  nachweisen.    (§§  55-66.) 
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Das  zn  il,,  . . .,  A^  gehörige  Strablensystem  R^  und  der  zu 
Ajy  A^y  A^^  A^  gehörige  Complex  R^  haben  die  Axen  der  Rotations- 
flächen mit  einander  gemein ,  die  alle  sechs  Punkte  enthalten. 
Ihre  Regelfläche  ist  zunächst  nach  der  Halphen'schen  Formel  von 
der  27.  Ordnung,  aber  es  lösen  sich  als  fremde  Bestandteile  die 
unendlich  fernen  Geraden  von  R^  zweifach  und  die  in  }/„,  y^^,  y^^ 
liegenden  einfach  ab,  so  dass  eine  Regelfläche  sechster  Ordnung 
übrig  bleibt  Sie  hat  mit  jeder  Ebene  ^^  drei,  mit  der  unend- 
lich fernen  Ebene  vier  Erzeugende  und  einen  Kegelschnitt  gemein. 
Diese  Ergebnisse  bestätigen  in  verschiedenen  Arten,  dass  vier 
Rotationsflächen  durch  sieben  Punkte  sich  legen  lassen.  (§§  68-73.) 

Nebenher  geht  im  ersten  Hauptteile  die  Untersuchung  der 
Rotationsparaboloide.  Je  nachdem  drei,  vier  oder  fttnf  Punkte 
vorliegen,  erhält  man  für  die  Axen  einen  Complex  dritten  Grades 
(§  40),  ein  Strahlensystem  siebenter  Ordnung  und  zweiter  Klasse 
(§  43)  oder  eine  Regelfläche  sechsten  Grades.   (§  67.) 

Die  beiden  zu  ilj,  A^  und  il,,  A^  gehörenden  Complexe  Z, 
haben  ein  Sfrahlensystem  Z,  vierter  Ordnung  und  dritter  Klasse 
gemein,  welches  die  Axen  der  A^^  A^^  A^  enthaltenden  Rotations- 
cylinder  aufweist.  Singulare  Punkte  des  Systems  sind  £„,  £3,, 
Bj,  und  Sl„,  51,,,  Sl,j,  ferner  die  Schnittpunkte  von  Ä*  mit  den 
Ebenen  /„,  y,,,  /,,.  Ausser  den  Ebenen  y^k^  deren  jede  die 
Tangenten  einer  Parabel  zum  System  beiträgt,  wäre  nach  Herrn 
Eck's  Entwickelungen  noch  die  unendlich  ferne  Ebene  singulär, 
und  zwar  enthielte  sie  den  Strahlenbüschel,  dessen  Centrum  senk- 
recht über  a  liegt,  und  die  Tangenten  von  Ä'.    (§§  85-96.) 

Sind  von  den  Rotationscylindern  vier  Punkte  iij,  J,,  A^^  A^ 
gegeben,  so  hat  der  zu  ^,  A^^  ii,,  A^  gehörige  Complex  R^  mit 
dem  zu  il„  ii„  A^  gehörigen  System  Z,  ausser  den  in  p/,,,  /,^, 
y^^  liegenden  Geraden  von  Z,  und  den  zweifach  zählenden  un- 
endlich fernen  Geraden  noch  eine  Regelfläche  neunter  Ordnung 
gemein,  der  die  gesuchten  Axen  angehören.  Die  Fläche  hat  je 
drei  Gerade  in  den  Ebenen  yn^  und  sechs  im  Unendlichen. 
Ebenso  muss  die  Regelfläche  aber  entstehen,  wenn  man  das 
zu  A,,  ^,  ii,  gehörige  System  Z,  mit  dem  A,,  A,  zugehörigen 
Complex  Z,  schneidet.     Hierbei  würde  sich  nach  Ablösung  der 
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unendlich  fernen  Bestandteile  von  Z^  eine  Regelflftche  elfter 
Ordnung  ergeben.  Zur  Lösung  dieses  Widerspruchs  nimmt  Herr 
Eck  an,  dass  Z^  und  Z,  die  Tangenten  von  St^  zweifach  mit- 
einander gemein  haben.  Die  Zahl  der  Kotationscylinder  durch 
fOnf  Punkte  findet  Herr  Eck  im  Einklang  mit  einer  von  Herrn 
Kiefer  herrührenden  und  yerwandte  Probleme  behandelnden  Sehriß 
gleich  sechs.    (§§  97-101.) 

Die  Rotationskegel  durch  A^^  A^^  ii„  A^  haben  ihre  Axen 
zugleich  in  dem  zugehörigen  Complex  Jt^  und  in  dem  il,,  J,,  i, 
entsprechenden  Complex  Jf,.  Das  System  derselben  ist  von  der 
14.  Ordnung  und  der  sechsten  Klasse.  Singul&r  sind  die  unend- 
lich ferne  Ebene  und  die  Ebenen  Yik^  in  denen  Curven  elfter, 
bez.  sechster  Klasse  sich  vorfinden  (§§  132-140).  Den  Complex 
K^  mit  einem  zu  A^^  ...^  A^  gehörigen  Strahlensjstem  A^  schnei- 
dend,  kommt  man  zu  einer  Regelfläche  18.  Ordnung  für  die 
Axen  der  diese  Punkte  enthaltenden  Rotationskegel  (§§  141-142). 
Die  Zahl  der  Rotationskegel  durch  sechs  Punkte  ergiebt  sich  auf 
verschiedene  Weise  gleich  zwölf  (§  143).  In  manchen  Einzel- 
heiten kommt  Herr  Eck  zu  anderen  Resultaten  als  Herr  Kiefer. 

E.  K. 


A.  Cayley.     Od  reciprocal  Hnes.    Meea.  (2)  xix.  174-175. 

Wenn  zwei  Gerade  in  Bezug  auf  eine  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  conjugirte  Polaren  sind,  so  ist  jeder  Punkt  der  einen 
und  jeder  Punkt  der  andern  harmonisch  bezüglich  der  Ober- 
fläche. Dieser  Satz  kann  auch  aus  einem  anderen  Gesichtspunkte 
betrachtet  werden.  Wenn  die  erste  Gerade  die  Oberfläche  in 
A^  C  schneidet  und  die  zweite  in  B,  D,  so  sind  AB,  BCj  CD,  DA 
Gerade  der  Oberfläche,  AB  und  CD  z.  B.  Leitlinien,  BC  und  AD 
Erzeugende,  indem  nämlich  die  beiden  reciproken  Geraden  die 
Diagonalen  AC  und  BD  des  windschiefen  Vierecks  sind.  Nimmt 
man  auf  AC  einen  Punkt  P  und  auf  BD  einen  Punkt  Q,  so  be- 
steht die  neue  Fassung  des  Satzes  darin,  dass,  wenn  PQ  die 
Oberfläche  in  X  und  Y  berührt,  dann  die  vier  Punkte  P,  0,  X,  Y 
harmonisch  sind.  GIr.    (Lp.) 
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Th.  Ret£.     Der  gegenwärtige  Stand   unserer  Kenntnis 
der  kubischen  Raumcurven,    übersichtlich  dargestellt. 

Hamb.  Mitt.  II.  43-60. 

Das  200-jährige  Stiftungsfest  der  ältesten  mathematischen  Ge- 
sellschaft forderte  naturgemäss  zu  Rückblicken  auf  die  Geschichte 
der  Mathematik  auf.  Und  so  hat  auch  Herr  Reye  durch  die  vor- 
liegende inhaltreiche  Arbeit  f&r  die  anlässlich  jenes  Stiftungsfestes 
erschienene  Festschrift  zu  der  Geschichte  der  modernen  Mathe- 
matik einen  wichtigen  Beitrag  geliefert.  Die  Raumcurven  dritter 
Ordnung  haben  sowohl  dadurch,  dass  sie  die  einfachsten  Raum- 
curven sind,  wie  auch  dadurch,  dass  sie  für  die  Geometrie  des 
Raumes  eine  ähnliche  Bedeutung  haben  wie  die  Kegelschnitte, 
die  Aufmerksamkeit  der  Geometer  in  den  letzten  Jahrzehnten 
mehr  und  mehr  auf  sich  gezogen.  Schon  1827  lieferte  Möbius  in 
seinem  y,Barycentrischen  Calcül"  eine  analytische  Darstellung 
der  kubischen  Raumcurve  &'.  Dann  gab  Ghasles  1837  den  Grad 
4  der  abwickelbaren  Fläche  ihrer  Tangenten  an,  und  Cayley 
bewies  1845,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  Bisecante 
der  k*  hindurch  geht.  Am  meisten  aber  regten  zum  Studium  der 
P  die  Sätze  an,  welche  Chasles  1857  über  diese  Curve  ohne 
Beweis  veröffentlichte  (C.  R.  1857,  Journ.  de  Math.  (2)  II.  1857). 
Seitdem  ist  über  die  k*  eine  reichhaltige  Litteratur  entstanden. 
Von  dieser  seien  hier  namentlich  folgende  Werke  und  Abhand- 
langen hervorgehoben.  Eine  systematische  Untersuchung  der  k* 
findet  man  besonders  in  Reye's  „Geometrie  der  Lage**  (II.  Auflage 
1880)  und  in  Schröter's  „Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
and  der  Raumcurven  dritter  Ordnung^.  Ausserdem  beachte  man: 
Cremona  (Annali  di  Mat.  (1)  I,  II,  V,  ferner  J.  für  Math.  LVIII, 
LX,  LXIII  und  Nouv.  Ann.  (2)  I),  Schröter  (J.  für  Math.  LVI), 
V.  Staudt  (Beiträge,  3.  Heft,  Nürnberg  1860),  Sturm  (J.  für  Math. 
LXXIX,  LXXX,  LXXXVI,  Math.  Ann.  XXVI),  Schubert  (Calcül 
der  abzählenden  Geometrie  1879),  Voss  (Math.  Ann.  XIII), 
F.  Meyer  (Apolarität  und  rationale  Curven,  Tübingen  1883), 
H.  Krüger  (Die  Focaleigensch.  d.  kubischen  Raumcurven,  Diss. 
Breslau  1885).  Diese  Litteratur  hebt  Herr  Reye  in  der  Einlei- 
tung zu  seiner  Arbeit  in  erster  Linie  hervor;   bei  Gelegenheit 

Fortaohr.  d.  Math.  XXII.  2.  43 
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des  Aufbaus  der  bisher  erkannten  Eigenschaften  der  k*  werden 
dann  noch  einige  andere  Abhandlungen  citirt.  Die  Aufzählung 
aller  der  von  Herrn  Reje  übersichtlich  zusammengestellten  Eigen- 
schäften der  k*  würde  die  Grenzen  eines  Referats  übersteigen. 
Am  Schluss  hebt  der  Verf.  mit  Recht  hervor,  dass  wir  unsere 
Kenntnis  über  die  k*  lediglich  der  synthetischen  Geometrie  ver- 
danken, indem  die  Infinitesimal-Geometrie  zu  der  Kenntnis  dieser 
einfachsten  algebraischen  Raumcurven  kaum  etwas  beigetragen 
hat  Namentlich  wissen  wir  so  gut  wie  nichts  über  die  Krümmung 
und  Torsion  der  k\  ihre  Krümmungskreise,  die  sie  doppelt  be- 
rührenden und  hyperosculirenden  Kugeln,  ihre  Normalebenen, 
ihre  Haupt-  und  Binormalen,  ihre  Evoluten  und  Evolventen. 

Seht 

6.  KoHN.     Ueber  eine  neue  EJrzeugungsart  der  Flächen 

dritter  Ordnung.    Wien.  Ber.  XOIX.  683-691. 

Die  Punkte,  in  denen  die  Strahlen  eines  linearen  Gomplexes 
von  den  oo'  durch  fünf  gegebene  Punkte  gehenden  Raumcurven 
berührt  werden,  erzeugen  eine  Fläche,  die  natürlich  dritter  Ord- 
nung ist,  und  von  der  Herr  Kohn  nachweist,  dass  sie  punkt- 
allgemein ist.  Aus  dieser  Erzeugungsart  leitet  der  Verfasser 
geometrisch  die  Sätze  ab,  welche  Herr  Caporali  über  Gruppen 
von  fünf  Flächenpunkten  durch  Rechnung  gefunden  hat  (Akademie 
zu  Neapel  1881,  Acc.  dei  Lincei,  (3)  I.  1877).  Ausserdem  ent- 
springen aus  der  angegebenen  Quelle  auch  neue  Sätze,  von  denen 
wir  beispielsweise  anführen :  „Zwölf  Punkte,  welche  mit  den  fünf 
Ecken  und  zehn  Diagonalpunkten  eines  räumlichen  Fünfecks 
zusammen  die  27  Schnittpunkte  von  drei  Flächen  dritter  Ordnung 
bilden,  .liegen  immer  auf  einer  und  derselben  Fläche  zweiter 
Ordnung,  und  die  dem  Fünfeck  umschriebene  und  durch  einen 
der  zwölf  Punkte  gehende  Raumcurve  dritter  Ordnung  bat  in 
diesem  Punkte  eine  Erzeugende  der  Fläche  zweiter  Ordnung  als 
Tangente".  Seht 

E.  CiANi.     Sülle  superficie  cubiche,   la   cui  Hessiana  si 

spezza.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VIi.  55-63. 
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Herr  G.  gelangt  zu  folgendem  Resultat:  Die  Hesse'sche 
Fläche  einer  Fläche  dritter  Ordnung  kann  entweder  in  einen 
Kegel  dritter  Ordnung  und  eine  Ebene  oder  in  einen  Kegel 
zweiten  Grades  und  eine  durch  seine  Spitze  gehende  Doppel- 
ebene zerfallen.  Im  ersten  Falle  hat  die  Spitze  des  Kegels  die 
doppelt  gezählte  Ebene  zur  Polarfläche,  und  die  Schnittcurve 
beider  ist  die  Hesse'sche  Gurve  der  Schnittlinie  zwischen  Ebene 
und  Grundfläche.  Der  Kegel  kann  wohl  in  drei  Ebenen,  nicht 
aber  in  eine  Ebene  und  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  zerfallen. 
Der  zweite  Fall  tritt  nur  dann  ein,  wenn  die  vorgelegte  Fläche 
einen  uniplanareu  Punkt  besitzt.  E.  K. 


K.  Stoltz.  Untersuchung  der  Fläche  dritter  Ordnung 
hinsichtlich  der  projectiv  verallgemeinerten  Mittel- 
punkts-Eigenschaften.    DisB.  Giessen.  18  S.  4«. 


H.    Schröter«      GrundzOge     einer     rein    geometrischen 
Theorie  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species. 

Leipzig.  B.  6.  Teabner.  VI  a.  101  S.  8<>. 

Die  im  Titel  genannte  Gurve,  der  vollständige  Schnitt  zweier 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  ist  nicht  allein  in  vielen  grösseren 
geometrischen  Werken  gelegentlich  berührt  und  untersucht,  sondern 
auch  recht  oft  der  Gegenstand  besonderer  Abhandlungen  gewesen. 
Die  vom  Verfasser  des  vorliegenden  Buches  angegebene  Litteratur 
ist  eine  so  reichhaltige,  dass  Referent  darauf  verzichten  muss, 
sie  hier  wiederzugeben.  Trotzdem  waren  bisher  die  Eigenschaften 
der  et  noch  nie  sämtlich  aus  den  Elementen  der  räumlichen 
Geometrie  rein  geometrisch  abgeleitet.  Dies  thut  hier  der  der 
Wissenschaft  inzwischen  durch  den  Tod  entrissene  Geometer  in 
der  ihm  eigenen,  ebenso  geschickten  wie  gründlichen  Weise. 
Naturgemäss  stützen  sich  seine  Untersuchungen  auf  seine  früheren 
synthetischen  Arbeiten,  namentlich  auf  seine  Bücher  über  „Kegel- 
8ehnitte''f  über  „Oberflächen  zweiter  Ordnung  und  Raumcurven 
dritter  Ordnung",  sowie  über  „ebene  Curven  dritter  Ordnung^. 

43* 
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Hauptsächlich  kam  es  in  dieser  Schrift  auch  darauf  an,  alle  jene 
Eigenschaften  synthetisch  zu  erkennen,  welche  aus  der  Darstellung 
der  Coordinaten  eines  Punktes  der  Gurve  durch  einen  Parameter 
vermittelst  doppelt  -  periodischer  Functionen  und  aus  einer  An- 
wendung des  Aberschen  Theorems  entsprossen  sind  (Clebsch  in 
J.  fElr  Math.  LXIII).  In  der  Einleitung  verkennt  der  Verfasser 
nicht,  dass  er  manche  wichtige  Fragen,  besonders  die  Realitäts- 
und Gestaltungs- Verhältnisse,  noch  unerörtert  gelassen  hat,  Fragen 
die  einer  weiteren  Forschung  vorbehalten  bleiben.  Da  es  die 
Grenzen  eines  Referats  flberschreiten  würde,  wenn  hier  auf  die 
entwickelten  Eigenschaften  oder  gar  die  Art  ihrer  Ableitung 
eingegangen  würde,  so  begnügt  sich  der  Referent  damit,  die 
Ueberschriften  der  zwölf  Paragraphen  anzugeben,  in  die  das 
Buch  zerfällt. 

§  1.    Die  Ci  als  Grundcurve  eines  Büschels  von  Flächen 
zweiten  Grades. 

§  2.  Construction  der  Ct  durch  acht  willkürlich  und  unab- 
hängig von  einander  gegebene  Punkte. 

§  3.  Tangente  und  Schmiegungsebene  in  einem  Punkte 
der  Ci. 

§  4.  Bestimmung  der  Ct  durch  zwei  Tripel  von  je  drei 
Punkten  und  lineare  Construction  weiterer  Punkte  der  Raumcurve. 

§  5.    Charakteristische  Eigenschaft  eines  Punktetripels  der  C? . 

§  6.  Tetraeder,  die  der  Ct  einbeschrieben  sind,  and  deren 
Seitenflächen  ihr  in  vier  anderen  Punkten  einer  Ebene  begegnen. 

§  7.  Die  Reye'sohen  Sätze  über  Gruppen  von  acht  associirten 
Punkten  auf  der  Ct. 

§  8.  Punktquadrupel  auf  der  Cf ,  deren  Tangenten  bjrper« 
boloidisohe  Lage  haben. 

§  9.  Einige  Eigenschaften  von  Punktquadrupeln  der  Cf  im 
Zusammenhange  mit  dem  gemeinsamen  Polartetraeder  desBüschels, 
dessen  Grundcurve  die  Ct  ist. 

§  10.  Besondere  Hyperboloide  des  Büschels,  dessen  Grund- 
curve die  Ci  ist. 

§  11;  Die  16  Wendeberührungspunkte  der  Cf  und  ihre  Ver- 
teilung zu  je  vieren  in  Ebenen. 
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§  12. '  Tetraeder,    deren   Seitenflächen   sämtliche  Wende- 
berQhrungspankte  der  Cf  zu  je  vieren  enthalten.  Seht. 


Em.  Wbtb.     Ueber  Baumcurven  sechster  Ordnung  vom 
Geschlecht  Eans.     (Erste  Mitteilung.)     Wien.  Ber.  xcix. 

932  -  951. 

Anschliessend  an  seine  Abhandlung  ^Ueber  Raumcurven 
ffinfter  Ordnung  vom  Geschlecht  Eins'^  (Wien.  Ber.  Mai  1888), 
behandelt  der  Verfasser  in  der  vorliegenden  Arbeit  die  Raum- 
curve  R^  sechster  Ordnung  vom  Geschlecht  Eins.  Ausgeschlossen 
von  der  Behandlung  sind,  ohne  dass  es  der  Verfasser  sagt, 
diejenigen  Curven,  welche  Doppelpunkte  haben,  also  auch  solche, 
welche  auf  Flächen  zweiter  Ordnung  liegen.  Es  wird  dann  ge- 
zeigt, dass  alle  Flächen  dritter  Ordnung,  welche  A,  enthalten, 
einen  Flächenbtlschel  bilden,  dessen  Grundcurve,  abgesehen  von 
R^j  aus  drei  Quadrisecanten  Q,,  Q„  Q,  der  R^  bestehen.  Die  drei 
Geraden  0^,  Q,,  Q,  bestimmen  ein  Hyperboloid  J7,  dessen 
Tangentialebenen  die  R^  in  sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes 
treffen.  Jede  Ebene,  welche  zwei  ausserhalb  A,  sich  schneidende 
Triseeanten  von  R^  verbindet,  ist  Tangentialebene  von  H.  Ferner 
wird  gezeigt,  dass  die  Fläche  Q  der  Triseeanten  von  der  sech- 
zehnten Ordnung  ist  und  von  jeder  ß,  enthaltenden  kubischen 
Fläche  ausser  in  A^,  0,,  0,,  Q,  noch  in  sechs  Triseeanten  ge- 
schnitten wird.  Nun  wird  die  Lage  der  27  Geraden  einer  solchen 
kubischen  Fläche  gegenüber  der  A.  untersucht.  Dies  führt  zu 
dem  Satze,  dass  die  zwölf  Knotenpunkte  von  kubischen  Flächen 
des  Büschels  zu  je  vieren  auf  den  drei  Geraden  Q,,  0,,  Q^  liegen. 
Es  wird  dann  umgekehrt  gezeigt,  dass  im  allgemeinen  der  zweite 
Schnitt  zweier  kubischen  Flächen,  welche  drei  windschiefe  Geraden 
gemein  haben,  eine  A.  vom  Geschlecht  Eins  ist.  Zum  Schlüsse 
wird  der  Satz  aufgestellt:  „Wenn  eine  Raumcurve  sechster  Ord- 
nung zwei  Quadrisecanten  besitzt,  so  besitzt  sie  wenigstens  noch 
eine  dritte  Quadrisecante  und  ist  vom  Geschlecht  Eins,  oder 
sie  besitzt  noch  weitere  vier  Quadrisecanten  und  ist  rational.^ 

Die  Beweisführung  in   dieser  Arbeit  scheint  dem  Bericht- 
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erstatter  nicht  immer  befriedigend;  so  z.  B.  heisst  es  in  No.  5, 
wo  zunächst  gezeigt  wird,  dass  eine  Trisecante  T  von  zwei  an- 
deren T  und  T"  geschnitten  wird:  „Sie  selbst  (T'  und  T")  müssen 
zu  einander  windschief  sein,  weil  sonst  neun  Punkte  von  R^  in 
einer  Ebene  liegen  w&rden^.  Dieser  Schluss  ist  nicht  richtig, 
denn  die  drei  Trisecanten  könnten  doch  wohl  durch  einen 
Punkt  gehen!  W.  St 

R.  Stürm.     Einteilung  der  Strahlencongruenzen  zweiter 
Ordnung  mit   Brenn-   oder  singulären  Linien.      Math. 

Ann.  XXXVI.  467-472. 

Der  Verfasser  fügt  hier,  ohne  die  Beweise  mitzuteilen, 
zu  den  von  Herrn  Kummer  angegebenen  Strahlensystemen  zwei- 
ter Ordnung  noch  vier  neue  Arten  hinzu.  Später  hat  bekannt- 
lich Herr  Schumacher  die  Aufzählung  dieser  Strahlensysteme 
abgeschlossen.  W.  St. 

R.  Stubm.     Ueber  die  sogenannten  Strahlen-Congruenzen 
ohne  Brennfläche.    Hamb.  Mitt  Ii.  61-68. 

Ausser  der  linearen  Congruenz  und  der  Congmenz  der 
Doppelsecanten  einer  kubischen  Raumcurve  besitzen  alle  Gon- 
gruenzen  eine  Brennfläche,  auch  diejenigen,  von  denen  man  bis- 
her sagte,  dass  sie  nur  Brenncurven,  aber  keine  Brennfiäche 
haben.  Dies  folgt  schon  aus  den  allgemeinen  Strahlen-Coincidenz- 
formeln  des  Referenten  (Calcül  d.  abz.  O.,  Schluss  von  §  15).  Die 
dort  e  genannte  Zahl  ist  das  Doppelte  von  der  Zahl,  welche  Herr 
Schumacher  (Mtlnchen  1885)  mit  q  bezeichnet  hat,  und  welche 
Herr  Sturm  nRang''  der  Congruenz  nennt.  Es  ist  dies  die  Zahl, 
welche  angiebt,  wie  oft  es  vorkommt,  dass  auf  einer  beliebig 
gegebenen  Geraden  der  Schnittpunkt  zweier  Congruenzstrahlen 
liegt,  deren  Verbindungsebene  durch  eben  diese  Gerade  hindurch- 
geht. Der  Verfasser  der  vorliegenden  Abhandlung  discutirt  nan 
eingehend  mehrere  Congruenzen  hinsichtlich  ihrer  Brennfl&chen. 
So  zeigt  sich,  dass  bei  der  Congruenz  der  Doppelsecanten  einer  be- 
liebigen Raumcurve  als  Brennfläche  die  abwickelbare  Fläche  der 
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doppelten  BerQhrungsebenen  der  Raumcurre  auftritt,  indem  die 
ao'  Congruenzstrahlen ,  welche  Erzeugende  dieser  Fläche  sind, 
alle  ihre  Punkte  zu  Brennpunkten  haben.  Aehnliches  gilt  für 
die  Congruenz  der  gemeinsamen  Treffgeraden  zweier  Raumcurven. 
Um  eine  Congruenz  zu  bekommen,  die  eine  Brenncurve  und  eine 
Brennfläche  hat,  fasst  Herr  Sturm  die  oo'  Strahlen  zusammen, 
von  denen  jeder  eine  Fläche  T  bertthrt  und  eine  Raumcurve  ß, 
trifft.  Wirft  die  Fläche  T  in  jeden  beliebig  gegebenen  Strahlen- 
bfisehel  q  Tangenten,  und  die  Gurve  R^  in  jeden  solchen  Strahlen- 
bfischel  /Uj  Treffgerade,  so  ist  Ordnung  und  Klasse  der  erzeugten 
Congruenz  natürlich  gleich  Q,^^.  Weiter  ergiebt  sich,  dass  die 
Tollständige  Punkt-Brennfläche  durch  die  fi^- fache  Fläche  T  und 
durch  die  Developpable  der  gemeinsamen  Berührungsebenen  von 
T  und  A,  gebildet  wird,  während  die  Ebenen-Brennfläche  sich 
aus  dem  /u^- fachen  T  und  dem  ^-fachen  Ort  zweiter  Stufe  der 
Berührungsebenen  von  A,  zusammensetzt.  Indem  der  Verfasser 
dann  noch  die  Congruenz  untersucht,  deren  Strahlen  eine  mit 
einer  (ju— 2)- fachen  Geraden  behaftete  Fläche  fi^  Ordnung  be- 
rühren und  eben  diese  Gerade  auch  treffen,  nähert  er  sich 
einem  Teile  der  Kummer'schen  Untersuchungen  über  Strahlen- 
systeme (Berl.  Akademie  1866).  Die  von  Herrn  Sturm  hier 
untersuchten  Congruenzen  haben  also  die  Eigenschaft,  dass  zur 
Erzeugung  der  Brennfläche  nicht  alle  Strahlen,  sondern  nur  oo^ 
Strahlen  beitragen,  die  aber  dann  jeder  statt  zwei  oo^  Brenn- 
punkte haben,  während  die  übrigen  Strahlen  durch  ihre  Brenn- 
punkte die  Brenncurven  erzeugen.  Seht. 


P.   H.   SCHOÜTE.      Solution   of  question   9490.  Bd.  Times  LII. 
77  -  78. 

Zwei  windschiefe  Geraden  seien  die  Leitlinien  einer  Con- 
gruenz (1|1).  Der  Ort  ftlr  die  Axen  der  Complexe  erster  Ord- 
nung, welche  durch  die  Congruenz  gehen,  ist  eine  Regelfläche 
dritter  Ordnung,  deren  Doppellinie  der  kürzeste  Abstand  der 
beiden  Leitlinien  ist,  während  ihre  einfache  Linie  (d.  h.  nicht 
eine  Erzeugende)  von  der  Geraden  im  Unendlichen  gebildet 
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wird,  die  allen  zu  beiden  Leitlinien  parallelen  Ebenen  gemein- 
schaftlich ist.  Lp. 

C.  Küpper,      üeber  benachbarte,   windschiefe  Strahlen 
im  linearen  Complexe.   Monatsh.  f.  Math.  i.  451-456. 

Wird  durch  einen  Complexstrahl  a  ein  beliebiges  Gomplex- 
hyperboloid  gelegt,  so  ist  die  unendlich  nahe  bei  a  liegende 
Gerade  6  desselben  ein  Nachbarstrahl  von  a.  Zur  Fixirung 
eines  bestimmten  Nachbarstrahls  kann  man  zwischen  den  durch 
a  gehenden  Ebenen  und  den  auf  a  liegenden  Punkten  eine  Pro- 
jectiyität  festsetzen.  Stellt  man  dann  zu  einer  Geraden  a  pro- 
jectivisoh  zwei  benachbarte  6,  V  auf,  „so  sind  damit  zwei  Strah- 
lenbüschel (ff),  (®)  gegeben,  deren  Gentra  e^,  ej  auf  a  liegen, 
deren  Ebenen  £,,  @j  durch  a  gehen,  und  deren  Strahlen  sämt- 
lich von  a,  6,  V  geschnitten  werden.  Ausser  diesen  Geraden 
6,  ®  existirt  keine,  der  diese  Eigenschaft  zukäme;  fr,  fr'  aber 
gehören  zu  einer  einfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  von  Nach- 
bargeraden, welche  alle  je  zwei  jenen  Büscheln  entnommene 
Gerade  treffen".  „Jeder  lineare  Complex,  welcher  irgend  zwei 
je  einem  der  Büschel  (ff),  (®)  entnommene  Gerade  als  Conjugirte 
hat,  enthält  als  Strahlen  diese  oo'  Nachbarn  von  a,  und  jeder 
lineare  Complex,  in  welchem  a  nebst  zwei  der  letzteren  als 
Strahlen  vorkommen,  enthält  sie  alle,  und  es  sind  in  ihm  die 
Strahlen  ff  mit  denen  ®  als  conjugirte  Gerade  gepaart.^  Ein 
solches  geometrisches  Gebilde  („Garbe^)  wird  z.  B.  von  den 
Normalen  a,  fr,  fr',  ...  einer  Fläche  gebildet,  welche  einer  be- 
stimmten a  unter  ihnen  unendlich  nahe  liegen.  Hk. 


Th.  Schmid.  üeber  BerOhrungseurven  und  HOlltorsen 
der  windschiefen  Helikoide  und  ein  dabei  auftreten- 
des zwei  -  zweideutiges  Nullsystein.       Wien.   Ben   xcix. 

952-9G6.    Mit  1  Taf. 

Die  Abhandlung  erörtert  zuerst  die  Natur  der  allgemeinen 
Schraubenregelfläche  und  erledigt  das  Berührungsproblem  nach 
einer  beachtenswerten,  einfachen  Methode.     Hierauf  werden  für 
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die  allgemeine  Fläche  und  ihre  verschiedenen  Sonderfälle  die 
zwei  Aufgaben  behandelt:  1)  Die  Berührangscurve  einer  Hüll- 
torse,  deren  Richtungskegel  gegeben  ist,  in  orthogonaler  Pro- 
jection  parallel  zur  Äxe  zu  bestimmen.  2)  Den  Richtungskegel 
der  HQlltorse  zu  finden,  für  welche  die  Projeotion  der  Berüh- 
rungscurve  gegeben  ist.  Hierbei  ergiebt  sich  die  Beziehung 
zwischen  der  Projection  der  Berfihrungscurve  und  der  Spur  des 
(zweckmässig  gelegten  und  um  90^  um  die  Schraubenaxe  ge- 
drehten) Bichtungskegels,  dass  sich  beide  als  entsprechende  Ge- 
bilde in  einem  zwei -zweideutigen  Nullsystem  darstellen,  wodurch 
sich  die  auf  das  Problem  bezüglichen  Fragen  auf  leichte  Weise 
erledigen.  Die  vom  Verf.  benutzte  Methode  erweist  sich  als 
einfach  und  fruchtbar.*  Hk. 


A.  BiFFiGNANDi.    Dimostrazionc  di  un  teorema  di  Dupin 
e  sua  applicazione.    Bau.  6.  xxviii.  202-208. 

Es  wird  zunächst  eine  einfache  synthetische  Darstellung 
des  allgemeinen  Diakaustikenproblems  im  Anschluss  an  Dupin 
mit  Benutzung  einer  rechtwinkligen  Trajectorienfiäche  des  ge- 
brochenen Strahlenbttndels  gegeben.  Daran  schliesst  sich  als 
Anwendung  die  Bestimmung  der  diakaustischen  Linie  eines  an 
einer  Geraden  sowie  an  einem  Kreise  gebrochenen  ebenen 
Strahlenbfischels  als  Evolute  der  Trajectoriencurve.         Hk. 


D.    Gebilde  in  Bäumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen. 
C.  Cranz.     Gemeinverständliches    über  die   sogenannte 

vierte    Dimension.     Virchow  q.  Holtzendorff  Vorträge.  70  s. 

Nach  ausführlicher  Darlegung  derjenigen  Thatsachen  der 
Geometrie,  welche  zur  Erweiterung  des  gewöhnlichen  Raum- 
begriffs geführt  haben,  werden  in  gleicher  Weise  die  an  den 
vierdimensionalen  Raum,  namentlich  von  Zöllner,  geknüpften 
physikalischen  Hypothesen  besprochen.  Die  Versuche,  diesen 
Raum  als  einen  realen  für  spiritistische  und  theologische  Zwecke 
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in  Anspruch  za  nehmen,  werden  sachgemäss  zurQckgewiesen. 
Dagegen  muss,  gegenüber  den  vom  Verf.  hier,  wie  später  noch 
an  anderer  Stelle,  erhobenen  Einwänden,  die  Berechtigung  und 
Brauchbarkeit  der  dreidimensionalen  Projections  -  Darstellungen 
vierdimensionaler  Gebilde  als  wissenschaftlich  unanfechtbar  anf- 
recht  erhalten  werden.  Ebenso  wenig  ist  es  zutreffend,  wenn 
der  Verf.  den  vierdimensionalen  Raum  und  seine  Geometrie  mit 
dem  Schlagwort  „analytische  Fiction^  abfertigt,  da  doch  alle 
Methoden  der  Geometrie  mit  gleicher  Denknotwendigkeit  in  ihn 
hineinfflhren.  Schg. 

G.  BoRDiGA.     Di   una   certa   oongruenza   del    terzo  er- 
dine  e  della  sesta  classe  dello  spazio  ordinario.    Rom. 

Acc.  L.  Rend.  (4)  VIi.  813. 

Drei  collineare  Kaumbündel  dritter  Stufe  eines  Raumes  vier- 
ter Dimension  erzeugen  in  den  Schnittlinien  homologer  Räume 
einen  linearen  Gomplex,  dessen  singulare  Fläche  Fl  von  der 
sechsten  Ordnung  ist.  Sie  ist  der  Ort  der  Punkte,  in  welchen 
homologe  Ebenen  der  BOndel  sich  treffen.  Jeder  dieser  Punkte 
sendet  einen  rationalen  Kegel  dritter  Ordnung  in  den  Complex. 
Bezieht  man  nun  die  Raumbttndel  coUinear  auf  einen  Punktraum, 
so  entspricht  jedem  Strahl  des  Complexes  ein  Punkt  und  jedem 
der  erwähnten  Kegel  dritter  Ordnung  eine  Gerade.  Das  aus 
diesen  bestehende  Strahlensystem  ist  von  der  sechsten  Klasse 
und  dritten  Ordnung  und  wird  mit  Hülfe  seiner  Abbildung  auf 
Fl  genauer  untersucht.  E.  K. 


M.  PiERL      Sulla   geometria   projettiva    delle    forme  di 
4*  spezie.   Batt.  G.  xxviii.  209-218. 

Bekanntlich  kann  man  in  sehr  einfacher  Weise  die  Strahlen 
des  Raumes  eindeutig  auf  die  Punkte  eines  Raumes  vierter 
Dimension  beziehen.  Während  man  dies  gewöhnlich  benutzt, 
um  aus  Eigenschaften  des  Raumes  vierter  Dimension  Thatsacben 
der  Strahlengeometrie  abzuleiten,  schlägt  Herr  P.  hier  den  um- 
gekehrten Weg  ein.     So   formt  sich  der  Satz  von  den  beiden 
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Regelscharen  eines  einschaligen  Hyperboloids  in  folgendes  Theo- 
rem um:  „Die  Ebenen,  welche  zu  gleicher  Zeit  eine  Normalcurye 
des  Raumes  vierter  Dimension  und  drei  windschiefe  Sehnen 
a\  b\  c'  derselben  treffen,  treffen  sämtlich  noch  genau  eine 
Normalcurve  mit  den  drei  Sehnen  a\  b\  c'  ^,  Als  einen  Special- 
fall erhält  man  einen  bereits  von  Herrn  Segre  bewiesenen  Satz. 

E.  K. 


E.    Absählende  Geometrie. 

H.  Schubert.      Kegelschnitt- Anzahlen    als  Functionen 
der  Raumdimension  n.    Hamb.  Mitt.  il.  172-184. 

Im  Anschluss  an  frfthere  Untersuchungen  ttber  die  Anzahlen 
„linearer*"  Gebilde  (Punkte,  Geraden,  Ebenen  u.  s.  w.)  im  n-dimen- 
sionalen  Räume  (/2m)  beantwortet  der  Verf.  in  dieser  Abhandlung 
die  Frage,  wie  viele  „Kegelschnitte^  ihre  Ebene  durch  jeden 
Ton  a  gegebenen  ß«_3  schicken,  auf  6  gegebenen  Am.s  je  einen 
Punkt  und  auf  c  gegebenen  An-i  je  eine  Tangente  besitzen. 
Diese  Aufgabe  wird  zuerst  fOr  zwei  Ausartungen  des  Kegel- 
schnitts, sodann  fQr  den  allgemeinen  Fall  gelöst.  Doch  gelang 
beim  letzteren  die  Bestimmung  der  Anzahlfunction  in  befriedigend 
einfacher,  geschlossener  Form  zunächst  nur  unter  der  besonderen 
Annahme  6  =  0.  Scbg. 

J.  C  Kluyvkb.    Kenmerkende  getallen  der  algebraische 

ruimte-kromme.      Amst.  YerBl.  en  Meded.  (3)  VII.  121-164. 

J.  C.  Kluyver.     Twaalfde  vraagstuk  beantwoord.     Nieaw 

Archief.  XVII.  1-51. 

In  der  erstgenannten  Abhandlung  wird  Schuberfs  „CalcQl  der 
abzählenden  Geometrie"  angewendet  auf  Raumcurven  A""  willkür- 
lichen Grades.  Nach  kurzer  einleitender  Erklärung  der  Schubert'- 
sehen  Bezeichnungen  beschäftigt  sich  der  Verfasser  im  ersten  Teil 
lediglich  mit  der  Erforschung  schon  bekannter  Schlussfolgerungen. 
So  bestimmt  er  die  Anzahl  der  Tangenten  von  A*",  welche  diese 
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Curye  in  einem  andern  Punkte  schneiden,  und  die  Anzahl  der 
Punkte,  durch  welche  drei  nicht  auf  einander  folgende  Tangenten 
von  R"^  gehen.  Man  drückt  sie  aus  in  zwei  Grössen,  dem  Grade 
und  dem  Geschlechte  der  Baumcurven,  was  nur  dann  geschehen 
kann,  wenn  keine  höheren  Besonderheiten  vorliegen.  Im  zweiten 
Teile  untersucht  der  Verfasser  die  von  den  'R^  in  drei  Punkten 
schneidenden  Geraden  gebildete  Oberfläche,  d.  h.  den  geometri- 
schen Ort  der  dreifachen  Sehnen  von  A",  wobei  die  besonderen 
erzeugenden  Geraden  und  die  Doppelcurven  dieser  Oberfläche 
besprochen  werden.  Den  hiervon  durch  Gayley  und  Schonte 
gefundenen  Eigenschaften  werden  neue  Ergebnisse  zugef&gt.  Im 
dritten  Teile  prüft  der  Verfasser  diese  Ergebnisse,  indem  er  sie 
auf  durchaus  anderem  Wege  fUr  die  vier  verschiedenen  Raum- 
curven  des  sechsten  Grades  ableitet,  welche  nicht  auf  einer  Ober- 
fläche des  zweiten  Grades  liegen.  Dabei  werden  sämtliche  früher 
gefundenen  Ergebnisse  bestätigt.  Die  analytische  Methode  war 
hier  nicht  zu  benutzen,  weil  die  behandelten  Raumcurven  keine 
Durchschnitte  von  Oberflächen  sind  und  sich  folglich  nicht  durch 
Gleichungen  darstellen  lassen. 

In  der  zweiten  Abhandlung  wird  das  folgende  Problem  be- 
handelt: In  den  Schnittpunkten  einer  ebenen  Curve  n^^°  Grades 
und  m^'  Klasse  mit  einer  in  deren  Ebene  gelegenen  Geraden 
sind  Tangenten  an  diese  Curve  gezogen.  Es  ist  der  Grad  zu 
bestimmen  des  geometrischen  Ortes  der  Schnittpunkte  dieser 
Tangenten  unter  einander,  wenn  die  Gerade  sich  um  einen  festen 
Punkt  dreht. 

Bei   der   Behandlung   dieses   Problems   werden   zuerst    die 

Eigentümlichkeiten  der  gegebenen  Curve  CZ  beachtet;  es  wird 
dabei  vorausgesetzt,   dass   diese   Curve   nur    die   gewöhnlichen 

Singularitäten  besitze,  indem  der  Fall,  in  welchem  Cm  Singulari- 
täten höherer  Ordnung  zeigt,  auf  den  allgemeinem  Fall  zurück 
zu  führen  wäre.  Sodann  ist  die  Bestimmung  des  festen  Dreh- 
punktes 0  der  Transversalen  von  Bedeutung;  denn  er  könnte 
auch  in  einem  Einzelpunkte  oder  Doppelpunkte  der  Curve  oder 

in   irgend   einer  besonderen  Weise  hinsichtlich   der  C»  liegen. 
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Von  dem  gesuchten  geometrischien  Ort  gelangen  nach  und  nach 
zur  Bestimmung:  der  Grad,  die  Klasse,  die  Anzahl  der  Doppel- 
punkte, Doppeltangenten,  Wendepunkte  und  RQckkehrpunkte. 
Weiter  werden  Data  gesammelt  über  den  Verlauf  jenet  Curve, 

zunächst  betreffs  der  Durchschnitte  mit  der  Curve  C^.  Die  Auf- 
stellung der  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  ist 
wohl  nicht  möglich;  schon  in  den  einfachsten  Fällen  bieten  die 
dazu  erforderlichen  Eliminationen  fast  nicht  zu  beseitigende 
Schwierigkeiten.  Aber  die  von  Schubert  in  seinem  „Calcül  der 
abzählenden  Geometrie'^  entwickelte  Methode  leistet  bei  der  Lösung 
bedeutende  Dienste.  Ini  Laufe  der  Untersuchung  ergiebt  sich, 
dass  der  von  Steiner  behandelte  Fall  n  =  3,  m  =  6  vereinzelt 
dasteht,  weil  er  auf  eigentfimlichen  Eigenschaften  einer  Curve 
dritten  Grades  beruht.  Weiter  wird  die  dualistische  Umsetzung 
des  Problems  erwähnt,   die  lauten  könnte:   Aus  einem  Punkte 

in  der  Ebene  einer  Curve  CZ  sind  die  in  Tangenten  gezogen,  so 
wie  auch  die  ^m{m-—l)  Tangentenchorden,  welche  die  Berührungs- 
punkte je  zwei  und  zwei  verbinden.  Welches  ist  die  Klasse  der 
Enveloppe  dieser  Tangentenchorden,  wenn  der  angenommene 
Punkt  eine  Gerade  durchläuft?  Es  ist  klar,  dass  die  Lösung 
dieser  Frage  gleich  aus  der  des  ursprünglichen  Problems  abzu- 
leiten ist. 

Nach  der  ausführlichen  Behandlung  des  Problems  für  die 
ebenen  Curven  schreitet  der  Verfasser  zur  Behandlung  der  ver- 
wandten Raumcurven  und  Oberl^ächen.  Auch  hier  führen  die 
Schubert'schen  Formeln  meistens  zur  einfachen  Beantwortung 
der  gestellten  Fragen.  In  einem  Anhange  kommen  einige  Be- 
merkungen vor  über  die  von  Steiner  vorgenommene  analytische 
Behandlung  dieser  Probleme,  wobei  Reductionsmethoden  zur 
Anwendung  kommen,  welche  auf  der  von  Clebsch  mitgeteilten 
Invariantentbeorie  der  Curven  dritten  Grades  beruhen. 

G. 

C.  F.  E.  Björling.      Die    singulSren   Generatricen   der 
Binormalen-  und  Hauptnormalen-Flächen.    Stockh.Akad. 

Bibang.  XY.  Afd.  I.  No.  8.  18  S. 
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Mit  Anwendung  von  zwei  früheren  Arbeiten  («lieber  Raum- 
curren-Singularitäten^  Hoppe  Arch.  (2)  VIII,  F.  d.  M.  XXI.  1889. 
779  und  „Singulare  Oeneratricen  in  algebraischen  Regelfläehen'', 
Stockh.  Öfversigt  1888.  587-604)  untersucht  der  Verf.  den  Zusam- 
menhang zwischen  den  Singularitäten  einer  Baumcurve  und  den 
singulären  Erzeugenden  der  zugehörigen  Binormalen-  und  Haupt- 
normalen-FIächen.  Es  ergiebt  sich  fElr  beide  Flächen,  dass  (ab- 
gesehen von  solchen  Punkten  der  gegebenen  Curve,  f&r  welche 
die  Tangente  den  unendlichen  Imaginärkreis  schneidet)  nur  sta- 
tionäre Punkte  und  Ebenen  der  Gurve  „Torsalen^  hervorbringen, 
und  zwar  so,  dass  ein  sogenannter  (/,  m,  n)- Punkt  im  allge- 
meinen eine  (n — m-f-'— 2)-fache  Torsale  giebt.  Bdn. 


6.  Humbert.     Sar  un  probl&me  de  contact  de  M.  de  Jon- 

qui^res.     Palermo  Read.  IV.  109-114. 

In  Anschluss  an  Arbeiten  des  Herrn  de  Jonqui^res  im  J. 
für  Math.  LXVI  und  der  Herren  Halphen  und  Brill  behandelt 
der  Verfasser  die  Aufgabe:  Wenn  gegeben  ist  ein  lineares 
(^— l)-fach  unendliches  System  von  algebraischen  Flächen  n^^ 
Ordnung 

«iVi  +  ttj^sH f-o^flPe  =  0' 

die  Zahl  der  Flächen  zu  finden,    welche  mit  einer  ebenen  oder 
räumlichen  Gurve  C  von  der  Ordnung  m  und  dem  Geschlecht  p 
einen  Gontact  von  der  Ordnung'  (^—1)  haben. 
Er  findet  diese  Zahl  gleich 

(I)  fnnQ  +  Q(Q^lXp-n 

Wenn  h  Flächen  des  Systemes  durch  die  Gurve  C  hindurch- 
gehen, so  ist  die  Zahl  der  Punkte  von  C,  in  welchen  eine  Fläche 
des  Systems  einen  Gontact  von  der  Ordnung  (p— &— 1)  mit  der 
Gurve  C  hat,  aus  obiger  Zahl  (I)  abzuleiten,  indem  man  durch- 
weg statt  Q  einsetzt  (^—A). 

Diese  Gesetze  werden  an  einigen  Beispielen  erläutert 

A. 
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M.  PiERi.     Sulla  corrispondenza  algebrica  fra  due  spazi 

rigati.    Torino  Atti.  XXV.  365-371. 

Cm  den  Inhalt  dieses  Aufsatzes  verstehen  zu  können,  muss 
man  die  folgenden  durch  Herrn  Schubert  (vergl.  Mitteilungen 
der  Math.  Ges.  in  Hamburg,  Nr.  6,  S.  136)  eingeführten  Erklä- 
rungen und  Bezeichnungen  voranschicken:  Das  Symbol  [a] 
bedeutet  einen  a-dimensionalen  linearen  Raum,  der  in  dem  zu 
Grunde  gelegte  n-dimensionalen  Räume  liegt,  und  das  Symbol 
[öq  a,  ...  öj,  wenn  0 ^  a^  <  a,  <  •••  <  fl*  ^  «  ist,  setzt  allgemein 
fflr  ein  [k]  voraus,  dass  ein  [a^],  ein  [a^],  ein  [a,],  u.  s.  w.  bis 
zu  einem  [ot]  derartig  gegeben  sind,  dass  der  [a^]  in  dem 
[aj  liegt,  der  [aj  in  dem  [a,]  und  überhaupt  jeder  [ot]  in 
dem  [0^4.1]  liegt,  und  bezeicbnet  alle  diejenigen  [fr],  welche  mit 
dem  [a^]  einen  Punkt,  mit  dem  [aj  einen  Strahl  und  überhaupt 
mit  dem  [o^]  einen  [i]  gemeinsam  haben.  Z.  B.  bezeichnet  das 
Symbol  [n — l,ii]  die  Gesamtheit  der  Geraden  von  [n].  Nun 
gilt  der  folgende  Satz: 

„Sind  s  und  s'  zwei  beliebige  entsprechende  Strahlen  zweier 
conjectiven  algebraisch  verwandten  Räume  [ra— 1,  n]  und  [n—  1,  n]'; 
bezeichnet  man  ferner  durch 

(P»  ?)(«-?,  «~P)'.  •  [wo  0  <  p  <  ?  <  n  ist] 
die  Anzahl  der  Strahlenpaare,  welche  ein  Element  in  einem 
[p,  g]  und  ein  Element  in  einem  [n—q^n — p]  haben;  setzt  man 
endlich  voraus,  dass  die  gegebene  Verwandtschaft  nur  solche 
Coincidenzen  s$'  besitze,  dass  jeder  durch  $  gehende  Raum  auch 
9'  enthalte:  so  wird  die  Zahl  der  Coincidenzen  durch  die  Formel 

iV(.-i,,)  =  2(p,  q)(n-q,  n-py 

gegeben,  wo  ^n(n+l)  Summanden  unter  dem  Zeichen  S  stehen^. 

Ist  fi  =  2  oder  3,  so  bekommt  man  folgende  bekannte 
Ausdrücke: 

iVct^j  =  (01)(12)'+ (02)(20)'+(12)(0iy,  (Salmon). 

JV(M)  =  (01)(23y+(02)(13y+(03)(03)'+(12)(12y+(13)(02y 

+(23)(0iy        (Schubert). 

Um  daher  die  allgemeine  Formel  zu  beweisen,  kann  man  die 
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Methode  der  vollkommenen  Induction  brauchen:  sie  bildet  in 
der  That  das  Verfahren  des  Verfassers.  Als  Anwendung  seiner 
Formel  liefert  er  einen  neuen  Beweis  für  die  von  Herrn  Schubert 
schon  gefundene  Anzahl  der  Elemente,  welche  zweien  resp. 
oo«-*-p  und  oo^-'^'^p  algebraischen  Strahlensystemen  gemein  sind. 

La. 

C.  BuRALi-FoRTi.      Sopra    il    sistema  di  quadriche  che 
hanno  l'n-pla  polare  comune.     Palermo  Rend.  iv.  118-125. 

Dieser  Aufsatz  bietet  einen  Beitrag  zur  abzählenden  Geo- 
metrie der  linearen  Räume  beliebig  vieler  Dimensionen.  Der 
Verf.  hat  sich  nämlich  die  Aufgabe  gestellt,  die  Zahl  der  Qnadri- 
flächen  [durch  (ff^ 6^ ...  «1,-2)   bezeichnet]   zu   bestimmen,   welche 

im  Systeme  Qinl  +  g^n]  -] +  9nf^l  =  0  enthalten  sind  und  €, 

«-dimensionale  Räume  ('  =  0,  1,  ...,  n^2)  berühren.  Nach 
Erläuterung  des  allgemeinen  Verfahrens  löst  er  die  Aufgabe 
vollkommen  in  den  Fällen  n  =  3,  4,  5  und  6.  Zum  Schluss 
hebt  er  die  Ausdehnung  auf  die  n-dimensionale  Geometrie  her- 
vor, deren  die  Methoden  fähig  sind,  die  Halphen  bei  der  Cha- 
rakteristikentheorie des   gewöhnlichen  Raumes   angewandt   hat 

La. 


Neunter  Abschnitt 

Analytische  Geometrie, 

Gapitel  1. 

Lehrbücher,  Coordinaten. 

6.  B.  GucciA.  Lezioni  di  Geometria  superiore  date  da 
6.  B.  Guccia  nella  R.  Uoiversitä  di  Palermo  neH'anno 
scolastico  1889  —  90.     Teoria  generale  delle  curve  e 

delle  superficie  algebriche.     Palermo.  Litografia  A.  Longo  e  0. 

Diese  (autographirten)  VorlesuDgen  sind  zumeist  ein  Auszug 
der  zwei  Cremona'schen  Werke  über  die  Tlieorie  der  algebrai- 
schen Curven  und  Flächen  und  der  gekrönten  Preisschrift  des- 
selben Verfassers  über  die  Flächen  dritter  Ordnung.  In  manchen 
Punkten  hat  Herr  Guccia  selbst  den  Wortlaut  des  citirten  Geo- 
meters  wiederholt,  während  er  bei  einigen  Gegenständen  die 
Darstellung  durch  einen  weiteren  Gebrauch  der  Correspondenz- 
principien  und  des  Begriffs  »Geschlecht  einer  Curve"  verjtlngt 
hat.  Er  wechselt  in  seinen  Betrachtungen  zwischen  der  ebenen 
Geometrie  und  der  Raum  -  Geometrie  ab  und  macht,  ausdrück- 
licher alsCremona,  Anwendungen  von  analytischen  Ueberlegungen. 
Er  bat  ferner  zu  den  genannten  Arbeiten  einige  Zusätze  gefügt,  unter 
denen  wir  die  Untersuchung  der  Geometrie  auf  einer  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  nach  Ghasles  und  Gremona,  die  Auseinandersetzung 
der  hauptsächlichsten  Eigenschaften  der  Raumcurven  dritter  und 
vierter  Ordnung  (I.  Art)   und  die  Erzeugung  der  Regelflächen 

FortMhr.  d.  Math.  XXII.  9.  44 


690  I^'  Abscbnitt.    Analytische  Geometrie. 

beliebiger  Ordnung  mit  HQlfe  von  Leitlinien  anführen  wollen. 
Demnach  wird  der  Leser  hinreichende  Unterlagen  haben,  um  mit 
uns  zu  schliesBen,  dass  bei  der  gegenwärtigen  Seltenheit  der 
citirten  Cremona'schen  Werke  die  ^^Lezioni*^  unseres  Collagen 
für  viele  von  grossem  Nutzen  sein  werden.  La. 


Fr.  Grabfe.  Auflösungen  und  Beweise  der  Aufgaben 
und  Lehrsätze  aus  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes    insbesondere    der    Flächen    zweiten   Grades. 

Für  Stndirende  an  Uoiveraltäten  und  techDischen  Hochschalen  bearb. 
Leipsig.  Tenbner.  XVI  a.  353  S.  gr.  8°. 

Die  Auflösungen  zu  den  in  F.  d.  M.  XX.  1888.  681  ange- 
zeigten Aufgaben  bilden  mit  diesen  letzteren  zusammen  einen 
vollständigen  Cursus  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes. 
Denn  alle  wichtigen  Lehren  dieser  Disciplin  kommen  bei  den 
^Auflösungen^  zur  Darstellung  in  einzelnen  Artikeln  Ton  grösse- 
rem Umfange,  und  ein  genaues  Inhaltsverzeichnis  erleichtert  das 
AufSnden  jeder  behandelten  Frage.  Bei  der  Bearbeitung  hat 
der  Verf.  auch  Gelegenheit  genommen,  manche  Mängel  zu  be- 
seitigen, welche  der  Fragestellung  der  Aufgaben  anhafteten. 
Wenn  Aufgabe  173  für  die  vier  Seitenebenen  eines  Tetraeders 
sechs  Gleichungen  gab,  so  enthalten  die  Lösungen  die  zu  be- 
rechnenden Grössen  für  alle  fünfzehn  Tetraeder,  welche  je  vier 
von  den  gegebenen  sechs  Ebenen  als  Seitenflächen  besitzen. 
Und  weun  Aufgabe  785  in  Parallele  zu  der  Berechnung  des 
Radius  der  die  vier  Flächen  eines  Tetraeders  berührenden  Kugel 
die  Auffindung  des  Radius  der  die  sechs  Kanten  berührenden 
Kugel  forderte,  so  werden  nun  in  der  Lösung  zuerst  die  Bedin- 
gungen für  die  Möglichkeit  der  verlangten  Construction  ermittelt 
Manche  Wiederholungen  von  Fragen  werden  durch  Verweisungen 
beseitigt,  die  bezüglichen  Stellen  dadurch  in  Zusammenhang  ge* 
bracht.  In  ihrer  Vereinigung  können  die  ,,  Aufgaben^  und  die 
„ Auflösungen^  daher  den  Lehrern  und  den  Studirenden  als 
brauchbares  HOlfsmittel  empfohlen  werden.  Lp. 
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E.  Büsche.     GrundzUge  einer  rechnenden  Geometrie  der 

Lage.     Pr.  Hansa-Schale  Bergedorf  b.  Hambarg.  15  S. 

Um  unter  BeschränkuDg  auf  die  gewöhnlichen  Rechnungen 
der  Arithmetik  eine  rechnende  Geometrie  der  Lage  zu  begründen, 
nimmt  der  Verf.  zwei  Verallgemeinerungen  bestehender  An- 
schauungen vor.  Erstens  ftlhrt  er  als  Bild  der  reellen  Zahlenreihe 
auf  einer  Geraden  statt  der  äquidistanten  Punktreihe  die  aus  drei 
gegebenen  Punkten  durch  successive  Hinzufügung  harmonischer 
Punkte  entstehende  „lineare  Punktreihe"  ein,  wobei  die  charakteristi- 
sche Eigenschaft  hervortritt,  dass  dem  unendlich  fernen  Punkte  nicht 
notwendig  die  unendlich  grosse  Zahl  entspricht.  Zweitens  lässt 
er  zum  Zweck  der  Darstellung  der  complexen  Zahlen  neben  dem 
Punktfelde  auch  das  ebene  Strahlenfeld  und  das  StrahlenbOndel 
zu.  Es  wird  dann  gezeigt,  wie  unter  diesen  Voraussetzungen 
die  Begriffe:  Strecke,  Winkel  und  Flächeninhalt  ohne  Bean- 
spruchung einer  bestimmten  Masseinheit  sich  zahlenmässig  dar- 
stellen lassen,  wie  eine  Gleichung  zwischen  zwei  Variabein  zu 
deuten  ist,  u.  s.  w.  Die  zahlreichen  in  der  Einleitung  vorge- 
brachten Gitate  auch  solcher  Arbeiten,  denen  der  Verf.  eine  mit 
der  seinigen  verwandte  Tendenz  bestreitet,  sind  geeignet,  eine 
hohe  Meinung  von  der  Litteraturkenntnis  des  Verf.  zu  erwecken. 
Darüber  aber,  dass  die  Ausdehnungslehre  in  Deutschland  erst 
durch  das  Peano'sche  Buch  zugänglicher  geworden  ist,  wird  sich 
niemand  mehr  wundern,  als  Herr  Peano  selbst.  Schg. 


H.  Servus.     Die  analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Leipzig.  B.  6.  Tenbner.  IV  n.  128  S.  8o. 

Der  Verfasser  empfiehlt  zur  Behandlung  in  der  Schule  Auf- 
gaben aus  der  analytischen,  unter  Einschränkung  derjenigen 
aus  der  construirenden  Geometrie,  und  giebt  für  Schulzweoke 
und  zum  Selbststudium  im  Anschluss  an  Hefte  seines  verstorbenen 
Lehrers  Runge  einen  Abriss  der  Geometrie  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten,  welcher  die  Kegelschnitte  und  auch  noch  die  aus  ihnen 
entstehenden  Rotationskörper  umfasst.  Eine  Aufgabensammlung, 
die,    ebenso   wie  der  Text,    auch  Gelegenheit   zu  Gonstructions- 

44* 
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Uebungen  bietet,  bildet  den  Schlass.  Coordinaten-Transformation 
und  schiefwiDklige  Systeme  sind  nur  beil&afig  behandelt,  aoch 
sonst  ist  das  Formelrechnen  möglichst  vermieden.  Können  wir 
uns  auch  dem  Eingangs  erwähnten  Verdicte  des  Verfassers  nicht 
ohne  weiteres  anschliessen,  da  dasselbe,  dem  Zuge  unserer  Zeit 
folgend,  den  Wert  des  fraglichen  Unterrichtsgegenstandes  mehr 
nach  dem  kflnftigen  praktischen  Nutzen  als  nach  seiner  Bedeu- 
tung fflr  die  Schulung  der  Geisteskräfte  beurteilt,  so  können  wir 
uns  doch  seinem  Wunsche  nach  grösserer  Berücksichtigung  der 
analytischen  Geometrie  im  Schulunterricht  anschliessen,  ohne 
dass  wir  den  Einzelheiten  in  der  Ausführung  immer  beipflichten. 

Schg. 

H.  J.  OosTiNG.     Analytische  meetkunde  van  het  platte 

ylak.      1  :  Stuk.     den  Helder  de  Beer.  60  S. 

D.  Bos.     Beginselen  der  analytische  meetkunde.    OroDingeD. 

Wolters.  136  S. 

Zwei  elementare  Lehrbücher  der  analytischen  Geometrie  der 
Ebene.  G. 

F,  Porta.     Geometria  analitica.   Torino.  Bocca.  üd  vol.  Id  8^. 


A.  Hannbr.      Analytische  Geometrie    des  Punktes,    der 
Geraden  und  der  Kegelschnitte,  nach  neueren  Methoden 

dargestellt.     Prag.  Dominicoe.  VIII  a.  480  S.  Mit  127  Figuren.  S^. 


M.  d'Ocagnb.     Sur  la  th^orie  des  ooordonn^es  paralleles. 

Braz.  3.  BC.  XIV A.  47-50. 

Sind  P  ein  Punkt,  n  eine  Ebene,  OABC  ein  Besugstetraeder, 
a  der  Schnitt  von  OA  mit  der  Ebene  PBC,  6  der  Schnitt  von  OB 
mit  der  Ebene  PACj  c  der  Schnitt  von  OC  mit  PAB]  a,  /?,  y  die 
Schnitte  von  n  mit  OA,  OB,  OC,  so  kann  man  zu  Coordinaten 
von  F  und  n  nehmen: 
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/DN  1  Oa  06  Oc 


Aa'        "      ''  Bb'         '      '  Cc' 
,  .  l  Äa  \  Bß  \   Oy 

WO  il,  /i,  V  drei  constante  Parameter  sind.  Als  Bedingung  dafttr, 
dass  P  in  TT  liegt,  findet  man 

uar+üy+fTÄ+l  =  0. 
Nimmt  man  X  =  —0^1,  ß  =  —OB,  v  =  — OC,  und  ist  die  Ebene 
ABC  im  Unendlichen,  so  werden  x^  y,  %  die  Cartesischen  Coor- 
dinaten  des   Punktes  P  und  u,  Vy  w  die   Plücker'sehen   Coor- 
dinaten von  n.    Ist  X  =  —-qj^  /m  =  —  -^^,  i»  =  — -rr~     und 

entfernt  sich  0  ins  Unendliche,  so  werden  x,  y^  z  die  parallelen 
Coordinaten  des  Punktes  und  ti,  0,  tc  die  der  Ebene.  Das  corre- 
lative  System  des  Cartesischen  ist  also  das  System  der  parallelen 
Ebenencoordinaten ;  das  Plflcker'sche  System  hat  zum  correlativen 
System  das  der  parallelen  Punktcoordinaten.  [Man  vergleiche 
hierzu  die  viel  allgemeiner  gehaltenen  Betrachtungen  von  W. 
Fiedler  in  seiner  Darstellenden  Geometrie,  3.  Aufl.,  Teil  III, 
S.  102 ff.;  ferner  die  bezüglichen  Untersuchungen  von  Schwering 
und  Schlegel,  cf.  F.  d.  M.  VIII.  1876.  414.  Lp.] 

Mn.  (Lp.) 

M.  d'Ocagne.     Addition  ä  une  note  sur  une  application 
des  coordonn^es  paralleles.   Noav.  Add.  (3)  IX.  471-472. 

Der  Zusatz  gehört  zu  einer  im  Jahrgang  1889  dieses  Jahr- 
buchs (S.  707)  besprochenen  Arbeit  und  enthält  einfache  Ueber- 
gangsformeln  zwischen  Parallel-  und  rechtwinkligen  Cartesischen 
Coordinaten  mit  Anwendung  auf  den  an  obiger  Stelle  behan- 
delten Satz.  Schg. 

F.  Franklin.      On  some  applications  of  circular  coor- 

dinates.     American  J.  XII.  161-190. 

Sind  X  und  Y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes, 
80  sind  die  Kreiscoordinaten  definirt  durch  die  Formeln: 
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Mittels  dieser  Coordinaten  vereinfachen  sich,  wie  der  Verfasser 
zeigt,  die  Beweise  der  von  Laguerre  und  Humbert  gegebenen 
Sätze  über  Curven  n*«'  Ordnung  [S.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  432  u. 
XX.  1888.  686],  und  ebenso  die  zu  den  Specialfällen  dieser 
Sätze  führenden  Wege.  —  Sehr  einfach  gestaltet  sich  ferner  die 
Discussion  der  Gleichung 

dx  :  /7(aj-  ary^  :=  dy  :  n(y-6r)%    (r  =  1,  2,  . . .,  «). 

Dieselbe  stellt  eine  Curve  dar,  bei  welcher  eine  lineare  Beziehung 

existirt  zwischen  den  Winkeln  einer  Tangente  mit  einer  festen 

Axe  und  den  Winkeln,    welche  dieselbe  Axe  mit  den  aus  dem 

Berührungspunkte  der  Tangente  durch  n  feste  Punkte  (€ir^  K) 

gehenden  Strahlen  bildet.     Der  Verfasser  discutirt  eine  Reihe 

einfacher  Beispiele   solcher  Gleichungen   und  schliesst    mit  der 

Gleichung 

Binxdx  =  Bmydffj 

die  für  unendliche  Gliederzahl  des  Productes  /7  unter  obige 
Form  fällt.  Hierbei  gelangt  er  auch  zur  Summirung  verschie- 
dener trigonometrischer  Reihen.  Schg. 


Balitrand.      Application  des   coordonn^es   intrins^ques. 
Caustiques  par  rdflexion.    Nouv.  Ann.  (3)  ix.  476-479. 

Schneiden  die  Tangenten  einer  Curve  {M)  eine  andere  Curve 
(itf  J  in  Punkten  M^^  so  umhüllen  die  in  Bezug  auf  die  Normale 
in  Mq  symmetrisch  zu  jenen  Tangenten  construirten  Geraden 
eine  („Reflexions-Caustik"  genannte)  Curve  (*'),  welche  in  Bezug 
auf  (Äfj,)  in  reciproker  Beziehung  zu  (M)  steht.  Ausserdem 
existiren  noch  weitere  Beziehungen  zwischen  beiden  Curven. 

Schg. 


M.  Marie.     Röalisation  et  usage  des  formes  imaginaires 

en   g^omdtrie.      Nouv.  Ann.  (3)  IX.  60-93,   161-181,  375-392,  435- 
444,  508-528. 

Die  Schrift  ist  aus  dem  Bestreben  erwachsen,  die  Lehre  von 
den  conjugirten  Kegelschnitten  auf  Curven  tlberhaupt  auszudeh- 
nen.   Zu  diesem  Zweck  wirft  Herr  M.  zunächst  folgende  Frage 
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auf:  Wie  muss  man  zwei  FuDCtionen  9)(a,  ß]  a\  ß')  und  if)(a^  ß\  a\  ß') 
wählen,  damit  der  reelle  Punkt 

^  =  (p(a,  ß;  a\  ß'),     fj  =  tpia,  ß\  a\  ß') 
eine  vom  Coordinaten- System  unabhängige  Beziehung  zu  dem 
imaginären  Punkte 

x^a  +  ßi,    y  =  a'+/?'t 
annimmt?    Es  zeigt  sich  sofort,  dass  alsdann 

S  =  a  +  kß,    fi  =  a'+kß' 
sein  muss.    Da  h  ohne  wesentliche  Veränderung  gleich  Eins  ge- 
setzt werden  kann,  so  bezeichnet  Herr  M.  den  Punkt  ^  =  a-|-/9, 
7j=z  a'  -{■  ß'  als  den  repräsentirenden  Punkt,  die  Realisation  des 
Punktes  x  =  a+t/J,  y  =  a'+iß'. 

Eine  Gleichung 

fix,  y)  =  0 

ist  nun  zwei  Beziehungen  zwischen  den  a,  /?,  a\  ß*  äquivalent, 

so  dass  die  repräsentirenden  Punkte  die  ganze  Ebene  Oberdecken. 

Eine   bestimmte  Gurve   wird   herausgehoben,   wenn   man   noch 

irgend  eine  Hülfsbeziehung  fQr  die  er,  /?,  a\  ß'  hinzunimmt.     Die 

einfachste  Beziehung  dieser  Art  ist 

ß'  =  ß.C. 

Jeder  Punkt  dieser  Art  erhält  eine  reelle  Abscisse,  wenn  man 

eine  Coordinaten-Transformation  vornimmt,    bei  welcher  die  y'- 

Axe  eine  der  Geraden 

y  =2  Ca  +  D 

wird.  Die  Repräsentanten  von  Punkten,  welche  dieser  Beziehung 
genfigen,  liegen  auf  der  dem  Werte  C  entsprechenden  conjugirten 
Curve  der  gegebenen.  Wählt  man  die  Richtung  einer  conjugirten 
Curve  zur  y-Axe,  so  wird  ihre  Gleichung 

wenn  sich  die  Punkte  der  Curve  auf  Parallelen  zur  y-Axe  in 
der  Form 

darstellen. 

Die  conjugirten  Gurven  einer  gegebenen  umhüllen  den  reellen 
Zog  derselben,  infolge  dessen  auch  den  reellen  Zug,  welchen 
die  Gleichung 

f(ix,  iy)  =  0 
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darstellt,  die  Imaginär -Enveloppe  der  Sehar  conjugirter  Gurven. 
Ausserhalb  beider  Gurven  können  sie  sieh  nur  schneiden.  Mit 
grosser  Ausf&hrlicbkeit  werden  insbesondere  die  Beziehungen 
conjugirter  Kegelschnitte  zu  einander  erläutert. 

Als  eine  Folge  der  Entwickelungen  ergiebt  sich  zuerst,  dass 
eine  Osculation  zweier  Gurven  im  analytischen  Sinne  von  den 
beiden  conjugirten  Gurven  reell  verwirklicht  wird,  welche  der 
betreffende  Punkt  charakterisirt.  Erhält  man  durch  Berechnung 
nach  der  gewöhnlichen  Formel  r'+ir"  als  Erflmmungsradius 
eines  imaginären  Punktes,  so  hat  in  dem  repräsentirenden  Punkte 
die  betreffende  conjugirte  Gurve  den  Krümmungsradius  r'4'''"* 

In  dem  letzten  Teil  seiner  Abhandlung  giebt  der  Ver- 
fasser einige  der  Hauptsätze  über  die  Integration  in  der  com- 
plexen  Zahlenebene  an,  und  sucht  darzuthun,  dass  man  hierbei 
von  den  conjugirten  Gurven  mit  Vorteil  Gebrauch  machen  kann. 

E.  K. 


S.  Vecchi.  L'essenza  reale  delle  quantitä  ora  dette 
immaginarie,  la  rappresentazione  diretta  delle  quantitä 
complesse    e    la    legge    di    continuitä    in    geometria. 

Parma.  Tipografia  Rotti-Ubaldi. 


C.  A.  Laisant.     Sur   la  repr^sentation    analytique    des 
figures  planes  et  leur  segmentation.    s.  m.  F.  Ball,  xviii. 

123-131. 

Sind  X  und  y  die  rechtwinkligen  Goordinaten  eines  Punktes 
itf,  und  ist  0  der  Anfangspunkt  des  Systems,  so  ist  die  Lage 
des  Punktes  M  bestimmt  durch  die  AequipoUenz 

OM  =  «  +  iy. 
Setzt  man  hierin  x  =  q>^(i)^  y  =  q^^(t)^  so  beschreibt  M  bei  ver- 
änderlichem I  die  Gurve,  deren  Gleichung  y  =  F(x)  sich  durch 
Elimination  von  t  zwischen  den  letzteren  Gleichungen  ergiebt 
Nimmt  man  nun,  um  eine  vollständige  geometrische  Darstellung 
der  Gleichung  y  =  F(x)  zu  erhalten,  für  die  unabhängige  Variable 
(x)  das  Wertgebiet  —  oo  bis  +oo  in  Anspruch,  so  decken  sich 
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die  den  verschiedenen  analytischen  Darstellungen  entsprechenden 
geometrischen  Gebilde  nur  teilweise,  da  beim  Uebergange  zu 
einer  neuen  Variable  auch  deren  Grenzwerte  andere  sind  als 
vorher.  Ausserdem  können  in  der  Aequipollenz  imaginäre  Werte 
von  y  auf  reelle  Punkte  M  führen,  die  aus  der  gewöhnlichen 
Carvengleichung  nicht  hervorgehen.  So  kann  die  Aequipollenz 
überschttssige  Linien,  vielfache,  sich  fiberdeckende  Gurven  statt 
einer  einzigen  liefern,  aber  auch  unter  Umständen  nur  einen 
Teil  der  durch  die  gewöhnliche  Gleichung  vollständig  darge- 
stellten Curve.  Letzteren  Umstand  benutzt  der  Verfasser,  um 
durch  das  Verfahren  der  „Segmentirung^  Gurvenbogen  von  be- 
liebiger Begrenzung,  Strecken  und  Polygone  durch  Aequipollenzen 
darzustellen.  Zu  diesem  Zwecke  wird  eine  neue  Variable  t  so 
bestimmt,  dass  einer  gegebenen  Variation  von  t  zwischen  t^  und 
I,  eine  solche  von  t  zwischen  —  oo  und  -^-oo  entspricht.  Das 
Verfahren,  in  der  Tendenz  an  einen  längst  vergessenen  Versuch 
des  Prager  Professors  Doppler  erinnernd,  lässt  sich  auch  auf  den 
Raum  ausdehnen.  Schg. 

K.  Wessely.      Anwendungen    von    DUhring's    Begriffe 

der   Wertigkeit.     Hoppe  Arch.  (2)  IX.  393-419. 

Bedeutet  *  irgend  eine  der  Kubikwurzeln  der  Einheit  (a„  a,,  a,), 
80  erhält  man  durch  Addition  oder  Multiplication  zweier  Ausdrücke 
von  der  Form  o  =  a-\-kb'\-k^c  Resultate  von  gleicher  Form.  Diesen 
Umstand,  sowie  die  zwischen  den  Kubikwurzeln  der  Einheit  be- 
stehenden Beziehungen  benutzt  der  Verfasser,  um  obigen  Aus- 
druck als  Vector  in  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem  zu 
deuten,  dessen  Axen  den  als  Einheiten  betrachteten  Grössen 
k,  k\  &'  entsprechen.  Hieraus  leitet  der  Verfasser  die  drei  auf 
einander  senkrechten  Einheitsvectoren  ab: 

Dieselben  leisten,  wie  an  verschiedenen  Beispielen  gezeigt  wird, 
gleiche  Dienste  wie  die  Einheiten  der  Quaternionen- Rechnung 
und  fügen  sich  nach  Ansicht  des  Verfassers  ihrem  Ursprünge 
nach   dem  Rahmen   der   algebraisch   definirbaren  Grössen   ein. 
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Dabei  wird  jedoeh  ttbersehen,  dass  der  Aasdruck  o,  ebenso  wie 
alle  aus  ihm  abgeleiteten,  eine  geometrische,  nicht  aber  eine 
arithmetische  Summe  ist  Dieser  Umstand  reicht  aus,  um  die 
neuen  Einheiten  t,  j,  /  als  hyper-algebraische  zu  charakterisiren, 
und  erklärt  auch,  dass  der  Verfasser  zu  einem  Producte  gelangt, 
welches  den  Wert  Null  hat,  ohne  dass  einer  seiner  Factoren  yer- 
schwindet.  Auch  die  gegen  dieses  Ergebnis  gerichtete  redaotio- 
nelle  Schlussbemerkung  geht  von  der  Annahme  einer  arithme- 
tischen Summe  aus,  wo  eine  geometrische  zu  verstehen  ist.  Diese 
Unterscheidung  zu  treffen,  bleibt  freilich  überall  dem  Leser  über- 
lassen. Die  Einfachheit  der  in  den  Anwendungen  auf  Mechanik 
vorkommenden  Rechnungen  bleibt  dieselbe,  wenn  man  die  Ein- 
heiten i,  j^  l  durch  diejenigen  der  Quaternionen  oder  der  Aus- 
dehnungslehre ersetzt.  Im  übrigen  aber  lassen  diese  Anwen- 
dungen allerdings  den  Nutzen  der  gedachten  Methoden  recht 
augenfällig  hervortreten.  Schg. 

H.  Cox.     Application  of  Grassmaim's  Ausdehiiungslehre 
to  properties  of  circles.     Quart.  J.  xxv.  i-7i. 

Diese  Arbeit  enthält  eine  bemerkenswerte  Bereicherung  des 
Anwendungsgebietes  der  für  die  Ausdehnungslehre  charakteristi- 
schen Operationen,  obgleich  ein  ganz  erheblicher  Teil  der  darin 
vorgetragenen  Theorie  bereits  durch  Herrn  Mehmke's  Dissertation 
[F.  d.  M.  XII.  1880.  460]  vorweggenommen  ist,  Einiges  auch 
schon  durch  Abschnitte  in  des  Ref.  „System  der  Raumlehre^ 
Doch  geht  der  Verf.  darin  weiter  als  Herr  Mehmke,  dass  er 
sich  nicht  auf  die  innere  Multiplication  zweier  Kreise  beschränkt, 
sondern  auch  die  Gesetze  der  äusseren  und  regressiven  Multi- 
plication anwendet  und  die  Addition  auf  Ereissysteme  (Kreis- 
producte)  ausdehnt.  Die  Wirkungen  der  Ausartungen  eines 
Kreises  in  Punkt  und  Gerade  auf  die  Resultate  werden  auch 
hier  eingehend  untersucht,  ausserdem  die  Verschiedenheiten  der 
Lage  zweier  Kreise  berücksichtigt.  Das  schon  von  Grassmann 
ausgesprochene  Correspondenzprincip  zwischen  Kreisen  der  Ebene 
und  Punkten  des  Raumes  gelangt  ebenfalls  zur  Verwendung. 
Zahlreiche  Anwendungen,  darunter  auch  solche  auf  die  Theorie 
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der  Flftcben  zweiter  Ordnung,  stellen  die  Vorteile  der  Methode 
in  helles  Licht.  Nicht  zutreffend  erscheinen  uns  jedoch  die 
Namen  der  beiden  Haupt  -  Multiplicationsarten.  Des  Verfassers 
„innere**  Multiplication  muss,  um  mit  den  Grassmann'schen  Defi- 
nitionen in  Einklang  gebracht  zu  werden,  „äussere**  heissen  und 
umgekehrt.  Schg. 

E.  W.  Hyde.     The  directional  calculus  based  upon  tbe 
methods  of  H.  Grassmann.    Boston,  xii  u.  247  s. 


P.  T.  Grinwis.   De  oplossing  van  quatemionvergelijkingen. 

Dias.  Utrecht,  van  Boekhoven.  75  S. 

Beitrag  zur  algebraischen  Theorie  der  Quaternionen.  Der 
erste  Abschnitt  handelt  von  den  Vectorgleichungen ,  der  zweite 
von  Quaternionengleicbungen  ersten  und  zweiten  Grades,  der 
dritte  von  Quaternionengleicbungen  dritten  Grades,  der  vierte 
von  coplanaren  Vectoren  nebst  Erläuterung  der  Theorie  durch 
viele  Beispiele,  der  fünfte  enthält  eine  eingehendere  Untersuchung 
der  Wurzelanzahl  der  Klasse  9*  =  qa^-b.  Weil  Hamilton  sich 
darüber  sehr  unbestimmt  ausspricht,  wurde  die  Sache  hier  streng 
untersucht  und  das  Resultat  in  klarer  Form  wiedergegeben 

G. 

Th.  ß.  VAN  Wettüm.  De  quaternion  van  Hamilton  als 
matrix  van  Cayley.  Nieuw  Archief  XVII.  20G-216. 
Handelt  über  Quaternionen  und  Matrizen.  Im  ersten  Teil 
bekämpft  der  Verfasser  zwei  in  Mess.  (2)  XIV  (F.  d.  M.  XVI. 
1884.  113,  XVII.  1885.  115)  vorkommende  Abhandlungen  von 
Cayley;  zumal  bestreitet  er  Cayley 's  Behauptung,  als  wäre  die 
Theorie  der  Quaternionen  identisch  mit  der  der  Matrizen  zweiter 
Ordnung,  und  behauptet  dagegen,  dass  dergleichen  Matrizen 
durchaus  anderer  Natur  seien  als  die  Quaternionen.  Dann  han- 
delt der  Verfasser  vom  Vectorenquotienten  in  der  Ebene  und 
vom  Vectorenquotienten  im  Räume.  Im  Gegensatze  zu  Eoenigs- 
berger's  Behauptung,  als  beständen  für  Punkte  im  Räume  keine 
Ausdrücke,  welche  arithmetische  Grössen  bezeichnen,  wie  sich 
solche  für  Punkte  in  der  Ebene  in  den  complexen  Zahlen  vor- 
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finden,  wird  hier  bewiesen,  dass  ähnliche  AusdrQcke  wirklich 
bestehen,  und  zwar  im  engsten  Zusammenhange  mit  Hamilton's 
Quaternionen.  Um  unsinnige  Sätze  zu  vermeiden  (z.  B.  dass  ein 
Product  Null  werde,  ohne  dass  einer  der  Factoren  es  sei),  ist 
die  Theorie  der  Matrizen   schicklich   und  passend  anzuwenden. 

O. 


I 
P.  G.  Tait.      Note    on  a  curious   operational  theorem. 

Edinb.  Math.  S.  Proc.  VIII.  21-22. 

Sind  er,  /},  y,  d  beliebige  Vectoren,  so  ist 

V  .  WaßVyd  =  aS .  ßyd-ß3  .  ayd. 
Aus  diesem  bekannten  Ausdruck  wird  der  folgende  abgeleitet: 

VS.aV,a,  =S(V,aiV)a, 

wo  a  =  t$+ji/  +  AC,  V  =  i^  +j-^-  +  *  j^-;  §j  Vy  C  Bind  Func- 
tionen von  x^  y,  js  und  a,,  Vj  bedeuten  die  Ausdrücke,  in  welche 
(7,  V  übergehen,  wenn  a;„  y,,  »^  für  x^  y,  »  gesetzt  werden. 

Gbs.  (Lp.) 

McAuLAT.     Proposed  extension  of  the  powers  of  quater- 
nion  differentiatioD.    Bdinb.  Proc.  xviii.  98-123. 

Während  der  Verf.  zugiebt,  dass  es  eine  nicht  einwurfsfreie 
Verletzung  der  Gewohnheit  ist,  ein  Operationssymbol  V  auf  die 
rechte  Seite  des  betreffenden  Ausdrucks  zu  setzen,  spricht  er  dafür, 
dass  dies  zu  rechtfertigen  und  in  manchen  Fällen  vorteilhaft 
sei,  wobei  natürlich  die  Bedeutung  der  Bezeichnung  erläutert 
wird.  Cly.  (Lp.) 

P.  G.  Tait.     On  the  importance  of  quaternions  in  physics. 

Phil.  Mag.  (5)  XXIX.  84-97. 

Die  Berechtigung  der  Quaternionen  bei  physikalischen  An- 
wendungen wird  hervorgehoben  und  durch  mehrere  Beispiele 
erläutert.  Die  verwickelten  Gleichungen,  welche  ein  notwendiger 
Bestand  jeder  auf  cartesischen  Bezugsaxen  beruhenden  Rech- 
nung und  oft  zu  schwer  zu  deuten  sind,  nehmen  in  der  Qua- 
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terniooenrechnung  sehr  einfache  Gestalten  an,  und  es  wird  be- 
hauptet, „dass  keine  Figur,  nicht  einmal  ein  Modell  ausdrucks- 
voller oder  verständlicher  als  eine  Quaternionengleichung  sein 
könne".  Gbs.  (Lp.) 


Gapitel  2. 
Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

A.    Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curven. 
G.  Peano.     Sopra  alcune  curve  singolari.   Torino  Atti  xxvi. 

299-302. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  mehrere  von  Staudt  auf  syntheti- 
schem Wege  abgeleitete  Sätze  über  Curven  nur  dann  richtig  sind, 
wenn  man  noch  genauere  Voraussetzungen  über  die  zur  Defini- 
tion der  Curve  dienenden  Functionen  macht.  So  stellt  Staudt 
beispielsweise  den  folgenden  Satz  auf:  Wenn  P  und  P'  zwei 
Punkte  einer  ebenen  Curve  sind,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte 
eine  Tangente  besitzt,  so  hat  der  Schnittpunkt  der  beiden  in  P 
und  P'  construirten  Tangenten  bei  Annäherung  des  Punktes  P' 
an   den  Punkt  P  diesen  letzteren  Punkt  P  zur  Grenzlage.    Das 

Beispiel  der  beiden,  durch  die  Gleichung  y  =  d;'sin —  und  durch 

die  Gleichung  y  =  «'^24-  sin  — )  dargestellten  Curven  lehrt  die 

Unrichtigkeit  jener  Behauptung.  Dabei  hat  die  letztere  der 
beiden  Curven  noch  dazu  die  Eigenschaft,  dass  sie  von  irgend 
einer  Geraden  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  ge- 
troffen wird.  Ht. 


A.  Lindhagen.     Om  Medelriktninger  af  en  brüten  eller 

krokig  Linie  i  Planet.     Nyt  Tidee.  for  Math.  I.  80-82. 

Der  Verfasser  zeigt,   dass,   wenn  ein  Curvenstück  AB  von 
der  Länge  S  ohne  Doppelpunkte  gegeben  ist,  die  mittlere  Rieh- 
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tuDg  des  Gurvenstücks  AB  gleich  -^  ist,  wenn  2  die  Länge  der 

Evolvente  ist,  welche  entsteht,  indem  man  AB  von  B  anfangend 
abwickelt.  V. 


E.  Cesaro.     Remarques  sur  Tosculation.      Nonv.  Ann.   (3) 

IX.  143-157. 

Wenn  eine  Gurvenfamilie  in  natflrlichen  Coordinaten  q^  s 
durch  eine  Gleichung  F(q^  *,  a„  a,, ...,  a»-i)  =  0  definirt  wird,  so 
kann  man  daraus  durch  Einführung  der  aufeinanderfolgenden 
Krümmungsradien : 

eine  neue  Gleichung  0(Q)  Qd  Q^^  "'^  Qn)  =  0  ableiten,  welche  die 
Familie  ebenfalls  charakterisirt,  wie  der  Verfasser  durch  viele 
Beispiele  erläutert.  Sollen  zwei  Curven  eine  Berührung  n^^  Ord- 
nung haben,  so  ist  nötig  und  hinreichend,  dass  ihre  (n — 1) 
ersten  Erümmungsmittelpunkte  zusammenfallen;  diese  Bemerkung 
verwertet  der  Verfasser  zur  Bestimmung  des  osculirenden  Kegel- 
schnitts einer  gegebenen  Curve  und  untersucht  den  Ort  seines 
Mittelpunkts,  z.  B.  ftlr  die  dreispitzige  Hjpocykloide.  Soll  der 
osculirende  Kegelschnitt  von  besonderer  Art  sein,  so  muss  eine 
Berührungsbedingung  fortbleiben;  in  diesem  Sinne  studirt  der 
Verfasser  das  System  osculirender  Parabeln  resp.  gleichseitiger 
Hyperbeln.  Die  durchgeführten  Betrachtungen  lassen  sich  in 
analoger  Weise  auf  alle  die  Curven  übertragen,  welche  der  Ver- 
fasser in  einer  früheren  Arbeit  (F.  d.  M.  XX.  1888.  701)  aus- 
führlich behandelt  hat.  R.  M. 


HüSQUiN  DK  Rheville.     Sur    Taberration    de    courbure. 

Noav.  Ann.  (3)  IX.  138-140. 

Wenn  man  zu  einer  Tangente  einer  ebenen  Curve  eine  un- 
endlich nahe  parallele  Sehne  zieht  und  deren  Mittelpunkt  mit 
dem  Berührungspunkte  verbindet,  so  heisst  die  Gerade  Aberrations* 
Axe  (nach  Transon,  Journ.  de  Math.  1841).  Für  den  Winkel  <J, 
welchen  sie  mit  der  Normale  bildet,  wird  hier  auf  elementarem 
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Wege  die  Gleichung: 

bewiesen,  in  der  q  den  Kriimmungsradias  der  Gurve,  q'  den  der 
Evolute  bezeichnet.  R.  M. 


HüSQüiN  DB  RHisviLLE.     SuF  la  courbure  d'une  podaire. 

Nonv.  Add.  (3)  IX.  140-143. 

Der  Verfasser  entwickelt  eine  bekannte  Formel  fttr  den 
Krflmmungsradius  der  Fusspunktslinien  auf  elementarem  Wege 
und  leitet  daraus  eine  lineare  Construction  ihres  Erümmungs- 
mittelpunktes  ab.  R.  M. 

F.  Machowec.     üeber  die  Krümmungscentra  der  Inte- 

gralcurve.     Gasop.  XIX.  67.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  Verallgemeinerung  der  von  d'Ocagne  in  Nouv. 
Ann.  1888  gelieferten  Construction.  Std. 


J.  Brill.     On  certain  points  specially  related  to  families 

of  CUrves.     Cambr.  Proc.  VII.  57-64. 

Die  vorliegende  Arbeit  bildet  eine  Fortsetzung  der  Unter- 
suchungen des  Verfassers  „On  the  georoetrical  interpretation  of 
the  Singular  points  of  an  equipotential  System  of  curves^  (Proc. 
Cambr.  Phil.  Soc.  VI.  313-320),  über  welche  (F.  d.  M.  XXI.  1889. 
688)  berichtet  ist.  Wie  der  Verfasser  in  seinem  Aufsatze 
„Orthogonal  Systems  of  curves  and  of  surfaces''  (Proc.  Cambr. 
Phil.  Soc.  VI.  230-245,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  690)  gezeigt  hat, 
ist  der  Wert  des  Ausdrucks 

WO  ^  und  f]  die  Parameter  zweier  ein  orthogonales  System 
constituirenden  Curvenfamilien  darstellen  und  A^,  A,  durch  die 
Gleichungen 
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(t)'+(f)'  =  ':- 


definirt  werden,  von  dem  Verhältnis  dyidx  unabhängig.  Es 
mu88  aber  gewisse  Punkte  oder  Oerter  geben,  an  denen  der 
Ausdruck  unendlich  wird.  Diese  Punkte  oder  Oerter  können 
als  eine  Verallgemeinerung  der  singulären  Punkte  aequipotentialer 
Systeme  betrachtet  werden,  und  sie  werden  vom  Verfasser  in 
dem  vorliegenden  Aufsatze  fQr  einige  Fälle  näher  studirt,  in 
denen  A,/Aj  eine  bestimmte  Function  von  x  und  y  ist.  Zum 
Schluss  werden  die  entwickelten  Sätze  auf  zwei  Beispiele  ange- 
wandt.    Gz. 

A.  Legoux.     Sur  an  syst&me  de  conrbes  orthogonales 

et  homofocales.     Tonioase  Ann.  IV.  D.  1-7. 
Der  Verfasser  betrachtet  die  durch  eine  Differentialgleichung 

definirte  Curyenschar,  deren  Discriminante 

Ä  =  B'^ilC  =  0 
bekanntlich  entweder  die  Einhüllende  oder  den  Ort  der  singulären 
Punkte  der  Curven  der  Schar  darstellt.  Wenn  die  Gurren  der 
Schar  ein  orthogonales  System  bilden  und  eine  Enveloppe  be* 
sitzen,  so  sind  sie  homofocal.  Die  Umkehrung  gilt  nicht,  wie 
der  Verfasser  an  dem  Beispiel  der  durch  die  Oleichung 


dargestellten  Curyenschar  zeigt,  wo  X  ein  veränderlicher  Para- 
meter und  f  eine  Function  von  x  und  y  ist,  während  a  und  h 
Gonstanten  bedeuten.  In  der  That  sind  diese  Gurven  zwar  homo- 
focal, aber  orthogonal  nur  dann,  wenn  f  einer  gewissen  par- 
tiellen Differentialgleichung  genügt,  deren  Integral  nach  Ein- 
führung elliptischer  Goordinaten  auf  elliptische  Integrale,  im 
Falle  a  =  0  auf  elementare  Functionen  führt.  Wbg. 
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ÄRENA8  Y  Garcu.  Estudio  analltico  de  la  dnalidad  y  trans- 
formaciön  de  figuras  en  el  piano.  Madrid.  1889.  135  s.  4^ 


B.    Theorie  der  algebraischen  Carven. 

£.  CossERAT.     Sur  r^tude  d'une  courbe  algdbrique  dans 
le  voisinage  d'un  de  ses  points.    Tonionse  Ann.  iv.  o.  1-16. 

In  den  beiden  ersten  Abschnitten  wird  nach  dem  Vorgange 
von  Pniseax  einfach  und  übersichtlich  auseinandergesetzt,  wie 
eine  algebraische  Function  y  in  der  Umgebung  einer  Verzwei- 
gungsstelle a;  =  a  in  eine  nach  gebrochenen  Potenzen  von  x—a 
fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden  kann;  es  ist  nämlich, 
wie  bekannt: 

J.  ^ 

wo  N  eine  ganze  Zahl  und  6,  &,,  &,,  ...  constante  Zahlen  be- 
deuten. Der  dritte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  dem  Falle, 
dass  die  zwischen  x  und  y  angenommene  algebraische  Gleichung 
reelle  Coef&cienten  besitzt  und  somit  eine  reelle  Gurre  in  der 
x^- Ebene  darstellt.  Durch  die  obige  Entwickelung  lässt  sich 
dann  die  Frage  nach  der  Gestalt  dieser  Gurre  in  der  Umgebung 
eines  singulären  Punktes  derselben  leicht  erledigen.  Versteht 
man  nämlich  unter  ta  eine  JV*"  Einheitswurzel,  so  stellt 

y  =  6+6,w(a;-a)^+6,cö'(aj-a)^  +  ... 

die  Entwickelung  eines  anderen  Zweiges  der  algebraischen  Func- 
tion y  dar.  Das  System  dieser  JV  Entwickelungen  wird  ein 
Gyklus  genannt  Soll  dieser  Gjklus  einen  reellen  Gurvenzug 
enthalten,  so  muss  es  notwendig  unter  jenen  Entwickelungen 
eine  geben,  deren  Goefficienten  reelle  Zahlen  sind;  es  seien  etwa 
6,  6,,  &,,  .».  selbst  reell;  dann  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden, 
je  nachdem  die  Zahl  N  ungerade  oder  gerade  ist.  Im  ersteren 
Falle  giebt  es  nur  einen  reellen  Zug;  derselbe  enthält  sowohl 
solche  Cur venpunkte ,  denen  positive  Werte  von  x  entsprechen, 
als  auch  solche  Punkte,   deren   rc-Goordinate   negativ   ist.     Im 

Fortsehr.  d.  Math.  XXU.  2.  45 
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zweiten  Falle  stellen  zwei  von  jenen  JV  Entwickelangen  reelle 
Zöge  dar,  welche  jedoch  beide  auf  der  nämlichen  Seite  der 
y-Axe  verlanfen.  Der  vierte  Abschnitt  behandelt  besondere 
Beispiele.  Ht 

A.  Brill.  Ueber  algebraische  Correspondenzen.  Zweite 
Abhandlung.  Specialgruppen  von  Punkten  einer  alge- 
braischen  Curve.     Math.  Ann.  XXXVI.  321-360. 

Die  vorliegende  Abhandlung  ist  die  Fortsetzung  einer  Ab- 
handlung gleichen  Titels,  über  welche  F.  d.  M.  XX.  1888.  709 
referirt  worden  ist.  Wenn  /"(x,  y)  =  0  die  Gleichung  einer  alge- 
braischen Curve  von  der  Ordnung  n  und  vom  Geschlechte  p 
ist,  so  spricht  sich  das  Problem  der  Specialgruppen  algebraisch, 
wie  folgt,  aus:  Man  soll  auf  der  Curve  f(x^  y)  =  0  eine  Gruppe 
Gr  von  R  Punkten  x^^  y^^]  ,,.\  xrj  t/R  so  bestimmen,  dass  die 
durch  sie  hindurchgehenden  adjungirten  Curven  (n— S)**'  Ordnung 
noch  eine  9 -fach  unendliche  Schar  bilden,  wo  die  Zahl  q  grösser 
ist  als  p— 1— fi.  Sind  5Pi(«,  y)  =  0,  . . .,  flPpC«,  y)  =  0  p  solche 
linear  unabhängigen  Curven  (n— 3)^'  Ordnung,  so  müssen  alsdann 
von  den  R  Gleichungen 

«i9i(«i)  yi)+«i9Pi(*ii  yi)  +  •••  +  «i»yp(«i,  »,)  =  0, 

»i^PiC^Ät  yÄ)+ «aViC^Ä»  yiO-\ h  «p9»p(«äi  »ä)  =  0 

r  =  g— p-{-l-{-Ä  eine  identische  Folge  der  übrigen  sein,  eine 
Beziehung,  welche  sich  durch  das  Verschwinden  sämtlicher 
(A — r-f  l)-reihigen  Determinanten  der  aus  den  Elementen  7(0;,  y) 
gebildeten  Matrix  ausdrückt.  Ein  besonderes  Interesse  bean- 
sprucht wegen  seiner  Beziehung  zu  der  Frage  nach  den  Moduln 
der  algebraischen  Curve  der  schon  von  Riemann  hervorgehobene 
Fall,  dass  die  Zahl  R  einen  Maximalwert  annimmt  Dieser  Fall 
tritteinfür  Ä  =  |p— 3,  r  =  ip— 1,  ^  =  1,  bezüglich  Ä=:i(3p— 7), 
r  =  i(P'-3),  9  =  1,  je  nachdem  p  eine  gerade  oder  eine  ange* 
rade  Zahl  ist.  Das  hiermit  bezeichnete  Problem  lässt  sich  nun 
mit  Hülfe  des  Riemann- Roch'schen  Satzes  auf  ein  einfacheres 
Problem  zurückführen,  welches  sich  algebraisch,  wie  folgt,  aus* 
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dröckt:  Es  sollen  solche  0  =  ip+1,  bezüglich  =  i(p+3)  Werte- 
paare o;^,  y, ;  . . .;  xq^  yq  bestimmt  werden,  so  dass  für  dieselben 
sämtliche  Q- reihigen  Determinanten  der  Matrix 

9(^11  Vi)    sPjC*,,  y,)   •  •  •   9p(«„  y,) 


verschwinden,  während  noch  die  Gleichungen  f(a?,,  yj  =  0,  . . ., 
/^(^Q)  Vq)  =  0  bestehen.     Dieses  Problem   nimmt   der  Verfasser 
in  folgender  Weise  in  Angriff.    Zunächst  werden  die  Gleichungen 
untersucht,  welche  man  erhält,  wenn  man  alle  ft- reihigen  Deter- 
minanten einer  Matrix  von  k  Horizontalreihen  und  k+i  Vertical- 
reihen  gleich  0  setzt,  wobei  man  sich  die  Elemente  als  irgend 
welche  ganze  rationale  Functionen  von  einer  so  grossen  Anzahl 
von  Veränderlichen  denke,   dass   das  Problem   einen  Sinn   hat. 
Der  Verfasser  gewinnt  eine  Recursionsformel,  mit  deren  Hülfe 
sich   die   Anzahl   der   Lösungen   jener   Gleichungen    berechnen 
lässt.    Nunmehr  wird  andererseits  nach  der  Anzahl  der  Lösungen 
eines  Gleichungssystems  gefragt,   welches   allgemein   die  Form 
9(^1»  yi ;  •  •  •;  ^h yO  =  O,  . . .,  ^(a?,,  y^ ;  . . .;  a?jk,  jk)  =  0  hat,  wäh- 
rend   zugleich   die  Beziehungen  f(x^^  y J  =  0,  . . .,  f(«fc,  y*)  =  0 
zu  erfQllen  sind.     Durch   successive  Elimination  wird  der  Fall 
von  k  Veränderlichenpaaren  auf  den  Fall  von  drei  Paaren  Ver- 
änderlicher zurückgeführt,  in  welchem  letzteren  Falle  die  gesuchte 
Anzahl  durch  eine  sehr  einfache  Formel  gewonnen  werden  kann. 
Nach    einer   darauf  folgenden   ausführlichen  Untersuchung   der 
;,symmetrisch  gestalteten''  Correspondenzen  sind  dann  die  Mittel 
vorhanden,  um  das  oben  bezeichnete  Problem  der  Specialgruppen 
zu  lösen.     Das  hauptsächlichste  Ergebnis  ist  ein  Ausdruck  für 
die  Anzahl  der  Wertepaare,  welche  sämtliche  0- reihigen  Deter- 
minanten der  obigen  Matrix  zum  Verschwinden  bringen,  während 
jedes  derselben   auch   noch   die  Function  f  zu  0   macht.     Zum 
Scfalass    wird   eine  Anwendung   auf  die  Frage  nach  den  alge- 
braischen Functionen  gemacht,  welche  in  der  geringsten  Anzahl 
von  Funkten  0  und  oo  werden,  und  es  zeigt  sich  dabei  das  ge- 
wonnene Resultat  in  Uebereinstimmung  mit  einer  auf  anderem 
Wege  von  Hrn.  Gastelnuovo  gefundenen  Formel.  Ht. 

45* 
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W.  Weiss,  üeber  eine  algebraische  Theorie  der  Scharen 
nichtadjungirter  Berührungscurven ,  welche  zu  einer 
algebraischen  Curve  gehören.    Wieo.  Bor.  xoix.  284-317. 

Um   die  von   Clebsch   gefundenen  Resultate   über  Scharen 
von  adjangirten  Curven  auf  nicht  adjungirte  Gurven  aaszudelinen, 
stellt  sich  der  Verfasser  die  Aufgabe,  aus  einer  Schar  von  ad- 
jungirten  Gurren  iff  =  0  einen  solchen  Teil  von  Curven  auszu- 
sondern, welche  auf  der  Grundcurve  f  =  0  denselben  beweglichen 
Schnitt  besitzen,  wie  eine  gewisse  Schar  nicht  adjungirter  Curven 
X  =  0.    Diese  Aufgabe  wird  gelöst  mit  Hülfe  des  Noether'scben 
Fundamentalsatzes  über  die  Darstellung  einer  Form,  welche  in 
den  gemeinsamen  Nullstellen  zweier  anderen  Formen  verschwindet^ 
und  zwar  findet  man,   dass  die  adjungirten  Curven,    falls  jene 
Aussonderung    möglich    sein    soll,    notwendig    gewisse    Bedin- 
gungen in  den  singul&ren  Punkten   von  ^  =  0  erfüllen  müssen. 
Diese  Bedingungen  sind  besonders  einfach,  wenn  die  Grundcurve 
f=:0  nur  gewöhnliche  Doppelpunkte  besitzt;  es  ergiebt  sich  näm- 
lich dann,   dass  der  betreffende  Teil  der  Schar  %p  =  0  von  den 
sämtlichen  Curven  gebildet  wird,  welche  in  jedem  Doppelpunkte 
eine  gewisse  Ausgangscurve  ^^  =  0  berühren.   Ist  beispielsweise 
eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  gegeben, 
so  nehme  man  auf  derselben  vier  Punkte  P„  P„  P„  P^  an  und 
lege  durch  diese  vier  Punkte  einen  Kegelschnitt,  welcher  ausser- 
dem noch  weitere  vier  Punkte  auf  der  Grundcurve  ausschneidet: 
durch  diesen  Restschnitt  werde  der  Eegelschnittbflschel  x  =  0 
bestimmt.    Ist  ferner  i^o  =  ^  ^^^  adjungirter  Kegelschnitt,  welchem 
die  Grundcurve  in  den  ersteren  vier  Punkten  P,,  P„  P,,  P^  und 
in  den  zwei  weiteren  Punkten  Q,,0,  trifft,  so  wird  das  durch 
den  eben  construirten  Kegelschnittbüschel   auf  der  Grundcurve 
bestimmte    Punktsystem    auch    durch    diejenigen    Kegelschnitte 
tp^  =0  ausgeschnitten,  welche  durch  Q, ,  Q,  hindurch  gehen  und 
den  Kegelschnitt  i^^  =  0  im  Doppelpunkte  der  Grundcurve  be- 
rühren.    Nachdem  der  Verfasser  in  entsprechender  Weise  das 
Auftreten   eines   dreifachen   Punktes   in  Betracht  gezogen   und 
ferner  noch  im  allgemeinen  Falle  untersucht  hat,   in  wie  weit 
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die  den  adjungirten  Garven  aufzuerlegenden  Bedingungen  von 
einander  unabhängig  sind,  wendet  er  sich  dazu,  die  gefundenen 
Resultate  fBr  die  Theorie  der  nicht  adjungirten  Bertthrungscurven 
zu  verwerten.    Die  Methode  besteht  darin,  den  zu  untersuchenden 
nicht  adjungirten  Systemen  von  Berührungscurven  in  bestimmter 
Weise  adjungirte  Berflbrungssysteme  zuzuordnen;  unter  Voraus- 
setzung  der   fflr   die  letzteren   aus   dem  Jacobi'schen  Umkehr- 
problem fliessenden  Resultate  gelingt  es  dann  mit  HQlfe  der  oben 
angedeuteten  Principien,   die  Theorie  der  nicht  adjungirten  Be- 
rflhrungscnrven  auf  rein  algebraischem  Wege  zu  lösen.    Fflr  den 
Fall,  dass  die  Grundcurve  nur  gewöhnliche  Doppelpunkte  besitzt, 
etwa  in  der  Zahl  J,  giebt  es,  wie  der  Verfasser  zeigt,  2^+*^  von 
einander  völlig  getrennte  Systeme  von  Bertthrungscurven,  welche 
die  Doppelpunkte  nicht  enthalten,   wobei  p  das  Geschlecht  der 
Grundcurve  bedeutet.    Auch  der  Fall  von  beliebig  vielen  Doppel- 
und  Rttckkehrpunkten  wird  vollständig  erledigt.     Zum  Schlüsse 
erläutert  der  Verfasser  die  geinndenen  Resultate  an  einer  Reihe 
von  besonderen  Beispielen.  Ht. 


E.  Study.     Ueber  Schnittpunktfiguren   ebener  algebrai- 
scher Curven.      Math.  -inn.  XXXVI.  216-229. 

Die  Arbeit  beginnt  mit  der  Ableitung  einiger  sehr  allgemeinen, 
auf  der  bekannten  Identität  des  Restsatzes  beruhenden  Schnitt- 
punktsfttze,  von  denen  der  erste  wie  folgt  lautet:  Sind  auf  einer 
algebraischen  Curve  n^^  Ordnung  C*  vier  Punktgruppen  a,  6,  y,  d 
gelegen,  von  welchen  a  und  h  residual  sind  zu  y  und  d,  so  dass 
die  Paare  (a,  y),  (a,  d),  (6,  y),  (6,  d)  je  ein  volles  Schnittpunkt- 
system  der  C  bezüglich  mit  einer  C\  C*",  C"^»,  C'i  ausmachen, 
so  liegen  die  Punktgruppen  d,  c,  /},  a,  in  welchen  sich  die  Curven 
C"  und  C"»»,  C"»  und  C\  C  und  C%  C»  und  C"*»  noch  weiterhin 
darchdringen,  auf  einer  C%  deren  Ordnung  sich  aus  den  Bela* 
tionen  ergiebt: 

i  +  /,  =  m  +  m,  =  n  +  «j. 
Aas  diesen  Sätzen  folgen  unter  anderen  als  besondere  Fälle  die 
von  Olivier  aufgestellten  Scfanittpunktsätze.    Der  Verfasser  stellt 
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dann  zur  Veranschaulichung  jener  allgemeinen  Sätze  eine  grosse 
Reihe  von  Beispielen  zusammen,  welche  teilweise  zu  sehr  ein- 
fachen Schnittpunktfiguren  Veranlassung  geben.  Es  seien  hier 
die  folgenden  Sätze  angeführt:  Nimmt  man  auf  drei  Kreisen, 
welche  sich  in  einem  Punkte  treffen,  je  einen  Punkt  an  und 
verbindet  je  zwei  dieser  Punkte  mit  dem  weiteren  Schnittpunkte 
der  sie  enthaltenden  Kreise  durch  einen  neuen  Kreis,  so  treffen 
sich  die  drei  so  construirten  Kreise  wieder  in  einem  Punkte. 
Femer:  Kimmt  man  auf  drei  Geraden  durch  denselben  Punkt 
je  ein  Punktepaar  an  und  verbindet  einen  beliebig  angenommenen 
Punkt  mit  je  zweien  dieser  Punktepaare  durch  einen  Kegelschnitt, 
so  gehen  die  drei  auf  diese  Art  erhaltenen  Kegelschnitte  noch 
durch  einen  weiteren  Punkt.  Ht. 


B.  Sporer.     Uebej-  die  Anzahl   der  Lösungen  gewisser 
Aufgaben  und  allgemeine  Eigenschaften  algebraischer 

Curven.     Schlömilch  Z.  XXXY.  237-246,  293-306. 

Zunächst  erledigt  der  Verfasser  eine  Reihe  specieller  Auf- 
gaben aus  der  abzählenden  Geometrie  der  Kegelschnitte.  Die 
Methode  der  Untersuchung  läuft  im  wesentlichen  auf  eine  An- 
wendung des  Princips  der  speciellen  Lage  hinaus,  wie  sich  an 
folgendem  Beispiele  zeigt:  Es  werde  die  Enveloppe  derjenigen 
geraden  Linie  PQ  gesucht,  welche  man  erhält,  wenn  man  einen 
KegelschnittbOschel  und  zwei  gerade  Linien  p  und  q  fest  an- 
nimmt und  dann  durch  einen  jeden  Kegelschnitt  des  Büschels 
auf  jenen  zwei  Geraden  p  und  q  je  einen  Punkt  P  und  Q  aus- 
schneidet. Durch  jeden  Punkt  P  auf  der  Geraden  p  gehen  drei 
Gerade  von  der  verlangten  Beschaffenheit  hindurch,  da  man  die 
Gerade  p  selber  notwendig  hinzurechnen  muss;  hieraus  schliesst 
der  Verfasser  dann,  dass  die  gesuchte  Enveloppe  eine  Gurve 
von  der  dritten  Klasse  ist.  Durch  die  Ausbildung  dieser  Methode 
finden  sich  die  bezüglichen  von  Steiner  gemachten  Angaben  be- 
stätigt; die  neu  erhaltenen  Resultate  werden  in  einer  Tabelle 
zusammengestellt.  Hierauf  wendet  sich  der  Verfasser  zur  Be- 
handlung einer  allgemeineren  Frage,   nämlich    der  Frage  nach 
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der  Anzahl  der  Kegelschnitte,  welche  irgend  fünf  gegebene 
Gurven  unter  gegebenen  Winkeln  schneiden,  und  dehnt  die  Be- 
trachtung dann  auch  noch  auf  den  Fall  aus,  wo  es  sich  allgemein 
um  die  Anzahl  von  Curven  n^^  Ordnung  handelt,  welche  gewisse 
Bedingungen  erfQlIen.  Das  gefundene  Resultat  bleibt,  wie  der 
Verfasser  selbst  hervorhebt,  nur  gQltig,  wenn  man  noch  gewisse 
uneigentliche  Lösungen  in  richtiger  Weise  mitrechnet  und  zu- 
gleich einzelne  Lösungen  als  mehrfach  zählt.  Die  Ausscheidung 
solcher  uneigentlichen  Lösungen  und  die  genaue  Charakterisirung 
der  mehrfachen  Lösungen  wird  jedoch  vom  Verfasser  nicht  be- 
werkstelligt. Ht. 

E.  Bertini.      Sal    numero  dei  punti  di  diramazione  di 
ana  singolaritk  qualunqae  di  nna  curva  piana  algebrica. 

Lomb.  Ist.  ReDd.  (2)  XXIIL  307-311. 

Die  zwei  Abhandlungen  des  Herrn  Nöther:  „lieber  die  sin- 
gulären  Wertsysteme  einer  algebraischen  Function  und  die  sin- 
gulären  Punkte  einer  algebraischen  Gurve^  (Math.  Ann.  IX,  F. 
d.  M.  VII.  1875.  243)  und  „Rationale  Ausführung  der  Opera- 
tionen in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen^  (Math.  Ann. 
XXIII,  F.  d.  M.  XVL  1884.  349)  enthalten  eine  eingehende 
Untersuchung  beliebiger  Singularitäten  algebraischer  Gurven  mit- 
tels der  Anwendung  successiver  quadratischer  Transformationen. 
Denselben  Inhalt  hat  die  Abhandlung  des  Herrn  Bertini  „Sopra 
alcuni  teoremi  fondamentali  delle  curve  piane  algebriche''  (Lomb. 
Ist  Rend.  (2)  XXI,  F.  d.  M.  XX.  1888.  709);  doch  ist  in  dieser 
die  Untersuchung  auf  einem  anderen  Wege  durchgeführt:  der 
wesentlichste  Unterschied  liegt  in  der  Erklärung  der  Verzweigung 
einer  beliebigen  Singularität.  Der  Zweck,  welchen  der  gegen- 
wärtige Aufsatz  verfolgt,  ist  die  Erforschung  der  Beziehungen  zwi- 
schen den  beiden  angefahrten  Erklärungen;  beide  führen,  wie 
bewiesen  wird,  auf  die  Bestimmung  derselben  Zahl.  La. 


G.  Castelnuovo.     Sopra  un  teorema  del  Sig.  Humbert. 

Pftlermo  Bend.  IV.  19Ö-196. 
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Oastelnüovo,  Güccia,  Humbert,  Noether.     Memorie  e 

COmmunicazioni.     Palermo  Bend.  lY.  65-72. 

An  eine  Reihe  von  Mitteilangen  in  den  Sitzungen  vom  13. 
und  23.  Februar  1890,  welche  von  den  oben  genannten  Herren 
gemacht  wurden,  knüpft  Herr  Castelnuovo  die  oben  bezeichnete 
Note  vom  8.  Juni  1890.  Es  handelt  sich  um  einen  Einwand, 
den  Herr  Castelnuovo  gegen  einige  Behauptungen  des  Herrn 
Humbert  in  einer  Mitteilung  in  Bd.  III,  pag.  277  aufgestellt  hatte, 
und  über  welchen  sich  die  anderen  Herren  in  verschiedenem 
Sinne  äussern.  A. 

M.  Noether.      Les   combinaisons    caract^ristiques  dans 
la  transformation  d'un  point  singulier.    Palermo  Rend.  IV. 

89-108. 

M.  Noether.     Extraits  d'une  lettre  adress^e  k  M.  6.  B. 

GuCCia.     Ibid.  299-301. 

lieber  die  Singularit&ten  der  algebraischen  Curven  existiren 
viele  Arbeiten,  von  denen  hier  hauptsächlich  in  Betracht  kommen 
die  von  Halphen,  C.  R.  LXXVIIL  1105,  Ref.  F.  d.  M.  VI.  1874. 
392;  Noether,  Math.  Ann.  IX.  166,  Ref.  F.  d.  M.  VII.  1875.  243; 
Smith,  Proc.  L.  M.  S.  VI.  153,  Ref.  F.  d.  M.  VIII.  1876.  433. 
Das  zuletzt  erwähnte  Referat  ist  sehr  ausitlhrlich  und  rfihrt  von 
Herrn  Noether  selbst  her,  so  dass  man  durch  dasselbe  sehr  tief 
in  die  betreffenden  Untersuchungen  geführt  wird.  Als  Gegen- 
stand der  vorliegenden  Arbeit  ist  folgender  zu  bezeichnen.  Die 
Herren  Smith  und  Halphen  haben  gezeigt,  dass  es  bei  den  Reihen- 
entwickelungen zur  Untersuchung  einer  Singularität  lediglich 
auf  die  Exponenten  gewisser  Terme,  der  „charakteristischen"' 
oder  „kritischen^  Terme,  bei  der  Bestimmung  der  Singularität 
ankommt  Andererseits  muss  man  analytisch  diese  Entwicke- 
lungen  herleiten  durch  eine  Folge  von  quadratischen  Transfor- 
mationen, welche  die  Singularität  immer  weiter  auflösen,  und 
dies  fahrt  zu  einer  Reihe  von  Eettenbrttchen,  wie  sie  die  Herren 
Hamburger  und  Eönigsberger  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  erwähnen,  aus  denen  sich  die  Zahlen  bilden  lassen, 
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welche  die  Singalarität  definireD.  Der  Verfasser  untersucht 
nun  genauer  den  Zusammenhang  zwischen  diesen  Bestimmungs- 
weisen, wodurch  die  früheren  Arbeiten  dem  Verständnis  näher 
gebracht  werden. 

In  dem  Briefe  an  Herrn  Oucoia  sind  einige  kleine  Zusätze 
zu  dem  Aufsatz  enthalten.  A. 


M.  d'Ocagne.  Quelques  propri^t^s  g^ndrales  des  cour- 
bes  algdbriques  obtenues  au  moyen  des  coordonndes 
parallMes.    Nouy.  Adq.  (3)  IX.  445-455. 

M.  d'Ocagne.  Sur  rapplication  des  coordonn^es  paral- 
IMes  k  la  dömonstration  d'un  th^oröme  de  Ghasles 
relatif  aux  surfaces  alg^briques.  8.M.P.Bull.xviii.i08-ii8. 

Die  f&r  die  allgemeine  Gleichung  einer  algebraischen  Curve 
in  Parallel  -  Goordinaten 

bestehende  Beziehung  zwischen  der  Summe  der  Wurzeln  und 
dem  Factor  des  zweiten  Gliedes  lässt,  ebenso  wie  einige  durch 
Differentiation  daraus  abgeleitete  Formeln,  durch  geometrische 
Deutung  Eigenschaften  der  Gurve  erkennen,  welche  sich  auf 
harmonische  Geraden  und  Punkte  beziehep.  Als  specieller  Fall 
eines  derartigen  Satzes  erweist  sich  der  Satz  von  Ghasles:  Das 
Centrum  der  mittleren  Abstände  der  Berührungspunkte  einer 
algebraischen  Gurve  mit  den  einer  gegebenen  Geraden  parallelen 
Tangenten  ist  ein  von  der  Wahl  jener  Geraden  unabhängiger 
Punkt  (Ghasles'scher  Punkt).  Für  diesen  Satz  giebt  die  erste 
der  obigen  Abhandlungen  noch  einen  directen  Beweis;  in  der 
zweiten  wird  derselbe  Satz  in  analoger  Weise  auf  algebraische 
Flächen  ausgedehnt.  In  beiden  Fällen  wird  auch  die  Lage  des 
Chasles'schen  Punktes  bestimmt.  Schg. 


B.  Sporer.  üeber  den  Ort  der  Verbindungslinie  der 
Berührungspunkte  paralleler  Taugenten  einer  alge* 
braiscbeu  Cnrve.    Bökien  Mitt.  iii.  55-58. 
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Verfasser  beweist  auf  rein  geometrischem  Wege  die  beiden 
folgenden  von  Steiner  bereits  allgemein  aufgestellten,  aber  nur 
für  den  Fall  m  =  3  bewiesenen  Sätze: 

1)  (Steiner,  ges.  W.,  B.  II,  S.  537-539  u.  589.) 

Der  Ort  der  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  zweier 
parallelen  Tangenten  einer  Gurve  m*®°  Grades  ist  eine  Gurre 
im(m-l)(2m-3)*«'  Klasse. 

2)  (Steiner,  ges.  W.,  B.  II,  S.  599,  No.  5  u.  S.  491,  No.  22.) 
Werden   aus  einem  festen  Punkte   beliebige  Trans versaleu 

durch  eine  gegebene  Gurve  m^  Grades  gezogen  und  an  diese  in 
den  m  Schnitten  die  Tangenten  gelegt,  die  einander  in  ^111(111— 1) 
Punkten  schneiden,  so  ist  der  Ort  dieser  Punkte  eine  Gurve 
^m(m— l)(2ifi— 3)^°  Grades,  und  werden  aus  jedem  Punkte  einer 
festen  Geraden  an  dieselbe  Gurve  die  m(m — 1)  Tangenten  ge- 
zogen, deren  Berührungspunkte  im  ganzen  |m(iii— l)(ffi'— m— 1) 
Berührungssehnen  bestimmen,  so  ist  der  Ort  dieser  Sehnen  eine 
Gurve  im(m— l)(2m-3)'«'  Klasse.  Wbg. 


K.  Birkeland.      Ein    Satz    über   algebraische    Curven. 

MonatBh.  f.  Matb.  I.  417-424. 

„Es  sei  gegeben  eine  beliebige  algebraische  Gurve  m^'  Ord- 
nung und  n'^'  Klasse 

*(*>  y)  =  0- 
Von   einem   laufenden  Punkte  P  seien  die  m+n  Normalen  ge- 
zogen, deren  Länge  von  P  bis  zum  resp.  Fusspunkte  auf  Jlf(x,  y) 
wir  mit  Ni  (t  =  1,  2, ...,  m-fn)  bezeichnen.     Dann  ist  der  geome- 
trische Ort  derjenigen  Punkte  P,  f&r  welche 

^JV?  =  c'  (c  =  constant), 

ein  Kegelschnitt.  —  Die  Asymptoten  des  Kegelschnittes  ki  (i=l,2) 
bilden  solche  Winkel  mit  den  Asymptoten  der  algebraisehen 
Gurve  Ij  (j  =  1,  2, ...,  m),  dass: 

2!  cos'(Ä<  Ij)  =  m  +  rtj 
j 

wenn  (kilj)  den  Winkel  zwischen  hi  und  Ij  bezeichnet 

Vorstehendes   Theorem   wird    analytisch   bewiesen.   —    Ist 
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insbesondere  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  so  existirt  ftlr  ein 
veränderliches  c  ein  „Isobarensystem^  von  concentrischen  Ellip- 
sen mit  denselben  Asymptoten  und  mit  einem  Minimum  von  c 
in  dem  gemeinschaftlichen  Gentrum.  Wbg. 


E.  BoRBL.     Note  sur   an  th^or^me  de  M.  Hutnbert  et 
sur  un  th^orfeme  de  M.  Fouret.    Nouv.  Ann.  (3)  IX.  123-129. 

Die  Summe  der  Winkel,  welche  die  gemeinsamen  Tangenten 
zweier  algebraischen  Curven  mit  einer  festen  Axe  bilden,  ändert 
sich  nicht,  wenn  man  diese  Curven  durch  homofocale  Curven 
ersetzt  (F.  d.  M.  XX.  1888.  687.)  Dieser  Satz  wird  direct  bewiesen 
und  in  Zusammenhang  gebracht  mit  einem  andern  Theorem, 
dem  der  Verfasser  die  Form  giebt:  Wenn  zwei  veränderliche 
algebraische  Curven  die  Coordinaten-Axen  in  festen  Punkten 
treffen,  und  wenn  der  Coordinaten- Anfang  mit  ihren  Schnitt- 
punkten verbunden  wird,  so  ist  das  Product  der  anharmonischen 
Verhältnisse  dieser  Verbindungsstrahlen  zu  den  Axen  und  einem 
festen  Strahl  constant.  R.  M. 


E.  J.  RouTH.     Note  on  the  intersection  of  a  curve  with 

a  Straight  line.      Qaart.  J.  XXIV.  257-259. 

Wenn  eine  Gerade  eine  Curve  n^  Ordnung  in  n  getrennten 
Punkten  schneidet,  so  besteht  zwischen  den  Schnittwinkeln  g> 
und  den  Krümmungsradien  q  in  diesen  Punkten  die  Relation: 

2: — ^1—  =0. 

Man  kann  diese  Gleichung  etwas  erweitern  und  einige  Theoreme 
Aber  die  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung  daraus  ab- 
leiten.    R.  M. 

H.   F.  Baker.     On  the  centre  of  an  algebraic  curve. 

Qaart.  J.  XXIV.  338-339. 

Der  Inhalt  des  Taylor'schen  Artikels  (F.  d.  M.  XXI.  1889. 
695)  wird  in  andrer  Weise  gefasst  und  kurz  abgeleitet. 

R.  M. 
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6.  Darboux.     Sur  une  classe  de  courbes  unicarsales  et 
sur  une  propriötö  du  cercle.    Add.  de  vie.  Norm.  (3)  vii. 

827-334. 

Man  vergleiche  die  Referate  in  F.  d.  M.  XIV.  1882.  542  o. 
543  über  die  gleich  betitelten  Arbeiten  des  Verfassers,  die  hier 
abgedruckt  sind. 

Der  Verfasser  betrachtet  zun&chst  Unicursalcurven  n^'  Klasse, 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  man  in  jeder  Richtung 
nur  eine  Tangente  ziehen  kann,  welche  also  die  unendlich 
ferne  Gerade  als  (n—1)- fache  Tangente  besitzen.  Diese  Curven 
entstehen  durch  Bewegung  einer  Geraden,  welche  auf  n  gege- 
benen Geraden  von  gegebenen  Anfangspunkten  aus  Stficke  ab- 
schneidet,  die  durch  eine  lineare  Relation  verbunden  sind;  sie 
besitzen  auch  die  Eigenschaft,  dass  zwischen  den  von  n-f  1 
festen  Tangenten  auf  einer  veränderlichen  Tangente  abgeschnitte- 
nen Segmenten  eine  lineare  Relation  besteht  Das  einfachste 
Beispiel  dieser  Curven  bietet  die  Parabel  dar.  Durch  Projioiren 
erhält  der  Verfasser  analoge  Sätze  Aber  Curven  n^'  Klasse,  welche 
irgend  eine  (n—1)- fache  Tangente  besitzen,  speciell  wieder 
aber  Kegelschnitte.  —  Es  werden  dann  Unicursalcurven  betrach- 
tet, bei  welchen  man  im  allgemeinen  in  jeder  Richtung  zwei 
Tangenten  ziehen  kann;  diese  Curven  entstehen  durch  Bewegung 
einer  Geraden,  welche  mit  n  festen  Geradenpaaren  Dreiecke 
einschliesst,  deren  Umfangsumme  constant  ist.  Die  diesbezQg- 
•liehen  Sätze  sind  Analoga  eines  bekannten  Satzes  über  den 
Kreis.  Die  Anzahlbestimmung  der  Dreiecke  f&r  Curven  von 
gegebener  Klasse  führt  auf  Probleme  aus  der  Theorie  der  bi- 
nären Formen.  Der  Zusammenhang  mit  dieser  Theorie  erklärt 
sieh  auch  daraus,  dass  diese  Curven  in  Bezug  auf  einen  Kreis 
die  reciproken  Polaren  derjenigen  Curven  sind,  welche  in  Polar- 
coordinaten  durch  die  Gleichung  ^  =  fCcosoi,  sinoi)  dargestellt 
werden,  wo  f  eine  rationale  Function  bedeutet.  Wbg. 


Weill.     Sur  une  propri^t^  d'une  classe  de  courbes  alg4- 
briques.    s.  M.  p.  Buii.  xviil.  iö4. 
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Die  drei  Ecken  eines  Dreiecks  ABC  liegen  auf  einer  Curve 
y"»  =  AxP,  während  die  Seiten  AB  und  BC  je  die  Curven 
y*»  =  BxP  und  y^  =  Cx^  berühren;  dann  umhüllt  die  dritte 
Seite  AC  bei  der  Bewegung  von  ABC  unter  den  angeflihrten 
Bedingungen  eine  vierte  Curve  derselben  Art;  ferner  kann  man 
auch  eine  gewisse  Vertauschung  der  Ecken  vornehmen. 

Lp. 


G.    Gerade  Linie  und  Kegelschnitte. 
E.  Cesaro.     Sur  l'emploi  des  coordoun^es  barycentriques. 

Mathesis  X.  177-190. 

In   diesem   beachtungswerten   Aufsatze   benutzt  Hr.  Cesiro 
gleichzeitig  die  oartesischen  und  die  barycentrischen  Coordinaten. 
Ein  in  einer  Ebene  beweglicher  Punkt  M  wird  als  der  Schwer» 
punkt   dreier,   in   den    Ecken    eines   Bezugsdreiecks  liegenden, 
veränderlichen  Massen  angesehen.     Der  Verf.  bezieht  die  Figur 
auf  die  Axen   des  Trägheits-Eegelschnitts   für   das   betrachtete 
Dreieck.     Der   gleichzeitige  Gebrauch  dieser  beiden  Arten  von 
Coordinaten  ermöglicht  es,  auf  eine  ungezwungene  Weise  eine 
grosse  Menge  alter  und  auch  neuer  Sätze  zur  Dreiecksgeometrie 
aufzufinden.     Als  eine  Folge  dieser  Forschungsmethode  ergiebt 
sich  unter  anderem:    „Die  Elemente,    welche  man  gewohnheits- 
mässig  merkwürdig  nennt,  sind  dies  nicht  an  sich,  sondern  durch 
die  Beziehungen,   welche  sie  unter  einander  haben.    Man  kann 
jeden  Satz  bezüglich  des  Zusammenhangs  eines  beliebigen  Systems 
von  Elementen  auf  jedes  andere  System  übertragen,  dessen  Ele- 
mente  denselben   Zusammenhang  besitzen^.     Die   Vorteile   der 
Methode  des  Hrn.  Cesaro  entspringen  der  Freiheit  in  der  Ver- 
legung  des  Anfangspunktes  und   in   der  Orientirung  der  Axen 
innerhalb  eines  gewissen  Spielraums   in   der  Ebene.     Doch  ist 
zu  beachten,  dass  diese  Freiheit  in  der  infinitesimalen  Geometrie 
fortfällt,    wo  man  die  natürlichen  Coordinaten  q  und  s  benutzt. 

Mn.  (Lp.) 
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F.  J.  Studnicka.    BemerkuDgen  zur  analytischen  Theorie 

der   Geraden.     Gasop.  XIX.  121.  (Böhmisch.) 

Betrifft  die   Ergänzung   der  gewöhnlichen   Schulbücher   in 
Bezug  auf  drei  coexistirende  Gerade.  Std. 


P.  Sack,      üeber  Kreisbtlndel  zweiter  Ordnung.      Diss. 

Jena.  32  S.  8«. 

Schon  oft  ist  das  dreistufige  System  aller  Kreise  einer  Ebene 
auf  das  dreistufige  System  aller  Punkte  des  Raumes  abgebildet 
(z.  B.  Thomae,  Schlömilch  Z.  XXIX.  284,  Tauberth  Diss.  Dres- 
den 1884).  Auch  ist  die  Oeometrie  des  ebenen  Ereissystems, 
welche  der  Verfasser  mit  Benutzung  dieser  Abbildung  aus  der 
Punktgeometrie  des  Raumes  ableitet,  in  der  Eugelgeometrie  von 
Tfai.  Reye  enthalten  (Synthetische  Geometrie  der  Engeln  and 
linearen  Eugelsysteme).  Der  Verfasser  leitet  nun  hier  analytisch 
die  Eigenschaften  der  EreisbQndel  ab,  welche  bei  der  erwähnten 
Abbildung  den  verschiedenen  Arten  von  Flächen  zweiten  Grades 
entsprechen.  Als  gemeinsames  Merkmal  ftlr  alle  Ereisbüschel 
zweiter  Ordnung  findet  der  Verfasser,  dass  die  Ereise  eines 
solchen  je  ein  Paar  zweier  projectiv  auf  einander  bezogenen 
linearen  EreisbUschel  orthogonal  und  ausserdem  einen  Kreis, 
der  keinem  der  beiden  B&schel  angehört,  orthogonal  oder  dia- 
metral schneiden.  Ferner  ergiebt  sich,  dass  alle  diese  Kreise 
eine  bicirculare  Gurve  vierter  Ordnung  doppelt  berfihren.  Hin- 
sichtlich der  Ereisbflndel  zweiter  Ordnung  fügt  der  Verfasser 
den  bekannten  Resultaten  noch  hinzu,  dass  solche  Bündel  von 
allen  .Ereisen  gebildet  werden,  die  von  einem  Ereise  diametral 
geschnitten  werden,  ferner  von  allen  Ereisbttscheln,  die  einen 
Ereis  gemein  haben,  und  deren  Potenzlinien  einen  Eegelsehnitt 
umhüllen,  femer  von  allen  Ereisen,  welche  die  Paare  zweier 
projectiven  Ereisbüschel  orthogonal  schneiden,  ferner  von  allen 
Ereisen,  welche  die  Paare  eines  Ereisbüschels  in  Involution 
unter  constantem  Winkel  schneiden,  endlich  von  allen  Ereisen, 
welche  die  Paare  einer  Strahlen -Involution  unter  constantem 
Winkel  schneiden.  Seht. 
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And.  Moller.  1)  üeber  den  Brocard'schen  Kreis  als 
geometrischen  Ort  und  die  demselben  verwandten 
Kegelschnittscharen.  2)  Ueber  Kegelschnitte,  die  zu 
dem  verallgemeinerten  ßrocard'schen  Dreiecke  in  Be- 
ziehung stehen.     Hoppe  Arch.  (2)  VIIL  337-362,  (2)  IX.  113-156. 

Die  Fusspankte  der  durch  die  Brocard'scben  Punkte  0,  und 
O'^  gezogenen  Ecktransversalen  sind  ^„£,)C„  und  homolog  werden 
solche  Punkte  A^,B^^  C^  genannt,  welche  die  Seiten  des  Fundamental- 
dreieeks  alle  3  nach  demselben  Verhältnis  teilen.  Unter  Benutzung 
barycentrischer  Coordinaten  wird  der  Satz  hergeleitet:  „Der 
Brocard'sche  Kreis  ist  der  geometrische  Ort  für  den  Schnittpunkt 
der  Geraden  A^A^^  ^9^19  ^9^/9  ^^^  dieser  Satz  dann  nach  doppel- 
ter Richtung  erweitert,  erstens  indem  in  den  benutzten  analy- 
tischen Formeln  die  Coordinaten  der  in  Betracht  kommenden 
Punkte  an  Stelle  des  Exponenten  2  irgend  einen  andern  Ex- 
ponenten erhalten,  und  zweitens,  indem  man  A^  mit  irgend 
welchen  Punkten  auf  CA  oder  AB  und  entsprechend  B^  und  C^ 
mit  den  homologen  Punkten  auf  AB  und  BC  resp.  BC  und  CA 
verbindet.  An  Stelle  des  Broeard'schen  Kreises  treten  dann 
Kegelschnitte.  —  In  der  zweiten  Arbeit  werden  homologe  Punkte 
1)  auf  den  Seiten  des  Brocard'scben  Dreiecks  AmBmCm,  2)  auf 
Ä'A^,  B'Bm,  C'Cm  (il'  Mitte  von  BC),  3)  auf  A'AU,  B'Bln,  C'QL 
(Am  Mitte  von  BmCm)  mit  A,  ß,  C  verbunden  und  der  Ort  für  den 
Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  jedesmal  als  Hyperbel  er- 
mittelt Endlieh  werden  i4,  B,  Cmit  Am^Bm^Cm  vertauscht  und  beson- 
dere Fälle  betrachtet.  Es  wird  verschiedentlich  Bezug  genommen 
auf  die  Arbeit  des  Verfassers  im  Programm  des  Kgl.  Gymnasiums 
zu  Kempen  1889  und  auf  den  barycentrischen  Galcul  von  Möbius. 

Lg. 

A.   BoüTiN.     Sur   un  groupe  de  quatre  coniques  remar- 
quables  du  plan  d*un  triangle.    J.  de  Math.  ep^c.  (3)  iv. 

104-107,  124-127. 

Sind  0,  /,  I\  r\  t"  die  Mittelpunkte  des  Umkreises,   des 
Inkreises  und  der  Ankreise  eines  Dreiecks,  und  transformirt  man 
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die  Geraden  0/,  0I\  Of\  Or*\  indem  man  zu  ihren  Punkten 
die  inversen  eonstruirt,  so  erhält  man  vier  gleiehseitige  Hyper- 
beln, die  durch  den  Höhenschnitt  H  des  Dreiecke  gehen.  Ueber 
diese  vier  Hyperbeln  handelt  der  Verf.,  indem  er  ihren  Zu- 
sammenhang mit  der  neueren  Dreiecksgeometrie  zeigt,  z.  B.: 
Ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  dem  Feuerbach'schen  Kreise  des 
Dreiecks.  Die  Asymptoten  sind  die  Simson'schen  Geraden  ffir 
die  Endpunkte  der  Durchmesser  0/,  0/',  Of,  0/'"  des  Umkreises. 
Wenn  ein  Dreieck  einem  festen  Kreise  eingeschrieben,  einem 
zweiten  umgeschrieben  ist,  so  dreht  sich  die  Verbindungslinie 
seines  Nagerschen  und  seines  Gergonne'sohen  Punktes  um  einen 
festen  Punkt  der  Centrale.  Lp. 


6.  DB  LoNGCHAMPS.      SuF    les    paraboles    de   M.  Artzt. 

J.  de  Math.  8p6c.  (3)  IV.  149-153. 

Wenn  die  Artzt'schen  Parabeln  sich  zu  zweien  in  den  Punk- 
ten A\  B'j  C  schneiden,  so  sind  die  Inhalte  der  krummlinigen, 
durch  sie  bestimmten  Dreiecke:  AC'B'  =  CA'B'  =  BA'C' r=i{ABC\ 
ferner  AC  B  =  BA'C  =  CB'A  =  ^ABC.  Lp. 


F.  Caldarera.  Sistema  di  circoli  tangenti  a  tre  cerchi 
dati,  in  coordinate  trilineari.  Palermo  Rend.  IV.  43-49. 
Die  bekannte  Gonstruction  eines  Kreises,  der  drei  gegebene 
berührt,  wobei  die  Aehnlichkeitsaxen  und  der  Ghordalpunkt  der 
gegebenen  Kreise  verwandt  werden,  ist  den  hier  gegebenen  ana- 
lytischen Entwickelungen  zu  Grunde  gelegt  Es  werden  tri* 
lineare  Goordinaten  gebraucht,  und  das  Coordinatendreieck  hat 
die  Gentra  der  drei  gegebenen  Kreise  zu  Ecken.  Gefunden 
werden  die  Goordinaten  des  Gentrums  und  der  Radius  des 
Kreises,  der  die  drei  gegebenen  Kreise  berührt.  Mz. 


M.  L.  Albbggiani.     Osservazioni  suUa  nota  precedente. 

Palermo  Rend.  IV.  50-53. 

Dieser  kurze  Aufsatz  bezieht  sich  auf  die  von  Hrn.  Caldarera 
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gegebene  Lösung  des  Problems,  zu  drei  Kreisen  den  Tierten  sie 
berührenden  zu  finden.  Der  Verfasser  legt  die  gewöhnlichen 
rechtwinkligen  Goordinatenaxen  zu  Grunde,  zu  welchen  keiner 
der  gegebenen  Kreise  eine  specielle  Lage  hat,  und  gelangt  zu 
Formeln,  die  einfacher  sind,  als  die  entsprechenden  in  der  Arbeit 
des  Hrn.  Caldarera.  Mz. 


A.   PoULAiN.     Solution  de  la  question  274.  J.  de  Math,  ap^c 

(3)  IV.  111-119. 

Die  von  Hrn.  Lemoine  gestellte  Aufgabe  verlangt  die  Auf- 
findung der  Oerter  für  zwei  Punkte  U  und  ilf'  in  der  Ebene 
eines  Dreiecks  ABC^  wenn  ihre  bezüglichen  tripolaren  Coordinaten 
fn,  n,  /  und  n,  /,  m  sind,  ^^er  Ort  von  M  ist  ein  Kegelschnitt, 
welcher  drei  merkwürdige  Kegelschnitte  doppelt  bertthrt.  Letztere 
haben  Aj  Bj  C  zu  Brennpunkten,  und  jeder  besitzt  als  Länge  der 
Focalaxe  diejenige  Seite,  welche  der  seine  Brennpunkte  verbin- 
denden vorangeht"  (directe  Seitenkegelschnitte).  Der  Ort  von 
M*  steht  in  gleicher  Beziehung  zu  den  „rückläufigen  Seitendrei- 
ecken". Lp. 

A.  PoüLAiN.     Sur  un  problfeme  de  M.  A.  Boutin.     J.  de 

Math.  sp^c.  (3)  IV.  33-41. 

Im  J.  de  Math.  sp^c.  (3)  III.  254-255  hatte  Hr.  Boutin  die 
bekannte  Aufgabe  analytisch  behandelt:  „Um  die  Ecken  eines 
Dreiecks  als  Mittelpunkte  beschreibt  man  Kreise,  deren  Radien 
bezw.  p,  9,  r  sind.  In  der  Ebene  des  Dreiecks  die  Punkte  zu 
bestimmen,  von  denen  aus  die  Kreise  unter  demselben  Gesichts- 
winkel erscheinen,  und  die  Abstände  dieser  Punkte  von  den  drei 
Seiten  zu  berechnen."  In  der  vorliegenden  Note  weist  Hr.  Poulain 
darauf  hin,  dass  die  Frage  auf  die  Aufgabe  hinausläuft,  die 
senkrechten  Coordinaten  x^  y,  z  eines  Punktes  M  zu  berechnen, 
wenn  man  drei  Grössen  p,  9,  r  kennt,  welche  seinen  tripolaren 
Coordinaten  proportional  sind,  und  knüpft  hieran  einige  Rech- 
nungen, welche  mit  der  neueren  Dreicksgeometrie  zusammen- 
hängen. Lp. 

FortMhr.  d.  Math.  ZXII.  2.  46 
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C.  LoLLf.  Intorno  al  problema  degli  assi  delle  cnrve 
di  2^  ordine  trattato  coi  metodi  della  geometria  nnova 
e  della  geometria  analitica.    Batt  G.  xxviii.  193-201. 

Das  Axenproblem  bei  CarTen  zweiter  Ordnung  wird,  wie 
es  im  Titel  aasgesprochen  ist,  mit  Hülfe  der  neueren  synthetischen 
und  der  analytischen  Methode  behandelt  Wesentlich  neue  Ge- 
sichtspunkte enthält  die  Arbeit  nicht.  A. 

V.  Lac  de  Bosrbdon.  DeteriDination  des  foyers,  des 
directrices  et  des  axes  dans  les  coniques,  d'apr^s  la 
coneeption  de  PlUcker.     Mathesie  x.  265-275. 

Aufsuchung  der  Brennpunkte,  indem  man  sie  als  diejenigen 
Punkte  ansieht,    von  denen  aus  man  an  den  Kegelschnitt  zwei 

Tangenten  ziehen  kann,  welche  die  Richtungscoefficienten  +)/— 1 
haben.  Die  Leitlinie  ist  die  Polare  des  Brennpunktes;  die  Axen 
sind  die  Geraden,  welche  die  Brennpunkte  paarweise  yerbinder. 
Der  Artikel  ist  elementar.  Mn.     (Lp.) 


Kavier.     Propri^tös  focales  des  coniques  et  des  quadri- 

ques.      Nonv.  Add.  (3)  IX.  233-239. 

Mehrere  Sätze  über  Kegelschnitte  und  Flächen  zweiter  Klasse 
werden  hier  hergeleitet  aus  folgenden  beiden  Hauptlehrsätzen: 

1.  Sind  C  =  0,  C  =  0,  C"  =  0  die  Tangentialgleichungen 
von  drei  Kegelschnitten,  so  definirt  die  Gleichung: 

AC-f  A'c'+rc"  =  0 

ein  Netz  von  Kegelschnitten.  Zwei  Kegelschnitte  dieses  Netzes 
mögen  die  Gleichungen  S'  =  0,  S"  =  0  haben ;  wenn  man  den 
vier  Tangenten,  die  diesen  beiden  Kegelschnitten  gemeinsam 
sind,  einen  Kegelschnitt  einschreiben  kann,  der  einen  dritten 
Kegelschnitt  des  Netzes  S  =  0  doppelt  berührt,  so  kann  man 
auch  den  vier  Tangenten,  die  den  Kegelschnitten  C'=0,  C"=0 
gemeinsam  sind,  einen  Kegelschnitt  einschreiben,  der  den  Kegel- 
schnitt C  =  0  doppelt  berührt. 
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2.    Haben    vier    Flächen    zweiter    Klasse    die    Tangential- 
gleicfaangen : 

C  =  0,    C  =  0,    C"  =  0,    C"  =  0, 
so  bestioDiaien  sie  ein  Flächennetz  durch  die  Gleichung: 

Ac+i'c'+rc"+r'c"'  =  o. 

Wenn  dann  S'  =  0,  S"  =  0,  S'"  =  0  die  Tangentialgleichungen 
von  drei  Flächen  dieses  Netzes  sind,  und  man  den  acht  gemein- 
samen Tangentialebenen  dieser  drei  Flächen  eine  Fläche  zweiter 
Klasse  einschreiben  kann,  die  einer  vierten  Fläche  des  Netzes 
S  =  0  eingeschrieben  ist,  so  kann  man  auch  den  acht  Tangential- 
ebenen, die  den  Flächen  C'  =  0,  C"=0,  C'"==0  gemeinsam 
sind,  eine  Fläche  zweiter  Klasse  einschreiben,  die  der  Fläche 
C  =  0  eingeschrieben  ist.  Mz. 


C.  A.  Laisant.    Quelques  propriöt^s  focales  des  coniques. 

Soc.  Philom.  Bnll.  (8)  II.  182-191. 

Sind  OA  und  OB  zwei  conjugirte  Halbmesser  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel,  so  ist  die  Lage  eines  Brennpunktes  F  durch  die 
ÄequipoUenz 

OF^  =  OA'±OB' 
in  einfacher  Weise  bestimmt.     Mit  Hülfe  dieser  Beziehung  lost 
der  Verf.  eine  grössere  Anzahl  von  Aufgaben,  welche  die  Focal- 
Eigenschaften  der  Kegelschnitte  betreffen,  und  beweist  am  Schluss 
einen  früher  an  derselben  Stelle  ohne  Beweis  mitgeteilten  Satz. 

Schg. 

V.  JAROLfMEK.      Einige  Beiträge   zur  analytischen  Geo- 
metrie der   Kegelschnitte.     Casop.  XIX.  U,  76.  (Böhmisch.) 

Handelt  über  die  Ableitung  der  Formel  zur  Berechnung 
der  Fläche  1.  eines  parabolischen  Abschnittes  und  2.  eines  ellip- 
tischen Abschnittes,  3.  über  den  Pol  und  die  Polare  eines  Kreises 
und  4.  einer  Ellipse,  5.  über  das  einer  Ellipse  umschriebene 
Parallelogramm,  6.  über  den  geometrischen  Ort  des  Halbirungs- 
punktes  einer  elliptischen  Sehne,  die  durch  einen  festen  Punkt 
geht,  und  7.  über  den  Krümmungskreis.  Std. 

4G* 
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C.  R.  J.  Kallrnberg  van  den  Boscb.  Relation  entre 
la  distance  d'un  point  P  du  plan  d'une  conique  au 
foyer  et  les  rayons  vecteurs  des  pieds  des  normales 
abaiss^s  d'un  point   P  sur   la  courbe.     Nonv.  Ann.  (3) 

IX.  395-400, 

Ist  p  der  Parameter  einer  Parabel,  sind  o,,  o„  e^  die  vom 
Brennpunkte  aus  gezogenen  Radienvectoren  der  Fusspunkte  der 
drei  von  einem  Punkte  ihrer  Ebene  gefällten  Normalen  und  u  der 
Abstand  desselben  Punkts  vom  Brennpunkte,  so  ergiebt  sich  zu- 
nächst: 

,       2 
«    =  — »i^«'r 

Bezeichnen  n,,  ri,,  n,  die  Längen  der  Normalen,  so  folgt  weiter: 

Für  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  seien  a,  6,  o  die  Halbaxen  und 
Excentricität;  k,  die  v  und  die  n  mögen  ihre  Bedeutung  f&r 
den  einen  Brennpunkt  behalten  und  seien  u\  v\  n'  fOr  den 
anderen;  dann  ist 

c"  o'c" 


R.  H.  PiNKKRTON.     Note  on   normals   to   conics.      Edinb. 

Math.  8.  Proc.  YIII.  19-21. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Gerade  Ix-^-my+na  =  0  eine 
Normale  des  Kegelschnitts  ax*-\'2hxy  +  by*  +  2gx-\  2fy-\-c  =  0 
sei,  während  die  Axen  rechtwinklig  sind,  ist: 
(a/*  +2hlm-\-  bm^)(Ar  +  Bm'  +  Cfi"  +  2Fnin  +  2  Cn/  -f  2Hlm) 

wo  die  Buchstaben  die  in  Salmon's  Kegelschnitten  ihnen  beige- 
legte Bedeutung  haben.  Gbs.  (Lp.) 

A.  Breuer.  Die  Normalform  der  allgemeinen  Kegel- 
schnittgleichung. Ein  Beitrag  zur  analytischen  Geo- 
metrie.     Eisenach.  39  S.  8^. 
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Z.  LuccHiNi.  Deirequazione  di  secondo  grado  come 
rappresentazione  delle  sezioiii  conicbe.     Torino.  26  8.  8<^. 

K.  Habbart.  Bemerkenswerte  Polareigenschaften  eines 
besonderen  Ebenencoordinatensystems.     Marburg.  45  S.  s^. 

O.  Weimar.  Ueber  verschiedene  Darstellungen  des 
correspondirenden  Kegelschnitts  einer  Geraden  in  Be*> 
zug  auf  einen  Kegelschnittbtlndel.     Giessen.  23  s.  8^ 


O.  Richter.     Ueber  zwei  Kegelschnittsätze,    schiömiich  z. 

XXXV.  125-126. 

Es  sei  ein  Kegelschnitt  @  gegeben: 

1.  Dreht  sich  ein  rechter  Winkel  um  seinen  auf  @  liegenden 
Scheitel  P,  so  dreht  sich  die  Hypotenusensehne  um  einen  Punkt 
(/,  der  in  der  Normale  von  P  liegt.  Welches  ist  der  Ort  der 
Punkte  ü?    (Cfr.  B.  Sporer,  Schiömiich  Z.  XXXIII.  309.) 

2.  Schneiden  sich  drei  KrUmmungskreise  von  @  in  einem 
Punkte  auf  @  selbst,  so  schneiden  sich  die  Normalen  ihrer  Oscu- 
lationspunkte  in  einem  Punkte  V,  Welches  ist  der  Ort  der 
Punkte  K?    (Cfr.  Steiner,  Ges.  Werke,  Bd.  II.  8.  691  u.  348.) 

Die  gesuchten  Orte  U  und  V  sind  zwei  mit  @  ähnliche, 
coaxiale  Kegelschnitte,  von  denen  jeder  die  Evolute  von  @  vier- 
mal berührt.  Die  Tangenten  der  letzteren  in  den  acht  Berüh- 
rungspunkten sind  zugleich  Tangenten  eines  und  desselben 
Kreises.  „U  ist  zugleich  der  Ort  der  Mitten  derjenigen  Strecken, 
die  vom  Axenkreuze  auf  den  Normalen  von  @  begrenzt  werden^. 

Wbg. 

H.   Brogard.     Solution  de  la  question  1566.      Nonv.  Ann. 

(3)  IX.  157-159. 

M.  d'Ocagne.     Correspondance.    Ibid.  558. 

Bestimmt'  man  auf  der  Focalaxe  eines  Kegelschnitts  einen 
Punkt,  von  dem  aus  die  Curve  unter  rechtem  Winkel  erscheiDt, 
errichtet   in   diesem   Punkte   die  Senkrechte   und   construirt   in 
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jedem  Punkte  des  Kegelschnitts  einen  Kreis,  der  diese  Senk- 
rechte berührt,  so  bleibt  das  Verhältnis  PM^iPM^  constant,  wo 
unter  P  der  Pol  jener  Senkrechten,  unter  Äf,  und  Ä,  die  Schnitt- 
punkte des  Kreises  mit  der  Focalaxe  verstanden  sind.  Einen 
interessanten  Specialfall  liefert  die  gleichseitige  Hyperbel;  ein 
hierbei  in  der  ersten  Mitteilung  begangener  Irrtum  wird  in 
der  zweiten  Notiz  berichtigt.  B.  M. 


D.  Valbri.     Un  teorema  suUe  coniche.     Modena  Mem.  (2) 

Vir.  181-187. 

Der  Verfasser  beweist  auf  geometrischem  Wege  folgendes 
Theorem  von  H.  Schröter  aus  den  Nouvelles  Annales,  März  1888: 
„Es  sei  ein  vollständiges  Vierseit  gegeben,  dessen  gegenüber- 
liegende Ecken  a,  a,,  6,  6^,  c,  c,  sind,  so  kann  man  die  vier 
Dreiecke 

abjC^p  ^ifr^n  ^1^1^)  obc 
bilden.    Nimmt  man  dann  drei  Punkte  A^  B,  C  auf  einer  Geraden 
an,  so  gehen  die  vier  Kegelschnitte 

BCab^c^,  BCa^bc^^  BCa^h^Cy  BCabc 
durch  einen  Punkt  il,,  die  vier  Kegelschnitte 

Ci4a6,c,,  CAa^bc^^  CAa^b^c^  CAabc 
durch  einen  Punkt  B,,  die  vier  Kegelschnitte 

ABab^c^^  ABa^bc^^  ABa^b^c,  AB(ibc 
durch  einen  Punkt  C^.  Die  Punkte  A,  Ä,,  C^  liegen  auf  einer 
Geraden,  ebenso  die  Punkte  B,  C„  A^  und  C,  il,,  B,,  und  die 
acht  Seiten  der  beiden  Vierseite,  deren  gegenüberliegende  Ecken 
beziehentlich  a,  a,,  6,  6,,  c,  Cj  und  A^  i4,,  B,  fl,,  C,  C,  sind, 
berühren  einen  und  denselben  Kegelschnitt^.  Wbg. 


Th.  Nüsslein.  Ueber  Kegelschnittpaare,  von  denen  der 
eine  Kegelschnitt  einem  Vierecke  unageschrieben,  der 
andere  demselben  Vierecke  eingeschrieben  ist.  Pr.  Königi 

StudienaDBt.  MÜDDorstadt.  53  S.  8^. 

Der  Verfasser   leitet  zuerst  die  bekannte  Bedingung  dafHr 
her,   dass   bei   zwei   gegebenen  Kegelschnitten  der  eine  einem 
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Viereck  um-,  der  andere  diesem  Viereck  eingeschrieben  ist: 

wo  z/,  J\  Oy  d'  die  aus  Salmon's  ^Conic  sections''  bekannte  Be- 
deutung haben.  Diese  Bedingung  wird  dann  für  eine  Reihe 
einzelner  Fälle  geometrisch  gedeutet.     Es  folgen  noch  Zusätze. 

Mz. 


M.  ÄzzARBLLi.     Derivazione  delle  coniche  da  una  conica 

qualunque.     Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L.  XLIII.  103-112. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  N  der  Ebene  in  Bezog  auf 
zwei  senkrechte  Axen  seien  X,  Y\  und  aus  ihnen  seien  die  Coor- 
dinaten x^  y  eines  anderen  Punktes  M  mittels  der  Gleichungen 
hergeleitet: 

wo  h  eine  constante  Länge  bedeutet.  So  entspricht  einem  Punkte 
iV  ein  anderer  M  und  umgekehrt.  Beschreibt  nun  N  eine  Curve, 
so  thut  dies  auch  M\  und  es  wird  des  näheren  ausgeführt,  wie 
aus  einem  der  drei  Kegelschnitte  jeder  der  anderen  oder  auch 
einer  von  derselben  Art  hervorgehen  kann.  Die  obigen  Glei- 
chungen ergeben  sich  aus  einer  zu  Anfang  der  Arbeit  aufge- 
stellten Gonstruction.  Mz. 

E.   CzuBBB.     lieber  die  einem  Kegelschnitt  umgeschrie- 
benen Kreis  Vierecke.    Hoppe  Arch.  (2)  ix,  loi-ioa 

Zunächst  behandelt  der  Verfasser  die  Aufgabe,  zu  einem 
gegebenen  Punkte  P(x\y')  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  S 
einen  zweiten  Punkt  Q{x'\y")  derart  zu  bestimmen,  dass  die 
vier  Schnittpunkte  der  beiden  Tangentenpaare  aus  P  und  Q  an 
S  auf  einem  Kreise  liegen.  Nach  Darlegung  einer  allgemeinen 
Methode  der  analytischen  Losung  dieser  Aufgabe,  d.  i.  der  Auf- 
findung des  Ortes  von  Q  bei  gegebenem  P,  werden  die  Gentral- 
kegelschnitte  und  die  Parabel  gesondert  vorgenommen.  Dabei 
kommt  der  Verfasser  zu  folgenden  Sätzen: 

Die  Gegenseitenpaare  eines  Kreisvierecks,  das  einem  Central- 
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kegelschnitt  umgeschrieben  ist,  schneiden  sich  auf  einer  mit  dem- 
selben concentrischen,  durch  seine  Brennpunkte  gehenden  gleich- 
seitigen Hyperbel,  welche  für  den  Kreis  in  ein  Paar  zu  einander 
senkrechter  Durchmesser  degenerirt. 

Die  Gegenseitenpaare  eines  Kreisvierecks,  das  einer  Parabel 
umgeschrieben  ist,  schneiden  sich  auf  einer  durch  den  Brennpunkt 
der  Parabel  gehenden  Geraden. 

Es  wird  dann  auf  den  Specialfall  aufmerksam  gemacht, 
welcher  sich  ergiebt,  wenn  die  Ellipse  oder  Hyperbel  in  Folge 
des  Verschwindens  ihrer  Nebenaxe  in  eine  Gerade  zusammen- 
fällt. Hierdurch  werden  auf  einfache  Weise  Eigenschaften  der 
gleichseitigen  Hyperbel  gewonnen;  so  z.  B.:  Wenn  man  einen 
beliebigen  Durchmesser  MN  einer  gleichseitigen  Hyperbel  aus 
zweien  ihrer  Punkte  P  und  Q  projicirt,  so  liegen  die  vier  Schnitt- 
punkte der  beiden  Geradenpaare  auf  einem  Kreise.  Es  folgen 
dann  noch  weitere  geometrische  Bemerkungen.  Mz. 


E.  Barisien.      Conoours    pour    les    bourses   de   licence. 

(l'oQloase  18S8.)    Nonv.  Add.  (3)  IX.  200-203. 

Man  betrachtet  die  osculirenden  Parabeln  einer  Ellipse;  durch 
einen  beliebigen  Punkt  (a,  ß)  der  Ebene  gehen  vier  solcher 
Parabeln ;  ihre  vier  Osculationspunkte  liegen  auf  zwei  parallelen 
Geraden,  aber  höchstens  zwei  sind  reell.  Durch  diese  vier  Punkte 
lege  man  wieder  eine  Parabel,  die  also  dem  Punkte  (a, /?)  ein- 
deutig zugeordnet  ist;  welchen  Ort  muss  (a, /9)  beschreiben,  damit 
diese  Parabel  durch  einen  festen  Punkt  (p,  q)  gehe? 

B.  M. 


C.-R. -J.  Kallenberg   van  den   Bosch.     Solutions  des 
questions  1591,  1592.     Nouv.  Add.  (3)  IX.  159-160,  198-199. 

Beweise  für  zwei  Lehrsätze,  welche  sich  auf  die  von  einem 
Punkte  an  eine  Parabel  resp.  Ellipse  gelegten  Normalen  beziehen. 

R.  M. 
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B^GHiN.     Note  8ur  le  cercle  de  Joachimsthal.  s.M.F.Bail. 

XVIII.  138-140. 

Zieht  man  von  einem  Punkte  P  vier  Normalen  an  eine 
Ellipse,  so  ist  durch  ihre  vier  Fusspunkte  eine  gleichseitige 
Hyperbel  bestimmt.  Durch  drei  der  Fusspunkte  geht  ein  Kreis, 
welcher  diese  Hyperbel  in  einem  vierten  Punkte  schneidet.  Den 
vier  Kreisen,  welche  möglich  sind,  entsprechen  also  vier  der- 
artige Schnittpunkte.  Sie  liegen  auf  einer  Ellipse  von  unver- 
änderlicher Form,  welche  ihren  Mittelpunkt  in  P  hat,  und  deren 
Axen  parallel  denen  der  gegebenen  Ellipse  verlaufen. 

Sehn. 

C.  B.     Solution  de  la  question  propos^e  pour  Tadmission 
ä  TEcole  centrale  en  1888,  premifere  session.  Nouv.  Ann. 

(3)  IX.  403-410. 

C.  B.     Solution  de  la  question  propos^e  pour  Tadmission 
k  l'^^ole  centrale  en   1888,  seconde  session.  Nouv.  Ann. 

(3)  IX.  410-417. 

G.  Maupin.      Solution  des  questions  propos^es   pour  la 
licence  en  juillet  1889  h,  Rennes.   Nouv.  add. (3)  ix. 420-424. 

Die  gestellten  Aufgaben  sind  nicht  von  allgemeinerem  Interesse. 

Sehn. 

R.  TucKBR.     Some  properties  of  co- normal  points  on  a 

parabola.      Lood.  M.  S.  Proc.  XXI.  442-451. 

Der  Verfasser  setzt  eine  Parabel  in  der  Gleichung  an: 

y*  =  4aa?. 
Ein  Punkt  derselben  hat  dann  die  Coordinaten  (am',  2 am),  wo 
m  ein  variabler  Parameter  ist.      Die  Gleichungen  der  Tangente 
und  Normale  der  Parabel  in  diesem  Punkte  sind: 

X  —  my  -{-  am^  =  0, 
mx  +  y — a^m^i-  2m)  =  0. 
Sehreibt  man  die  letzte  Gleichung  in  der  Form: 

am'+(2a  — ir)m  — y  =  0, 
BO  erkennt  man,   dass  von  einem  gegebenen  Punkte  (x^y)  drei 
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Normalen  an  die  Parabel  gehen,  und  die  Bedingung  unter  ihren 
Parametern  besteht: 

*»!  +  m,  -f  m,  =0    oder    ^m  =  0. 
Drei  solche  Punkte  der  Parabel,  ftir  deren  Parameter  diese  Be- 
dingung erfüllt  ist,  und  bei  denen  die  in  ihnen  zur  Parabel  con- 
struirten  Normalen  also  durch  einen  und  denselben  Punkt  geben, 
nennt  der  Verfasser  „oo-normal  points^. 

Es  wird  nun  eine  grosse  Zahl  von  Eigenschaften  solcher 
conormalen  Punkte  hergeleitet,  wobei  auch  die  durch  drei  solche 
Punkte  gelegten  Kreise  und  die  dem  Tangentendreieck  solcher 
drei  Punkte  umschriebenen  Kreise  eine  Rolle  spielen.  Diese 
sehr  zahlreichen  Eigenschaften  müssen  in  der  Arbeit  selbst  nach- 
gelesen  werden.  Hz. 

G.   Papelibr.      Äutre  Solution   de    la  question   propos^ 
au  concours  g^n^ral  en   1889.    Nouv.  Ann.  (3)  ix.  36-40. 

Es  handelt  sich  um  folgende  Fragen:  Gegeben  sei  eine 
Parabel  P  und  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  0\  C  sei  einer  der 
Kegelschnitte,  die  dem  Vierseit,  das  von  den  vier  der  Parabel 
und  dem  Kreise  gemeinsamen  Tangenten  gebildet  wird,  einge- 
schrieben ist;  dann  verlangt  man  die  Enveloppe  der  Polaren  A 
des  Punktes  0  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  C  (diese  Enveloppe 
ist  eine  Parabel).  Ferner  verlangt  man  die  Enveloppe  derjenigen 
Tangenten  d  an  die  Kegelschnitte  C,  so  dass  die  Normale  im 
Berührungspunkte  durch  0  geht  (diese  Enveloppe  ist  dieselbe 
wie  die  vorhergehende).  Hierauf  wird  nach  der  Enveloppe  der 
Axen  der  Kegelschnitte  C  gefragt  (auch  diese  Enveloppe  ist  die 
nämliche  wie  vorher).  Dann  wird  nach  den  Orten  der  Projectio- 
nen  von  0  auf  die  Polaren  A^  ferner  auf  die  Tangenten  d,  und 
endlich  auf  die  Axen  der  Kegelschnitte  C  gefragt. 

Die  Resultate  werden  sehr  einfach  gewonnen,  und  zwar 
werden  die  in  Rede  stehenden  Curven  durch  ihre  Tangential- 
gleichungen  definirt.  Nachher  wird  gezeigt,  wie  man  auch  auf 
rein  geometrischem  Wege  dieselben  Resultate  erhalten  kann. 
(Vergl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  723.)  Mz. 
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G.  Leinekugbl.     Remarques  g^omdtriques  sur  la  in6me 

qnestion.    Nouv.  Ann.  (3)  IX.  41-46. 

Der  Verfasser  betrachtet  den  in  der  Arbeit  von  Herrn  Papelier 
behandelten  Gegenstand  von  allgemeineren  Gesichtspunkten  und 
kommt  durch  die  synthetische  Methode  zu  analogen  Sätzen,  die 
aber  Kegelschnitte  überhaupt,  nicht  bloss  die  Parabel  betreffen. 

Mz. 

J.     J.    WOLSTENHOLME,     G.     E.    CraWFORD,     T.    GaLLIBRS. 
Solution    of  question    10220.     Ed.  Times  LII.  91-92. 

Beschreibt  man  um  einen  Poinkt  der  Leitlinie  einer  Parabel 
einen  Kreis  mit  einem  Durchmesser  gleich  dem  Focalabstande 
jenes  Mittelpunktes,  so  bilden  drei  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten des  Kreises  und  der  Parabel  ein  gleichseitiges  Dreieck, 
und  die  Ankreiscentren  dieses  Dreiecks  liegen  auf  der  kubischen 
Curve  y\3x  +  ld)  +  4: a\3 a - a?)  =  0.  Lp. 


AspabaguSy    T.  Galliers,    G.  G.  Store.      Solution   of 

question    9694.     Ed.  Times  LH.  124-125. 

Der  Ort  des  Schwerpunktes  eines  der  Ellipse  fr'a;'-fa'2('  =  a*b' 
eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks  ist  die  Ellipse 
b\a'+Sbyx'+a\b'+Sayy'  =  a'b\a'-by. 
Die    Verbindungslinie    dieses    Schwerpunktes    mit    dem   vierten 
Schnittpunkte  der  Ellipse  und  des  Umkreises  jenes  Dreiecks  ist 
eine  Normale  der  Ellipse: 

a\a'+3by  ^  b\b'+3ay   ~   (a'-fc«)*  ' 

Lp. 


W.  J.  Grkenstreet,  P.  H.  Schoute.     Solution  of  question 

10086.      Ed.  Times  LII.  58-60. 

Durch  einen  Punkt  M  der  Kormale  in  einem  beliebigen 
Punkte  P  einer  Ellipse  zieht  man  die  drei  übrigen  Normalen 
MQ,  MR,  MS.     Für  das  Dreieck  QRS  werden  bestimmt:  der  Ort 
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des  HöhenscbDitts,  des  Umkreiscentrums,  des  Schwerpunktes,  die 
HüUeurve  der  Euler'schen  Geraden,  u.  a.  m.  Herr  Schoute,  von 
welchem  die  Lösung  stammtf  verweist  auf  allgemeinere  Sätze 
über  schiefe  Normalen  in  „Wiskundige  opgaven"  II.  264  (Aufg. 
160)  und  Mathesis  VII.  38.  Lp. 


L.  Rbzeau.     Solution  de  la  question  223.    J.  de  Math.  »pec. 

(3)  IV.  210-212. 

Ort  des  Mittelpunktes  eines  Kreises,  von  dessen  vier  Schnitt- 
punkten mit  einer  Ellipse  drei  die  Ecken  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  bilden  (eine  coaxiale  Ellipse).  UüUcurve  der  Verbin- 
dungslinie des  Mittelpunktes  des  Kreises  mit  dem  vierten  Schnitt- 
punkte (Evolute  einer  anderen  coaxialen  Ellipse);  Ort  der  Mitte 
dieser  Verbindungslinie  (eine  dritte  coaxiale  Ellipse). 

Lp. 

Clarkb,  D.  Edwardes.     Solution  of  question  8395. 

Ed.  Times  LH.  54-50. 

Die  Behandlung  der  Aufgabe,  durch  vier  beliebige  Punkte  die 
Ellipse  kleinsten  Inhalts  zu  legen,  erheischt  die  Lösung  einer 
kubischen  Gleichung,  deren  einzige  positive  Wurzel  die  eine  ge- 
suchte Ellipse  liefert.  Der  besondere  Fall,  dass  die  vier  Punkte 
die  Ecken  eines  Parallelogrammes  sind,  wird  für  sich  betrachtet. 

Lp. 

J.  Neuberg,    L.  Wiener.     Solution   of  question   10042. 

Ed.  Times  LH.  50-52. 

Auf  der  einen  von  zwei  sich  rechtwinklig  schneidendeo 
Geraden  nimmt  man  drei  Punkte  ^4,  B,  C  beliebig  an,  auf  der 
anderen  ebenso  A\  B\  C\  Die  drei  Punkte  ii",  B",  C"  teilen 
die  Geraden  AA\  BB\  CC  im  Verhältnisse  a:l,  die  Punkte 
A"\  B"\  C"  im  Verhältnisse  ß:l.  Dann  gehen  die  Lote  von 
A  auf  B"C'\  von  B  auf  C"i4",  von  C  auf  i4"B"  durch  einen 
und  denselben  Punkt  P,  der  eine  Gerade  beschreibt,  wenn  a 
veränderlich  ist.     Die  von  A"  auf  J8'"C'"  u.  s.  w.  gefWlten  Lote 
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gehen  durch  einen  and  denselben  Punkt  Q,  der  eine  Gerade 
beschreibt,  wenn  a  variirt  Bei  yer&nderlichem  ß  beschreibt  Q 
eine  gleichseitige  Hyperbel.  Lp. 


F.  Ruth,     üeber  den  Schnitt  einer  Hyperbel  mit  einer 

Geraden.     Hoppe  Arch.  (2)  IX.  216-21B. 

Der  Verfasser  giebt  die  Gonstruction  der  Schnittpunkte  einer 
Hyperbel  mit  einer  Geraden  an,  indem  er  die  Hyperbel  durch 
eine  ihr  affin  verwandte  mit  demselben  Scheitelkreise  (Kreis  über 
der  reellen  Axe  als  Durchmesser),  die  Gerade  aber  durch  eine 
diesen  Kreis  berührende  ersetzt.  Eine  solche  Gonstruction  hat 
er  bereits  in  einer  früheren  Note  gezeigt  (P.  d.  M.  XXI.  1889. 
635);  in  der  gegenwärtigen  bringt  er  eine  Vereinfachung  an, 
indem  er  einen  von  Chasles  aufgestellten  Satz  verwendet. 

Mz. 


D.    Andere  specielle  Cnrven. 

J.  RoSANBS.  üeber  ein  System  linearer  Gleichungen, 
welches  in  Verbindung  mit  einer  ebenen  Curve  dritter 
Ordnung  auftritt.    Math.  Add.  xxxvi.  316-318. 

Wenn  f  =  a|  =  6^  eine  tern&re  kubische  Form  ist  und 
H  =  kl  ihre  Hesse'sche  Covariante  bedeutet,  so  verschwindet 
bekanntlich  die  Contravariante  {ahuy  identisch  für  alle  Werte  u. 
Da  (a  6 »)' ebenfalls  identisch  0  ist,  so  folgt,  dass,  wenn  P  =:  ql 
eine  kubische  Form  mit  unbestimmten  Goefficienten  bedeutet, 
die  Identität  (flqny  =  0  unendlich  viele  Lösungen,  nAmlich  die 
Löenngen  F  =  f-f  AA  für  beliebige  Parameter  X  zulässt.  Dieses 
Resultat  wird  in  der  vorliegenden  Note  direct  mit  Hülfe  eines 
Satzes  aus  der  Determinantentheorie  abgeleitet.  Setzt  man  näm- 
lieh  alle  OoefBcienten  der  Gontravariante  (a^u)'  einzeln  gleich  0, 
so  erbftlt  man  10  lineare  Gleichungen  für  die  10  Goefficienten 
der  zu  bestimmenden  Form  P.    Die  Determinante  dieser  linearen 
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GleichuDgen  erweist  sieh  als  sehief  symmetriseh,  und  da  dieselben 
jedenfalls  eine  Lösung,  nämlich  P  =  f ,  zulassen  und  somit  jene 
Determinante  0  ist,  so  sind  notwendig  auch  alle  ersten  Unter- 
determinanten gleich  0.  Ht. 

F.  H.  LoüD.    On  certain  cubic  curves.  Colorado  studies  1. 16. 

Es  handelt  sich  um  Curven  dritter  Ordnung,  bei  denen  drei 
Inflexionstangenten  durch  einen  Punkt  gehen.  Wz. 


R.  A.  Roberts.     Notes  od  the  plane  cubic  and  a  canic 

LoDd.  M.  S.  Proc.  XXI.  62-69. 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  beiden  Curven  gleichzeitig  in  die 
Formen: 

U  =  ax*-\-by*+en*+du*  =  0;        F=  ax*+ßy^+y%*+du^  =  0 

transformirt  werden  können,  wobei  x^  y,  2,  u  vier  Gerade, 
a,  b,  c,  d^  a,  ß^  /,  d  Constanten  sind,  ü  hat  vier  Polarkegel- 
schnitte, welche  mit  V  doppelte  Berührung  haben;  x^  y,  s,  u  sind 
die  jedesmaligen  Berllhrungssehnen.  Der  Verf.  bestimmt  ferner 
einen  contravarianten  Kegelschnitt,  der  in  derselben  Form  wie 
V  erscheint,  und  stellt  zum  Schluss  die  Bedingung  auf,  unter 
welcher  beide  Curven  in  die  Formen: 

ü  =  ax^+ßy^+yü'+du*  =  0, 

r=  Px*+mY+nV—2mnyz-^2nlzx—2lmxy  =  0 

gebracht  werden  können.  R.  M. 


Herm.    Wagner,      üeber    gleiche    Peripheriewinkel    auf 
ungleichen    Sehnen.      Eine    Verallgemeinerung    einer 

planiraetrischen    Aufgabe.      Pr.  Neue  Höhere  Burgersch.  Ham- 
burg (No.  71h).  30  8.  49. 

Die  Aufgabe  ist  dieselbe,  welche  Hr.  0.  Hermes  im  Jonm. 
für  Math.  XCVII.  177  behandelt  hat  (vergl.  F.  d.  M.  XVL  1884. 
644),  und  für  welche  durch  Hrn.  Schonte  ebenda  IC.  98-109 
(F.  d.  M.  XVII.    1885.  630)  die  vorausgegangene  reiche  Litte- 
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ratur  angegeben  ist.  Der  Verf.  der  vorliegenden  Programm- 
arbeit hat  hiervon  offenbar  keine  Kenntnis  gehabt,  als  er  seine 
Untersuchung,  die  nur  Bekanntes  enthält,  in  den  Druck  gab. 

Lp. 

J.  J.  WoLSTENHOLME.     SolutioD   of  questioD  8246. 

Ed.  Times  LH.  84-85. 

In  einer  kubischen  Gurve  mit  drei  reellen  Asymptoten  und 
einem  Einsiedler  ist  der  Flächeninhalt  zwischen  zwei  Asymptoten 
und  dem  entsprechenden  unendlichen  Zweige  ein  Drittel  des  von 
den  Asymptoten  gebildeten  Dreiecks.  Lp. 


J.   J.  Walker.     On  the  satellite  of  a  line  relatively  to 

a    Cubic.    LoDd.  M.  S.  Proc.  XXI.  247-262. 

Der  Verfasser  giebt  die  allgemeine  Reduction  der  Gleichung 
der  Satellitcurve  einer  Geraden  bezQglich  einer  Curve  dritter 
Ordnung  auf  eine  bereits  in  einer  früheren  Arbeit  („On  the 
diameters  ofa  plane  cubic",  Phil.  Trans.,  CLXXIX,  F.  d.  M.  XX. 
1888.  740)  von  ihm  aufgestellte  Form,  in  welcher  das  Quadrat  der 
ursprünglichen  Geraden  als  impHciter  Factor  auftritt.  Es  werden 
im  ganzen  vier  Formen  dieser  Gleichung  aufgestellt,  deren  zweite 
mit  der  oben  erwähnten  übereinstimmt;  die  letzten  beiden  For- 
men sind  insofern  etwas  einfacher,  als  in  ihnen  nur  die  erste 
Potenz  der  ursprünglichen  Geraden  implicite  enthalten  ist. 

Wbg. 

F.  London,     üeber  die  Polarfiguren  der  ebenen  Curven 

dritter   Ordnung.      Math.  Add.    XXXVI.    535-584,   Habil.  -  Schrift 
Breslan. 

Algebraisch  ausgesprochen,  behandeln  die  Untersuchungen 
des  Verfassers  die  Darstellung  einer  kubischen  ternären  Form  als 
Summe  von  Kuben  linearer  Formen,  sowie  die  gleichzeitige  Dar- 
stellung mehrerer  kubischer  ternärer  Formen  als  Summe  derselben 
Kuben  linearer  Formen;  namentlich  wird  gezeigt,  auf  welche 
Weise  und  in  welcher  Anzahl  sich  die  linearen  Formen  bestimmen 
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lassen,  aus  deren  Kuben  die  ternäre  kubische  Form  linear  in- 
sammengesetzt  wird;  ferner  wird  auch  die  kleinste  Anzahl 
linearer  Formen  bestimmt,  aus  deren  Kuben  mehrere  kubische 
ternäre  Formen  gleichzeitig  zusammengesetzt  werden  können. 
Geometrisch  ausgesprochen,  handelt  das  Problem  des  Verfassers 
von  der  Auffindung  und  Construction  der  Polarfiguren  einer  oder 
mehrerer  Gurren  dritter  Ordnung.  Die  angewandte  Methode  ist 
zum  grossen  Teile  der  Theorie  conjugirter  und  apolarer  Curven 
entlehnt,  wie  sie  vorwiegend  von  den  Herren  Bosanes  (J.  (Br 
Math.  LXXVI)  und  Reye  (J.  für  Math.  LXXII,  LXXVII-LXXIX, 
LXXXII)  ausgebildet  ist.  Ausserdem  hat  die  vorliegende  Arbeit 
vielfache  Berührungspunkte  mit  den  in  den  Math.  Ann.  (XXX  u. 
XXXI)  veröflFentlichten  Untersuchungen  des  Herrn  0.  Schlesinger. 
Bei  der  Betrachtung  der  gemeinsamen  PoIarfUnfseite  zweier 
Curven  dritter  Ordnung  zeigt  sich,  dass  zum  Besitz  eines  gemein- 
samen Polarfünfseits  für  zwei  allgemeine  ebene  Curven  dritter 
Ordnung  das  Verschwinden  einer  simultanen  Invariante  notwen- 
dig, aber  auch  hinreichend  ist.  Die  Betrachtung  der  gemeinsamen 
Polarsechsseite  zweier  Curven  dritter  Ordnung  Iftsst  erkennen, 
dass  dieselben  ein  vierstufiges  System  bilden,  und  dass  jedes 
allgemeine  Gurvennetz  dritter  Ordnung  genau  zwei  Polarsechs- 
seite besitzt  Die  Construction  der  letzteren  führt  der  Verfasser 
aus.  Weiterhin  werden  auch  noch  Polarfiguren  von  höherer 
Seitenzahl  behandelt.  Seht 


F.  London.    Lineare  Constructionen  des  neunten  Schnitt- 
punkts zweier  Curven  dritter  Ordnung.   Math. Ann. XXX vi. 

585-596. 

Die  in  der  oben  besprochenen  Abhandlung  Ober  Polarfiguren 
einer  einzigen  Curve  dritter  Ordnung  gefundenen  Sätze  werden 
hier  zu  vier  neuen  Lösungen  des  schon  oft  in  mannichfachster 
Art  gelösten  Problems  verwandt,  mit  Hülfe  des  Lineals  allein 
denjenigen  neunten  Punkt  zu  finden,  der  allen  durch  acht  ge- 
gebene Punkte  gehenden  Curven  dritter  Ordnung  gemeinsam  ist 

Seht 
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E.  ViGARii:.      Note    bibliograpbique    sur    les    cubiques. 

J.  de  MftÜL  sp^c  (3)  IV.  63-69. 

Bibliographische  Ergänzungen  zu  dem  Artikel  des  Hrn. 
Boutin:  ,,Sur  les  cubiques  remarquables  du  plan  d'un  triangle^, 
vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  727.  Lp. 


Cl.  Sbbyais.      iStude  g^omdtrique  sur  la  cissoYde  et  de 

la   Strophoide.       Mathesis  X.  9-14. 

Eine  Uebersicht  Qber  die  hauptsächlichen  Eigenschaften  dieser 
her  ahmten  Curven.  Mn.    (Lp.) 

Balitrand.     Note  sur  la  Kreuzcurve.    J.  de  Math.  sp^c.  (3) 

IV.  5457. 

Zwei  Tangentenconstructionen  für  die  „Kreuzcurve" 

a'/x'  +  byy'  =  1, 
sowie  Auffindung  des  ErQmmungsmittelpunktes.  Lp. 


H.  M.  Jefpery.  On  the  identity  of  tbe  nodes  of  a 
nodal  curve  of  the  fourth  order  with  those  of  its 
qnartic  and  sextic  contra variants.   Qaart.  J.  XXIV.  250-256. 

Igt  D  ==  0  die  Gleichung  einer  Curve  vierter  Ordnung  in 
Pnnktcoordinaten,  und  bedeuten  S  und  T  die  Contravarianten 
der  ternären  Form  U^  so  stellen  S  =  0  und  T  =  0  die  Gleichungen 
gewisser  Curven  in  Liniencoordinaten  dar,  während  S*— 27T'  =  0 
die  Gleidiung  der  Curve  vierter  Ordnung  in  Liniencoordinaten 
ist.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Curve  t/  =  0  einen 
Doppelpunkt  besitzt,  wird  gezeigt,  dass  auch  die  beiden  Curven 
S  =  0  und  7=0  eben  jenen  Punkt  als  Doppelpunkt  besitzen, 
und  dass  ausserdem  jeder  der  beiden  Zweige  von  7  =  0  zugleich 
in  jenem  Punkte  einen  Wendepunkt  aufweist.  In  der  weiteren 
Untersuchung  werden  diese  Ergebnisse  auf  den  Fall  ausgedehnt, 
dass  die  Curve  (7=0  zwei  oder  drei  Doppelpunkte  besitzt. 

Ht. 

Fortochr.  d.  Math.  XXII.  2.  47 
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W.  Binder.      Ueber    die  Realität    der   Doppeltangenten 
rationaler  Plancurven  vierter  Ordnung  vom  Geschlecbte 

Null.     Schlömilch  Z.  XXXV.  25-36. 

Die  Worte  nVom  Geschlechte  NalP  im  Titel  Bind  zu  streichen. 
A.  Ameseder  hatte  behauptet,  dass  von  den  vier  Doppeltangenten 
einer  rationalen  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  stets  eine  isolirt 
liegt,  vorausgesetzt,  dass  alle  vier  Doppeltangenten  reell  sind. 
Indem  der  Verfasser  die  rationale  Curve  vierter  Ordnung  mittels 
einer  quadratischen  Transformation  auf  einen  Kegelschnitt  ab- 
bildet, findet  er,  dass  jene  Behauptung  unrichtig  ist.  Zugleich 
ergiebt  sich  dabei  die  Thatsache,  dass  eine  ebene  Curve  vierter 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  und  mit  vier  reellen,  nicht 
isolirt  liegenden  Doppeltangenten  genau  zwei  reelle  Wendepunkte 
besitzt.  Die  letztere  Thatsache  ist  übrigens,  wie  Referent  hinzu- 
fügt, eine  specielle  Folge  der  Elein'schen  Realitätsformel. 

Ht. 


R.  Laculan.     On  some  theorems  connected  with  bicir- 

Cular   quartics.      Proc.  Gambr.  Phil.  Soc.  VII.  87-92. 

Da  sich  die  mitgeteilten  Sätze  nicbt  ohne  unverhältnismässige 
Weitschweifigkeit  charakterisiren  lassen,  muss  es  bei  dem  Hin- 
weise auf  die  Originalabhandlung  sein  Bewenden  baben. 

Qz. 


Michelangelo  Borgogelli  Cbntrocrocb.  Studio  sopra 
la  curva  formata  dalle  projezioni  di  un  punto  sulle 
tangenti  ad  un  circolo.     Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L.  XLII.  203-224. 

Die  Fusspunktencurve  des  Kreises  wird  nach  ihren  gestalt- 
lichen Verhältnissen  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Lage  des 
Poles  discutirt;  für  die  singulären  Punkte  und  deren  Tangenten 
werden  geometrische  Constructionen  abgeleitet.  R.  M. 
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Josi:  Ruiz  -  Castizo*Ariza.  Estadio  analitico  de  un 
logar  geomätrico  de  cuarto  orden. 

In  dieser  Schrift  wird  die  Curve  vierter  Ordnung  untersucht: 

Tx.     (Lp.) 

O.  RiCHTBR.  üeber  die  Systeme  derjenigen  Kegel- 
schnitte, die  eine  bicirculare  Curve  vierter  Ordnung 
viermal  berühren.    Schlömiich  z.  xxxv.  Soppl.  i-iii. 

Referat  auf  Seite  663  dieses  Bandes. 


G.  Humbert.     Sur  une  classe  de  courbes  planes  et  sur 
une  surfaee  remarquable  du  quatri^me  ordre.  Joaro.  de 

Math.  (4)  VI.  423-444. 

Die  Gleichung  einer  „Quartique^,  d.  i.  einer  Curve  vierter 
Ordnung,  bezogen  auf  das  aus  drei  ihrer  Doppeltangenten  ge- 
bildete Dreieck,  deren  sechs  Berflhrungspunkte  nicht  auf  einem 
Kegelschnitt  liegen,  lautet 

(1)         p'«'+g'y'-J-r'»'— 2pqfiry— 2prrrÄ— 25^^«  =  /a?y», 

wo  p,  9,  r  und  t  lineare  Functionen  von  x^  y,  z  bedeuten.  — 
Es  werden  nun  die  Specialeigenschaften  derjenigen  „Quartiques'' 
untersucht,  fdr  welche  in  der  obigen  Gleichung  (1)  die  Grössen 
p,  9,  r  die  partiellen  Ableitungen  einer  und  derselben  Function 
zweiten  Grades  f(^,  y,  »)  nach  x^  y,  2  sind.  Diese  Eigenschaften 
sind  so  zahlreich,  dass  auf  die  Arbeit  selbst  verwiesen  werden 
muss.  —  Es  sei  nur  noch  bemerkt,  dass  die  reciproke  Fläche 
des  Ortes  der  Krümmungsmittelpunkte  einer  Quartique  ebenso 
wie  jede  „homographische''  Fläche  von  einer  beliebigen  Ebene 
io  einer  Curve  vierter  Ordnung  geschnitten  wird,  welche  der  in 
der  vorliegenden  Arbeit  behandelten  Klasse  angehört.      Wbg. 


G.  HuMBBRT.     Sur  les  coniques  inscrites  ä  une  quartique. 

Tooloase  Ann.  IV.  I.  1-8. 

47* 
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Der  Verfasser  erinnert  zunächst  aa  einige  bekannte  Sätze 
Ober  Carven  vierten  Grades  (Quartics),  welche  u.  a.  von  Hesse 
und  Gayley  herrühren.  Eine  Quartic  ohne  Doppelpunkt  hat 
63  Systeme  von  eingeschriebenen  Kegelschnitten,  d.  h.  von  solchen 
Regelschnitten,  die  die  Quartic  in  vier  Punkten  berühren;  die 
allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  eines  Systems  hat  die 
Form: 

(1)  IW+21V  +  W^0, 

wo  f/  =  0,  F  =  0,  W  z=0  Gleichungen  von  Kegelschnitten  sind 
und  X  einen  variabeln  Parameter  bedeutet.  Aus  der  Gleichung 
(1)  folgt,  dass  die  acht  Berührungspunkte  zweier  Kegelschnitte 
desselben  Systems  mit  der  Quartic  auch  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen.  Der  Zweck  dieser  Arbeit  ist  nun,  einige  einfache  Eigen- 
schaften von  drei  eingeschriebenen  Kegelschnitten,  die  verschie* 
denen  Systemen  angehören,  nachzuweisen.  Eine  solche  Eigen- 
schaft ist  z.  B.  folgende: 

Sind  zwei  Kegelschnitte,  die  verschiedenen  Systemen  ange- 
hören, einer  Quartic  eingeschrieben,  und  haben  beide  Systeme 
vier  gemeinsame  Doppeltangenten,  so  trifft  jede  Cubic  (Curye 
dritten  Grades),  die  durch  die  acht  Berührungspunkte  beider 
Kegelschnitte  mit  der  Quartic  geht,  die  Quartic  in  vier  neuen 
Punkten,  welche  die  Berührungspunkte  eines  andern  eingeschrie- 
benen Kegelschnittes  sind,  der  dem  dritten  System  angehört,  das 
mit  den  beiden  ersten  dieselben  vier  Doppeltangenten  enthält. 
In  ähnlicher  Weise  folgt  dann  noch  ein  Satz  von  zwei  einge- 
schriebenen Kegelschnitten,  die  zwei  solchen  Systemen  angehören, 
die  sechs  gemeinsame  Doppeltangenten  enthalten.  Die  Beweise 
werden  analytisch  mit  Benutzung  von  solchen  Gleichungen  wie 
(1)  gefllhrt  Mz. 

H.   M.   Jefpery.      On    the    genesis    of   binodal    quartic 

CUrves   from  COnics.    Lond.  M.  S.  Proc.  XXI.  287-814. 

Zu  Anfang  erklärt  der  Verfasser,  wann  zwei  Kegelschnitte 
sich  anorthotomisch  schneiden:  Wenn  zwei  Kegelschnitte  P  und 
Q  sich  so  in  vier  Punkten  A^  fi,  C,  D  treffen,  dass  der  Pol  von 
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AB  in  Bezug  auf  Q  derselbe  ist,  wie  der  von  CD  in  Bezug  auf 
P,  so  kann  man  beweisen,  dass  dann  auch  der  Pol  yon  AB  in 
Bezug  auf  P  derselbe  ist,  wie  der  von  CD  in  Bezug  auf  Q. 
Zwei  solche  Kegelschnitte  schneiden  sich  dann  nach  Definition 
anorthotomisch.  Es  ist  dies  eine  Verallgemeinerung  des  Falles 
bei  zwei  Kreisen,  die  sich  rechtwinklig  schneiden.  Wie  nun  aus 
solchen  Kreisen  bicirculare  Gurven  vierten  Grades,  auch  anallag- 
matische  Curven  genannt,  hervorgeben,  so  gelangt  man  von 
anorthotomischen  Kegelschnitten  zu  Gurven  vierten  Grades  mit 
zwei  Doppelpunkten.  Eine  solche  Curve  hat  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

wo  Jj, «/,,  y,  Gleichungen  von  Kegelschnitten  sind,  die  durch  die- 
selben beiden  Punkte  gehen.  Mz. 


F.  Fbanklin.     Od  confocal  bicircular  quartics.    American 

J.  XII.  323-336. 

Der  Verfasser  entwickelt  mit  Hülfe  der  „Kreiscoordinaten^ 
Gleichung  und  Eigenschaften  der  confocalen  bicircularen  Gurven 
vierter  Ordnung  und  wendet  die  erhaltenen  Resultate  auf  die 
Lösung  der  bekannten  Euler'schen  Differentialgleichung  an: 

dx/yax^  -)-  46»"  -f  ßc»'  +  4dx  -)-  e 

+  äy/Vay*  +  46y » +  6cy'  +  idy  +  e  =  0, 
sowie  der  allgemeineren 

dx/yax*  +  4:bx^  +  6cx'  +  4dx  +  e 

=  dy/Va'y*  +  iöY  +  QcY  +  4d'y  +  e\ 

in   welcher   zwischen   den  Goefficienten   gewisse  Relationen  be- 
stehen. ^  Wbg. 

A.  Catlby.     The  bitangents  of  tbe  quintic.      Annale  of  Math. 

V.  109-110. 

Bemerkungen  zu  der  dem  Verfasser  von  Hrn.  Heal  mitge- 
teilten Entdeckung  einer  grössern  Anzahl  numerischer  Goeffi- 
cienten, als  er  vorher  erhalten  hatte.  H. 


742  IX-  AbscliDitt.    Analytische  Geometrie. 

A.  Levy.     Solution  de  la  question  190.    J.  de  Math.  spec. 

(3)  IV.  163-168. 

Die  Yon  Herrn  Amigues  gestellte  Aufgabe  verlangt  den  Ort 
des  Mittelpunkts  fbr  die  einem  Dreiecke  umgeschriebenen  Kegel- 
schnitte, bei  welchen  die  Summe  der  Quadrate  der  algebraischen 
Längen  der  Axen  gleich  K  ist.  Die  Curye,  welche  vom  fQnften 
Grade  ist,  wird  vom  Verf.  untersucht  und  in  ihren  wechselnden 
Formen  abgebildet.  Lp. 

Balitrand.     Sur  uu  thäor^me  de  M.  Jamet.     J.  de  Math. 

Bp6c.  (3)  IV.  241-248. 

Der  Artikel  giebt  einen  Beweis  für  den  von  Herrn  Jamet 
über  die  triangulären  Curven 

(px)*»  +  (gy)'»— (ra)«  =  0 
in  seiner  These  1887  (F.  d.  M.  XIX.  816 ff.)  ausgesprochenen 
Satz:  „Man  betrachte  einen  dem  Symmetrie  -  Dreiecke  umge- 
schriebenen Kegelschnitt,  welcher  die  Gurve  in  einem  Punkte 
berührt;  das  Verhältnis  der  Krümmungsradien  des  Kegelschnitts 
und  der  Curve  ist  für  alle  Punkte  der  letzteren  constant".  An- 
wendungen des  Satzes  auf  mehrere  besondere  Curven,  insbeson- 
dere die  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten ,  die 
zugleich  Wendepunkte  sind  (Kreuzcurve).  Lp. 


J.  Wesely.  üeber  einige  specielle  Curven  höherer  Ord- 
nung.   Hoppe  Arch.  (2)  IX.  420-433. 

Es  wird  eine  Reihe  von  Fusspunktencurven  verwandten  Ur- 
sprungs in  der  in  den  Uebungsbüchern  gebräuchlichen  Weise 
disGutirt,  eine  davon  mit  besonderer  Ausführlichkeit.  Um  diese 
Curve  einzuführen,  wird  zu  Anfang  überflüssiger  Weise  eine 
elementare  Schulaufgabe,  nach  Vorausschickung  der  einfachen 
exacten  Lösung,  durch  Probiren  gelöst.  Schg. 

H.  Ekama.  Die  Curven,  welche  von  Punkten  von  Ke- 
gelschnitten, die  sich  ohne  zu  gleiten  längs  anderer 
Curven  wälzen,  beschrieben  werden.    Hoppe  Arch.  (2)  VIIL 

388-441. 
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Eine  in  analytischer  Form  gehaltene  Untersuchung  ttber 
Rouletten.  Als  Poicurve  wird  ein  Kegelschnitt  genommen,  als 
Polbahn  dient  entweder  eine  Gerade  oder  ein  Kreis  oder  ein 
jenem  Kegelschnitte  congruenter  Kegelschnitt.  Im  letzteren  Falle 
wird  vorausgesetzt,  dass  der  eine  auf  dem  anderen  sich  derart 
abrollt,  dass  stets  entsprechende  Punkte  sich  berühren. 

Sehn. 


Steggall.      ä  special  case  of  three-bar  motion.     Edinb. 

Math.  8.  Froc.  VIII.  5-15. 

In  diesem  Aufsatze  wird  ein  vollständiges  Verzeichnis  der 
verschiedenen  Curvenarten  gegeben,  welche  durch  einen  zeich- 
nenden Punkt  in  der  Mitte  des  mittleren  Stabes  beschrieben 
werden,  wenn  die  beiden  äusseren  Stäbe  gleich  sind.  Zahlreiche 
Figuren  sind  beigegeben.  6bs.  (Lp.) 


F.  Masi.     Alcune  proprietk  della  curva  di  Watt.    Bologna. 

21  S.  u.  1  Taf. 


C.  Senesi.     Luoghi  geometrici  del  baricentro  del  trian- 
golo  nel  manovellismo  di  spinta  rotativa.      L'ingegDeria 

civile  e  le  Arti  iodastriali  XVI.  51-56. 

G.  ViVANTi.     Lettera  al  direttore.    Daselbst.  122-123. 

Bestimmung  des  geometrischen  Ortes  des  Schwerpunktes  des 
veränderlichen  Dreieckes,  von  dem  zwei  Seiten  die  Kurbel  und  die 
Stange  sind.  Der  Brief  des  Referenten  ist  der  Berichtigung 
einer  kleinen  Ungenauigkeit  gewidmet.  Vi. 


EicHLBR.     Die  Darstellung  der  cyklischen  Curven  und 
ihre  Bedeutang  fUr  die  Schwingungstheorie.  Hamb.  Mitt. 

IL  92-105. 

Als   cyklisch   werden   hier   alle   Curven   bezeichnet,   deren 
Coordinaten  durch  die  Gleichung: 


*« 
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yerbunden  sind,  worin  «  =  o^fty,  t]  =  ef9  za  setzen  ist,  und 
wobei  die  o«,  ki  reelle  Zahlen  sind.  Es  wird  zunächst  gpezeigt, 
dass  diese  Znsammensetzung  verschiedener  Ereisuml&ufe  mit  der 
gebräuchlicheren  Vorstellung  des  Bollens  von  Kreisen  auf  einem 
festen  Kreise  in  Uebereinstimmung  gebracht  werden  kann;  der 
Verf.  erläutert  dies  an  zahlreichen  Beispielen  und  bestimmt  den 
Garvencharakter  derselben«  Viele  in  der  Optik  und  Mechanik 
beobachteten  Schwingungscurven  gehören  hierher.  Die  Fragen, 
welche  sich  an  yeränderliche  Goefficienten  anknüpfen  würden, 
hat  der  Verf.  nur  gestreift;  dagegen  zeigt  er  zum  Schluss,  wie 
sich  die  Quadratur  und  Bectification,  die  Tangenten-  und  Nor- 
raalengleicbung  gewinnen  lassen,  ohne  auf  rechtwinklige  Coor- 
dinaten  zurück  zu  gehen.  B.  M. 


E.  Cesaro.     Sur  la  döveloppante  de  la  chatnette.  Mathesis 

X.  138. 

Jede  Evolvente  der  Kettenlinie  schneidet  unter  constantem 
Winkel  eine  Schar  gleicher  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einer 
Geraden  liegen.  Mn.  (Lp.) 

F.   MoRLEY.      On   the  epicycloid.    American  J.  XIII.  179-184. 

Der  Verfasser  leitet  mit  Hülfe  der  Kreiscoordinaten  einige 
(hauptsächlich  metrische)  Specialeigenschaften  der  Epicykloide 
ab,  welche  zum  Teil  bereits  von  Wolstenholme  (Lond.  M.  S. 
Proc.  IV)  und  Humbert  (American  J.  X.  258)  gefunden  bezw. 
bewiesen  worden  sind.  Wbg. 

SvECHNiKOFP.     Sur  la  polaire  röciproque  de  r^picycloide. 

J.  de  Math.  8p6o.  (3)  IV.  146-149,  169-170. 

Die  Gleichung  der  Gurve  wird  aufgestellt  und  disoutirt. 

Lp. 

E.  Janisch.     Eine  Minimaleigenschaft  der  archimedischen 

Spirale.     Hoppe  Arch.  (2)  IX.  445-448. 
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,)l8t  10  irgend  einer  Ebene  eine  variable  Gurve  C,  ferner  ein 
fester  Punkt  V  gegeben,  und  ist  F  die  erste  negative  Fusspunkten- 
curve  der  C  bezüglich  F,  dann  erhält  man,  wenn  durch  zwei 
beliebige  fixe  Punkte  Pj,  P,  der  C,  die  ein  endliches  Bogen- 
stock  begrenzen,  die  Senkrechten  Tj,  t,  zu  TP,,  KP,  ge- 
zogen werden,  in  iTj,  t,  zwei  Tangenten  der  r,  welche  dieselbe 

in  U^,  JI,  berühren  mögen,  und  die  mit  den  Bögen  P^P^^  i^o^i 
ein  gemischtliniges  Viereck  P^P^Tl^II^  einschliessen,  dessen  Fläche 
ein  Minimum  wird,  wenn  C  eine  archimedische  Spirale  ist  mit 
V  als  Anfangspunkt.*' 

Vorstehender  Satz  wird  durch  die  gewöhnliche  Methode  der 
Variationsrechnung  bewiesen,  wobei  die  Einführung  von  Folar- 
coordinaten  eine  bedeutende  Vereinfachung  bewirkt. 

Wbg. 

W.  LiGOWSKi.     Zur  Inhaltsberechnung  der  Flächen  und 

Körper.     Hoppe  Arch.  (2)  IX.  111-112. 

Ist  die  Subtangente  (d.  h.  Projection  der  von  der  x-Axe 
begrenzten  Tangente  einer  Curve  auf  die  tv-Axe)  proportional 
der  Abscisse  x^  so  ist  das  Flächenstück  zwischen  der  a;-Axe, 
der  Ordinate  y  und  der  Curve  proportional  dem  Rechteck  xy. 
Die  Bedingung  ist  erfüllt  von  der  Curve  y  =  aa?*.  Angewandt 
wird  der  Satz  auf  das  Volumen  des  Prismas,  dessen  Basis  die 
genannte  Figur  ist.  H. 

H.  Onnbn.      Bifocale    krommen.      £ene    mathematische 

Studie.    Nienw  Archief.  XVII.  77-129. 

Gegenstand  dieses  Aufsatzes  sind  die  bifocalen  Curven,  d.  h. 
die  Durchschnitte  einer  bifocalen  Oberfläche  mit  einer  durch  die 
Hauptaxe  gehenden  Ebene;  dabei  ist  unter  bifocaler  Oberfläche 
eine  Oberfläche  verstanden,  deren  Punkte  hinsichtlich  zweier 
im  Baum  gegebenen  Punkte  so  liegen,  dass  Lichtstrahlen,  die 
aas  einem  dieser  Punkte  ausgehen,  nachdem  sie  von  der  Ober- 
fläche gebrochen  oder  zurückgeworfen  sind,   durch  den  andern 
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Punkt  gehen  oder  in  ihm  zusammentreffen;  beide  Punkte  werden 
als  Brennpunkte  der  Oberfläche  bezeichnet. 

Weil  das  Problem  rein  mathematisch  aufgefasst  wird,  so 
sind  die  behandelten  Gurven  dadurch  charakterisirt,  dass  die 
Sinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  mit  den  beiden  Badien- 
yectoren  bildet,  in  jedem  Punkte  das  nämliche  Verhältnis  geben. 

Die  einfachste  Form  für  die  Gleichung  der  Gurren  ergiebt 
sich  in  bipolaren  Goordinaten.  Nach  der  allgemeinen  Betrach- 
tung kommen  zunächst  die  besonderen  Formen  zur  Besprechung. 
Der  Reihe  nach  behandelt  der  Verfasser  die  Ereisform,  die  hyper- 
bolische Bifocale,  die  umgekehrte  Ellipse,  die  konchoidale  Bi- 
focale,  die  umgekehrte  Hyperbel,  die  elliptische  Bifocale.  Darauf 
wird  die  allgemeine  Gleichung  der  bifocalen  Gurven  auf  das 
einfache  Polarsystem  übertragen,  woraus  sich  neue  Eigenschaften 
ergeben,  und  dann  wird  dieselbe  auf  natürliche  Goordinaten 
zurückgeführt,  wozu  der  Krümmungsradius  dient  nebst  dem 
Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  Geraden  bildet,  die  im  Peri- 
focus  senkrecht  auf  der  Hauptaxe  steht.  Auch  diese  Gleichung 
unterwirft  der  Verfasser  einer  genauen  Untersuchung,  wodurch 
auch  die  Erforschung  der  Inflexionspunkte  der  bifocalen  Gurren 
ermöglicht  wird.  Ferner  wird  der  Ort  der  Scheitel  berechnet, 
d.  h.  der  Punkte,  wo  der  Krümmungsradius  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  erreicht.  Schliesslich  werden  die  verschiedenen 
Formen  auf  fünf  Typen  zurückgeführt  und  diese  näher  betrach- 
tet; die  Charakteristik  ist  zunächst  den  Inflexionspunkten  ent- 
nommen, welche  bei  der  typischen  Elliptica  fehlen,  wohl  aber 
vorkommen  bei  der  typischen  Hyperbolica,  der  umgekehrten 
Ellipse  und  allen  konchoidalen  Gurven.  G. 


Lord  McLaren.     Equation   of  the  glissette  of  the  two- 

term    oval   —  +  -^=  L      Edinb.  Proc.  XVIII.  83-87. 


V.  Jamet.     Recherche  de  quelques  courbes  planes,  par 
rintermediaire  de  leurs  d^veloppöes.      Nouv.  Ann.  (3)  IX. 

496-000. 
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Es  wird  folgender  Satz  aufgestellt  und  bewiesen.  „Ist  der 
Krümmungsradius  einer  Curye  (C)  in  jedem  Punkte  das  harmo- 
nische Mittel  zwischen  den  Abständen  des  Fusspunkts  der  Nor- 
male von  den  Punkten,  in  denen  die  Normale  eine  feste  alge- 
braische Gurve  (S)  trifft,  so  ist  ihr  Bogen,  vermehrt  um  eine 
constante  L&nge  und  erhoben  zu  einer  Potenz  mit  einem  Expo- 
nenten gleich  dem  Grade  von  (S),  eine  ganze  rationale  Function 
der  Coordinaten  seines  beweglichen  Endes. ^  Hieraus  entspringt 
nun  die  Aufgabe,  fBr  eine  gegebene  Curve  (S)  die  Curve  (C)  zu 
ermitteln.  Diese  wird  für  den  Fall,  wo  (5)  ein  Kegelschnitt  ist, 
untersucht.  Die  Bedingung  reducirt  sich  auf  eine  Differential- 
gleichung, welche  durch  die  Gleichheit  zweier  elliptischen  Inte- 
grale dritter  Gattung  als  Gleichung  von  (C)  gelöst  wird. 

H. 

C.  A.  Laisant.     Sur  deux  genres  remarquables  de  cour- 

bes   planes.    Absoc.  Fran9.  Limogea  XIX.  74-78. 

Der  Verf.  sucht  eine  derartige  Curve,  dass,  wenn  man  zu 
ihr  die  Evolute  bildet,  von  dieser  abermals  und  so  fort  bis  zur 
vierten  Evolute,  diese  letztere  mit  der  Stammcurve  zusammen- 
fällt. Er  findet  zwei  Lösungen,  deren  Gleichungen  zuerst  in  der 
Gestalt  von  Differentialgleichungen,  dann  in  endlicher  Form  er- 
halten werden.  Die  betreffenden  Gurven  können  in  folgender 
Weise  erzeugt  werden.  Man  denke  sich  eine  logarithmische 
Spirale  S,,  welche  ihre  Fahrstrahlen  unter  dem  Winkel  ^n  und 
die  Polaraxe  in  der  Entfernung  c  vom  Pole  0  schneidet.  Man 
construirt  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ttber  S^O  als  Höhe  und 
5j  als  Spitze,  so  dass  der  Inhalt  dieses  Dreiecks  constant,  und 
zwar  gleich  c'  ist.  Die  Mitten  der  Schenkel  dieses  Dreiecks 
beschreiben  die  gesuchten  Gurven.  Die  Spirale  S^  selbst  bildet 
eine  particuläre  Lösung  der  Aufgabe.  Lp. 


M.  W.  Haskbll.     üeber  die  zu  der  Curve  l^fi+fi^y+v^l  =  0 
im    projectiven    Sinne    gehörende    mehrfache    üeber- 

deckung   der   Ebene.    American  J.  XIII.  1-52.  Mit  2  Tafeln.  Auch 
Göttingen.  Vandenhoeck  and  Ruprecht. 
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Deutet  man  ein  nieht  -  reelles  Wertsystem  1,  ^,  y,    welches 
einer  homogenen  Gleiehung 

f(X,  iu,  0  =  0 
gentigt,  als  das  System  der  Goordinaten  einer  nicht  reellen  Ge- 
raden, so  kann  man  dasselbe  durch  den  reellen  Punkt  dieser 
Geraden  darstellen.  Um  also  die  Gleichung  mit  Herrn  Klein 
.durch  eine  Ueberdeckung  der  Ebene  im  projeotiyen  Sinne  zu 
deuten,  hat  man  fUr  jeden  Punkt  soviel  BIfttter  im  Riemann'schen 
Sinne  einzuführen,  als  sieh  von  ihm  aus  nicht  reelle  Tangenten 
an  die  gegebene  Gurye  f  =  0  legen  lassen.  Diese  Bedeckung 
vereinfacht  sich  wesentlich,  wenn  man  eine  reelle  Gleichung  in 
Betracht  zieht;  alsdann  decken  die  Blätter  einander  paarweise 
und  hängen  längs  der  reellen  ZQge  der  Gurve  zusammen.  Dies 
wird  nun  an  der  Gleichung 

genau  durchgeführt.  Dieselbe  ist  mit  der  Theorie  der  Modal- 
functionen  siebenter  Stufe  innigst  verknfipfl,  indem  alle  diese 
homogene  Functionen  nullten  Grades  zweier  Stamm  -  Functionen 
X'.iiw  des  Periodenverhältnisses  x  sind,  welche  dieser  Gleichung 
genfigen.  Fflr  die  Untersuchung  sind  daher  selbstverständlich 
die  Eigenschaften  des  Fundamentalpolygons  siebenter  Stufe  (in 
der  T- Ebene)  von  Wichtigkeit,  an  die  der  Verfasser  zunächst 
erinnert.  Die  Aufgabe  der  Abhandlung  ist  geradezu:  festzustellen, 
wie  sich  das  Fundamentalpolygon,  insbesondere  seine  28  Sym- 
metrielinien, bei  der  mehrfachen  Ueberdeckung  darstellt.  Die 
Curve  weist  nur  einen  reellen  Zug  auf  mit  drei  reellen  Doppel- 
punkten und  sechs  reellen  Spitzen.  Letztere  gruppiren  sich  in 
zwei  Dreiecke,  deren  Seiten  die  Spitzentangenten  sind.  Diese 
reelle  Curve  ist  das  Bild  der  einen  der  28  Symmetrielinien.  Bei 
der  mehrfachen  Ueberdeckung  bleiben  drei  dreieckartige  Stflcke 
frei;  der  Rest  der  Ebene  wird  zunächst  von  dem  „grossen  Dop- 
pelblatt*' überdeckt,  und  hinzu  tritt  noch  ein  ^kleines  Doppel- 
blatt^,  das  ein  dreieckartiges  Stück  doppelt  überdeckt.  Der 
Punkt  1,  1,  1  ist  die  Verzweigungsstelle,  wo  die  beiden  Hälften 
des  grossen  Blattes  mit  denen  des  kleinen  Blattes  zusammen- 
hängen.    Für   die  Abbildung  der  übrigen  Symmetrielinien  gilt 
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folgender  Hauptsatz:  „Jedes  solches  Aggregat  von  Punkten, 
welches  auf  der  mehrfachen  Ueberdeckung  der  Ebene  einer  Sym- 
metrielinie des  Fundamentalpolygons  entspricht,  bildet  den  reellen 
Zug  einer  algebraischen  Curve,  und  zwar  geht  diese  Curve 
aus  der  Grundcurye  durch  eine  quadratische  Transformation 
hervor." 

Drei  von  den  Symmetrielinien  haben  Stücke  der  drei  Sym- 
metrie-Axen  der  beiden  Doppelblätter  zu  Bildern.  Je  zwei  der 
24  übrigen  Curven  ergeben  sich  deckende  Bilder,  und  zwar  er- 
hält man  drei  Curven  sechster  Ordnung,  welche  mit  der  reellen 
Curve  einen  Doppelpunkt  gemein  haben,  drei  Curven  achter 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  ausserhalb  der  reellen  Curve, 
und  endlich  sechs  Curven  sechster  Ordnung,  deren  jede  drei 
Spitzen  der  Curve  zu  Spitzen  hat,  und  auch  die  Spitzentangenten 
der  betreffenden  Punkte  aufweist.  E.  E. 


T.  Broden.  Ueber  die  durch  Abersche  Integrale  erster 
Gattung  rectificirbaren  ebenen  Curven.      stockh.    Akad. 

Bibang  Afd.  15.  I.  No.  5.  26  S. 

Es  wird  die  im  Titel  bezeichnete  Frage  ausführlicher  als 
frQher  von  Kobb  und  Humbert  behandelt,  die  Form  der  Glei* 
chnngen  der  fraglichen  Curven  näher  untersucht,  eine  Tabelle 
der  Curven  der  Gradzahlen  4  bis  10  aufgestellt;  endlich  werden 
Formeln  für  das  Geschlecht  und  die  Periodenzahl  der  Integrale 
gegeben.  Bdn. 

F.  Gauss,  üeber  Curven,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass  je  zwei  Tangenten  aus  einer  gegebenen  Geraden 
eine  Strecke  ausschneiden,  welche  zu  dem  von  den 
Berührungspunkten  begrenzten  Bogen  in  einem  gege- 
benen   Verhältnisse  steht.    Pr.  Gymn.  Booziaü  (No.  174).  26  S.  4^ 

Nach  einigen  einleitenden  Worten  zeigt  der  Verfasser,  wie 
die  Differentialgleichung  der  in  der  Ueberschrift  definirten  Curven 
gefunden   wird.     Die  gegebene  Gerade  wird  zur  Ordinatenaxe 


750  IX-  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

OY  der  gesachten  Garve  y  =  f(x)  genommen.    Ist  nun 

«' = t 

80  ist  die  Differentialgleichung  der  Curven: 

dx      dz 


=  +« 


X  COST 

WO  l:n  das  gegebene  Verhältnis  ist.  Durch  Integration  kommt 
schliesslich 

^'  =  4.4t(t)"-.-ti(t)"]. 

wo  a  constant.  Es  folgt  eine  eingehende  Discussion  der  Curye, 
hierauf  die  Rectification,  Quadratur,  Complanation  (bei  Um- 
drehung um  OK),  Kubatur  und  Betrachtung  des  besonderen 
Falles  n  =  2.  (Der  Zusammenhang  mit  der  Verfolgungscurve 
liegt  auf  der  Hand.     Lp.)  Mz. 


W.  Hofmann.     Kritische  Bemerkungen  zu  einigen  Fra- 
gen der  analytischen  Geometrie.     Wien.  18  s.  8^ 

R.  VON  LiLiBNTHAL.     Bemerkungen  tiber  einige  Grund- 
begrifie    der    analytischen    Geometrie    und   Mechanik. 

Santiago  (Verb.  wiBsensch.  Verein).  7  S.  gr.  8^. 

E.  MosNAT.    Problfemes  de  göomätrie  analytique.  Tome  I. 

Paris,  m)  S.  8°. 

E.  Schatte,      üeber  eine  transcendente  Curve  von  ge- 
gebener Bogenlänge.     Herford.  32  8.  S^. 

W.  Krimphoff,     üeber  eine  neue  Curvengattung,  welche 
aus  der  lemniskatischen  Function  entspringt.    Marburg. 

34  S.  8°  u.  1  Taf. 
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Capitel  3. 

Analytische  Geometrie  des  Raumes. 

A.     Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Raameurven. 

F.  Joachimsthal,  Anwendung  der  Differential-  und 
Integralrechnung  auf  die  allgemeine  Theorie  der 
Flächen  und  der  Linien  doppelter  Krümmung.     Dritte 

Aufl.,    bearb.   von    L.   Natani.     Leipzig.   B.  G.  Teubner.   X  ü. 
308  S.  80. 

lieber  die  zweite  Auflage  des  Werkes,  welche  ebenfalls  von 
Herrn  Natani  bearbeitet  ist,  siehe  das  Referat  F.  d.  M.  XIII.  1881. 
560-561.  Die  vorliegende  dritte  Auflage  enthält  eine  sehr  grosse 
Menge  von  Entwickelungen ,  welche  der  Herausgeber  zugefügt 
hat,  so  dass  es  nicht  mehr  thunlich  war,  im  Texte  die  ursprüng- 
lich von  Joachimsthal  herrührenden  Teile  von  den  Zusätzen  ge- 
trennt zu  halten.  Vielmehr  ist  diese  Trennung  nur  im  Inhalts- 
verzeichnis angedeutet.  Die  von  Joachimsthal  herrührenden 
Teile  sind  in  der  Hauptsache  ungeändert  beibehalten;  doch  ist 
die  Anordnung  an  einigen  Stellen  geändert,  und  die  Theorien 
der  doppelten  Krümmung  und  der  geodätischen  Linien  sind  um- 
gewandelt und  vereinfacht.  Auch  der  Anhang,  der  lediglich  vom 
Bearbeiter  herrührt,  ist  bedeutend  erweitert.  Diese  neuen  Teile 
des  Buches  bieten  eine  grosse  Menge  interessanten  Stoffes. 

A. 


E.  Padova.     Sulla  teoria  generale  delle  superficie. 

Bologna  Mem.  (4)  X.  745-772. 

Ein  kurzer  Abriss  der  Principien  der  Flächentheorie,  gegrün- 
det auf  die  Aufsuchung  invarianter  Ausdrücke  der  Differential- 
formeln für  das  Quadrat  des  Linienelementes  u.  dgl.  Der  Ver- 
fasser bemerkt  zu  Anfang,  dass  sich  ein  Teil  seiner  Formeln  in 
J.  Knoblauch,  Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der  krummen 
Flächen,  Leipzig  1888  (F.  d.  M.  XX.  1888.  752)  findet.     Die  Ab- 
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sieht  der  Untersuchung  ist  aber  in  der  vorliegenden  Untersuchung 
in  sofern  eine  andere,  als  die  algebraischen  Gesichtspunkte  über- 
wiegen, und  die  Geometrie  zur  Interpretation  derselben  dient. 
Die  Darstellung  ist  kurz  und  übersichtlich.  A. 


D.  J.  KoRTBWBO.     Sur  les  points  de  plissement.      Arch. 

N6erl.  XXIV.  57-98. 

Untersuchung  der  besondern  auf  einer  Oberfläche  liegenden 
und  mit  den  Inflexionspunkten  von  Curven  übereinstimmenden 
Punkte.  Der  Verfasser  nennt  dieselben  Faltenpunkte.  Sie  sind 
nicht  nur  von  Bedeutung  bei  mathematischen  Theorien,  sondern 
auch  bei  physikalischen  Untersuchungen,  wie  z.  B.  van  der 
Waals  zeigte  (siehe  F.  d.  M.  XX.  1889.  1002). 

Im  ersten  Teil  der  Abhandlung  werden  die  Faltenpunkte 
näher  bestimmt  als  diejenigen,  bei  denen  für  eine  doppelt  be- 
rührende Ebene  die  beiden  Berührungspunkte  zusammenfallen. 
Solche  Punkte  müssen  vorkommen  sowohl  auf  den  spinodalen 
Curven  (geometrischer  Ort  der  Punkte,  wo  die  Krümmung  der 
Oberfläche  Null  ist),  als  auf  den  flecnodalen  Curven  (geometrischer 
Ort  der  Punkte,  wo  die  Tangeuten  mit  der  Oberfläche  eine  Be- 
rührung dritter  Ordnung  haben).  Weiter  untersucht  der  Verfasser 
die  Form  der  Oberfläche  in  der  Nähe  eines  Faltenpunktes. 
Daraus  ergiebt  sich  eine  Einteilung  der  Faltenpunkte  in  zwei 
Arten,  wobei  zwei  besondere  Fälle  vorkommen,  in  denen  die 
allgemeinen  Betrachtungen  zum  Teil  ihre  Gültigkeit  verlieren; 
hier  entstehen  die  doppelten  Faltenpunkte.  Die  zweite  Abteilung 
handelt  von  einer  allgemeinen  Methode  zur  Untersuchung  der 
Art  und  Weise,  wie  sich  die  einzelnen  Punkte  auf  einer  langsam 
sich  verändernden  Oberfläche  verhalten.  Nach  dieser  Methode  zeigt 
sich  nun,  in  welcher  Weise  auf  einer  fortwährend  die  Form 
ändernden  Oberfläche  die  Faltenpunkte  entstehen  und  ver- 
schwinden. Schliesslich  wird  die  Theorie  angewandt  auf  die 
Oberflächen  dritten  Grades,  wo  dieselben  zuerst  vorkommen 
können.    (Vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  779ff.)  6. 
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T.  MoTODA.      Note    to   J,   Knoblauch'g   Paper    ^üeber 
Fundamentalgrössen   in   der   Flächentheorie".   (Journ. 

für  Math.   CHI.)    Joum   of  the  Phil.  Soc.  in  Tokio  1889.  3S. 

Bericht  in  F.  d.  M.  XXI.  1889.  765.  E. 


T.  MoTODA.     Quaternion  proofs  of  theorems  relating  to 
asymptotic  lines.     Mess.  (2)  XIX.  188-189. 

Einfache,  mit  Hülfe  der  Quaternionen  geführte  Beweise 
zweier  grundlegenden  Sätze  betreffs  der  asymptotischen  Linien 
einer  Oberfläche.  Glr.  (Lp.) 


6.  Peano.     Sulla   definizione  dell'area  d'una  superficie. 

Rom.  Acc.  L.  Bend.  (4)  VI,.  64-57. 

Die  Definition  der  Grösse  einer  krummen  Linie  und  Fläche 
wird  auf  folgende  Sätze  gegründet:    Ist  eine  geschlossene  nicht 
ebene  Linie  /  gegeben,    so   kann   man   stets  eine  geschlossene 
ebene  Linie  oder  Bivector  V  derart  bestimmen,  dass  die  Projec- 
tionen   beider   durch  parallele   Strahlen    willkürlicher   Richtung 
auf  eine  willkürliche  Ebene  gleiche  Fläehenstücke  auf  dieser 
begrenzen.    Die  Linien  f,  T  heissen  dann  äquipoUent     Projicirt 
man  /  orthogonal  auf  eine  variable  Ebene,  so  drückt  das  Maxi- 
mum der  von  der  Projection  begrenzten  Fläche  die  Grösse  des 
Bivectors  P  aus,   und  dieses  Maximum  erreicht  sie,   wenn  jene 
Ebene  die  Lage  von  /  hat«     Länge  eines  Curvenbogens  ist  die 
obere  Grenze  der  Summe  der  Grössen  der  Vectoren  seiner  Tefle; 
Areal  eines  Flächenstücks  die  der  Grössen  der  Biyectoren  aeiper 
Teile.    Die  Richtung  des  Vectors  eines  unendlich  kleinen  CurVen- 
bogens   ist  die  der  Tangente;   das  Verhältnis  zwischen   seiner 
Grosse  und  der  Bogenlänge  ist  die  Einheit;  ebenso  ist  die  Lage 
des   Bivectors  eines   unendlich   kleinen   Fiäcbenstücka   die  der 
Berfihrupgseb^e,   und   das  Verhältnis   zwischen   seiner   Grösse 
und  dem  Areal  die  Einheit.     Der  erste  Term  der  Entwickeluug 
der  Differens  des  Areals  eines  geodätischen  Kreises  und  seines 

Fortachr.  d.  Math.  XZII.  2.  48 
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Bivectors  nach  Potenzen  des  geodätischen  Radius  q  ist 

WO  A,  und  R^  die  HauptkrQmmungsradien  und  C  die  Krümmung 
der  Fläche  nach  Definition  von  Casorati  bezeichnen.  H. 


V.  Rbina.    Sulla  teoria  delle  normali  ad  una  saperficie. 

Nap.  Bend.  (2)  IV.  75-78. 

Es  werden  einige  Sätze  über  unendlich  nahe  Normalen  einer 
Fläche  entwickelt.  A. 

V.  Rbika.      Sülle    linee    conjugate    di    una    superficie. 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VIp  156-165. 

V.  Rbina.     Nuove  ricerche  sulle  linee  conjugate  di  ana 

superficie.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VIi.  203-209. 

V.  Rbina.      Di  alcune  formole  relative  alla  teoria  delle 

superficie.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VI,.  103-110. 

V.  Rbina.     Osservazione  alla  nota  precedente.    Rom.  Acc. 

L,  Rend.  (4)  VI3.  176. 

Die  erste  Arbeit  hat  die  Untersuchung  einiger  Eigenschaften 
von  conjugirten  liichtungen  zum  Gegenstande  und  benutzt  dazu 
folgende  Differentialausdrücke: 

d«"  =  Edu*  +  2Fdudv  +  Gdc*  =  A, 

—  =:  Ldu'  +  2Mdudv  +  Ndv^=^  ß, 
Q 

_d$^_  (EM'-FL)dH^+(EN'-GL)dudi>  +  (FN'-GM)dv^  _ 

—  =:  da^  =  JB,dti'  +  2F,dttdü  +  C,dc'  =  D. 

Hierin  sind  £,  F,  6r,  L,  ilf,  JV  die  bekannten  Fundamentalgrössen 
erster  und  zweiter  Ordnung,  £j,  F.,  G^  die  Fundamentalgrössen 
erster  Ordnung  fttr  die  Abbildung  der  Fläche  auf  die  Gauss'- 
sehe  Kugel;  r  bedeutet  den  Abstand  des  Flächenpunktes  von  dem 
Punkte  der  Flächennormale,  in  welchem  die  im  andern  Endpunkte 
von  ds  errichtete  Flächennormale  mit  dieser  den  kürzesten  Abstand 
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bat  (also  dem  Strictionspunkte),  q  den  Krümmungsradius  des 
Normalschnittes,  r  den  Radius  der  geodätischen  Torsion,  und  es 
ist,  wenn  man  setzt 

-.      EN--2FM+GL       11       „        LN^-M^         1 


E,  =  HL-'KE,     Fl  =  HM^KF,     G,  =  BN- KG 

und 

Iq  J  L    ^J  qI    J' 

wo  X  ^^^  Winkel  zwischen  ds  und  der  ersten  Hauptkrümmungs- 
richtung bedeutet.  Diese  Ausdrücke  und  die  aus  ihnen  hervor- 
gehenden Differentialparameter,  wie  z.  B. 

'"•f^ eärp • 

bilden  dann  eine  sehr  bequeme  Grundlage  zur  Untersuchung  der 
Flächen  und  der  Curven  auf  ihnen;  wie  dies  zum  Teil  von 
den  Herren  Bertrand,  Beltrami,  Knoblauch  entwickelt  ist. 

Dieselben  werden  nun  specieller  zur  Betrachtung  der  con- 
jugirten  Linien  benutzt,  und  es  ergeben  sich  dabei  manche  inter- 
essanten Resultate,  so  z.  B.  der  Satz:  Das  Verhältnis  der  Normal- 
krfimmung  zur  geodätischen  Torsion  einer  Flächencurve  ist  der 
Tangente  des  Winkels  proportional,  welchen  die  Curve  mit  der 
conjugirten  Richtung  bildet.  Specieller  wendet  sich  der  Ver- 
fasser zuletzt  zur  Betrachtung  der  „charakteristischen"  Linien 
(man  vergleiche  Pucci  und  Reina,  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  V,. 
501  und  881,  Ref.  F.  d.  M.  XXL  1889.  754  und  755)  und  stellt 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  auf,  dass 
eine  Curve  y(a,  c)  =  0  eine  charakteristische  Linie  sei,  und  zwar 
in  der  Form 

2  /1\q>)         ' 

woran  noch  einige  weitere  Folgerungen  geknüpft  werden. 

In  der  zweiten  Abhandlung  werden  die  Differentialausdrücke 
untersucht,  welche  zwei  vom  Punkte  ti,  t?  ausgehenden  Rich- 
tungen entsprechen:    du^  de  und  du,  Jt>,    und    deren    erste    die 

48* 
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Form  hat 

während  die  anderen  fi*,  C*,  Z>*  in  analoger  Weise  gebildet 
sind.  Der  Ausdruck  C*  war  schon  in  der  ersten  Abhandlang 
betrachtet,  und  es  hatte  sich  ergeben,  dass 

C*  =  -.id*d*(l  -  -l)8in(x+x'). 

Für  die  fibrigen  AnsdrScke  ergeben  sieh  u.  a.  folgende  Be- 
deutungen : 
Ea  ist 

i4*  =  d«  jscoso», 

rufe  j    ^  ,   ^    rCOS»        /l      ,      1   \  sin  Oll 

An  die  Discussion  dieser  Ausdrflcke  schliesst  sich  nun  eine 
Reihe  von  geometrischen  Folgerungen,  welche  hier  fibergangen 
werden  mttssen. 

Die  dritte  Arbeit,  zu  welcher  die  vierte  Mitteilung  einen 
kleinen  Zusatz  bildet,  beschäftigt  sich  mit  einigen  weiteren  Um- 
formungen der  Fundamentalgrössen  und  der  Ableitungen  der 
Bichtungscosinus  der  Normale  2,  Y,  Z.  Von  den  entwickelten 
Formeln  sind  folgende  hervorzuheben: 

^  ,       edtt'— 2Fd«ifo+(3kfo' 
da   = , 

ölnY    einZ  ,   ölnZ   ainX  .    ölnX  ainF        1 

_—  —  -  •  —  -  —  — •—  ■        —  •  —    ■  ■  ■   I    ■         •  — _____  ^^^  ______ 

dx        ox  dy        ay  dz         d»         Qi9t 

wenn  zur  Abkürzung 

'^'^  =  Kdx)  +Uy)  +Cö^;  "•«•*•• 

^,A  _  -^,  +  -^  +  -^  U.  8.  W. 

gesetzt  ist  A. 
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Dbmabtres.      Sur    les    snrfaoea    r^gl^es    dont   T^I^tnent 
unfaire  est  r^actible  k  la  forme  de  Liouville.     C.  R. 

ex.  329-330. 

Herr  Demartres  hatte  bei  der  französisohen  Akademie  am 
11.  December  1889  eine  versiegelte  Note  niedergelegt,  und  bittet 
um  die  Oeffnang  derselben  zur  Wahrung  seiner  Priorität,  weil 
inzwischen  in  einer  Note  des  Herrn  Raffy  (G.  R.,  Ref.  unten  S.  758) 
eins  seiner  Resultate,  wenn  auch  ohne  Beweis,  mitgeteilt  ist. 
Der  Inhalt  der  versiegelten  Note  ist  kurz  der  folgende: 

Die  geradlinigen  Flächen,  welche  einen  Ausdruck  fUr  das 
Quadrat  des  Linienelementes  in  der  Liouville'schen  Form 

zulassen,  sind  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt: 

1.  Der  Yerteilungsparameter  der  Normalen  ist  eine  elliptische 
Function  des  Bogens  der  Strictionslinie. 

2.  Die  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  Strictionslinie 
mit  der  erzeugenden  Geraden  bildet,  ist  diesem  Yerteilungspara- 
meter proportional. 

In  derselben  Abhandlung  wird  ferner  bewiesen,  dass  die 
einzigen  geradlinigen  Flächen,  welche  auf  eine  Umdrehungsfläche 
abwickelbar  sind,  die  von  Herrn  Bioche  gefundenen  sind  [G.  R. 
1888,  19.  März.  Man  vergleiche  übrigens  auch  die  Arbeit  des 
Herrn  Raffy  G.  R.  CVIII.  493,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  747]. 

Herr  Demartres  knüpft  an  die  Mitteilung  dieses  Resultates 
noch  die  Bemerkung,  dass  die  von  ihm  angewandte  Methode 
einer  Verallgemeinerung  fähig  ist.  Wenn  nämlich  in  dem  Ausdruck 

df"  =  Edu*+2Fdudv  +  Gdv^ 

die  drei  CoefScienten  £,  F,  6  rational  sind  in  Bezug  auf  den 
einen  der  beiden  Parameter  (etwa  »),  so  lassen  sich  die  Goeffi- 
cieoten  des  von  ihm  benutzten  Hülfsintegrales  A^  fi,  C  durch 
lineare  Differentialgleichungen  von  der  Form  der  Fuchs'schen 
bestimmen.    Er  erläutert  dies  an  einem  einfachen  Beispiel. 

A. 
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A.  Pktot.     Siir  les  surfaces  dont  l'^l^ment  lin^ire  est 
röductible  k  la  forme  ds"  =  F(J7-|-F)(rffi'+rfO.      c.  R 

ex.  330-333. 

Beschreibt  man  um  jeden  Punkt  M  einer  Flftche  S  eine 
Kugel  0,  deren  Radius  mit  den  Parametern  u  und  n)  variirt,  dann 
bildet  die  Gerade  0,  welche  den  Punkt  mit  einem  der  beiden 
Punkte  N  verbindet,  in  welchem  die  Kugel  a  ihre  Eingebaute 
berührt,  eine  Gongruenz  2  von  Normalen.  Nach  einem  Satze 
des  Herrn  Beltrami  bleibt  diese  Gongruenz  bestehen,  wenn  man 
die  Fläche  S  biegt.  Aus  diesem  Grunde  untersucht  der  Ver- 
fasser das  Verhalten  der  Gongruenz  2  bei  der  Deformation  der 
Fläche  S. 

Er  gelangt  hierdurch  zu  folgenden  Resultaten: 

1.  Notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  das 
Quadrat  des  Linienelementes  einer  Fläche  S  sich  in  die  Form 
ds^  =  F(U+V)(dn^-\-dv*)  bringen  lasse,  ist  die,  dass  man  durch 
jeden  Punkt  Jlf  in  den  beiden  Ebenen  P,  und  P,,  welche  normal 
zu  den  Gurven  eines  isothermischen  Systems  liegen,  zwei  Gerade 
D^  und  D,  ziehen  kann,  deren  Winkel  mit  der  Flächennormale 
^^  und  ^3  die  Bedingung  erfüllen: 

d(sin';»,)  ^  d(sin'^,) 
ds^         ""         rf*i        ' 

wo  die  Ableitungen  in  Richtungen  senkrecht  zu  P,  und  P,  ge- 
nommen sind. 

2.  Man  kann  diese  Bedingung  hinsichtlich  der  erwähnten 
Geraden  D,  und  D,  durch  die  Annahme  E  =  G  =  (l/^-|-F)  auch 
dahin  formuliren,  dass  dieselben  eine  Gongruenz  von  Normalen 
bilden,  und  dass  sie  mit  der  Flächennormale  complementäre 
Winkel  einschliessen  müssen. 

Dieselbe  Betrachtungsweise  lässt  sich  anwenden,  wenn 

ist  A. 


L.  Raffy.      Determination    des     surfaces     hartnoniques 

r^gl^es.      C.  R.  CX.  223-226. 
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Als  Resultat  nicht  mitgeteilter  Rechnung  wird  folgendes  auf- 
gestellt Für  Regelflächen,  die  keine  den  unendlich  fernen  Kreis 
berQhrende  Richtungsebene  haben,  ist  das  Linienelement,  auf 
die  Form  gebracht 

entweder  identisch  mit  dem  des  Hyperboloids 

und  zwar  wird  für  constante  g,  g^,  l,  wenn  i  =  -r-  und  k  den 

k 

„Verteilungsparameter'^  der  Function  von  e  bezeichnet,    welche 

der  Gleichung 

tdt 


dv^ 


y-^t'-2gt'  +  g,i'—2U 

genügt,  der  Winkel  (o  zwischen  der  Erzeugenden  und  der  Stric- 
tionslinie  bestimmt  durch 

und  a',  .6',  — c'  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

oder  das  Linienelement  ist 

wo 

^      r kdh 

^  ^'^-^  ^ß^^—k' 

(/9,  y  willkttrlich  constant).  Für  Regelflächen,  welche  die  oben 
erwähnte  Richtungsebene  haben,  giebt  es  folgende  zwei  Formen 
des  Linienelements: 


9 


ds^  =  du*+{u+av+be'')dv\ 
d$^  =  du^+(u--iv*)dv\ 

wo  a,  6  willkürlich  constant  sind.  H. 
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B.  WiLLiAMSON.     On  curvilinear  coordinates   DabiinTraoB. 

XXIX.  Part.  XV.  515-552. 

Wenn  die  krummlinigen  Coordinaten  («,,  o„  a,)  eines  Punk- 
tes durch  die  Gleichungen  a,  =  f,(x,  y,  z)  u.  s.  w.  definirt  wer- 
den, wenn  ferner  (/j,  iiij,  fij  u.  8.  w.  die  Bichtungscosinus  der 
Bogenelemente  ds^(==  k^da^)  u.  s.  w.  in  dem  Punkte  sind,  so 
werden  zuerst  verschiedene  Beziehungen  zwischen  diesen  Grössen 
aufgestellt,  dann  wird  Dupin^s  Theorem  bewiesen,  Ausdrücke 
fQr  die  Krümmungshalbmesser  werden  abgeleitet,  und  die  Trans- 
formation von  VF  wird  erledigt.  Der  zweite  Abschnitt  handelt 
von  Curven  auf  einer  festen  Oberfläche,  wenn  die  beiden  Systeme 
durch  a^  =  const.,  a,  =  const.  gegeben  sind.  Einfache  Beweise 
für  das  Erümmungsmass  werden  geliefert,  und  der  Gauss'sche 
Ausdruck  für  dasselbe  erscheint  in  der  Gestalt 

A,Ä,sina;  (da,  ^r,  /       da,  ^r,  ^      da^  da^) ' 
in  welcher  a^,  a„  Ar,,  k^  die  oben  angegebene  Bedeutung  haben, 

während  — ,  —  die  geodätischen  Krümmungen  der  entsprechen- 

den  Bogen  bedeuten,  oi  den  Schnittwinkel  der  Bogen.  Im  dritten 
und  letzten  Capitel  wird  die  Transformation  der  Grundgleichungen 
der  Elasticitätstheorie  aus  rechtwinkligen  Coordinaten  in  krumm- 
linige ausgeführt.  Gbs.  (Lp.) 

W.  P.  Ermakoff.     Ueber  geodätische  Linien.  Mosk.  Math. 

damml.  XY.  516-580.  (RuBBisch.) 

Der  Verfasser  beweist  den  Satz:  Ist  u  eine  vollständige 
Lösung  der  Gleichung: 

wo  £,  F,  G  die  Goefficienten  in  dem  Ausdrucke  des  Linien- 
elementes rf»'  =  Edp^+2Fdpdq  +  Gdq^  der  vorliegenden  Fläche 

bedeuten,  so  ist  ^  =  6,  wo  a  und  6  Constanten  sind,  die  all- 
gemeine Gleichung  der  geodätischen  Linien  auf  der  betrachteten 
Fläche.  Ms. 
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C.  GuiCHARD.     Becherches   sur  les  surfaoes  k  courbure 
totale  coDstante  et  sur  certaines  surfaces  qui  s'y  ratta- 

chent.      Aoo.  de  r^.  Norm.  (3)  VII.  233-264. 

C.  GuiGHAKO.     Sur  les  surfaces  qui  poss^dent  un  r^seau 
de  g^odösiques  conjugu6es.    0.  R.  OX.  995-997. 

Es  besteht  ein  bemerkenswerter  Zusammenhang  zwischen 
folgenden  drei  Gruppen  von  Flächen:  1.  den  Flächen  F  mit 
constantem  Erfiromangsmass,  2.  den  beiden  Brennflächen  S^ 
und  S,  eines  Strahlensystems  C  (einer  Gongruenz)  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  die  abwickelbaren  Flächen  von  C  die  Flächen 
S^  und  S,  in  ihren  KrQmmungslinien  berühren,  3.  den  Flächen 
2^  welche  ein  conjugirtes  Netz  von  geodätischen  Linien  besitzen. 
—  Mit  der  Untersuchung  der  Flächen  2  beschäftigt  sich  specieller 
die  erste,  mit  der  Untersuchung  des  Zusammenhanges  der  drei 
Flächen  die  zweite  der  vorliegenden  Arbeiten.  Sind  zunächst 
aaf  einer  Fläche  2  die  Curven  ü  =  const.  geodätische,  die  Curven 
t«  =  const.  die  sie  in  conjugirten  Richtungen  schneidenden,  sind 
femer  die  Bichtungscosinus  der  Normale  a^,  ßi^y^^  die  der  Gurve 
V  =  const.  a,  j9,  y,  die  der  Gurve  u  =  const.  a',  ß\  /,  so  hat  man 

Differentiirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  nach  u^  so  folgt 
mit  Rttcksicht  auf  die  Gleichung  (3): 

Aus  (1),  (2)  und  (4)  erkennt  man,  dass  a^,  /?,,  y^  Integrale  einer 
Differentialgleichung  von  der  Form 

sind,  wo  P  und  Q  beliebige  Functionen  sein  können.  Sind  um- 
gekehrt a,,  /9j,  Yi  drei  linear  unabhängige  Integrale  der  Gleichung 
(5),  welche  die  Bedingung  ct\  +  ßl  +  yl  =  1  erfüllen,  so  sind  die 
Curven  v  :=•  const.  geodätische. 

Damit   die  Curven  u  =  const.  ebenfalls  geodätische  seien. 
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ist  notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  dass 

P  =  0 
sei;  also  geht  dann  (5)  über  in 

Setzt  man  nun  Q  =  cos tp,  so  geht  die  Bedingung  Über  in 

und   damit  dieser  die  drei  Richtungscosinus  o^i^ßi^Yi    genflgen 
können,  muss,  wie  der  Verfasser  ohne  weiteren  Nachweis  angiebt: 

sein.     Die  Tangentialebene  der  gesuchten  Fläche  ist  alsdann 

«la^  +  Ay+y,»  =  r, 

wo  r  ein  beliebiges  Integral  von  (6)  ist. 

Da  die  Gleichung  (7)  auch  bei  der  Darstellung  der  Fl&chen 
F  mit  constantem  ErOmmungsmass  auftritt,  die  Gleichung  (1) 
aber  auch  die  Flächen  S  darstellt,  so  ist  der  Zusammenhang 
zwischen  diesen  drei  Flächengattungen  hergestellt 

Bekanntlich  ist  die  vollständige  Bestimmung  der  Flächen 
F  ein  ungelöstes  Problem.  Doch  kann  man,  wenn  eine  solche 
Fläche  bekannt  ist,  daraus  ein  ganzes  System  ableiten.  Ferner 
hat  Herr  Bäcklund  gezeigt,  dass,  wenn  in  einem  Strahlensystem 
die  Focaldistanz  constant  ist  und  die  beiden  Focalebenen  einen 
Constanten  Winkel  bilden,  die  Focalflächen  coustantes  ErUmmungs- 
mass  haben.  Diese  Betrachtung  benutzt  der  Verfasser,  und  sie 
führt  ihn  zur  Untersuchung  einiger  speciellen  Flächen  S. 

Um  zu  Flächen  S  zu  gelangen,  genügt  es,  eine  Fläche  F 
auf  asymptotische  Parameter  zu  beziehen  und  eine  Gleichung 
von  der  Form 

zu  lösen.    Particuläre  Lösungen  derselben  sind  -^   und  -^  • 

ou  ov 

In  diesem  Falle  ist  eine  der  Flächen  Sj,  S,  eine  Eugel.     Die 

gemeinsamen  Tangenten  zweier  Engeln  bilden  ein  Strahlensyatem 
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C.  Die  entsprechende  Fläche  wird  durch  elliptische  Quadraturen 
bestimmt. 

Die  Richtnngscosinus  a,  ß,  y  der  Normale  von  F  sind  Inte- 
grale der  obigen  Gleichung;  ihnen  entsprechen  Strahlensysteme, 
deren  centrale  Fläche  eine  Ebene  ist. 

Endlich  lässt  jene  Gleichung  unendlich  viele  Systeme  von 
je  drei  Losungen  $,  17,  ^  zu,  welche  durch  eine  homogene  Gleichung 
zweiter  Ordnung  verknüpft  sind.  Die  entsprechenden  Flächen 
S  haben  die  Eigenschaft,  dass  das  eine  System  ihrer  ErQmmungs- 
Unien  die  Vectoren,  welche  von  einem  festen  Punkte  ausgehen, 
unter  constantem  Winkel  schneidet. 

Die  analytische  Bestimmung  der  Flächen  2  ist  nach  dem 
anfangs  Mitgeteilten  mit  der  der  Flächen  5  identisch ;  sie  hängen 
mit  denselben  so  zusammen,  dass  2  eine  der  ErQmmungsmittel- 
punktsflächen  (Evolutenflächen)  von  5  ist. 

Umgekehrt  sind  die  Tangenten  der  geodätisch  Conjugirten 
von  2  die  Normalen  einer  Fläche  S. 

Hieraus  folgt,  dass  aus  einem  gegebenen  Strahlensystem  C 
im  allgemeinen  unzählig  viele  andere  hergeleitet  werden  können. 
Die  Methode  der  Transformation  kann  so  lange  fortgesetzt  werden, 
als  die  erhaltene  Fläche  2  eine  reelle  Existenz  hat,  also  so  lange 
man  nicht  auf  eine  Kugel  als  Fläche  S  kommt. 

Analytisch  betrachtet,  entspricht  dieser  Transformation  eine 
solche  der  oben  angeführten  Gleichung.  Die  einzigen  Lösungen, 
welche  durch  diese  Transformation  mit  einem  constanten  Factor 
multiplieirt  werden,  sind  die  Lösungen  ^,  j;,  ^. 

Dies  ist,  wie  der  Verfasser  in  der  Einleitung  angiebt,  der 
Hauptinhalt  der  an  Resultaten  reichen  Arbeiten.  A. 


E.  Baroni.  Superficie  JS  in  cui  la  somma  dei  raggi 
priDcipali  di  curvatura  k  proporzionale  alla  distanza 
di  un  panto  fisso  dal  piano  tangente.     Bau.  G.  XXYIII. 

349-374. 

Die   Arbeit   enthält  die   Untersuchung   der   Fläche  2,   bei 
welcher  die  Summe  der  HauptkrUmmungsradien  proportional  ist 


764  1^*  Abschoitt.    Aoaljtisohe  Qeometrib. 

dem  Abstände  eines  festen  Punktes  von  der  Tangentialebene. 
Diese  Fläche  ist,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  auf  anderem  Wege 
bereits  von  den  Herren  Appell  und  Qoursat  untersueht  In  dem 
ersten  Teile  wird  unter  Bezugnahme  auf  gewisse  von  Herrn 
Weingarten  entwickelte  Formeln  die  Differentialgleichung  der 
Fl&chen  2  aufgestellt,  und  es  werden  Fälle  besprochen,  in  welchen 
sich  das  Integral  derselben  aufstellen  lässt.  Dann  wird  die  Form 
des  allgemeinen  Integrals  festgestellt,  und  es  werden  gewisse  parti- 
euläre  Fälle  besprochen  nebst  einer  von  Hrn.  Ooursat  herrührenden 
Transformation.  Mit  der  Erörterung  einiger  geometrischen  Eigen- 
schaften schliesst  der  erste  Teil.  Der  zweite  Teil  behandelt  einige 
neue  Klassen  von  aufeinander  abwickelbaren  Flächen,  welche 
von  der  Fläche  2  abgeleitet  sind.  Es  handelt  sich  um  die  Ver- 
allgemeinerung des  Satzes,  dass  jeder  Minimalfläohe  eine  andere 
Fläche  entspricht,  für  welche  das  Quadrat  des  Linienelements 
sich  darstellt  in  der  Form 

und  dass  alle  Flächen  der  letzteren  Art  auf  einander  abwickel- 
bar sind.  Der  Verfasser  stellt  die  analoge  Untersuchung  an, 
indem  er,  statt  von  den  Minimalflächen,  von  den  Flächen  2 
ausgeht.  A. 

Ch.  Biochb.     Remarques  sur  les  ligues  de  courbare  qui 
passent  par  im  ombilic.    S.  M.  F.  Ball,  xviil.  95-106. 

Der  Verfasser  giebt  in  einer  Uebersicht  zu  Anfang  den 
Inhalt  seiner  Arbeit  folgendermassen  an: 

Zunächst  werden  diejenigen  theoretischen  Betrachtungen  ange- 
stellt, durch  welche  man  die  Gleichung  der  Erttmmungslinien  in 
einem  Nabelpunkte  bestimmen  kann.  Nachdem  die  Gleichung 
dritten  Grades  aufgestellt  ist,  durch  welche  sich  im  allgemeinen 
die  Richtungen  der  drei  KrOmmungelinien  im  Nabelpunkte  er- 
geben, wird  ein  irrtümlicher  Schluss  von  Dupin  erörtert,  wonach 
nur  eine  dieser  Richtungen  reell  sein  könnte,  wenn  der  Punkt 
ein  isolirter  Nabelpunkt  ist  (im  Gegensatz  zu  den  Punkten  einer 
Nabellinie). 
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Bei  der  Betrachtung  von  Nabelpunkten  höherer  Ordnung 
zeigt  der  Verfasser,  dass,  wenn  die  Gleichung,  welche  die  Rich- 
tungen bestimmt,  von  gerader  Ordnung  ist,  mindestens  zwei  reelle 
Richtungen  vorhanden  sind.  Er  widerlegt  damit  eine  Behaup- 
tung des  Herrn  Amiot  [Journ.  de  Math.  XII.  (1847)  129]. 

Er  beweist,  dass,  wenn  durch  einen  Punkt,  dessen  Normal- 
krfimmungen  sämtlich  Null  sind,  drei  asymptotische  Linien  hin- 
durchgehen, diese  abwechseln  mit  den  drei  KrQmmungslinien. 

Den  Schlnss  der  Arbeit  bildet  eine  Zusammenstellung  der 
Litteratur,  welche  man  weniger  vollständig  auch  in  dem  Referat 
F.  d.  M.  XV.  1883.  669  über  die  Arbeit  des  Herrn  Hoppe: 
„Krflmmnngslinien  in  den  Nabelpunkten"  findet.  A. 


W.  BuRNSiDB.     On  the  surfaces  whose  lines  of  curvature 
are  all  plane.     Mese.  (2)  xx.  49-54,  148. 

Wenn   nach    der   Gauss' sehen    Methode    die   Punkte   einer 
krummen  Oberfläche  derart  auf  diejenigen  einer  Kugelfläche  be- 
zogen werden,  dass  P  auf  der  Oberfläche  und  P'  auf  der  Kugel 
sich  entsprechen,  falls  die  Normalen  in  P  und  P'  parallel  sind, 
so  sind  bekanntlieh    die  Tangenten   in  entsprechenden  Punkten 
auf  einer  KrQmmungslinie  der  Oberfläche  und  auf  ihrer  sphäri- 
schen Abbildung  parallel.      Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  Ober- 
fläche eine  ebene  Erttmmungslinie  besitzt,   das   sphärische  Bild 
derselben  ein  Kreis  ist,    und  dass,    wenn  die  Krümmungslinien 
beider   Systeme   auf  einer   Oberfläche   eben   sind,    ihnen   zwei 
Scharen  orthogonaler  Kreise  auf  der  Kugel  entsprechen  müssen. 
Diese  Methode  ist  von  Hrn.  Bertrand  benutzt  worden,    um  die 
DiflTerentialgleichungen  der  Oberflächen  zu  finden,  deren  sämtliche 
Krttmmnngslinien  eben  sind.      In  der  vorliegenden  Arbeit  ver- 
einfacht der  Verfasser  die  Rechnung  und  erhält  die  Difi'erential- 
gleichung  in  einer  f&r  die  unmittelbare  Integration  geeigneteren 
Gestalt  dadurch,  dass  er  als  unabhängige  Veränderliche  die  Para- 
meter derjenigen  Linien  benutzt,  welche  den  imaginären  Erzeu- 
genden  (oder  Linien  von  der  Länge  Null)  auf  der  Kugel  ent- 
sprechen. Glr.    (Lp.) 
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E.  Padova.     Sopra  un   teorema  di  geometria  difFeren- 

ziale.     Lomb.  Ist  Read.  XXIII.  840-844. 

In  Annali  di  Mat.  (1)  VII  hat  Hr.  Beltrami  1866  den  Satz  auf- 
gestellt: „Die  Flächen  constanter  Ernmmung  sind  die  einzigeu, 
auf  denen  die  geodätischen  Linien  durch  lineare  Gleichungen 
zwischen  den  Coordinaten  dargestellt  werden  können''.  Von 
diesem  Satze  wird  hier  ein  analytischer  Beweis  gegeben. 

H. 


G«  Darboux.     Sur  la  surface  dont  la   courbnre   totale 

est  COnstante.    Ann.  de  Vic.  Norm.  (S)  VII.  9-18. 

Die  Mitteilung  ist  ein  Auszug  aus  den  Arbeiten  des  Ver- 
fassers, welche  in  den  C.  R.  XCVII.  1883  veröffentlicht  sind. 
Ref.  F.  d.  M.  XV.  1883.  644.  A. 


L.  BiANCHi.     Sopra  una  nuova  classe  di  superficie  appar- 
tenenti  a  sistemi  tripli  ortogonali.    Rom.  acc.  l.  Read.  (4) 

VI,.  435-438. 

L.  BiANCHi.     Solle  superficie  le  cni  linee  asstntotiche  in 
un  sistema   sono  curve  a  torsione  costante.      Daselbst 

552-556. 

L.  BiANCHi.     Sopra  alcune   nuove  classi  di  superficie  e 

di    sistemi    tripli   ortogonali.     Annali  di  Mat  (2)  XVIII.  301-358. 

Nachdem  der  Verfasser  eine  allgemeine  Formel  fQr  eine 
auf  ihre  asymptotischen  Linien  bezogene  Fläche  vorausgeschickt 
hat  (§  1),  kommt  er  (§  2)  auf  die  Ribaucour'schen  Congruenzen 
und  auf  die  von  Hrn.  Weingarten  (lieber  die  Deformationen  einer 
biegsamen,  unausdehnbaren  Fläche,  J.  für  Math.  C.  296-310,  F. 
d.  M.    XVIII.    1886.  721)   für   dieselben    aufgestellten  Formeln. 

Ist  eine  solche  Punktcorrespondenz  zwischen  zwei  Flächen  ^^  5 
vorhanden,  dass  jedem  Linienelemente  von  S  ein*  zu  demselben 

rechtwinkliges  Linienelement  von  S  entspricht,   und   zieht   man 

durch  jeden  Punkt  von  ^  eine  Gerade,    die  der  Normale  zu  S 
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im  entsprechenden  Punkte  parallel  ist,  so  bilden  diese  Geraden 
eine  „Ribancour^sehe  Gongruenz^,  deren  „erzeugende  Fläche'^  S 
ist.  Die  Untersuchung  der  Ribaucour'schen  Congruenzen  im  all- 
gemeinen und  einiger  speciellen  Fälle  derselben  bildet  den  In- 
halt des  §  2.  Eine  besondere  Bedeutung  kommt  denjenigen 
Ribaueour'schen  Congruenzen  zu,  welche  zugleich  „cyklisch^ 
sind,  d.  h.  deren  Strahlen  die  Axen  eines  zweifach  unend- 
lichen Kreissystemes  sind,  welches  eine  Schar  orthogonaler  Flä- 
chen besitzt;  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür 
ist  (§  3),  dass  das  Ertimmungsmass  der  erzeugenden  Fläche 
die  Form: 

habe,  wo  Uj  v  die  asymptotischen  Linien  dieser  Fläche  darstellen. 
Man  kann  auf  einem  anderen  Wege  zu  den  Flächen  gelangen, 
deren  Erümmungsmass  die  Form  (a)  hat.  Dazu  untersucht  der 
Verfasser  zuerst  im  allgemeinen  (§4)  solche  Congruenzen,  dass 
die  asymptotischen  Linien  der  zwei  Schalen  der  Brennfläche  sich 
einander  entsprechen.  Specialisirt  man  nun  diese  Congruenzen 
dadurch,  dass  man  ihnen  die  Bedingung  auflegt,  das  Erümmungs- 
mass solle  in  je  zwei  entsprechenden  Punkten  der  zwei  Schalen 
der  Brennflächen  gleichen  Wert  haben,  so  findet  man  (§  5),  dass 
das  Erümmungsmass  der  Brennfläche  jeder  Gongruenz  von  sol- 
cher Beschaffenheit  die  Form  (a)  besitzen  muss.  Ist  eine  der- 
artige Fläche  S  gegeben,  so  kann  man  auf  zweifach  unendlich 
viele  Weisen  eine  zweite  ebensolche  Fläche  S^  finden,  so  dass 
kS,  8,  die  zwei  Schalen  der  Brennfläche  einer  Congruenz  bilden. 
Setzt  man  insbesondere  (§  6)  ip(p)  =  Const,  so  haben  die  Flä- 
chen, deren  Erümmungsmass 

g^ 1 ^  _  _1 

(9>W  + Const.)'  {(fiu)y 

ist,  die  Eigenschaft,  dass  ihre  asymptotischen  Linien  u  =  Gonsf. 
Gurven  von  constanter  Torsion  sind.  Die  Differentialgleichung 
dieser  Flächen  ist: 
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WO  K"  =  yr-^ — =- — r-=:  816  bcsitzt  das  Integral  s  =  marctang— • 

Ist  aber  ein  particuläres  Integral  dieser  Gleichung  bekannt,  so 
kann  man  aus  diesem,  durch  lauter  Quadraturen,  unendlich  Tiele 
andere  Integrale  derselben  mit  einer  beliebigen  Anzahl  willkQr- 
lieber  Cionstanten  ableiten.  Man  kann  dies  geometrisch  dadurch 
ausfuhren,  dass  man  fQr  die  Flilche  S,  welche  das  bekannte 
Integral  darstellt,  nach  den  Vorschriften  des  vorhergehenden 
Paragraphen  entsprechende  FIftchen  5,  aufsucht 

Ist  ein  zweifach  unendliches  Kreissystem  gegeben,  wdches 
eine  Schar  von  orthogonalen  Flächen  J?  besitzt,  so  gißbt  e«  be- 
kanntlich zwei  Flächenscharen,  welche  zusammen  mit  ^  ein 
orthogonales  Tripel  bilden.  Setzen  wir  nun  voraus  (§  7),  die 
erzeugende  Fläche  der  durch  die  Axen  der  Kreise  gebildeten 
cyklischen  Ribaueour'schen  Congruenz  sei  eine  Pseudosphäre, 
so  ergiebt  sich,  dass  die  Linien  irgend  einer  Fläche  1  (oder 
w  ^  Gonst.),  welche  deren  Krttmmungslinien  v  =  Gonst.  unter 
einem  constanten  Winkel  schneiden,  gleiohflächige  unendlich 
kleine  Parallelogramme  bilden.  Die  Abhandlung  sehliesst  mit 
der  Anwendung  dieses  Ergebnisses  auf  den  Fall,  wo  eine  der 
Flächen  2  eine  Kugel  ist.  Vi. 


DE  Salvert.     Memoire  sur  la  reeherche  la  plus  g^n^rale 
d'un  Systeme  orthogonal  triplement  isotherme.   Brux.  s. 

80.  XIV  B.  121-283. 

P.  MaNsion.     Rapport,    iwd.  a.  50-58. 

Fortsetzung  der  Abhandlung,  deren  beide  erste  Capitel  in 
denselben  Annalen  XIII B.  erschienen  und  in  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  756  besprochen  sind.  Der  Verfasser  stellt  zuerst  die 
Lam^'schen  partiellen  Differentialgleichungen  eines  beliebigen 
dreifach  orthogonalen  Systems  auf.  In  die  eine  dieser  Glei- 
chungen gehen  sechs  partielle  Ableitungen  ein.  Der  Verf.  be- 
handelt vollständig  diejenigen  Fälle,  in  denen  zwei  dieser  Ab- 
leitungen identisch  Null  sind,  und  dies  entspricht  dem  Dasein 
einer  Familie  abwickelbarer  Flächen  in  dem  untersuchten  drei- 
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fach  isothermen  Flächensysteme.  —  In  dem  folgenden  Capitel 
unternimmt  Hr.  de  Salvert  die  allgemeine  LOsang  der  Frage, 
indem  er  die  drei  ersten  Differentialinvarianten  bezüglich  der 
krummlinigen  Goordinaten  als  Function  dieser  Coordinaten  be- 
Btimmt.  Er  macht  diese  Bestimmung  von  der  Integration  einer 
Differentialgleichung  fünfter  Ordnung  abhängig,  nämlich: 

bewerkstelligt  die  Integration  derselben  und  führt  die  Lösung  bis 
zur  Bestimmung  des  Ausdrucks  der  geradlinigen  Coordinaten  als 
Function  der  krummlinigen,  Letzteres  ausgeschlossen.  Die  Dar- 
stellung des  Hrn.  de  Salvert  ist  bisweilen  ein  wenig  breit,  da- 
für aber  auch  sehr  klar.  Mn.  (Lp.) 

IssALY.     Theorie  des  systfemes  triples  de  pseudo-surfaces. 

Noav.  Ana.  (3)  IX.  204-222. 

Der  Verfasser  setzt  in  dieser  Arbeit  seine  Untersuchungen 
über  Pseudoflächen  (S.  M.  F.  Bull.  XVL  19-81  und  XVIL  84-104, 
F.  d.  M.  XXI.  1889.  819)  fort.  Unter  einer  Pseudofläche  ist  der 
geometrische  Ort  verstanden,  welchen  zwei  Curven  bestimmen, 
deren  jede  mit  einem  Parameter  variirt,  wenn  diese  Curven  sich 
nicht  genau  durchschneiden,  sondern  wenn  ihr  kürzester  Abstand 
mindestens  von  zweiter  Ordnung  unendlich  klein  ist.  Der  Ver- 
fasser bemerkt  im  voraus,  dass  ein  solcher  Ort  nicht  durch  eine 
endliche  Gleichung  zwischen  a;,  y,  z  dargestellt  werden  könne,  dass 
aber  die  Betrachtung  geeignet  sei,  den  Differentialgleichungen 

dz  =  q>{x,  y)dx  +  tp{x^  y)dy 

eine  geometrische  Bedeutung  zu  geben,    wenn   -^$--^-    ist, 

öx         dy 

wenn  also  die  rechte  Seite  kein  vollständiges  Differential  ist. 
—  Es  handelt  sich  also,  wie  Referent  bemerken  möchte,  um 
Differentialrelationen,  welche  unbestimmt  bleiben,  wenn  die  Para- 
meter von  einander  unabhängig  gedacht  werden,  so  dass  man 
keine  Schlüsse  über  endliche  Veränderungen  machen  kann,  ohne 
diese  Parameter  von  einander  abhängig  zu  machen.  In  der  vor- 
liegenden Abhandlung  werden   nun  statt  zweier  Curvensysteme 

Fortschr.  d.  Math.  XXII.  2.  49 
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deren  drei  betrachtet,  derart  dass  irgend  drei  Carmen  dieser 
Systeme  bis  auf  eine  in  zweiter  Ordnung  unendlich  kleine  Grösse 
in  einem  Punkte  M  zusammentreffen.  Je  zwei  dieser  üurven* 
Systeme  bestimmen  dann  eine  Pseudofläche,  welche  den  drei 
Parameterflächen  eines  krummlinigen  Coordinatensystems  im 
Räume  entsprechen,  und  für  welche  sich  Relationen  aufstellen 
lassen,  welche  diesen  letzteren  analog  sind.  Mit  der  Aufstellung 
solcher  Relationen  beschäftigt  sich  der  Verfasser  in  der  Tor- 
liegenden  Abhandlung,  in  der  zunächst  die  Differentialrelationen 
aufgesucht,  dann  gewisse  Fundamentalformeln  entwickelt  werden. 
Hieran  schliesst  sich  eine  Anwendung  auf  dreifache  Flächen- 
systeme und  eine  Verallgemeinerung  des  Dupin'schen  Theorems 
Ober  Orthogonalsysteme,  endlich  eine  Verallgemeinerung  der 
Codazzi'schen  Gleichungen  und  des  Gauss'schen  Theorems. 

A. 


O.  Stolz.     Zur  Theorie  der  Raumcurven.    Monatsh. f.  Math. 

I.  433-442. 

Es  werden  die  Formeln  der  Principien  der  Curventheorie 
durchgegangen,  um  in  allen  die  Vorzeichen  der  Richtungen  and 
der  sie  ausdrückenden  Grössen  festzusetzen.  H. 


J.-B.   PoMEY.     Demonstration    des    formules   de    Freuet. 

Nonv.  ADD.  (3)  IX.  559-560. 

Es  handelt  sich  um  die  Formeln  für  die  Differentiale  der 
Richtungscosinus  der  Tangente,  der  Hauptnormale  und  der  Bi- 
normale einer  Raumcurve.  Vergl.  Fronet,  Recueil  d'exercioes 
Cap.  XIV.     Einleitung  u.  Aufg.  No.  282.  R.  M. 


F.  H.  ScHOüTE.     Quelques  problfemes  sur  les  plans  oscu- 

lateurs.      Abboc.  Frao9.  Limoges  XIX,  191-200. 

Symbolische  Gleichung  der  Schmiegungsebene  f&r  den  Schnitt 
zweier  Oberflächen  in  einem  gegebenen  Punkte,  der  als  Ursprung 
der   Coordinaten   genommen    ist.     Bedingung  dafOr,   dass    die 
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Schmiegnngsebene  vier  auf  einander  folgende  Punkte  der  Curve 
enthält  Tangentialpunkte  ded  Ursprungs.  Die  Eingehüllte  der 
Sebmiegungsebene  und  der  Ort  der  Tangentialpunkte  in  den 
beiden  Fällen,  dass  die  eine  der  beiden  Gleichungen  einen  Büschel 
darstellt,  und  dass  die  beiden  Gleichungen  homographische  Büschel 
ergeben.  Lp. 

R.  Hoppe.  Zar  Goursat'schen  Reduction  des  Problems 
der  Bestimmung  der  Curven  durch  die  Relation  zwi- 
schen KrUmmungs-  und  Torsionswinkel.  Hoppe  Arch.  (2) 

IX.  43-Ö2. 

Die  Abhandlung  des  Herrn  Goursat:  Sur  un  problöme  rela- 
tif  aux  courbes  k  double  courbure  (Toul.  Ann.  I.  C.  1-26)  hat 
Herr  Hoppe  (F.  d.  M.  XIX.  1887.  751)  besprochen  und  dabei 
darauf  hingewiesen,  dass  die  Behauptung  des  Herrn  Goursat, 
Herr  Hoppe  habe  das  Problem  (J.  für  Math.  LX.  182)  nur  unter 
specieller  Voraussetzung  behandelt,  durchaus  nicht  zutreffe;  viel- 
mehr sei  seine  (Herrn  Hoppe's)  Lösung,  die  er  auch  später 
wieder  in  der  Gurventheorie  mitgeteilt  hat,  genau  von  derselben 
Allgemeinheit,  wie  die  des  Herrn  Goursat.  Gleichwohl  hat  Herr 
Hoppe  bereits  in  jenem  Referat  anerkannt,  dass  die  Form  der 
Gonrsaf  sehen  LOsung  grosse  Vorzüge  besitzt.  Er  sieht  sich  nun 
veranlasst,  die  Goursat'sche  Reduction  nochmals  herzuleiten,  und 
zwar  ist  seine  Herleitung  insofern  eine  Vereinfachung,  als  er 
das  Bogenelement,  welches  Herr  Goursat  unnötigerweise  in  seinen 
Entwickelungen  beibehalten  hat,  von  vorn  herein  ausscheidet. 
So  gelangt  er  in  der  Tbat  zu  einer  sehr  einfachen  Behandlung 
des  Problems,  welches  nach  Vorausschickung  einiger  einfachen 
Sätze  tlber  lineare  Differentialgleichungen  entwickelt  wird. 

Das  Resultat  stellt  sich  in  sehr  eleganter  Weise  folgender- 
massen  dar:  Sind  f^  g^  h  die  Richtungscosinus  der  Tangente,  f\ 
g\  h'  die  der  Hauptnormale,  /,  m,  n  die  der  Binormale,  und  sind 
rfr,  d&^  da  die  unendlich  kleinen  Winkel  zwischen  diesen  drei 
Geraden  und  ihren  consecutiven,  so  kommt  es  darauf  an,  t,  & 
und  a  so  zu  bestimmen,  dass 

dt  =  da. cos  2,     d&  ==  da. sin  A 

4ü* 
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wird,  während  X  eine  gegebene  Function  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen ist. 

Dazu  bilde  man  die  Differentialgleichung 

da'    '      da     da       ** 
Ist  y  ein  Integral  derselben  und  y^  der  zu  y  conjugirte  Wert, 

so  ist  ein  zweites  Integral  -^^e~'^. 

da 

Bildet  man  ferner  »  =  2-^c*\  so  ist  ein  System,  welches 

die  Bedingung  erfQllt,  das  folgende: 

woraus  auch  f ,  g\  h!  bestimmt  werden  können. 

Jedes  andere  System  von  Lösungen  lässt  sieh  durch  Ortho- 
gonalsubstitution  in  dieses  überführen. 

Die  Lösung  lässt  sich  alsdann  noch  ihrer  imaginären  Form 
entkleiden.  Der  Verfasser  zeigt  nun,  wie  der  von  ihm  früher 
gegebenen  weiteren  Reduction  des  Problems  noch  zwei  andere 
zur  Seite  gestellt  werden  können,  von  denen  die  eine  mit  der 
Goursat'schen  im  wesentlichen  übereinstimmt,  aber  eine  etwas 
einfachere  Form  besitzt,  als  sie  ihr  Herr  Goursat  gegeben  hat. 

A. 

V.  Jamet.     Sur    la    th^orie    des   sph&res  osculatrices  ä 

une   COUrbe.     Toulouse  Ann.  lY.  F.  1-8. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  specieller  mit  einer  Frage, 
auf  welche  Herr  Darboux  in  seinen  Arbeiten  über  die  partiellen 
Differentialgleichungen  hingewiesen  hat,  und  stellt  sich  folgende 
Aufgabe:  Wenn  sich  der  Mittelpunkt  einer  gegebenen  Kugel  S 
bewegt,  nach  welchem  Gesetze  muss  sich  der  Radius  ändern, 
damit  sie  eine  andere  Curve  C  osculire? 

Das  Schlussresultat,  zu  welchem  der  Verfasser  durch  ana- 
lytische Betrachtungen  geführt  wird,  lässt  sich  dahin  aus- 
sprechen: Denkt  man  sich  eine  Ebene,  welche  sich  auf  der 
Tangentenfiäche  der  Curve  S  abrollt,  so  ist  der  Ort  der  Beruh- 
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ruDgspuDkte  a  der  Ebene  und  der  Gurve  S  relativ  zur  Ebene  die 
planificirte  Curve  S.  Denkt  man  sieh  nun  in  der  bewegten 
Ebene  einen  zu  ihr  relativ  festen  Punkt  n  und  beschreibt  um  a 
als  Mittelpunkt  eine  Kugel,  welche  durch  n  geht,  so  bleibt  diese 
an  der  Bewegung  teilnehmende  Kugel  osculirende  Kugel  einer 
Curve  C. 

m 

Der  Verfasser  giebt  am  Schluss  seiner  Arbeit  an,  dass  Herr 
Cesaro,  wie  dieser  ihm  brieflich  mitgefeilt  habe,  dasselbe  Problem 
auf  geometrischem  Wege  gelöst  hat.  A. 


6.  PiRONOiNi.      Sur   les  trajectoires   orthogonales    d'une 
ligne  mobile.    Nout.  add.  (S)  ix.  297-317. 

Eine  Linie  ^  ist  fest  verbunden  mit  dem  aus  der  Tangente, 
Haupt-  und  Binormale  einer  festen  Linie  L  gebildeten  Trieder 
T\  g,  Q,  r  seien  Bogen,  KrOmmungs-  und  Torsionsradius  von  L 
im  Punkte  (a;,  y,  »),  a  der  Bogen  von  ^  im  laufenden  Punkte, 
dessen  Coordinaten  bezüglich  auf  das  Trieder  $,  17,  ^,  auf  die 
festen  Axen  (der  a?,  y,  &)  dagegen  X,  Y,  Z  seien.  Bei  variirendem 
S  erzeugt  ^  eine  Fläche  F.  Die  Bedingungen  dafür,  dass  die 
Linien  «  =  const.  und  a  =  const.  sich  rechtwinklig  schneiden,  sind 

Die  Linien  s  =  const.  sind  dann  gerade  und  F  eine  Regelfläche. 
Hier  sind  a,  fr  absolut  constant,  c,  e  variiren  mit  $  und  seien 
Functionen  von  t.  Abwickelbar  (nicht  Ebene)  wird  die  Fläche 
für  abce  =  1.  Ist  ferner  die  Tangente  an  yi  senkrecht  zur 
Tangente  an  L,  so  liegt  ihr  laufender  Punkt  Ä  auf  einer  Ebene, 
die  parallel  der  rectificirenden  Ebene  von  L  durch  den  KrUm- 
mnngsmittelpunkt  geht,  und  q  ist  constant;  ist  sie  senkrecht  zur 
Uauptnormale  von  L,  so  liegt  A  auf  der  Ebene  zwischen  der 
Hauptnormale  und  der  rectificirenden  Geraden  von  L,  L  ist  Helix 
(d.  b.  Qir  constant);  ist  sie  senkrecht  zur  Binormale  von  L,  so 
liegt  A  auf  der  rectificirenden  Ebene  von  L,  L  ist  dann  will- 
kürlich. Es  werden  noch  10  Sätze  hergeleitet,  die  mit  der  an- 
fänglichen Theorie  mehr  oder  weniger  in  Verbindung  stehen. 

H. 
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H.  G.  Zeuthen.  Äiialytisk  Lösning  og  Almindeliggjörelse 
af  den  Opgave:  paa  en  Kugleflade  at  finde  en  Kurve 
med  konstant  Krumning.    Nyt  Tidss.  for  Math.  I.  67-76. 

AnalytiBche  Behandlung  der  Aufgabe,  Gurren  constanter 
Krümmung  auf  einer  Kugel  zu  finden.  Danach  wird  die  Auf- 
gabe dahin  erweitert,  auf  einer  gegebenen  Fläche  analytisch 
die  Gurren  zu  bestimmen,  deren  osculirende  Ebenen  eine  andere 
Fläche  berühren.  Speciell  wird  der  Fall  erörtert,  wo  die  bei- 
den Flächen  zusammenfallen.  V. 


A.  E.  Pellet.     Rayons  de  courbure  et  de  torsion  d'une 
Gourbe  trac^e  sur  une  surface.    assoc.  Frao9.  LimogeB  xix. 

200-202. 

Directer  Beweis  bekannter  Sätze  über  die  Krfimmungs-  und 
Torsions -Radien  der  auf  einer  Oberfläche  gezeichneten  Cur?en. 

Lp. 

J.  Lyon.     Sur  les  courbes  k  torsion  constante.     Tb^se. 

Paris.  Gaathier-VillarB  et  File.  70  S.  49. 


G.  PiRONDiNi.      Di  due  superfieie   rigate  che  si  presen- 
tano  nello  studio  delle  carve.    Batt.  g.  xxviil  92-112. 

Die  Gerade,  welche  einen  Punkt  einer  Raumcurye  L  mit 
dem  zugehörigen  Mittelpunkte  der  osculirenden  Kugel  verbindet, 
beschreibt  bei  Veränderung  des  Gurvenpunktes  eine  geradlinige 
Fläche  T. 

Eine  Gerade,  welche  zur  Tangente  der  Linie  L  in*  dem  zu- 
gehörigen Krümmungsmittelpunkte  parallel  gezogen  ist,  beschreibt 
eine  geradlinige  Fläche  2, 

Mit  den  Eigenschaften  dieser  beiden  Flächen,  besonders  mit 
denjenigen  der  Fläche  T,  beschäftigt  sich  die  vorliegende  Ab- 
handlung. Es  ergiebt  sich  dabei  eine  Anzahl  interessanter  Be- 
ziehungen. ^, 
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C.    F.   E.  Björling.      Singulare    Generatricen    in    alge- 
braischen  Regelflächen.      Stockh.  öfv.  (1888).  587-604. 

C.  F.  E.  Björling.      Die    singulären    Generatricen    der 
ßinormalen-     und     Hauptnortnalen  -  Flächen.      stockb. 

Vetensk.  Bibaog.  XV.  (1889).  18  8. 

Eine  mit  dem  Parameter  a  variireDde  räamliche  Gerade  er- 
zeugt im  allgemeineo  eine  Dicht  abwickelbare  Regelfläche,  bei 
welcher  der  kürzeste  Abstand  zwischen  der  Geraden  a  und  der 
eonsecutiyen  (a-^-da)  von  erster  Ordnung  unendlich  klein  ist. 
Solche  Erzeugende,  bei  welcher  dieser  kürzeste  Abstand  von 
höherer  als  der  ersten  Ordnung  unendlich  klein  ist,  heissen  sin- 
gulare Erzeugende,  und  mit  den  verschiedenen  Arten  dieser 
Singularitäten  beschäftigt  sich  die  erste  der  beiden  Abhandlungen. 
Es  ist  bisher  nur  die  einfachste  Art  von  singulären  Erzeugenden 
untersucht  worden,  welche  der  Verfasser  „Elementar -Torsale'' 
nennt,  und  deren  Anzahl  für  eine  Regelfläche  von  der  Ordnung 
k  und  dem  Geschlecht  p  durch  Herrn  Lüroth  (J.  für  Math.  LXVII. 
139)  gleich  2k—4(p — 1)  bestimmt  ist.  Die  übrigen  Singularitäten 
lassen  sich,  wie  der  Verfasser  nachweist,  als  hieraus  zusammen- 
gesetzt ansehen.  Die  Elementar-Torsale  ist  daran  kenntlich,  dass 
die  Tangentialebene  für  alle  ihre  Punkte  dieselbe  bleibt,  also 
sich  nicht  ändert,  wenn  der  Berührungspunkt  sich  auf  der  Er- 
zeugenden bewegt.  Diese  Ebene  wird  die  Torsalebene  genannt. 
Alle  übrigen  singulären  Erzeugenden  (die  nicht  torsalen)  haben 
die  Eigenschaft  gemein,  dass,  während  der  Berührungspunkt  der 
Tangentialebene  eine  solche  Erzeugende  in  bestimmtem  Sinne 
durchläuft,  die  Tangentialebene  sich  um  dieselbe  um  180°  dreht, 
ohne  umzukehren.  Die  nicht  torsalen  singulären  Erzeugenden 
verhalten  sich  in  dieser  Hinsicht  wie  die  gewöhnlichen  Erzeugen- 
den; im  übrigen  zeigen  die  Singularitäten  aber  noch  ver- 
schiedenes Verhalten,  welches  durch  charakteristische  Zahlen 
bedingt  ist. 

Am    Schluss    der    ersten    Abhandlung    werden    die    Unter- 
suchungen auf  die  Regelflächen  dritter  und  vierter  Ordnung  an 
gewandt.     Bei   der   ersteren  treten   im   allgemeinen    zwei  Ele- 
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mentar  -  Torsalen    auf,    welche  sich  aber  auch  zu  einer  Torsale 
vom  Range  zwei  vereinigen  können. 

In  der  zweiten  Abhandlung  werden  die  Resultate  der  ersten 
auf  die  Binormalen-  und  Hauptnormalen  -  Fläche  einer  algebrai- 
schen Raumcurve  angewandt,  und  es  wird  untersucht,  wie  die 
singulären  Erzeugenden  mit  den  singulären  Punkten  der  Raum- 
curve zusammenhängen.  A. 


Ch.  Bioche.     Sur  les   surfaces    r^gl^es  qui  passent  par 
une  courbe  donnde.    C.  R.  CX.  515-516. 

Die  Erzeugende  einer  Regelfläche  geht  von  einer  beliebigen 
Curve  C  aus  in  einer  Richtung,  bestimmt  durch  den  Winkel  6 
zwischen  ihr  und  der  Tangente  an  C,  und  durch  den  Winkel  g> 
zwischen  der  Berührungsebene  der  Fläche  und  der  Schmiegungs- 
ebene  von  C.  Beim  Fortrücken  des  Ausgangspunktes  längs  dem 
Bogen  8  findet,  wie  hier  ohne  Beweis  aufgestellt  wird,  die  Re- 
lation statt: 

-^  =  TT-f  cücotösinqp — 6?, 

wo  (0  die  Krümmung,  n  die  Torsion  der  Curve  C  bezeichnet, 
und  G^  die  „Totalkrümmung^  der  Fläche  genannt  wird.  Der 
Formel  zufolge  kann  man  unter  —(7*  nur  das  Erümmungsmass 
(nach  Gauss),  und  zwar  im  Punkte  der  Leitlinie,  auf  welche  sich 
die  übrigen  Grössen  beziehen,  verstehen.  Weiter  wird  ohne 
Beweis  der  Satz  mitgeteilt:  Bildet  die  Erzeugende  constanten 
Winkel  mit  der  Tangente,  Haupt-  und  Binormale  der  Leitlinie, 
so  liegen  ihre  Centralpunkte  auf  einem  Rotationscylinder. 

U. 


Ch.  Bioche.     Sur  les  ds^  des  surfaces  rigides.     8.  m.  f. 

Bull.  XVIII.  91-95. 

Die  Parameter,  in  welchen  die  Regelfläche  ausgedrückt  wird, 
sind  der  Bogen  der  Leitlinie  «,  von  dessen  Ende  die  Erzeugende 
ausgeht,  und  die  Strecke  r  auf  letzterer  bis  zum  laufenden 
Punkte  (X,  F,  Z).     Dieser  beschreibt,  entsprechend  cb,  den  Bogen 
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dS.    Die  Erzeugende  bildet  mit  der  Tangente  an  s  den  Winkel 
^.     Der  Ausdruck  von  dS  in  s  und  r  bat  die  Form: 

0'  =  (£  +  C08;»)VflV+  2Lr  +  sin»*. 

L  =  0  ist  Bedingung  dafür,  dass  s  Strictionslinie  ist.    Statt  der 
Coeffieienten  ff,  L  werden  die  Grössen 


fl'  Vff'sin'^-L» 

eingeführt,  deren  erstere  die  Strecke  auf  der  Erzeugenden  bis 
zum  Schnitt  der  Strictionslinie,  letztere  den  „Distributionspara- 
meter*' darstellt.  In  Anwendung  hiervon  zuerst  auf  abwickel- 
bare Flächen  wird  zu  einer  Untersuchung  von  Holins  in  Liou- 
ville  J.  1847  eine  Bestimmung  geliefert,  dann  in  Anwendung 
auf  die  Normalenflächen  der  Regelfläche  längs  den  orthogonalen 
Trajectorien  der  Erzeugenden  eine  Formel  von  Bertrand  ge- 
wonnen, ausserdem  werden  in  beiden  Anwendungen  verschiedene 
Bemerkungen  gemacht.  H. 

E.  CesAro.     Sur  l'ötude  intrins^ue  des  surfaces  rigides. 

Nouv.  Ann.  (3)  IX.  294-297. 

Bezeichnen 

a  =  COS0,    6  =  sindsinqp,     c  =  sind  cos  9> 
die  Richtungscosinus  der  Erzeugenden  einer  Regelfläche   gegen 
die  Tangente,  Binormale  und  Hauptnormale  der  Strictionslinie  «, 
so  ist,  wie  der  Verfasser  den  Angaben  von  Bioche  entnimmt, 

—  =  — ctfcos^,       ~-  =  n — ctfcotdsinqp — G^, 

wo  CO  die  Krümmung,  n  die  Torsion  von  s  bezeichnet  und  6^ 
den  Wert  von  G  in  der  Strictionslinie,  G  aber  die  Totaikrttm- 
mung  der  Fläche  ausdrücken  soll.  Da  jedoch  Bioche  nicht  6, 
sondern  G^  die  Totalkrümmung  nennt,  so  ist  entweder  die  For- 
mel oder  des  Verfassers  ausdrückliche  Angabe,  dass  dieselbe 
im  Sinne  Bioche*s  zu  deuten  sei,  unrichtig.  Die  eigene  Zuthat 
des  Verfassers  besteht  nun  darin,  dass  er  zu  grösserer  Allge- 
meinheit den  Variationen  dd^  dq>  neue  Variationen  ddy  d(f  hin- 
zufügt, ohne  jedoch  zu  erklären,    welche  Verallgemeinerung  er 
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im  Sinne  hat.  Die  der  Leitlinie  wftre  QberfiOssig,  da  die  Formel, 
die  Bcbon  für  jede  Leitlinie  gilt,  hier  erst  specialisirt  ist  Auch  aus 
den  Definitionen  der  ö  geht  ein  solcher  Sinn  nicht  hervor:  dO^ 
öq>  sollen  dem  Fortrücken  der  Erzeugenden  längs  s  bei  unver- 
änderten  Axen  (d.  i.  Tangente  etc.)  entsprechen;  denn  das  wQrde 
eine  partielle  Variation  neben  der  vollständigen  actoellen,  also 
ohne  actuelle  Bedeutung  sein.  Unter  solchen  Umständen  vermag 
Ref.  über  die  weitem  Rechnungen  nicht  zu  berichteni  welche 
überdies  nur  einen  anderen  Ausdruck  für  Resultate  von  Bloche 
zum  Ziele  nehmen.  H. 

M.  Chini.     Sopra   alcune    deformazioni    delle  superficie 
rigate.    ToHdo  Atti.  xxvi.  20-34. 

Sind  V  =  Const.  die  Erzeugungslinien  einer  Regelfläche  S, 
und  bezeichnen  q  und  T  den  Erümmungs-  und  Torsionsradius 
der  Linie  u  =  Const.,  6  den  Winkel  der  Tangente  zu  dieser 
Curve  mit  der  durch  den  Berührungspunkt  gehenden  Erzeugungs- 
linie, q)  den  Winkel  der  Schmiegungsebene  derselben  Curve  mit 
der  Tangentialebene  der  Fläche,  so  kann  man  den  Ausdruck 
des  Quadrates  des  Linienelementes  auf  die  folgende  Form  bringen: 

ds^  =  rftt'  +  2cosödMrfi?-f(lf'tt»  +  2iVfi-f  l)dv, 
wo: 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  Regelfläche  derart  gebogen  wird, 
dass  ihre  Erzeugungslinien  geradlinig  bleiben,  zwischen  den  ur- 
sprünglichen Grössen  p,  T,  qp,  0  und  den  veränderten  Q^^  T„  ^p,,  ö, 
die  Relationen: 

^  ^  COSflp,  COSO) 

''  =  ''  -er=~r' 

fSfPi         M   •    /3        sin  g>.        - 
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stattfinden  müssen.  Mit  anderen  Worten,  die  drei  Functionen 
Qn  ^11  Vi  natissen  die  zwei  Oleiehangen: 

C08(]p,   _  COBq> 

"S        T' 

befriedigen.  Von  diesen  Functionen  bleibt  also  eine  willkttrlicb, 
oder  auch  man  kann  die  drei  Functionen  derart  bestimmen,  dass 
zwischen  ihnen  eine  vorgegebene  Relation  stattfindet.  Durch 
Specialisirung  dieser  Relation  erhält  man  eine  Reihe  von  Sätzen, 
von  denen  wir  hier  nur  zwei  als  Beispiele  anführen  wollen: 

Man  kann  immer  eine  Regelfläche  derart  biegen,  dass  eine 
beliebige  Linie  derselben  in  eine  sphärische  Linie  von  beliebigem 
Radius  übergehe. 

Man  kann  immer  eine  Regelfläche  derart  biegen,  dass  ein 
Hauptkrümmungsradius  längs  einer  beliebig  vorgegebenen  Linie 
constant  werde.  Vi. 


W.  Jung.     Analytische  Studien  aus  der  Lehre  von  den 
windschiefen  Flächen.    Gasop.  xix.  82.  (Böhmisch.) 

Enthält   die    Fortsetzung   der  Untersuchungen,   deren  erste 
im  vorangehenden  Bande  der  Fortschritte  p.  786  angezeigt  wurde. 

Std. 

6.  PiRONDiNi.    Sulla  teoria  delle  superficie  di  rivoluzione. 

ADDali  di  Mat.  (2)  XVIII.  165-212. 

Raumcurven,  welche  durch  die  Gleichungen 
(1)        X  =  Äcosf(tt),    y  =  Äsinf(ti),    &  =  U 
gegeben  sind,  in  denen  f(ti),  U  und  R  beliebige  Functionen  von 
u  bedeuten,  erzeugen  durch  Drehung  um  die  2-Axe  eine  Rotations- 
fläche.    Diese  Fläche  ist  die  nämliche  wie  diejenige,  welche  von 
der  Curve 

(2)        Xj  =r  ficosM,    y^  =  Asinu,     ä,  =  17 
beschrieben  wird. 

Die  Curven  (1)  besitzen  in  Bezug  auf  die  von  ihnen  erzeug- 
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ten  Rotationsflächen  eine  bestimmte  geometrische  Eigensohaft, 
welche  durch  eine  Differentialgleichung  yon  der  Form 

(3)     ©(AÄ,r,r,Ä',i/',.,.)  =  o 

charakterisirt  ist,  wobei  die  Striche  die  Abgeleiteten  nach  u 
bedeuten.  Zieht  man  aus  dieser  Gleichung  den  Wert  von  f  in 
der  Form: 

und  führt  ihn  in  (1)  ein,  so  hat  man: 

(4)    X  =  AcosqpCß,  f^, .. .)>    y  =  fisin9)(ß,  l/, . ..)?    ^  =  ^- 
Man  kann  nun  die  willkürliche  Function  V  so  bestimmen,  dass 

(5)        9)(Ä,f/,..0  =  ti 
wird,  indem  man  aus  dieser  Gleichung  den  Wert  V  =  ^(Ä,  Ä', - ..) 
ableitet;  dann  geht  die  Curve  (2)  über  in: 

(6)  a?,  =  ücosti,  y,  =  Asinu,  a,  =  t^(Ä,  Ä', .  •  •)• 
Nimmt  man  jetzt  an  Stelle  der  Gleichung  (2)  als  primitive  Er- 
zeugende der  Fläche  die  Curve  (6),  so  bat  man  in  (4)  nur  an 
Stelle  von  U  die  Function  %p  zu  setzen;  dabei  sind  aber  die  in 
Gleichung  (3)  im  allgemeinen  auftretenden  willkürlichen  Con- 
stanten a,  6,  c, . . .  zuerst  durch  andere  Constanten  a,,  6,,  c,, . . . 
zu  ersetzen,  damit  (4)  eine  andere  Curve  des  durch  (6)  bestimmten 
Systems  darstellt.  Hierdurch  erhält  man  dann  als  Gleichung  der 
neuen  erzeugenden  Curve 
(7)  X  =  /?cos^j(A,  tff,R\ip\  ...),    y  =  Rsin9),(Ä, ^, Ä', i^',...), 

a  =  i^(Ä,Ä',...), 
wobei  g>^  die  Function  bedeutet,    die  entsteht,    wenn  man  in  <p 
die  Constanten  a,  6, ...  durch  a,,  6^, ...  ersetzt. 

Die  drei  verschiedenen  Curven  (1),  (6)  und  (7),  welche  zur 
Erzeugung  derselben  Rotationsfläche  dienen,  werden  vom  Ver- 
fasser in  sechs  Fällen  wirklich  aufgestellt,  die  folgenden  geome- 
trischen Bedingungen  entsprechen:  1)  Die  Curve  (1)  stellt  eine 
geodätische  Linie  der  Fläche  dar;  2)  dieselbe  ist  eine  Loxodrome; 
3)  eine  Schraubenlinie  auf  einem  Cylinder,  dessen  Erzeugende 
parallel  zur  s-Axe  sind;  4)  die  Curve  (1)  ist  eine  Orthogonal- 
trajectorie  der  Schraubenlinien  einer  von  ihr  durch  Schrauben- 
bewegung um  die  s-Axe  erzeugten  Fläche;  5)  sie  ist  die  Be- 
rührungscurve  der  von  ihr  erzeugten  Rotationsfläche  mit  einem 


a 
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Cylinder  (Schattencurve);  6)  sie  ist  die  Berührungscurve  der  von 
ihr  erzeugten  Rotationsfläche  mit  einem  Kegel. 

Die  fttr  diese  sechs  Fälle  vollständig  entwickelten  Formeln 
bieten  dann  zu  zahlreichen  Anwendungen  Anlass,  bei  deren  Be- 
handlung der  Verfasser  die  fraglichen  Flächen  eingehend  unter- 
sucht, indem  er  die  erzeugenden  Linien  verschiedenen  speciellen 
Bedingungen  unterwirft. 

Des  weiteren  wird  der  Schnitt  eines  Gylinders,  dessen  Er- 
zeugende mit  der  2-Axe  einen  bestimmten  Winkel  bilden,  mit 
der  Rotationsfläche  untersucht,  die  Schnittcurve  für  verschiedene 
Formen  des  Gylinders  aufgestellt,  und  insbesondere  die  Projection 
der  letzteren  auf  die  xy-Ehene  betrachtet.  Dann  folgt  das  Studium 
der  ebenen  Schnitte  einer  Rotationsfläche  sowie  der  Schnittcurve 
zweier  beliebigen  Rotationsflächen.  Einige  Sätze  über  conjugirte 
Liniensysteme,  über  parallele  geodätische  Linien  sowie  über 
Biegungen  von  Rotationsflächen,  bei  welchen  gewisse  Curven 
wieder  in  bestimmte  Curven  übergehen,  beenden  die  Abhandlung, 
die  namentlich  für  Freunde  von  speciellen  Untersuchungen  im 
Gebiete  der  Flächentheorie  von  Interesse  ist.  Bm. 


W.  P.  WoRKMAN.      The   theory   of  the  singularities  of 
surfaces  of  revolution.    Quart.  J.  xxv.  89-103. 

Die  sämtlichen  Singularitäten,  die  bei  Rotationsflächen  vor- 
kommen können,  werden  auf  folgende  acht  elementare  Singular!- 
tuten  zurückgeführt: 

1)  Die  imaginären  vielfachen  Tangentialebenen  (x  +  iy  =  0). 

2)  Knotenpunkt,  ein  Punkt,  wie  ihn  z.  B.  die  Regel -Fläche 
sc^-{-y^  =  »*  im  Anfangspunkte  besitzt. 

3)  ROckkehrpunkt  Einen  solchen  weist  die  Fläche  aj^+y '  =  a' 
im  Coordinatenanfangspunkte  auf. 

4)  Knotenlinie:  eine  Kreislinie,  deren  Ebene  senkrecht  zur 
Rotationsaxe  steht,  und  längs  welcher  sich  zwei  Mäntel  der 
Fläche  schneiden. 
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5)  Rlickkehrkante:  eine  Kreislinie  senkrecht  zur  Rotations- 
axe,  längs  welcher  sich  zwei  Flächenschalen  berühren. 

6)  Wendelinie:  ein  Kreis  senkrecht  zur  Axe,  erzeugt  dareh 
Rotation  eines  Wendepunktes. 

7)  Ebener  Ring:  eine  Kreislinie,  längs  welcher  eine  Ebene, 
senkrecht  zur  Axe,  die  Fläche  berührt. 

8)  Doppelkegel:  In  diesem  Falle  kann  ein  Kreiskegel,  dessen 
Spitze  auf  der  Axe  liegt,  und  der  die  Fläche  längs  zweier  Kreise, 
senkrecht  zur  Rotationsaxe,  berührt,  construirt  werden. 

Es  wird  nun  gezeigt,  welche  verschiedenen  Fälle  bei  diesen 
elementaren  Singularitäten  vorkommen  können,  und  wie  sich 
höhere  Singularitäten  aus  ihnen  zusammensetzen.  Eine  Aus- 
nahme bei  der  Entstehung  höherer  Singularitäten  aus  obigen 
einfachen  tritt  dann  ein,  wenn  die  Axe  selbst  ein  Teil  der 
Rotationsfläche  ist,  d.  h.  wenn  die  Coordinatengleichung  der 
Fläche  den  Factor  ^*-f  y'  besitzt;  in  diesem  Falle  müssen  noch 
drei  weitere  Singularitäten  hinzugenommen  werden,  welche  der 
Verfasser  Axenpunkt,  Axenknoten  und  Axenspitze  nennt  Der 
erstere  ist  ein  Punkt,  in  welchem  die  Fläche  die  Axe  senkrecht 
schneidet,  und  muss  nun  insofern  als  singulärer  Punkt  aufge- 
fasst  werden,  als  die  Axe  selbst  zur  Fläche  gehört;  der  zweite 
und  dritte  sind  bezüglich  gewöhnliche  Knoten-  oder  Rückkehr- 
punkte, durch  welche  die  als  Flächenteil  zählende  Axe  geht 
Die  einzelnen  Fälle  sind  durch  Beispiele  erläutert,  die  teils  vom 
Verfasser  neu  gegeben,  teils  seiner  Arbeit  über  singulare  Lösun- 
gen (Quart.  J.  XXI,  F.  d.  M.  XX.  1888.  334)  entnommen  sind. 

Bm. 

A.  Ahrendt.     üeber  die  Rectification  der  Krlimmungs- 
linien  auf  Röhrenflächen.    Hoppe  Arch.  (2)  Vlll.  442-446. 

Statt  einer  solchen  Krümmungslinie  kann  man  offenbar  auch 
sagen:  eine  Parallele  s  mit  einer  beliebigen  Urcurve  9,  d.  i.  mit 
der  Mittellinie  der  Röhre.  Es  ist  bekannt,  dass  das  Linienele- 
ment einer  Parallele  die  Form  hat: 

ds  =  dail+Qg), 
wo  Q  den  Abstand  der  Parallelen  bezeichnet,  wie  sich  nebst  dem 
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Werte  yob  g  durch  Differentiation  der  Gleichung  der  Parallele 
sofort  ergiebt.  Die  hier  gegebene  Herleitung  dieser  Form  führt 
nun  zu  folgender  geometrischen  Deutung  von  g.  Betrachtet  man 
or  als  Linie  auf  der  abwickelbaren  Fläche  A^  deren  Erzeugende 
entsprechende  Punkte  von  a  und  s  verbindet,  so  ist  g  die  geo- 
dätische Erfimmung  von  a.  Ferner  wird  gefolgert,  dass  das 
Areal  zwischen  s  und  a  für  constante  q  und  a  und  fUr  verän- 
derte A  constant  ist.  H. 

A.  Abrbndt.     Untersuchungen  zur  Theorie  der  Charak- 
tere  der  Krttmmungslinien  auf  Röhrenflächen.     Hoppe 

Aroh.  (2)  IX.  31-42. 

Jede  abwickelbare  Normalenfläche  einer  Curve  C  hat  die 
Eigenschaft,  dass,  wenn  man  auf  den  Erzeugenden  vom  Fuss- 
punkte  aus  eine  constante  Strecke  abschneidet,  der  Ort  des  End- 
punkts der  Curve  C  parallel  ist.  Mit  Unrecht  wird  hier  die  Be- 
zeichnung Parallelcurve  als  selbstgewählte  eingeführt;  sie  sind  es 
vielmehr  im  eigentlichen  Sinne,  d.  h.  sie  haben  mit  C  gemein- 
same Normalebene.  Der  Ort  dieser  Parallelen  ist  daher  eine 
Rohrenfläche,  deren  Normalschnitt  ein  Kreis  vom  Radius  q  in  der 
Normalebene  ist,  und  auf  ihr  bilden  die  Parallelen  die  eine 
Schar  von  KrQmmungslinien.  Nachdem  hiermit  die  Figur  vor- 
geführt ist,  wird  C  als  algebraische  Curve  m'*'  Ordnung  betrachtet 
und  die  charakteristischen  Zahlen,  d.  h.  die  der  Ordnung,  der 
Klasse,  der  Doppelpunkte,  der  Spitzen,  der  Inflexionspunkte  und 
der  Doppeltangenten  der  vorkommenden  Gebilde  ermittelt,  und 
zwar  erst  allgemein,  dann  für  KrQmmungslinien  auf  Flächen 
zweiten  Grades  als  Urcurve;  auch  wird  gezeigt,  wie  die  Cayley'- 
scbe  Theorie  der  ebenen  Parallelcurven  sich  durch  Specialisirung 
daraus  ergiebt.  H. 

E.  Blutel.      Recherches  sur   les  surfaces    qui    sont   en 
ni§me  temps  lieux  de  coniques  et  enveloppes  de  eönes. 

Ado.  de  r£c.  Norm.  (3)  YII.  155^216. 

Der  Verfasser  untersucht  die  Eigenschaften  derjenigen 
Flächen,    welche  von  einem  Kegelschnitte  erzeugt  werden  und 


784  '^  AbBchnitt.    Analytische  Geometrie. 

längs   dieses  Kegelschnittes   einen  Kegel    zweiter  Ordnung   be- 
rühren. 

Im  ersten  Teile  wird  zunächst  festgestellt,  dass  die  bezeich- 
neten Flächen  sowohl  als  Eingehüllte  von  Kegeln,  welche  auf 
zwei  abwickelbaren  Flächen  rollen,  als  auch  als  Trajectorien 
von  Kegelschnitten,  welche  auf  zwei  Gurven  rollen,  aufgefasst 
werden  können. 

Alsdann  wird  der  Satz  bewiesen,  dass  die  die  Fläche  er- 
zeugenden  Kegelschnitte  durch  ihre  conjugirten  homographiscb 
geteilt  werden,  welcher  Satz  sich  auch  umkehren  lässt  Daran 
schliesst  sich  die  Aufstellung  der  allgemeinen  Oleichungen  der 
Fläche  und  der  Beweis  gewisser  Eigenschaften,  welche  sich  auf 
die  Bewegung  des  Kegelschnittes  und  des  Kegels  beziehen,  nebst 
der  Bestimmung  gewisser  specieller  Flächen  von  besonders  ein- 
facher Art. 

Im  zweiten  Teile  werden  die  asymptotischen  Linien  der 
Flächen  betrachtet,  welche  auch  in  gewissen  Specialßillen  beson- 
ders einfache  Eigenschaften  zeigen;  der  dritte  Teil  behandelt 
gewisse  nicht  projectivische  Eigenschaften,  besonders  die  ortho- 
gonalen Trajectionen  der  Kegelschnitte.  A. 


P.  DK  Sanctis.     Recherche  d'une  ^quation  des  Burfaces 

moulures.     Nouv.  Add.  (3)  IX.  5Ö2-&56. 

Der  Verfasser  definirt  die  surface  moulure  (Gesimsflfiche) 
als  eine  Fläche,  welche  beschrieben  wird  von  einer  ebenen 
Gurve  C  von  unveränderlicher  Gestalt,  während  die  Ebene  sich 
normal  zu  einer  Raumcurve  R  bewegt,  ohne  sich  um  die  Tan- 
gente dieser  Gurve  zu  drehen,  und  stellt  auf  Grund  dieser  Defi- 
nition die  allgemeine  Gleichung  einer  solchen  Fläche  auf. 

Obwohl  diese  Entwickelung  einfach  ist  und  jede  Geeims- 
fläche  durch  sie  dargestellt  werden  kann,  muss  es  doch  als  ein 
Nachteil  bezeichnet  werden,  dass  in  die  Darstellung  unnötiger 
Weise  eine  Willkürlichkeit  hinein  kommt,  weil  jeder  Punkt  der 
bewegten  Ebene  eine  Raumcurve  R^  beschreibt,  welche  an  Stelle 
der  Gurve  R  zur  Erzeugung  benutzt  werden  kann.    Je  nach  der 
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WabI  dieser  Raumcurve  R.  erhält  aber  dieselbe  Fläebe  eine  an- 
dere  Gleichung. 

Deswegen  hält  es  Referent  für  sachgemässer,  die  Gesims- 
fläche zu  definiren  als  eine  Fläche,  welche  von  einer  ebenen 
Gurve  beschrieben  wird,  wenn  die  Ebene  als  Tangentialebene 
auf  einer  abwickelbaren  Fläche  rollt,  ohne  zu  gleiten.  Die  Auf- 
stellung der  Gleichung  ist  dann  ebenso  einfach,  und  die  bezeich- 
nete Willkfirlichkeit  ist  vermieden.  A. 


T.  MoTODA.     Asymptotic   lines  of  the  surface  of  revo- 

lution.    Tokio  Math.  Ges.  lY.  213-216. 

T.  MoTODA.     Asymptotic  lines  of  a  circular  ring.    Tokio 

Math.  Ges.  IV.  217-219. 

Bericht  in  F.  d.  M.  XXI.  1889.  765.  E. 


J.  Lyon.      Sur  las   courbes   k  torston  constante.     Paris. 

77  S.  4«.  

E.  HüNYADY.     üeber  die  Parameterdarstellung  der  ortho- 
gonalen Substitutions-Coefficienten.    Ungar.  Bor.  30  S.  8°. 


B.  Theorie  der  algebraischen  Flächen  und  Raumcurven. 

C.  A.  Laisant.       Propridt^    des    surfaces    alg^briques. 

S.  M.  P.  Bull.  XVIII.  14M44. 

Zu  drei  Eigenschaften  der  algebraischen  Curven,  mitgeteilt 
von  Humbert  und  bewiesen  von  Fouret,  hat  bereits  Humbert  die 
Analoga  in  Betreff  der  algebraischen  Flächen  aufgestellt  und  be- 
wiesen. Das  Gegenwärtige  ist  eine  neue  Herleitung  der  letzteren. 
Sie  lauten:  „Der  Ort  der  Punkte  derart,  dass  die  Summe  der 
Quadrate  aller  von  ihnen  aus  auf  eine  algebraische  Fläche  ge- 
fällten Kormalen  constant  ist,  ist  eine  Fläche  zweiter  Ordnung.'' 
„  Variirt  diese  Summe,  so  bleibt  letztere  Fläche  concentrisch  und 

FortMhr.  d.  Math.  XXII.  2.  50 
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homothetisch."    ^Ihrem  gemeinsamen  Mittelpunkte  entspricht  das 
Minimum  der  Quadratsumme  der  Normalen.''  H. 


J.  H.  BoTD.     A  simple  proof  of  a  theorem  with  reference 
to  tangents  toucbing  a  snrface  in  two  poiuts.      Aooais 

of  Matb.  V.  109. 

Der  hier  bewiesene  Satz  lautet:  Durch  jeden  Punkt  einer 
Fläche  n^°  Grades  lassen  sich  (n-f  2)(ft— 3)  Tangenten  ziehen, 
welche  die  Fläche  noch  ausserdem  berühren  (s.  Salmon's  Geom. 
von  drei  Dimens.)  H. 

M.  FoucHÄ.     Sur  les  courbes  algdbriques  ä  torsion  con- 

Stante.    Add.  de  l'J^.  Norm.  (3)  VII.  335-344. 

Es  werden  folgende  Sätze  aufgestellt  und  bewiesen.  1)  Es 
existirt  eine  und  nur  eine  Gurve,  deren  Torsionsradius  gleich 
einer  gegebenen  Gonstante  ist,  und  deren  Binormalen  den  Seiten 
eines  gegebenen  Kegels  parallel  sind.  Sie  wird  daraus  durch 
Quadratur  gefunden.  2)  Notwendige  und  hinreichende  Bedin- 
gungen dafUr,  dass  die  Curve  algebraisch  ist,  sind  die  zwei: 
1.  dass  jener  Kegel  algebraisch  ist;  2.  dass  der  Schnitt  dieses 
Kegels  und  einer  Kugel  um  seine  Spitze  sich  auf  einer  beliebigen 
Ebene  längs  einer  algebraisch  quadrirbaren  Gurve  so  projicirt, 
dass  sich  die  Frage  auf  die  Ermittelung  der  sphärischen  Carven 
reducirt,  deren  Projection  auf  eine  beliebige  Ebene  algebraisch 
quadrabel  ist.  3)  Die  Bestimmung  einer  solchen  Gurve  hängt 
von  der  zweier  Functionen  einer  Variable  ab,  welche  eine  ge- 
wisse Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zweiten  Grades  ftlr 
die  eine,  eine  Riccati'scbe  Gleichung  für  die  andere  Function  zu 
erfüllen  haben.  H. 


LELiBUVRfi.     Sur  certaines  classes  de  surfaces.    C.  R.  GXl. 

568-569. 

Die   gegenwärtige  A^rbeit   ist  Fortsetzung   der  vorjährigen 
(G.  R.  GIX,  F.  d.  M.  XXI.  766).    Sie  betrifft,  wie  diese,  die  von 
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anicursalen  ebenen  Linien  17  erzeugten  Flächen,  Linien,  die  von 
.ihren  Conjugirten  homographisch  geteilt  werden.  Dies  erfordert, 
dass  die  Differentialgleichung  der  Conjugirten,  wenn  man  die 
Coordinaten  rational  im  Parameter  (i  darstellt,  eine  Riccati'sche 
Gleichung  ist.  Die  Parameter  der  Fläche  sind  i  und  /u;  längs 
den  U  ist  i  constant,  längs  den  Conjugirten  ^.  Es  werden  jetzt 
die  Bedingungen  f&r  die  (^gesucht,  und  es  ergeben  sich  folgende: 
Liegt  der  laufende  Punkt  M  von  ü  nicht  auf  der  Charakteristik 
C,  so  muss  die  Tangente  an  U  in  einem  Wendepunkte  M  bei 
Variation  von  l  eine  Abwickelbare  erzeugen.  Liegt  M  auf  C, 
so  sind  wieder  zwei  Fälle  zu  scheiden,  je  nachdem  die  Tangente 
in  M  Charakteristik  ist  oder  nicht.  Im  letzteren  Falle  muss  ein 
gewöhnlicher  Punkt  M  (mit  oder  ohne  Inflexion)  bei  variirendem 
t  die  Einbauende  der  U  erzeugen,  ein  Rückkehrpunkt  M  fest 
sein.  Im  ersteren  muss  M  ein  gewöhnlicher  Punkt  ohne  Inflexion 
sein  und  die  Gratlinie  von  C  beschreiben,  ausgenommen  den  Fall, 
wo  die  Charakteristik  fest  ist.  Im  letzteren  ist  ilf,  wofern  er  ein 
gewöhnlicher  Punkt  ist,  an  keine  andre  Bedingung  gebunden; 
ist  er  RQckkehrpunkt,  so  muss  er  fest  sein.  Das  gleiche  Ver- 
fahren lässt  sich  auch  anwenden,  wenn  die  Aufgabe  ist,  die  uni- 
cursalen  ebenen  Linien  zu  bestimmen,  welche  von  ihren  ortho- 
gonalen Trajectorien  homographisch  geteilt  werden.  Die  Bedin- 
gungen sind  als  Resultat  angegeben.  H. 


E.  CiANi.     Sülle  supei-ficie  algebriche  simmetricbe. 

Born.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VIi-  399-407. 

Herr  Goursat  hat  in  einer  Abhandlung  (Ann.  de  T^c.  Norm. 
(3)  IV,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  781)  über  Flächen,  welche  alle 
Symmetrieebenen  eines  regulären  Polyeders  besitzen,  die  Maximal- 
zahl der  Sjmmetrieebenen  eines  Ebenen-Büschels  nicht  bestimmt, 
^welche  eine  Fläche  besitzen  kann,  ohne  eine  Rotationsfläche  zu 
sein,  deren  Axe  die  Axe  des  Ebenen büschels  ist.  Diesen  Fall 
behandelt  der  Autor  in  der  vorliegenden  Note,  indem  er  ihn  auf 
die  Untersuchung  des  analogen  Problems  für  ebene  Curven  zu- 
rückführt,  das  er   in   seiner  Habilitationsschrift  (Pisa  Ann.  VI. 

50* 
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1-160,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  617)  nntersucbt  bat  Es  ergeben 
sich  bierbei  folgende  allgemeine  Sätze: 

1)  Eine  algebraisebe  Fläcbe  kann  so  viele  Ebenen  eines 
EbenenbQschels  zn  Symmetrieebenen  baben,  als  eine  nnter  ihrem 
Orade  liegende  Zabl  Einheiten  bat. 

2)  Alle  Fläcben  ungeraden  Grades  mit  einer  geraden  Anzahl 
von  Symmetrieebenen  des  Ebenenbfiscbels  enthalten  eine  unend- 
lich ferne  Gerade,  durch  welche  alle  zur  Axe  des  BClschels  senk- 
rechten Geraden  gehen. 

3)  Eine  algebraische  Fläche  vom  Grade  n  kann  nicht  mehr 
als  n  Ebenen  eines  EbenenbQschels  zu  Symmetrieebenen  haben, 
ohne  in  eine  Rotationsfläche  Qberzugehen. 

In  Bezug  auf  die  Flächen  dritten  Grades  folgen  hieraus 
zwei  Typen :  I.  Flächen  mit  zwei  zu  einander  senkrechten  Sym- 
metrie-Ebenen; II.  Flächen  mit  drei  Symmetrie-Ebenen,  die  unter 

dem  Winkel   von   -^  zu  einander  geneigt  sind.    Zu  diesen  zwei 

o 

Flächengattungen  treten  dann  noch  die  drei  bereits  von  Herrn 
Goursat  angegebenen  hinzu,  von  denen  die  erste  die  Symmetrie 
der  Doppelpyramide  (III),  die  zweite  die  Symmetrie  des  regulären 
Tetraeders  (IV)  und  die  dritte  nur  eine  Symmetrieebene  besitzt 
(V).  Diese  fllnf  Flächengattungen  sind,  wie  der  Verfasser  nach- 
weist, die  einzigen  Flächen  dritter  Ordnung,  welche  Symmetrie- 
ebenen besitzen  können. 

Der  interessanteste  Fall  ist  No.  III,  welcher  durch  die 
Gleichung 

charakterisirt  ist  und  im  Zusammenhang  mit  der  zugehörigen 
Hesse*schen  Fläche  eingehend  untersucht  wird.  Dabei  ergiebt 
sich  ein  specieller  Fall,  in  welchem  das  Problem  der  27  Geraden 
nur  von  der  Lösung  einer  Gleichung  dritten  Grades  abhängt. 

Bm. 

G.  Castelnüovo.      Sülle    superficie    algebriche    le    cui 
sezioni  piane  sono  curve  iperellittiche.    Palermo  Rend.  iv. 

73-88. 
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Ba   die   bei   eindeutiger  Transformation  invarianten  Eigen- 
schaften der  ebenen  Curven  eng  verbunden  sind  mit  den  Eigen- 
schaften jener  Flächen,  als  deren  ebene  Schnitte  diese  Curven 
betrachtet  werden  können,  so  stellt  sich  der  Verfasser  die  Auf- 
gabe, diese  Schnittcurven  zu  untersuchen,   und  gelangt  zu   dem 
Nach  weise,   dass  eine  Fläche,   deren  ebene  Schnitte  hyperellip- 
tische  Curven  sind,  unter  gewissen  Beschränkungen  rational  ist, 
d.  h.  eindeutig  auf  die  Ebene  abgebildet  werden  kann.    Da  die 
rationalen  und  elliptischen  Curven  als  specielle  Fälle  der  hyper- 
eiliptischen  aufgefasst  werden  können,   so  werden  sie  kurz  be- 
sprochen,  und  zwar  wird  zuerst  darauf  hingewiesen,   dass  die 
Herren  Noether  (Math.  Ann.  III,  vgl.  F.  d.  M.  IL  1869/70.  616), 
Picard  (J.  fllr  Math.  C,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  743)  und  Guccia 
(Palermo  Rend.  I.  165  - 168,   F.  d.  M.  XIX.  1887.  787)  bereits 
gezeigt  haben,  dass  alle  Flächen  mit  rationalen  Schnitten  rational 
sind,  und  dass  die  einzigen  Flächen  dieser  Gattung  die  rationalen 
Regelflächen   und    die  Steiner'sche  Fläche   sein   können.     Dann 
ergiebt  sich  weiter,  dass  jede  Fläche,  deren  Schnitte  elliptische 
Curven  sind,  rational  sein  muss,  dass  aber  der  Grad  einer  sol- 
chen Fläche  höchstens  die  Zahl  9   erreicht.     Hierauf  folgt   der 
Beweis   ftlr   die   bereits   erwähnte  Rationalität  der  Flächen  mit 
hjperelliptischen  Schnitten,  wobei  sich  ergiebt,  dass,  wenn  das 
Geschlecht  der  Schnittcurve  >1  ist,  die  Fläche  oo*  Kegelschnitte 
enthält,  und  zwar  in  der  Weise,   dass   durch  jeden  Punkt   der 
Fläche  nur  ein  Kegelschnitt  geht.     Eine  solche  Fläche  mit  hyper- 
elliptischen   Schnittcurven   kann   so   auf  die   Ebene    abgebildet 
werden,    dass   den  Schnitten  der  Fläche  Curven  von  einem  ge- 
wissen Grade  r  entsprechen,  die  einen  (r — 2)- fachen  Punkt  und 
etwa  noch  andere  Punkte  zu  gemeinsamen  Basispunkten  haben. 
Der  Grad  der  Fläche,  welche  hyperelliptische  Curven  vom  Ge- 
schlechte n  zulässt,  kann  dann  höchstens  ^n+i  betragen.    Be- 
schränkt man  sich  auf  die  Untersuchung  der  Flächen,  die  diesen 
Maximalgrad  besitzen,  und  nennt  Directrixcurve  eine  jede  Curve 
auf  der  Fläche,  welche  jeden  der  oo^  Kegelschnitte  nur  in  einem 
Punkte  schneidet,  so  kann  man  die  Flächen  nach  der  kleinsten 
Zahl  der  Directrices  klassificiren   und  erhält  hierdurch  zwei  ver- 
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schiedene  Flächenspecies,  die  vom  Autor  zuerst  direet  und^dann 
durch  Betrachtung  der  linearen  Systeme  untersucht  werden ,  die 
sie  in  der  Ebene  darstellen.  Bm. 


G.  Castelnuovo.      Sülle    superficie    algebriche    le    cui 
sezioni  sono  curve  di  genere  3.    Torino  Atti.  XXV.  695-715. 

Anknüpfend  an  die  Untersuchungen  der  eben  besprochenen 
Note,  wird  hier  das  folgende  allgemeinere  Problem  aufgestellt: 
Rechnet  man  alle  Flächen,  deren  Schnittcurven  ein  gegebenes 
Geschlecht  besitzen,  dann  zu  einer  Familie,  wenn  sie  alle  aus 
einer  derselben  durch  Projection  von  einem  ausserhalb  oder  auf 
ihr  gelegenen  Punkte  erhalten  werden  können,  so  handelt  es 
sich  darum,  alle  jene  Flächenfamilien  anzugeben,  deren  Schnitt- 
curven ein  gegebenes  Geschlecht  n  besitzen,  und  dieselben  vom 
Gesichtspunkte  ihrer  Darstellbarkeit  auf  bekannten  oder  ein- 
facheren Raumgebilden  zu  studiren.  Unter  Schnitt  einer  Fläche 
hat  man  hierbei  das  Schnittgebilde  einer  in  einem  Räume  von 
r  Dimensionen  Sr  gelegenen  Fläche  mit  einem  Räume  iSr-i  zu 
verstehen.  Durch  die  Schwierigkeit  des  Problems  sieht  sich 
jedoch  der  Verfasser  gezwungen,  seine  Untersuchungen  auf  die- 
jenigen Flächen  mit  Schnittcurven  von  gegebenem  Geschlechte  n 
zu  beschränken,  welche  ein  System  von  mindestens  oo''~^  Curven 
ton  der  Ordnung  2ft — 2  besitzen,  die  auf  der  erzeugenden 
Schnittcurve  die  Specialschar  y^^Zu   ausschneiden.     Die  Losung 

dieses  Problems,  das  er  im  Falle  der  „hyperelliptischen"  Gurren 
vom  Geschlechte  77  ^  2  bereits  in  der  vorangehend  besprochenen 
Note  behandelt  hat,  gelingt  ihm  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
auch  allgemein  für  den  Fall  des  Geschlechtes  tt  =  3. 

Ist  FW  eine  Fläche  n^'  Ordnung,  deren  erzeugender  Schnitt 
eine  Curve  vom  Gesehlechte  3  ist,  und  giebt  es  auf  einer  solchen 
Fläche  ein  lineares  System  (y),  bestehend  aus  Curven  y  von  der 
Ordnung  4,  welche  auf  jeder  Schnittcurve  von  FC«)  die  Special- 
schar g^^  ausschneiden,  so  kann  man  die  Flächen  F*)  nach  dem 
Charakter  des  Systems  (y)  in  vier  Species  einteilen: 
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Flächen  „erster  Species^  erhält  man  dann,  wenn  in  (y)  ein 
lineares  System  von  oo'  rationalen  Curven  vierter  Ordnung  (y^) 
enthalten  ist; 

Flächen  „zweiter  Species^,  wenn  in  (y)  ein  lineares  System 
von  oo'  Curven  vierter  Ordnung  vom  Oeschleohte  1  allein  sich 
findet; 

die  „dritte  Species**  ergiebt  sich,  wenn  in  (y)  ein  System 
von  oo'  Curven  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  2  allein  vor- 
kommt, und 

die  „vierte  Species*^,  wenn  (y)  nur  Systeme  von  oo"  Curven 
vierter  Ordnung  vom  Oeschleohte  3  enthält.  Dazu  kommt  dann 
noch  der  Fall,  dass  y  in  zwei  Kegelschnitte  zerfällt,  was  bei  den 
Flächen  mit  hyperelliptischen  Schnitten  eintritt,  und  dass  y  in 
vier  Gerade  sich  auflöst,  welcher  Fall  den  ßegelflächen  entspricht. 

Aus  der  Fülle  von  Resultaten,  welche  der  Verfasser  durch 
Betrachtung  dieser  Flächengattungen  gewinnt,  können  wir  hier 
nur  folgende  als  die  wichtigsten  herausheben: 

Jede  Fläche  der  ersten  Species  ist  rational  und  kann  auf 
der  Ebene  mittels  eines  linearen  Systems  von  allgemeinen  Curven 
vierter  Ordnung  dargestellt  werden.  Der  Grad  einer  solchen 
Fläche  kann  höchstens  die  Zahl  16  erreichen,  welche  einer 
Fläche  F(^>  entspricht,  die  dem  Räume  8,^  angehört.  Jede 
Fläche  erster  Species  kann  dann  aus  F(^>  durch  Projection  ge- 
wonnen werden. 

Jede  Fläche  zweiter  Species  wird  durch  Projection  einer 
Fläche  achter  Ordnung  FW  des  Sj  abgeleitet,  welche  der  höch- 
sten möglichen  Ordnung  entspricht,  und  zwar,  indem  man  zu- 
nächst aus  ihr  für  einzelne  Räume  gewisse  Normalflächen  und 
aus  diesen  dann  durch  Projection  alle  übrigen  ableitet  Diese 
F^^)  lässt  sich  auffassen  als  der  Schnitt  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  des  S,  mit  einem  Kegel,  der  von  einem  ausserhalb  des 
Raumes  S^  gelegenen  Punkte  eine  Fläche  vierter  Ordnung  <J>^*> 
projicirt,  die  diesem  S^  angehört.  Die  Fläche  0^*>  wurde  be- 
reits von  Herrn  Veronese  studirt:  Mem.  Accad.  dei  Lincei 
(vgl.  auch  Segre:  Considerazioni  intorno  alla  geometria  delle 
coniche,  Torino  Atti  XX,  F.  d.  M.  XVIL  1885.  607  und  Study: 
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Ueber  die  6e(Mnetrie  der  Kegelschnitte,  Math.  Ann.  XXVII,  F. 
d.  M.  XVIII.  1886.  629>  Ferner  kann  f^^^  auf  eine  einfache 
Ebene  eindeutig  abgebildet  werden,  und  zwar  mit  Hülfe  eines 
Systems  von  ao'  Gurren  sechster  Ordnung  mit  sieben  genaein- 
samen  Doppelpunkten,  woraus  sich  eine  Reihe  von  Eigenschaften 
der  F(^)  ableiten  lässt. 

Die  Flächen  dritter  und  vierter  Species  werden  vom  Autor 
nur  kurz  erwähnt,  da  ihre  Untersuchung  leichter  dadureh  ge- 
schieht, dass  man  sie  als  zu  den  Flächen  vom  Geschlechte  1 
oder  zu  den  Begelflächen  gehörig  betrachtet.  Ausserdem  hat 
schon  Herr  Noether  (Ueber  die  rationalen  Flächen  vierter  Ord- 
nung, Math.  Ann.  XXXIII)  auf  sie  bezQgliche  Fragen  eingehend 
bebandelt.  Diejenige  Fläche  endlich,  aus  welcher  durch  Pro- 
jection  alle  jene  Flächen  erhalten  werden  kOnnen,  deren  Curven 
y  in  Kegelschnitte  zerfallen,  ist  die  F^*  des  Raumes  S^^  und 
wird  auf  der  Ebene  entweder  repräsentirt  mittels  jener  Curveo 
sechsten  Grades,  welche  einen  vierfachen  und  einen  Doppelpunkt 
gemeinsam  haben,  oder  mittels  Curven  von  der  Ordnung  8 — fi 
mit  einem  (6— m)- fachen  Punkte  und  3— fi  zu  diesem  unendlich 
benachbarten  Doppelpunkten  (/u  =  0,  1,  2,  3).  Bm. 


A.  Brill.      Ueber    rationale   Curven    und  Regelflächen. 

Math.  ADD.  XXXVI.  230-238. 

Sind  f(l)^  g>(l),  ^Wi  xW  vier  ganze  rationale  Functionen 

« 

n^°  Grades  von  A,  so  stellen  die  Gleichungen 

x:y:z:l  =  fß):  (p(l):if^W:xW 
die  Coordinaten  einer  rationalen  Raumcurve  Cn  dar,  deren  Punkte 
den  Werten  des  Parameters  l  eindeutig  zugeordnet  sind.    Ferner 
sei  eine  andere  Raumcurve  p^'  Klasse  Kp  entsprechend  gegeben 
durch  die  Gleichungen 

wo  a(fi\  ß(ji)^  y(fi)^  dQj,)  ganze  rationale  Functionen  p^"  Grades 
von  fi  bedeuten;  dann  drUckt  die  Gleichung 

F(l,  im)  =  a(f^)m  +  ß(^)irW  +  y(f4)tpW  +  d(fi)x(l)  =  0 
aus,   dass  der  dem  Parameterwerte  A  entsprechende  Punkt  der 
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Carve  C«  aaf  der  za  fi  gehörigen  Bbene  der  Garve  Kp  gelegen 
ist.  Wenn  nun  die  Functionen  f,  7,  xp,  Xi  ^1  ßy  7)  ^  ^^^  cler  be- 
sonderen Art  sind,  dass  die  Function  F(il,  A)  identisch  fQr  alle 
X  yerschwindet,  so  entspricht  jedem  Pankte  A  der  Garve  C»  ein^ 
deutig  die  Schmiegungsebene  /t<  =  A  der  Garre  K^,  so  dass  in 
diesem  Falle  die  beiden  Curven  eindentxg  auf  einander  bezogen 
sind.  Nimmt  man  die  Goefficienten  der  Functionen  f,  g),  tp^  % 
als  gegeben  an,  so  liefert  die  Identität  jF(A,  X)  =  Q  für  die  4p-}- 4 
homogenen  Goefficienten  der  Fanctionen  o,  /?,  /,  d  gerade  n'\'P'\'l 
lineare  Gleichungen,  und  diese  sind  demnach,  wenn  man 
p  =  |(n— 2)  annimmt,  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt,  d.h.: 
Wenn  n  Ton  der  Form  3p +2  ist,  so  giebt  es  zu  einer  rationalen 
Ranmcurve  Cn  von  der  ii^°  Ordnung  im  allgemeinen  eine  bestimmte 
Raumcurve  Kp  von  der  p*^  Klasse,  welche  sich  jener  eindeutig 
in  der  Weise  zuordnet,  dass  jede  ihrer  Schmiegungsebenen  durch 
den  ihr  entsprechenden  Puukt  der  Cn  geht.  Es  ist  klar,  dass 
man  unendlich  viele  Gurven  von  der  genannten  Eigenschaft  er- 
halten kann,  indem  man  p  grösser  als  1(^—2)  wählt.  Die  auf 
solche  Weise  erhaltenen  Elassencurven  lassen  sich  umgekehrt 
zu  einer  linearen  Gonstruction  der  Cn  verwenden.  Nimmt  man 
nämlich  irgend  drei  solcher  Klassenourven  Afp,  so  schneiden  sich 
je  drei  entsprechende  Schmiegungsebenen  derselben  in  einem 
Punkte  der  (7«,  und  dabei  ist  es  offenbar,  dass  man  ftlr  die  Klasse 
der  Curven  Kp  in  keinem  Falle  eine  höhere  Zahl  als  i(n4-2)  zu 
nehmen  braucht.  Indem  man  nun  die  Klassenourven,  aus  denen 
die  gegebene  Ordnungscurve  entsteht,  ihrerseits  aus  Gurven  nie- 
derer Ordnung  erzeugt  und  so  fortfährt,  kommt  man  schliesslich 
auf  lauter  Punktreihen,  bezüglich  Ebenenbüschel,  aus  denen  sich 
somit  durch  passende  Anordnung  der  Gonstruction  jede  rationale 
Raumcurve  herstellen  lässt.  Die  nämliche  Methode  führt  zu  den 
entsprechenden  Sätzen  über  die  Gonstruction  der  allgemeinen 
rationalen  ebenen  Gurve  und  der  rationalen  windschiefen  Fläche. 

Ht. 

« 
G.  HüMBERT.     Sur  une   classe  de   surfaces  alg^briques, 

Palermo  Rend.  IV.  54-56. 
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Die  Note   beschäftigt  sich   mit   einer  Klasse  algebraiseber 
Flächen,  welche  durch  Gleichangen  von  der  Gestalt 

QXi  =  se(u)&(ti)  (»  =  h  2, 3, 4) 

dargestellt  werden,  wo  x^^x^^x^^a^  homogene  Punktcoordinaten 
und  6,  Q'  holomorphe  thetafuchsische  Functionen  der  Ver- 
änderlichen u  and  0  beziehungsweise  vom  Geschlechte  p  und  p* 
sind.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  das  Geschlecht  dieser  Flächen, 
d.  h.  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen,  überall  endlichen 
Doppelintegrale  der  Fläche,  im  allgemeinen  gleich  pp'  ist  Es 
werden  femer  Anwendungen  dieses  Satzes  gemacht  auf  Flächen, 
welche  ein  unendliches  System  von  Unicursalcurven  enthalten; 
zu  diesen  Flächen  gehören  unter  anderen  diejenigen  Flächen, 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  ein  jeder  ebener  Schnitt 
eine  Gurve  vom  Geschlechte  1  oder  0  ist.  Ht. 


A.  Suchard A.     Zur  Theorie  einer  Gattung  windschiefer 

Flächen.     Wien.  Ber.  XCIX.  549-569. 

Man  nehme  zwei  Ebenen  Ä  und  B  im  Baume  und  in  diesen 
zwei  projectiv  auf  einander  bezogene  Strahlenbttschel  an.  Femer 
liege  in  der  Ebene  A  eine  rationale  Gurve  m^  Ordnung  und  in 
der  Ebene  B  eine  rationale  Gurve  n^^  Ordnung;  beide  seien  ohne 
Rttckkebrpunkte.  Durch  einen  Punkt  der  rationalen  Gurve  m^ 
Ordnung  construire  man  den  Strahl  des  in  A  gelegenen  Strahlen- 
büschels.  Da  der  entsprechende  Strahl  des  projectiven  Strahlen- 
büschels  die  in  B  gelegene  Gurve  n^'  Ordnung  in  n  Punkten 
schneidet,  und  auch  umgekehrt  das  Entsprechende  gilt,  so  ist 
durch  unsere  Gonstruction  eine  (m,  n)-Gorre8pondenz  der  beiden 
Gurven  gegeben.  Die  vorliegende  Arbeit  untersucht  die  wind- 
schiefe Fläche  P,  welche  entsteht,  wenn  man  die  entsprechenden 
Punkte  der  beiden  Gurven  durch  gerade  Linien  verbindet  Die 
Gurve  in  A  ist  eine  n- fache,  die  in  B  gelegene  ist  eine  m-faebe 
Gurve  der  windschiefen  Fläche.  Die  Ordnung  der  Fläche  ist  2iiis. 
Die  Zahl  der  Doppelpunkte  eines  beliebigen  ebenen  Schnittes, 
d.  h.  die  Ordnung  der  Doppelcurve  der  Fläche,  ergiebt  sich  gleich 
2m'n'— 4mn4-f}i  +  it.     Der  Rang  der  Fläche,  d.h.  die  Klasse 
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ihres  ebenen  Schnittes,  ist  gleich  6mn^2m^2n.  Fttr  das  Ge- 
schlecht der  Fläche  ergiebt  sich  die  Zahl  (m— l)(ii— 1),  und  hier- 
aus folgt,  dass  die  Fläche  rational  wird,  dann  und  nur  dann, 
wenn  entweder  m  =  1  oder  n  =  1  ist.  Nachdem  noch  die 
Developpable  J9,  welche  der  windschiefen  Fläche  längs  der 
Leitcurve  in  B  umschrieben  ist,  und  insbesondere  deren  Schnitt- 
curve  mit  der  Ebene  A  untersucht  worden  ist,  wendet  der  Ver- 
fasser die  gefundenen  Resultate  auf  den  bereits  erwähnten  be- 
sonderen Fall  der  rationalen  Fläche  an,  indem  er  i»  =  1  setzt. 

Ht. 


G.    .Baumgebilde  ersten,  zweiten  und  dritten  Grades. 

Ed.  Lucas.     Sur  quelques  questions  de  signe  en  g^o- 
mdtrie  analytique.    Mathesis  x.  5-8. 

Analytische  Unterscheidung  zweier  Arten  des  Kreuzens 
zweier  Geraden  im  Baume  (Geraden,  die  weder  parallel  sind, 
noch  sich  treffen),  nebst  anderen  ähnlichen  Zeichenfragen.  Man 
vergleiche  Duhamers  Mechanik,  Einleitung,  Cap.  II. 

Mn.  (Lp.) 

J.  Nbubbrg,  W.  J.  C.  Miller.  Solution  of  questioD  10412. 

Ed.  Times  LIIL  74-76. 

Wenn  ein  Tetraeder  ABCD  und  ein  Punkt  P  gegeben  sind, 
so  lege  man  durch  P  eine  solche  Ebene,  die  den  Dreikant  A  in 
einem  Dreiecke  T^  mit  dem  Schwerpunkte  P  schneide.  Gonstruirt 
man  ebensolche  Dreiecke  T„  7„  T^  für  die  Dreikante  £,  C,  D, 
so  sind  die  vier  Dreiecke  T,,  T„  T,,  T^  einer  und  derselben  Fläche 
zweiter  Ordnung  einbeschrieben.  Hr.  W.  J.  G.  Sharp,  welcher 
ebenfalls  eine  Lösung  der  Aufgabe  eingesandt  hat,  erweitert 
dieselbe  auf  einen  Raum  von  n  Dimensionen  unter  Bezugnahme 
auf  seine  Abhandlungen  in  Lond.  M.  S.  Proc.  XVIII  u.  XIX. 

Lp. 
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L.  Rbzbau.     Solution  de  la  queation  226.   J.  de  Math.  ep^c. 

(3)  IV.  253-258. 

LösQDg  folgender  zwei  Aufgaben:  1)  Fünf  Punkte  auf  einer 
Geraden  sind  gegeben.  Diese  bewegt  sich  derart,  dass  Tier 
jener  Punkte  die  vier  Seitenflächen  eines  Tetraeders  beschreiben. 
Zu  beweisen,  dass  der  fünfte  Punkt  eine  Ellipse  besehreibt 
(Mannheim).  2)  Wenn  einer  jener  ersten  vier  Punkte  auf  der 
Geraden  verschoben  wird,  so  ändert  sich  die  Ellipse.  Zu  be- 
weisen, dass  der  Ort  ihres  Mittelpunktes  eine  andere  Ellipse  ist, 
deren  BestimmungsstQcke  zu  finden  sind  (Amigues).  Zwei  andere 
Sätze  werden  vom  Verf.  hinzugeftlgt.  Lp. 


J.  Valyi.     Klassification  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Hoppe  Arch.  (2)  IX.  223-224. 

Der  Verfasser  setzt  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 
voraus : 

öi,aj'+a„y'+a3i*'+2a„yÄ4-2a„ajj+2a„xy 

Dann  sei  JD  =  |aft|  (t,  ft  =  1, 2, 3, 4)  und  Aa  die  Unterdeter- 
minante von  Oft,  so  hat  man  die  Hauptfälle: 

^44  ^  0  Centralflächen, 

^44  =  0,    D^O  Paraboloide, 

A^,  =0,    D  =  0  Cylinder. 

Diese  Hauptfälle  werden  nun  noch  weiter  in  Unterfälle  geschieden, 
so  dass  die  Kriterien  für  die  einzelnen  Arten  der  Flächen  deut- 
lich herauskommen.  Mz. 


E.  Carvallo.     Contact  de  deux  quadriques.      Nonv.  Aod. 

(3)  IX.  Ö86-Ö94. 

Es  werden  der  Reihe  nach  für  zwei  Flächen  zweiten  Grades, 
deren  Gleichungen  in  vier  homogenen  Coordinaten  allgemein 
gegeben  sind,  die  Bedingungen  dafür  angegeben,  dass  die  Fläehen 
eine  einfache,  doppelte,  dreifache,  vierfache  —  und  mehr  als 
vierfache  Berührung   mit  einander  haben.      Die   aufgefundenen 
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analytischen  Bedingnngen  werden  geometrisch  interpretirt.  Von 
grosser  Wichtigkeit  ist  hierbei  die  Gleichung  yierten  Grades, 
dnrch  welche  die  vier  Kegel  erhalten  werden,  die  sich  durch 
die  Schnittcurve  der  beiden  Flächen  legen  lassen.  Mz. 


A.  Koch,  üeber  die  Spitzenörter  aller  orthogonalen, 
gleichseitigen  oder  dazu  dualen  Kegel,  welche  an 
eine     Fläche     zweiter    Ordnung     tangential     gehen. 

Hoppe  Arcb.  (2)  IX.  250-285. 

Ein  Kegel  Ax^+By*+Cz*  =  0  heisst  „orthogonal",  wenn 
(A  +  B-CXA-B+CX-A+Bi-C)  =  0, 
„gleichseitig*',  wenn 

A+B+C  =  0 
ist,  der  Kegel 

a?'       v*       ä' 

—  4-  — 4--—  ==  0 
A   ^  B  ^  C 

in  beiden  vorigen  Fällen   „dual''   zum  erstem.     In  Anwendung 

auf  die  Tangentialkegel  einer  centrischen  Fläche  zweiter  Ordnung, 

welche  beziehungsweise  diese  vier  Eigenschaften  haben,  werden 

nun  die  Gleichung  eines  Tangen tialkegels  und  die  der  Oerter 

seiner  Spitze  aufgestellt,  dann  insbesondere  f&r  gleichseitige  oder 

dual -gleichseitige,  dann  für  orthogonale,   dann  fUr  dual-ortho- 

gonale  Tangentialkegel;  die  Anwendung  auf  Paraboloide  als  Ur- 

flächen  wird  besonders  untersucht.    Es  ergeben  sich  viele  Sätze. 

H. 

G.  Humbert.     Sur  les  normales  aux  quadriques.     c.  R. 

GXI.  963-965. 

Der  Verfasser  stellt  Aber  die  28  Doppeltangenten,  welchQ 
man  von  einem  Punkte  M  aus  an  die  Krümmungsmittelpunkts- 
fiäche  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  ziehen  kann,  und  zu 
welchen  bekanntlich  auch  die  sechs  von  M  aus  an  die  Fläche 
zweiten  Grades  gelegten  Normalen  gehören,  mehrere  Sätze  auf, 
von  denen  besonders  diejenigen  bemerkenswert  sind,  welche 
flieh  ergeben,  wenn  der  Punkt  M  seine  Lage  im  Raum .  auf  irgend 
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eine  Art  verändert     Diese  Sätze  flind   indessen   so   zahlreich, 
dass  auf  die  kleine  Arbeit  selbst  verwiesen  werden  mnss. 

Wbg- 

E.  Janisch.     Bemerkungen    betreffend   eine  Klasse  von 
Curven    auf  dem    einschaligen  Rotationsbyperboloide. 

Hoppe  Arch.  (2)  IX.  219-223. 

Der  Verfasser  betrachtet  Gorven,  die  folgendermassen  ent- 
stehen: Es  seien  zwei  sich  schneidende  Gerade  a^  und  a,  ge- 
geben, ferner  eine  Gerade  DD\  welche  diese  beiden  unter 
gleichen  Winkeln  kreuzt,  und  deren  Projection  auf  die  Ebene 
£i,a,  mit  der  Halbirenden  des  Winkels  (a^a^)  zusammenfällt 
Diese  Geraden  a^,  a,  drehen  sich  nun  mit  fttr  jede  verschiedener, 
constanter  Geschwindigkeit  um  DD\  Hierbei  beschreibt  die  eine 
wie  die  andere  ein  und  dasselbe  einschalige  Rotationshyperboloid. 
Gleichzeitige  Lagen  der  a^,  a,  sind  nicht  derselben  Schar  ange- 
hörige  Erzeugende  dieses  Hyperboloids,  und  mithin  haben  die 
Geraden  in  jeder  Lage  einen  Punkt  gemein.  Der  Ort  dieser 
Goincidenzpunkte  ist  eine  Raumcurve,  welche  in  gegenwärtiger 
Arbeit  hinsichtlich  einiger  bemerkenswerten  Eigenschaften  unter- 
sucht wird.  Mz. 


Gambet.  Solution  de  la  question  de  mathämatiques 
speciales  proposäe  au  concours  d'agr^gation  des  scien- 
ces  math^matiques  de  1889.    Kouv.  Ann.  (3)  IX.  129-138. 

6.  Lkinekugel.     Concours  d'agrägation  (1889).   J.  deMath. 

8p6c.  (3)  IV.  200-206. 

Gegeben  seien  ein  Kegel  (C)  und  zwei  ihm  einbeschriebene 
Flächen  (A)  und  (A')  zweiter  Ordnung;  man  betrachte  eine  an- 
dere demselben  Kegel  einbeschriebene  Fläche  (S)  zweiler  Ord- 
nung, welche  jede  der  Flächen  (A)  und  (A')  in  einem  veränder- 
lichen Punkte  or  resp.  a'  berührt  1)  Zu  beweisen,  dass  die 
Gerade  aa'  durch  einen  festen  Punkt  geht  2)  Welches  ist  der 
Ort  für  die  Schnittgerade  der  an  (S)  in  a  und  o'  gelegten  Tan- 
gentialebenen?   3)  Zu  beweisen,    dass  der  Ort  des  Poles  einer 
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festen  Ebene  in  Bezug  auf  die  veränderliche  (S)  aus  zwei  ein- 
ander doppelt  berflhrenden  Flächen  zweiter  Ordnung  besteht. 
4)  Wenn  diese  Ebene  sich  so  bewegt,  dass  sie  einer  Tangential- 
ebene von  {C)  parallel  bleibt,  welches  ist  alsdann  der  Ort  der 
Geraden,  welche  die  beiden  Berührungspunkte  der  beiden  eben 
genannten  Flächen  verbindet?  R.  M. 


G.  Leinekügel.      Concours  gän^ral  de  1890.    J.  de  Math. 

8p6c.  (3)  IV.  138.  153-157. 

S.  Kavier.     Solution   de  la  question   proposöe   au  con- 
cours g^n^ral   de    1890.      Nonv.  Ann.  (3)  IX.  614-619. 

Es  ist  eine  Fläche  zweiten  Grades  S,  ein  fester  Punkt  A 
auf  dieser  Fläche  und  ein  Kegelschnitt  C  in  einer  Ebene  P  ge- 
geben. Die  drei  Geraden,  welche  den  Punkt  A  mit  den  Punkten 
i4,,  il„  A^  eines  in  der  Ebene  P  gelegenen  Dreieckes  T  ver- 
binden, treffen  die  Fläche  S  ausser  in  A  beziehungsweise  in  den 
Punkten  a„  a„  a,. 

1)  Zu  beweisen,  dass  die  Ebene  a^a^a^  durch  einen  festen 
Punkt  M  geht,  wenn  das  Dreieck  T  sich  in  der  Ebene  P  so  be- 
wegt, dass  es  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  C  conjugirt  bleibt. 

2)  Den  Ort  des  Punktes  M  zu  finden,  wenn  der  Kegel- 
schnitt C  so'variirt  wird,  dass  er  einem  gegebenen  Vierseit  um- 
geschrieben bleibt. 

3)  Den  Ort  des  Punktes  M  zu  finden,  wenn  C  so  variirt 
wird,  dass  er  einem  gegebenen  Vierseit  eingeschrieben  bleibt. 

Als  Ort  des  Punktes  M  ergiebt  sich  im  Falle  2)  ein  Kegel- 
schnitt, im  Falle  3)  eine  Gerade.  Wbg. 


C.    Benz.      Anwendung    des    Taylor'schen    Satzes    zur 
Bectification   der   Ellipse   und  zur  Complanation    des 

Ellipsoids.    Hoppe  Arch.  (2)  VIII.  378-387. 

Die  Ellipse  wird  dargestellt  durch  x  =  acos^),  y  =  bsinqp, 
der  Bogen  in  der  Form 


(j 
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entwickelt  nach  Potenzen  von  q>^  die  Rechnang  aasgef&hrt  bis 
zur  11.  Potenz.  Hiervon  wird  a.  a.  Anwendung  auf  den  Erd- 
meridian  gemacht  und  g>  in  der  geographischen  Breite  aasge- 
drückt.  Zur  Entwickelung  der  Ellipsoidfläohe  wird  erat  z  als 
Function  von  Xj  y  eingeführt,  dann  das  ebene  Element  dxdy  in 
rdrdx  transformirt  und  die  Entwickelung  des  Integrals  nach 
Potenzen  des  Radiusvectors  r  vorgenommen.  H. 


R.  Marcolongo.      SuIle  geodetiche  tracciate  sulle  qoa- 
driche  prive  di  centro.     Rom.  acc  L.  Rcnd.  (4)  Vli.  392-399. 

Es  wird  die  Differentialgleichung  der  geod&tischen  Linien 
des  elliptischen  Paraboloids  integrirt,  die  bekanntlich,  im  Falle 
dass  der  Ausgangspunkt  der  geodätischen  Linien  ein  Nabelpunkt 
ist,  auf  Exponentialfunctionen,  im  Falle  aber  dass  er  ein  beliebiger 
FlAchenpunkt  ist,  auf  elliptische  ^-Functionen  führt.  Dabei 
finden  einige  bereits  fttr  die  Mittelpunktsflächen  zweiten  Grades 
bekannte  Sätze  auf  dem  Paraboloide  ihre  Analoga.  Die  Formeln, 
welche  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  der  geo- 
dätischen Linien  ausdrücken,  werden  zum  Schlüsse  in  eine  Gestalt 
gebracht,  die  zu  einer  ähnlichen  numerischen  Rechnung  geeignet 
erscheint,  wie  sie  der  Referent  im  Falle  der  Mittelpunktsflächen 
zweiten  Grades  mittels  hyperelliptischer  Functionen  ausftihrte. 
(Math.  Ann.  XX.  557,  F.  d.  M.  XIV.  1882.  689.)  Zum  Schlüsse 
sei  noch    ein   Druckfehler  bemerkt,   der  sich  p.  393  findet:   es 

x^         •/'  X*         t/* 

muss  daselbst  — r  +  -rr  =  2ä  statt  — r  +  4^^  =  1  stehen. 

Bm. 

G.  DE  Berardinis.     Le  coordinate  geodetiche  ortogonali 
e  le  geografiche  suUa  sfera  e  suU'  ellissoide  di  rota- 

zione.    Batt.  G.  XXVIII.  63-91,  188-163. 

Fortsetzung  und  Schluss  der  Arbeit,  Aber  deren  Anfang 
F.  d.  M.  1889.  XXI.  798  berichtet  ist.  Auch  die  vorliegenden 
Teile  enthalten  weitere  Entwickelungen  der  in  der  praktischen 
Geodäsie  anzuwendenden  Methoden.  A. 
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O.  GüTSCHE,     Ueber  eine  neue  Erzeugangsart  der  Regel- 
flächen zweiter  Ordnung.    Diss.  Halle.  32  S.  8» 


J.  B.  Eck.     üeber  die  Verteilung  der  Axen  der  Rota- 
tionsflächen zweiten  Grades,   welche  durch  gegebene 

Punkte  gehen.      Dies.  Munster.  147  S.  8» 

Bericht  auf  S.  668  dieses  Bandes. 


J.   Kraüszler.      Coordinaten  der  Platonischen  Polyeder 
und  ihrer  Tangential-  und  Schnittkörper.  Wien.  20  8.  &>. 


C.  BiEHLBR.     Notes  de  göomötrie  analytique  sur  les  sur- 
faces  du  second  ordre.     Paris.  52  s.  s». 


F.  Haft.     Sobre   la   construction  de  una  superficie  del 
tercer  orden  de  Grassmann.    Soc.  Argentinea  xxix. 

Untersuchung  der  Oberfläche  dritter  Ordnung  nach  Grass- 
mann  im  Journ.  für  Math.  XLIX.  Tx.  (Lp.) 


E.  Lebon.      Sulla  determinazione  degli  ombeliche  delle 
superficie  tetraedriche.   Palermo  Rend.  iv.  115-117. 

Die  kurze  Note  bezieht  sich  auf  gewisse  Flächen,  welche 
der  Verfasser  in  einer  Reihe  von  Mitteilungen  (J.  de  Math.  sp^c. 
(3)  111,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  786)  besprochen  hat,  und  deren 
Gleichung  ist 

a  +  b[x^+y*+z^]  +  2xyz  =  0. 

Dieselbe  ist  tetraedrische  Fläche  oder  Tetraedroid  genannt,  weil 
sie  dieselben  sechs  Symmetrieebenen  besitzt,  wie  das  Tetraeder. 

Es  wird  der  Satz  aufgestellt: 

Das  Tetraedroid  besitzt  vier  Nabelpunkte,  das  sind  die 
Punkte,  in   denen   die   Höhenlote   des   Tetraeders  die  Fläche 

Fortschr.  d.  Math.  XXII.  3.  Öl 
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schneiden.    Ihr  Krttmmungs-Mittelpunkt  ist  der  zugehörige  Eck- 
punkt des  Tetraeders.  A. 


D.    Andere  specielle  Raumgebilde. 
L.  Berzoläri.     Sulla  curva  gobba  razionale  del  quarto 

ordine.      Lomb.  ist.  Rend.  (2)  XXIII.  96-106. 

Nach  dem  Vorgange  von  Beltrami  und  d'Ovidio  bei  den 
Curven  dritter  Ordnung  (F.  d.  M.  I.  246,  IX.  88)  untersucht  der 
Verfasser  ein  einfach  unendliches  System  von  Hyperboloiden, 
welches  mit  der  rationalen  Raumcurve  vierter  Ordnung  in  enger  Be- 
ziehung steht.  Man  weiss,  dass  von  einem  Punkte  P  einer  solchen 
Gurve  an  dieselbe  drei  Schmiegungsebenen  gelegt  werden  können; 
die  Tangenten  in  den  drei  Berührungspunkten  derselben  bestimmen 
ein  Hyperboloid,  welches  also  dem  Punkte  P  eindeutig  zugeordnet 
ist;  es  berührt  die  Gurve  in  jenen  drei  Punkten  und  schneidet 
sie  in  zwei  anderen,  deren  Hyperboloide  wiederum  durch  P  gehen. 
Der  Verfasser  geht  den  Eigenschaften  der  hierbei  auftretenden 
Involutionen  und  symmetrischen  Systeme  nach  und  studirt  die 
Besonderheiten,  welche  bei  den  Specialfällen  der  äquianharmoni- 
sehen  Gurve  und  der  Gurve  mit  Doppelpunkt  auftreten. 

R.  M. 


K.  RoHN.      Die    Raumcurve    vierter    Ordnung    zweiter 
Species.     Erster  Teil.    Leipz.  Her.  XLII.  208-244. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Raumcurve  C^ 
vierter  Ordnung  zweiter  Species  und  ihre  covarianten  Gebilde 
analytisch  darzustellen.  Wenn  auch  die  geometrischen  Resultate 
meist  bekannt  sind,  so  verdient  die  Arbeit  doch  deshalb  Beach- 
tung, weil  hier  zum  ersten  Male  eine  Parameterdarstellung  der 
Doppelcurve  D^  der  Tangentenfläche  von  C^  sowie  die  Oleichan- 
gen  einiger  covarianten  Flächen  gegeben  werden.  Bekanntlich 
geht  C^  durch  drei  geschart  involutorische  Punkttransformationen 
in  sich  über,  deren  Leitstrahlen  die  Gegenkanten  eines  Tetra- 
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ederB  bilden.  Diesen  Satz  beweist  der  Verfasser  mittels  der 
ein-dreidentigen  Beziebnng,  welche  durch  C^  zwischen  den  beiden 
Scharen  des  Hyperboloids  hervorgerufen  wird,  das  C^  enthält. 
Dieses  Tetraeder  wird  hier  als  Goordinatentetraeder  gewählt, 
wodurch  sich  die  Parameter- Darstellung  von  C^  ganz  einfach  ge- 
staltet. Sehr  leicht  ergeben  sich  dann  die  Gleichungen  der 
Flächen  J,  und  <Z>,,  welche  von  den  die  Gurve  in  äquianhar- 
monischen,  beziehungsweise  harmonischen  Funkten  schneidenden 
Ebenen  umhttllt  werden,  sowohl  in  Ebenen-  wie  in  Punktcoor- 
dinaten.  Die  Doppelcurve  D^  der  Tangentenfläche  T,  von  C^ 
wird  untersucht  mittels  der  zwei-zweideutigen  Beziehung,  welche 
zwischen  ihren  Punkten  und  denjenigen  von  C«  besteht  Der 
bekannte  Satz,  dass  Z>,  rational  und  reciprok  zu  C^  auf  vierfache 
Weise  ist,  wird  damit  gewonnen.  Nun  kann  die  Parameter- 
darstellung fflr  die  Punkte  und  Schmiegungsebenen  von  D^  auf- 
gestellt werden.  Ferner  wird  die  Developpable  11^  der  Doppel- 
tangentialebene von  C^  und  ihre  Rückkehrcurve  R^  betrachtet 
und  die  bekannte  coUineare  Transformation  gegeben,  mittels 
welcher  A,  aus  D^  hervorgeht.  D^  und  R^  werden  dann  auch 
durch  die  Schnitte  von  Flächen  zweiter  und  dritter  Ordnung 
bestimmt  W.  St 


G.   LoBiA.      Suirapplicazione    delle   funzioni   Jacobiane 
allo    studio    delle  linee  sghembe  di   quarto  ordine  e 

prima  specie.     Rom.  Ace.  L.  Rend.  (4)  YI,.  179-187. 

Die  Goordinaten  der  Punkte  einer  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung erster  Species  lassen  sich,  bezogen  auf  ein  Tetraeder, 
dessen  Ecken  die  Spitzen  der  vier  Kegel  sind,  auf  welchen  die 
Curve  liegt,  proportional  setzen  den  vier  Jacobi'schen  elliptischen 
Tbetafunctionen,  so  dass 

QXi  =  di(l) 

wird.     Zwischen  vier  Punkten  der  Curve,  die  einer  Ebene  ange- 
hören, besteht  dann  die  Parameterrelation 

K+K+^i  +  K=0  (mod.  4tK  und  4»Af'), 

ein  Fundamentalsatz,  den  der  Autor  auf  zwei  verschiedene  Arten 

51* 
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beweist,  und  der  eine  ganze  Reibe  von  geometriscben  Eigen- 
scbaften  der  Gurve  liefert.  An  die  Aufz&blang  derselben  reiht 
sieb  die  Darstellung  der  Coordinaten  einer  Tangente  der  Corve 
dureb  Thetafunctionen,  welche  anmittelbar  zeigt,  dass  die  Tan- 
genten jenem  Complexe  zweiten  Grades  angeboren,  der  das  Fan- 
damentaltetraeder  zur  Singularitätenfläcbe  bat  (ein  Reye'seher 
Gomplex).  Dann  folgen  die  Gleichungen  der  Tangential-  und 
der  Osculationsebene,  sowie  einer  Begelfläcbe  zweiten  Grades, 
welche  zwei  bestimmte  Secantenscharen  der  Gurve  zu  Regel- 
scharen  hat.  Variirt  das  Argument  der  Fläcbenfunctionen  in 
der  letzteren  Gleichung,  so  erhält  man  die  Gleichungen  aller 
Flächen  des  BOschels,  dessen  Grundcurve  die  gegebene  ist 

Bm. 


R.  Lachlan.    On  a  theorem  relating  to  bicircnlar  quarti&s 
and  twisted  quartics.    Lond.  M.  S.  Proc.  xxi.  274-280. 

Für  die  ebenen  Gurven  dritter  Ordnung  besteht  bekanntlich 
der  Satz,  dass  jede  derartige  Gurve,  welche  durch  acht  feste 
Punkte  gebt,  durcb  einen  neunten  gehen  muss.  Ganz  ähnliche 
Sätze  gelten,  wie  der  Verfasser  zeigt,  fttr  ebene  bicirculare  Gur- 
ven vierter  Ordnung  und  für  Raumcurven  vierter  Ordnung.  In 
dem  ersten  Teile  der  Arbeit  wird  die  allgemeine  Schnitt-Tbeorie 
circularer  Gurven  gegeben  (unter  einer  circularen  Gurve  2«**^ 
Ordnung  ist  eine  Gurve  2n^^  Ordnung  zu  verstehen,  deren  un- 
endlich ferne  Kreispunkte  n- fache  Punkte  der  Gurve  sind);  die 
betreifenden  Theoreme  lassen  sich  übrigens  leicht  aus  den  ent- 
sprechenden, in  Salmon's  „Higher  plane  curves"  (§§  30-34)  für 
gewöhnlicbe  Plancurven  aufgestellten  Sätzen  ableiten.  Im  zwei- 
ten Teile  wird  ein  Specialtheorem  der  oben  angegebenen  Art 
für  die  bicircularen  Plancurven  vierter  Ordnung  und  im  dritten 
unabhängig  davon  das  entsprechende  fUr  die  Raumcurven  vierter 
Ordnung  entwickelt;  endlich  wird  gezeigt,  wie  die  Sätze  des 
zweiten  Abschnittes  direct  auf  Raumcurven  vierter  Ordnung 
übertragen  werden  können.  Wbg. 
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E.  Marchänd.     Le  th^or^me  de   Dnpnis  et    la   cyclide 

de   Dupin.    Nouv.  Ann.  (3)  IX.  98-115,  182-197. 

Der  Verfasser  hat  das  Bestreben,  mit  den  einfachsten 
Hülfsmitteln  der  elementaren  Geometrie  die  interessanten  Be- 
ziehungen eingehend  zu  untersuchen,  welche  zwischen  der  Gyklide 
und  den  beiden  Scharen  von  Kugeln,  deren  gemeinsame  Ein- 
gehüllte sie  ist,  vorhanden  sind,  und  im  Zusammenhange  damit 
das  Problem  des  Apollonius  und  das  entsprechende  räumliche 
Problem  zu  betrachten.  Bei  der  grossen  Reichhaltigkeit  der  auf 
diese  Untersuchungen  bezüglichen  Litteratur,  an  der  die  berühm- 
testen Geometer  beteiligt  sind,  ist  es  zweifelhaft,  ob  in  der  Ar- 
beit wesentlich  neue  Resultate  enthalten  sind.  Dagegen  wird 
die  Darstellung  allen  Freunden  geometrischer  Untersuchungen 
mancherlei  Interesse  gewähren.  A. 


F.  H.  ScHOüTE.     Sur  un  cas  d'intersection  de  deux  tores. 

J.  de  Math.  8p6c.  (3)  IV.  73-79. 

Hr.  Schonte  knüpft  an  eine  ältere  Aufgabe  an  (Goncours 
d'admission  a  TJ^c.  Pol.  1881):  „In  einer  Ebene  seien  ein  Kreis 
Z  und  zwei  in  0  sich  schneidende  Geraden  OÄ  und  OB  ge- 
geben. Man  dreht  Z  einmal  um  OA^  dann  um  OB.  Die  Pro- 
jection  des  Schnittes  der  beiden  Rotationsflächen  auf  Ebene  ÄOB 
zu  finden".  Es  wird  hervorgehoben,  dass  diese  Projection  eine 
zu  Z  conCentrische  Ellipse  ist,  und  die  Aufgabe  mit  den  Eigen- 
schaften der  allgemeineren  Cykliden  in  Beziehung  gesetzt. 

Lp. 

Aniceto  Xavier.     Sobre  o  piano  bitangente  ao  toro. 

Coimbra  Inst  XXXIX. 

Beweis  des  Satzes  von  den  Schnitten  der  doppeltberühren- 
den  Ebenen  der  Gyklide.  Tx.  (Lp.) 


DE  Paolis.    Älcune  proprietä  della  superficie  di  Kummer. 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  YI3.  3-11. 
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Bei  Gelegenheit  des  Studiams  der  doppelten  Baamtransfor- 
mationen  (Rom.  Acc.  L.  Mem.  (4)  I)  fand  der  Verfasser  die 
Kummer'scfae  Fläche  als  Grenzfläche  einer  solchen  Transforma- 
tion and  leitete  aus  der  letzteren  eine  Reihe  von  Eigenschaften 
dieser  Fläche  ab.  Die  Veröffentlichung  der  Resultate  unterblieb 
jedoch,  da  inzwischep  der  Aufsatz  des  Herrn  Reye:  lieber 
Strahlensysteme  zweiter  Klasse  und  die  Eummer'sche  Fläche  (J. 
für  Math.  LXXXVI)  erschienen  war,  welcher  in  der  Hauptsache 
auf  denselben  Betrachtungen  basirt.  Die  gegenwärtige  Note  nun 
enthält  die  Resultate,  die  der  Verfasser  neuerdings  auf  Grund 
derselben  Methoden  erhalten  hat,  die  er  in  seinen  früheren  Unter- 
suchungen verwendete. 

Die  in  Frage  stehende  Transformation  ist  dadurch  charak- 
terisirt,  dass  einer  Ebene  eines  Doppelraumes  S  die  Flächen 
zweiten  Grades  eines  einfachen  Raumes  S'  entsprechen,  welche 
durch  sechs  Fundamentalpunkte  gehen  (ein  Flächengebflsch  nach 
Hrn.  Reye);  dann  entsprechen  den  Geraden  in  S  die  Gurren 
vierter  Ordnung  erster  Species,  welche  durch  diese  sechs  Fun- 
damentalpunkte gehen,  den  Funkten  P  in  S  aber  zwei  conjugirte 
Punkte  /''j  P"  in  S\  Den  15  Verbindungslinien  der  sechs  Fun- 
damentalpunkte und  der  Gurve  dritter  Ordnung,  die  sie  alle  sechs 
enthält,  sind  in  S  16  Punkte  zugeordnet,  welche  singulare  Punkte 
heissen,  und  diesen  16  Punkten  gehören  in  S'  wieder  16  sin- 
gulare Ebenen  zu,  die  sich  in  der  Weise  gruppiren,  dass  jeder 
singulären  Ebene  sechs  singulare  Punkte  entsprechen,  die  aaf 
ihr  liegen  und  einem  Kegelschnitte  angehören,  während  sechs 
singulare  Ebenen^  die  durch  einen  singulären  Punkt  gehen,  einen 
Kegel  zweiter  Ordnung  umhüllen. 

Ferner  ist  der  Ort  der  sich  selbst  conjugirten  Punkte  in  S' 
die  Jacobi*sche  Fläche  des  Fläehengebüsches,  und  die  ihr  ent- 
sprechende Fläche  in  S  ist  die  Kummer'sche  Fläche,  welche  zu- 
gleich als  die  Brennfläche  der  sechs  Gongruenzen  zweiten  Grades 
aufgefasst  werden  kann,  die  den  Strahlenbfindeln  in  den  sechs 
Fundamentalpunkten  entsprechen.  Aus  den  zahlreichen,  teils  be- 
kannten, teils  neuen  Folgerungen,  die  der  Verfasser  aus  dieser 
Definition   der  Kummer'schen  Fläche   zieht,   heben  wir  nur  die 
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eine  hervor,  dass  es  47  Systeme  von  vierfach  -  unendlich  vielen 
Kegelschnitten  giebt,  die  die  Eummer'sche  Fläche  berühren  (mit 
Ausschluss  der  Kegelschnitte  in  den  singulären  Ebenen),  und 
dass  durch  einen  beliebigen  Punkt  zwei  zweifach  -  unendliche 
Systeme  dieser  Kegelschnitte  gehen.  Bm. 


W.  Schmidt.  Analytische  Untersuchungen  über  eine 
Ortsfläche  vierter  Ordnung  mit  reellem  Doppelkegel- 
schnitt.   LudeDBcheid.  16  S.  4^ 


A.  DEL  Rb.      Sulla  superficie   del   5^  ordine    dotata    di 
curva  doppia  del  5"  ordine.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  Via. 

221-228. 

Im  Jahre  1886  hat  Herr  del  Re  bewiesen  (F.  d.  M.  XVIII. 
604),  dass,  wenn  man  eine  projective  Verwandtschaft  zwischen 
einem  Ebenenbündel  und  zwei  Punktfeldern  hergestellt  hat,  der 
Ort  der  Punkte,  in  denen  die  Ebenen  der  Bündel  durch  die 
Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte  geschnitten  werden, 
die  bemerkenswerte  Fläche  fünfter  Ordnung  mit  einer  Doppel- 
curve  fünfter  Ordnung  ist,  welche  durch  Glebsch  entdeckt  (Math. 
Ann.  III)  und  durch  Gaporali  (Annali  di  Mat.  (2)  VII)  gründlich 
untersucht  worden  ist.  Der  zum  Berichte  stehende  Aufsatz  giebt 
eine  analytische  Entwickelung  dieser  Gonstruction ;  er  lehrt  ins- 
besondere die  Formel  für  die  ebene  Abbildung  der  Fläche  und 
die  Gleichung  derselben.  Zuletzt  bemerkt  der  Verfasser,  dass, 
wenn  man  in  einem  Baume  S  eine  collineare  Si  und  eine  reci- 
proke  Verwandtschaft  r  hat,  und  jedem  Punkte  M  von  S  den- 
jenigen Ifj  entsprechen  lässt,  in  welchem  die  in  J"  zu  Jlf  ent- 
sprechende Ebene  ^  durch  diejenige  Gerade  geschnitten  wird, 
die  M  mit  dem  zw  M  in  ii  entsprechenden  Punkte  M'  verbindet, 
man  in  S  eine  dreifache  Verwandtschaft  bekommt,  bei  der  den 
Flächen  des  dreifachen  Baumes  eben  Flächen  der  gesagten  Art 
entsprechen.  La. 
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A.  6.  Greenhill.     Snmner  lines  on  the  Mercator  and 
Stereographic  chart.    Mess.  (2)  xx.  4-2i. 

Eine  Sumner'sche  Linie  auf  einer  Mercator- Karte  ist  das 
Bild  eines  Kleinkreises  auf  der  Erdkugel,  welcher  der  Ort  aller 
Punkte  ist,  in  denen  die  Sonne  oder  ein  Stern  in  einem  gege- 
benen Augenblicke  dieselbe  Höhe  hat.  Die  Gleichung  einer 
solchen  Sumner'schen  Linie  ist  in  allen  Fällen  von  der  Form 

sinh-^  =  ilsin |-Bcos — • 

c  c  c 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  giebt  der  Verf.  eine  Uebersicht 
über  mannigfaltige  mit  der  Kugelgeometrie  zusammenhängende 
Resultate,  welche  bei  einer  Abbildung  auf  eine  Mercator- Karte 
die  Anwendung  der  Sumner'schen  Linien  nach  sich  ziehen.  Es 
folgen  noch  andere  mathematische  Entwickelungen ,  welche  mit 
dem  Gegenstande  zusammenhängen  und  durch  diese  Abbildungen 
veranlasst  sind.  Glr.  (Lp.) 

A.  PucHTA.     Loxodromen  und  kürzeste  Linien  auf  dem 

Kreisring.     Monateh.  f.  Math.  I.  443-450. 

Durch  Rotation  des  Kreises 

(a?-a)'  +  a«  =  6' 
um  die  s-Axe  entsteht  die  Kreisring  genannte  Fläche: 

X  =  (a— 6costi)cost?,    y  =  (a— 6co8ii)sino,    z  =  bsini«. 
Als  Gleichung  der  Loxodromen  ergiebt  sich: 

wo  er  den  Winkel  zwischen  Loxodrome  und  Parallelkreis  u = const 
bezeichnet,  als  Gleichung  der  Kürzesten: 

^^    r du 

J     (a—b  cos  u)  yC(a — b  cos  tt)'— fr' 

Offenbar  giebt  es  von  den  ersteren  stets  zwei,  symmetrisch  znr 
Ebene  der  xs,  H. 


+  C. 
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Ch.  Robert.     Note  sur  une  propri6t6  du  cylindre  droit 
ayant  pour  directrice  une  spirale  logarithmique.  Noav. 

ADD.  (3)  IX.  392-395. 

Es  wird  folgender  Satz  hergeleitet.    Ein  Cylinder  über  der 
logarithmischen  Spirale 

r  =  06"*^ 
wird  von  einer  beliebigen  Rotationsfläche  am  dieselbe  Axe 

in  einer  Gurve  geschnitten,  die  nach  Abwickelang  des  Cylinders 
sich  vom  Meridian 

nur  darch  einen  constanten  Factor  der  Abscisse  x  nnterscheidet. 

H. 


A.  Razzaboni.     Sülle  flessioni  dell'  evoluta  del  catenoide. 

Batt.  G.  XXVIII.  154-180. 

Nach  einem  von  Jellet  (Royal  Irish  Ac.  (1853)  XXII)  auf- 
gestellten, von  Weingarten  (J.  für  Math.  C,  F.  d.  M.  XVIII.  1886. 
721)  bewiesenen  Satze  wird  eine  biegsame,  undehnbare,  positiv 
krumme  Fläche  starr,  sobald  eine  Linie  auf  ihr  starr  ist,  und: 
man  kann  durch  Biegung  einer  solchen  Fläche  einer  Linie  auf 
ihr  jede  Gestalt  geben.  Im  Gegenwärtigen  wird  nun  als  Urfläche 
das  Catenoid  (d.  i.  die  von  der  Eettenlinie  durch  Rotation  um  ihre 
Axe  erzeugte  Fläche)  angenommen,  das  obige  Resultat  durch 
Rechnung  entwickelt  und  einfache  Formeln  gefunden,  welche 
die  Deformation  des  Catenoids  bestimmen,  entsprechend  der  Um- 
gestaltung einer  gegebenen  Linie  auf  ihr  in  eine  andre  gegebene 
Linie.  H. 


SvECHNiKOFF.     Les  courbes  et  les  surfaces  epicycloidales. 

J.  de  Math.  spec.  (3)  IV.  217-220. 

Der  Verfasser  definirt  die  „epicykloidale  Curve**  als  diejenige, 
welche  durch  einen  Punkt  eines  Kreises  beschrieben  wird,  der, 
ohne  zu  gleiten,  auf  einem  festen  Kreise  rollt,  während  die  Ebenen 
beider  Kreise   einen  constanten  Winkel  a   mit  einander  bilden 


810  IX.  Abschnitt.    Anal/tieohe  Geometrie. 

(sphärische   Epicykloiden).      Ihre  Gleichungen   werden    in  der 
Form  erhalten: 

X  =  a[ncos<)()4'(l— cosfi9))co8qpcosa-t-8iniif)8in9)], 

z  =  a[l— cosn^jsina. 
Lässt  man  a  von  0  bis  2;!  wachsen,  so  wird  durch  die  Schar 
epicykloidaler  Gurven  die  „epicykloidale  Oberfläche"  erzeugt, 
deren  Gleichungen  also  durch  eben  jene  drei  Ausdrdcke  mit  den 
beiden  variabeln  Parametern  9  und  a  gegeben  sind.  Einige 
bezQgliche  Rechnungen  werden  durchgef&hrt.  Lp. 


W.  Thibnbmann.  Ueber  eine  transcendente  Minimal- 
fläche, welche  eine  Schar  algebraischer  Raumcurven 
vierten  Grades  enthält.  Dias.  Giessen;  Leipzig.  6.  Fock.  22  s.  8^. 

Die  hier  behandelte  Fläche  ist  zuerst  von  Hm.  H.  A.  Schwan 
(Ueber  einige  nicht  algebraische  Minimalflächen,  welche  eine 
Schar  algebraischer  Curven  enthalten,  J.  für  Math.  LXXXVIl 
146)  erwähnt.  Der  Verfasser  stellt  die  Fläche,  mit  etwas  geän- 
derter Lage  des  Goordinatensystems,  durch  die  Parameter  r  und 
g>  in  folgender  Weise  dar: 

X  =  i(r'-r-2)cos29)-21nr, 

y  =  IC'— '""^)8in2y, 

Ä  =  2(r  — r-*)cosqp. 
Die  Gurven  r  =  const.  sind  algebraisch,  und  zwar  Gurven  vier- 
ten Grades.     Es   geht   durch  jede   derselben   ein  BQschel  von 
Flächen  zweiten  Grades,  denen  folgende  specielle  Flächen  ange- 
hören: 

1)  der  Umdrehungseylinder 

y«  +  (a:+21nr)'-i(r»-r-2)»  =  0, 

2)  der  parabolische  Gylinder 

*"  =  4ft^(a.+21nr)  +  2(r+r-0', 

3)  die  Kugel 
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4)  der  Umdrehungskegel 

und  zwar  berührt  der  zuletzt  dargestellte  Umdrehungskegel  die 
Fläche  längs  jener  Raumcurve.  Bei  der  Oauss'sehen  Abbildung 
gehen  die  Gurven  r  =:  const.  in  eine  Schar  von  Meridianen,  die 
Curven  q>  =  const.  in  die  zugehörigen  Parallelkreise  der  Gauss'- 
schen  Kugel  Aber,  und  es  sind  r  und  q>  Abbildungsparameter 
der  Fläche.  Die  Fläche  ist  symmetrisch  zu  den  drei  Coordinaten- 
ebenen  und  enthält  die  x-Axe  als  Doppellinie. 

Die  Weierstrass'sche  Function  %(/)  nimmt  für  diese  Fläche 
die  Form  an  %{$)  =  #-* — *-^,  d.  h.  es  ist: 


wenn  s  eine  complexe  Variable  und  91  den  reellen  Bestandteil 
des  dahinter  stehenden  Ausdrucks  bedeutet.  Die  Hauptkrttm- 
mungen,  die  Erümmungslinien  und  die  asymptotischen  Linien 
lassen  sich  in  sehr  eleganter  Weise  darstellen.  Die  Fläche  lässt 
sich  durch  Biegung  in  eine  von  Herrn  Catalan  1855  gefundene 
Minimalfläche  überführen,  welche  eine  Schar  von  Parabeln  ent- 
hält und  eine  gewisse  Cykloide  als  geodätische  Linie.  Behufs 
Construction  oder  Modellirung  der  Fläche  sind  gewisse  Zahlen- 
angaben zusammengestellt.  A. 


A.  CAtLEY.     Sur  las  surfaces  minima.    0.  R.  oxi.  953-954. 

Man  kann  die  Definition  der  Minimalflächen  dadurch  ver- 
allgemeinern, dass  man  statt  des  unendlich  entfernten  Kreises 
einen  beliebigen  Kegelschnitt  als  Ordnungskegelschnitt  oder  auch 
eine  beliebige  Fläche  zweiter  Ordnung  eintreten  lässt.  Diese 
Verallgemeinerung  wird  in  der  Yorliegenden  kurzen  Note  er- 
läutert. A. 
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H.   Tallquiss.       Bestimmung    einiger    Minimalflächen, 
deren  Begrenzung  gegeben  ist.     Helsingfors.  79  s.  4®. 


A.  LiETKE.     üeber  die  Flächen,  für  welche  eine  Krllm- 
mungsfläche  ein  Kegel  zweiten  Grades  ist.    Königsberg. 

36  S.  gr.  8«  u.  1  Taf. 


E.    Gebilde  in  Räumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen. 

R.  Hoppe.  Erweiterung  der  Sätze  über  das  Tetraeder, 
dessen  Höhen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  auf 
mehr  Dimensionen.    Hoppe  Arch.  (2)  IX.  327-332. 

Mittels  rechtwinkliger  Goordinaten  leitet  der  Verfasser  drei 
Eigenschaften  des  Höhenschnitt-Plasmas  ab,  wobei  nach  Sylvester's 
Vorgang  mit  dem  Namen  „Plasma^  ein  n-dehniges  (n-)-l)-Eck 
bezeichnet  wird.  Ausreichende  Bedingung  für  das  Schneiden 
alier  Höhen  in  einem  Punkte  ist,  dass  in  jedem  Grenztetraeder 
die  drei  Paare  von  Gegenkanten  gleiche  Quadratsummen  haben. 
Ausserdem  stellt  sich  heraus,  dass  alle  Grenzplasmen  eines 
Höhenschnitt- Plasmas  selbst  Höhenschnitt -Plasmen  sind. 

Schg. 

R.  Hoppe,  lieber  Congruenz  und  Symmetrie  der  Ge- 
bilde von  beliebig  vielen  Dimensionen.     Hoppe  Arch.  (2) 

IX.  108-110. 

Es  werden  die  Bedingungen  der  Congruenz  und  Symmetrie 
zweier  Gebilde  im  n-dimensionalen  Baume  erörtert,  und  zwar 
im  Anschluss  an  das  Verhalten  zweier  mit  ihnen  in  gleicher 
Weise  verbundenen  Coordinatensysteme.  Dabei  findet  sich,  dass 
ein  System  von  n  Axen  um  n— 2  beliebige  seiner  Axen,  welche 
in  Ruhe  bleiben,  rotiren  kann,  und  dass  die  positiven  Axen 
symmetrischer  Gebilde  bis  auf  zwei  Axen,  welche  entgegen- 
gesetzte Richtung  erhalten,  paarweise  zur  Deckung  gebracht 
werden  können.  Schg. 
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F.  N.  CoLB.     On  rotations  in  space  of  four  dimensions. 

AmericaD  J.  XII.  191-210. 

Der  Verfasser  untersacht  zaerst  mit  Hflife  eines  vieraxigen 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  die  Beziehungen  zwischen 
Geraden  y  Ebenen  und  Räumen  im  vierdiroensionalen  Gebiete. 
Hierbei  ergiebt  sich,  dass,  wenn  jeder  von  zwei  Bäumen  senkrecht 
steht  auf  jedem  von  zwei  anderen,  ihre  Schnittebenen  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  ohne  eine  Gerade  gemeinsam  zu  haben. 
Solche  Ebenen  werden  „absolut  senkrecht^  zu  einander  genannt. 
—  Um  sodann  zur  allgemeinen  Theorie  der  Drehungen  im  vier- 
dimensionalen  Baume  zu  gelangen,  untersucht  der  Verfasser  ana- 
lytisch die  Gruppen  von  Transformationen  einer  vierdimensionalen 
Kugel  in  sich  selbst.  Es  zeigt  sich,  dass  ausser  Botationen  um 
einen  festen  Punkt  auch  solche  möglich  sind,  bei  welchen  eine 
Ebene  in  allen  ihren  Punkten  fest  bleibt.  Letztere  Botationen 
werden  „einfache*'  genannt.  Die  Gombination  von  zwei  einfachen 
Drehungen  liefert  wieder  eine  einfache  Drehung,  wenn  die  con- 
stauten  Ebenen  sich  in  einer  Geraden  schneiden.  Ausser  den 
durch  eine  Botation  darstellbaren  Transformationen  giebt  es  noch 
„conjugirte",  welche  durch  Botation  und  Spiegelung  entstehen. 

Schg. 

6.  PiRONDiNi.     SuUe  linee  a  tripla  ciirvatura  nello  spazio 
enclideo  a  quattro  dimensioni.    Batt.  G.  xxviii,  219-239. 

Diese  Abhandlung  bietet  die  Ausdehnung  der  gewöhnlichen 
In6nitesimalgeometrie  auf  den  vierdimensionalen  Baum  dar.  Ihr 
Inhalt  kann  folgendermassen  zusammengefasst  werden. 

§  1.  Definitionen.  Bichtungscosinus  der  Tangente.  Erste 
Krümmung. 

§  2.    Ausdruck  der  Coordinaten  einer  Curve  durch  den  Vector- 
radius  R  und  zwei  willkürliche  Functionen  9),  6  des  Rogens: 
X  =  Asin^) cos i/i sind,    y  =  A sin 9) sin t/; sind,    s  =::  Acosqpsind, 

t  =  Äcosö, 

^  ~*  •/  ßsin^sind 
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§  3.  Oleichong  des  oscalirenden  dreidimensionalen  ebenen 
Baumes. 

§  4.    Bichtungseosinas  der  Trinormale.     Dritte  ErQmmaDg. 

§  5.    Biebtungscosinus  der  Hauptbinormale. 

§  6.    Biehtangscosinns  der  Hauptnormale. 

§  7.    Zweite  Krümmung. 

§  8.  Beweis  des  Satzes ,  dass  eine  Linie  der  Form  nach 
vollständig  bekannt  ist,  wenn  ihre  drei  Krümmungen  als  Functio* 
nen  des  Rogens  gegeben  sind. 

§  9.  Krumme  dreidimensionale  B&ume.  Tangenten  -  Baum, 
Normale,  geodätische  Linien. 

§  10.    Verschiedene  Theoreme. 

§  11.  Badien  der  zwei-  und  dreidimensionalen  Scbmiegungs- 
kugel. 

§  12.  Eigensehaften  der  eylindrischen  Schraubenlinie,  d.  i. 
der  Linie,  deren  Tangenten  gegen  eine  bestimmte  Gerade  eine 
constante  Neigung  haben.  Vi. 

F.  NicoLi.     loterpretazione  geometrica  del  campo  delle 
soluzioni  di  una  equazione  lineare  a  qnattro  variabili. 

Modeoa  Mem.  (2)  VIT.  205-225. 

Herr  N.  nimmt  im  Räume  einen  festen  Punkt  P  und  vier 
Bichtungen  an,  von  denen  keine  drei  zu  derselben  Ebene  parallel 
sind.  Gonstruirt  man  nun  einen  Polygonzug  PP,?,  P,  P^,  dessen 
Seiten  der  Beihe  nach  die  gegebenen  Bichtungen  haben  und 
gleich  Pi,  p,,  p,,  P4  sind,  so  ist  P^  der  dem  Wertsystem  p^^p^^  p„ p, 
der  Veränderlichen  or^  ^„  ar„  x^  entsprechende  Punkt,  und  es 
ist  Gelegenheit  geboten,  die  Gesetze  des  Baumes  vierter  Dimen- 
sion in  unserem  Baume  zu  veranschaulichen.  Baum,  Ebene, 
Gerade  und  Punkt  werden  hierbei  durch  1,  2,  3  und  4  unab- 
hängige Gleichungen 

(1)        Ax^  +  Bx^  +  Cr,  +Dx,  +  E==0 
gegeben,    dabei  wird  aber  von  allen  Bäumen  abgesehen,  deren 
Constanten  mit  den  Biebtungscosinus  &,  ky  l  der  letzten  Bichtung 
P^P^  die  Beziehung 

(2)        Ah  +  Bk  +  Cl  +  D  =  0 
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efngeheQ.  Unter  dieser  Voranssetzung  ist,  je  nach  Anzahl  der 
Gleichungen  (1),  P^  im  Raumef  in  einer  Ebene,  in  einer  Geraden 
frei  beweglieh  oder  fixirt,  der  Punkt  P,  hingegen  bewegt  sich 
coltinear  zn  P^.  Die  verschiedenen  Schnittpnnktsätze  und  die 
Parallelentheorie  werden  nun  in  der  That  anschaulich.  Die 
Gleiehang  (2)  schliesst  Herr  N.  deswegen  aus,  weil  alsdann  P^ 
auf  eine  Ebene  beschränkt  ist,  und  jedem  einzelnen  Punkte  der- 
selben unendlich  viele  Punkte  des  durch  (1)  dargestellten  Baumes 
entsprechen.  Herr  N.  Iftsst  hierbei  ausser  Acht,  dass  nicht  so- 
wohl die  Punkte  P«,  als  die  Punktepaare  P^P^  einen  Punkt  des 
Raumes  vierter  Dimension  festlegen.  In  dem  Specialfall  (2) 
erhält  man  aber  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  ftir  P^  unendlich 
viele  Punkte  P„  jedes  der  oo'  Punktepaare  P^P^  charakterisirt 
eindeutig  ein  Lösungssystem  von  (1).  Nach  Meinung  des  Refe- 
renten hätte  aus  diesem  Gesichtspunkte  der  specielie  Fall  ganz 
wohl  in  die  Betrachtung  eintreten  können.  E.  K. 


E.  Bertini.     Intomo  ad  alcuni  teoremi  della  geometria 
sopra  una  curva  algebrica.    Torino  Atti.  XX vi.  118-130. 

Dieser  Aufsatz  liefert  einen  Beitrag  zu  unseren  Kenntnissen 
Ober  die  Geometrie  einer  algebraischen  Curve.    Bezeichnet  man, 

wie  gewöhnlich,  mit  9»  eine  oc**  Reihe  von  Gruppen,  jede  aus 
n  Punkten  bestehend,  welche  auf  einer  Curve  C  des  Geschlechtes 
p  liegt,  so  kann  man  die  Sätze,  welche  der  Verfasser  in  einem 
einleitenden  Paragraphen  beweist,  folgendermassen  ausdrücken: 

^Ist  gn  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Gruppen,  welche 
einen  Punkt  gemein  haben,  andere  ^—1  Punkte  gemein  haben, 

so  liegt  auf  C  eine  yj,  von  der  fc  =  —  Gruppen  in  jeder  Gruppe 

von  Qn  sich  befinden.    Schliesst  man  diesen  besonderen  Fall  aus, 

so  kann  es  nie  geschehen,  dass  die  Gruppen  von  9«,  welche 
*(1  < «  <r)  Punkte  gemein  haben,  alle  anderen  cr(0<a<n— r) 
Punkte  gemein  haben-,  daher  bestimmen  r  beliebige  Punkte  eine 
and  nur  eine  Gruppe  von  ^n."      Wendet  man  diese  und  andere 
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schon  bekannte  S&tze  an,  so  kann  man  (vgl.  §§  2  a.  3  der  Ber- 
tinfschen  Arbeit)  auf  einem  anderen  Wege  zu  einigen  wichtigen 
Resultaten  gelangen,  welche  man  Herrn  Gastelnuovo  verdankt 
(vergl.  den  Aufsatz:  Ricerche  di  geometria  sulle  curve  algebriche, 
Torino  Atti  XXIV).  In  ähnlicher  Weise  erhält  der  Verfasser 
folgende  Sätze,  von  denen  die  Specialfälle,  welche  unseren  Raam 
betreffen,  schon  bekannt  waren  (Nöther:  Raumcurven  §§lo.  3; 
Küpper:  Math.  Ann.  XXXI): 

„Ist  eine  ebene  Curve  C  w**'  Ordnung  die  Projection  einer 
speciellen  Curve  eines  Raumes  r^'  Dimension  An  und  ist  ß  die 
kleinste  Ordnung  einer  zu  C  adjungirten  Curve,  so  ist 

r  — 1 
Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit  eine  ebene 
Curve  ffi^'  Ordnung  die  Projection  einer  speciellen  Normalcunre 
des  Rr  sei,  ist  die,  dass  unter  den  Bedingungen,  welche  ftir  eine 
adjungirte  Curve  (m— 4)**'  Ordnung  aus  dem  Gehen  durch  die 
vielfachen  Punkte  von  C  entspringen,  r — 2  Gleichungen  statt- 
haben, wo  /u^m  — r-fl  ist.  In  diesem  Falle  ist  die  Zahl  der 
analogen  Gleichungen  für  eine  adjungirte  Curve  (m— 3— t)*"  Ord- 
nung (wenn  eine  solche  existirt)  mindestens  (r— 2). Ji(i4-1)." 

La. 


F.  Enriques.     Alcune  proprietä   dei  fasci  di  omografie 
negli  spazi  lineari  ad  n  ditnensioni.     Rom.  acc.  L.  Reod. 

(4)  VIj.  63-70. 

Die  Leser  des  Jahrbuchs  wissen,  dass  die  methodische  Unter- 
suchung der  Projectivitäten  in  den  linearen  Räumen  beliebig 
vieler  Dimensionen  in  Italien  begonnen  und  durch  verschiedene 
Geometer  entwickelt  wurde:  es  genüge,  an  die  Arbeiten  der 
Herren  Segre,  Bertini  und  Predella  zu  erinnern  (P.  d.  M.  XVI. 
1884.  693;  XVII.  1885.  610;  XVIII.  1886.  536;  XIX.  1887. 
665  flF.;  XXI.  1889.  812).  Der  Aufsatz  von  Herrn  Enriques  giebt 
andere  Sätze  Über  dasselbe  Thema,  wie  auch  neue  Ableitungen 
schon  bekannter  Resultate.  La. 
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A.  DEL  Re.     Sui   gruppi   completi  di  tre  trasformazioni 
lineari   involatorie  negli  spazi  ad  n  dimensioni.  Bom. 

Ace.  L.  Rend.  (4)  VI,.  57-65. 

Im  linearen  n-  dimensionalen  Räume  ß»  giebt  es,  je  nachdem 
n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  ^n  oder  ^(it-f-l) 
Arten  involutorischer  Gollineationen:  jede  hat  zwei  lineare  Ord- 
nungsräume Rh  und  Rn-h-i^  wo  h  eine  der  Zahlen  0, 1, . . .,  ^n— 1 
oder  0,  1,  . . .,  ^(n — 1)  ist,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade 
ist.  Man  hat  ferner  in  R«  die  Polaritäten  in  Bezug  auf  (n — !)• 
dimensionale  Quadriflächen;  endlich,  falls  n  ungerade  ist,  die 
Nullsysteme.  Vom  projectiven  Gesichtspunkte  aus  sind  zwei 
collineare  oder  reciproke  Verwandtschaften  derselben  Art  iden- 
tisch: daher  kann  man  sagen,  dass  in  An  sich  |(n-|-2)  oder 
^(ii-f-5)  projective  involutorische  Beziehungen  befinden,  je  nach- 
dem n  gerade  oder  ungerade  ist. 

Eine  aus  drei  solchen  Verwandtschaften  bestehende  Gruppe 
kann  nur  folgende  Möglichkeiten  darbieten:  ihre  Glieder  sind 
a)  drei  Collineationeu,  b)  zwei  Polaritäten  und  eine  Gollineation, 
c)  zwei  Nullsysteme  und  eine  Gollineation,  d)  eine  Gollineation, 
eine  Polarität  und  ein  Nullsystem.  In  jedem  dieser  vier  Fälle 
untersucht  der  Verfasser  die  charakterisirende  Eigenschaft  der 
betreffenden  Verwandtschaften.  La. 


M.  Pannelli.  Sulla  piü  semplice  trasformazione  bira- 
zionale  dello  spazio  ordinario  rigato  in  uno  spazio 
lineare  a  quattro  dimensioni.     Rom.  acc  l.  Read.  (4)  Vli. 

479^87. 

Durch  S  werde  der  gewöhnliche  Raum,  durch  2*  ein  vier- 
dimensionaler  Raum  bezeichnet.  Die  Strahlencomplexe  von  C, 
welche  durch  dieselbe  Gerade  r  gehen,  bilden  eine  yierdimen- 
sionale  Mannigfaltigkeit,  welche  man  auf  die  durch  die  drei- 
dimensionalen Räume  S'  von  2'  bestimmte  derart  eindeutig  be- 
ziehen kann,  dass  einem  Gomplexbüschel  ein  Büschel  von  S' 
u.  s.  f.  entspricht.  Dies  vorausgesetzt,  schneiden  sich  vier  be- 
liebige Gomplexe  C,  ausser  in  r,  in  einer  gewissen  Geraden  A; 

FortMhr.  d.  Math.  XXII.  2.  52 
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die  entsprechenden  S'  haben  einen  Punkt  P'  gemein.    Lässt  man 

P'  der  R  entsprechen,   so  sieht  man  sogleich,   dass  umgekehrt 

jedem  P'  eine  R  entspricht.     Die  so  entstehende  Verwandtschaft 

zwischen  2  und  S'  wird  yom  Verfasser  ausführlich  untersucht. 

Nennt  man  Pn ...,  p«  die  Goordinaten  einer  Geraden  (verbunden 

durch  die  Gleichung  p,P4+PaPa+p,P6  =  0)  und  a?',,  . . .,  x'^  die 

Yon  P',  so  kann  man  den  Transformationsformeln  die  folgende 

Gestalt  geben: 

a'x'i  =  Pf, 

oder  umgekekrt 

api  =  x[x\ ,    cyp,  =  —  {x[  x\  +  x\  x\ ) , 

wo  t  die  Werte  1,  ...,  5  zu  durchlaufen  hat.  Die  in  Rede 
stehende  Verwandtschaft  führt  sogleich  auf  die  allgemein  bekannte 
Elein'sche  Abbildung  eines  linearen  Complexes  auf  den  Punkt- 
raum (ygl.  Nother  in  Gott  Nachr.  yon  1869).  La. 


Gapitel  4. 
Liniengeometrie  (Complexe,  Strahlensysteme). 

R.  Schumacher.     Klassification  der  algebraischen  Strah- 
lensysteme.    Math.  ADD.  XXXVII.  100-140. 

Der  Verfasser  zeigt  hier,  wie  mit  Hülfe  von  vier  unab- 
hängigen Zahlen  eine  Klassification  der  Strahlensysteme  aufge- 
stellt werden  kann,  und  dass  alle  übrigen  für  das  Strahlensystem 
und  seine  covarianten  Gebilde  wichtigen  Charaktere  aas  den 
gegebenen  vier  Zahlen  berechnet  werden  können.  Diese  Zahlen 
sind  folgende: 

1)  n,  der  ,,Grad",  die  Zahl  der  Strahlen  durch  einen  Punkt; 

2)  fc,  die  „Klasse^,  die  Zahl  der  Strahlen  in  einer  Ebene; 

3)  q^  die  „Art",  die  Zahl  der  Strahlenpaare  des  Systems, 
welche  mit  einer  gegebenen  Geraden  in  einer  Ebene  liegen  und 
zugleich  durch  einen  Punkt  gehen; 

4)  f,   die  Anzahl   der  Strablentripel  (Strahlentripel  ist  eioe 
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Zusammenstellung  von  drei  Strahlen  in  einer  Ebene  und  durch 
einen  Punkt),  deren  Tripelpunkte  in  derselben  Ebene  liegen,  und 
deren  Tripelebenen  zugleich  durch  denselben  in  jener  gelegenen 
Punkt  gehen. 

Die  Resultate  werden  erhalten  mit  Hülfe  der  Abbildung  des 
Geradenraumes  3R  auf  die  yierdimensionale  lineare  Punktmannig- 
faltigkeit M.  Die  Geraden  des  Raumes  3R  werden  bestimmt 
durch  ihre  Spuren  in  zwei  festen  Ebenen  @,  und  @,.  Zur  Be- 
stinunung  des  Punktes  im  yierdimensionalen  Räume  Jlf  werden 
die  Ebenenbflndel  (g^)  und  (g^)  durch  zwei  Gerade  g^  und  g^ 
benutzt  Ist  nun  @,  coUinear  zu  (^J,  @,  zu  (9,),  und  zwar 
jedesmal  so,  dass  der  Schnittgeraden  $  von  (Si  und  (S,  der  die 
Geraden  g^  und  g^  verbindende  Raum  dritter  Dimension  ent- 
spricht, 80  ist  jeder  Geraden  von  3R  ein  Punkt  in  Jlf  zugeordnet. 
Die  s  schneidenden  Strahlen  werden  dann  auf  eine  zweidimen- 
sionale Fläche  zweiter  Ordnung  0  in  M  abgebildet  Jedem 
Punkte  derselben  entsprechen  00^  Strahlen  in  3R.  Jedem  linearen 
Räume  dritter  Dimension  in  M  entspricht  ein  linearer  Gomplex 
in  3R.  Es  findet  sich  weiter:  Ein  Raum  n'®°  Grades  A"  in  M 
ist  das  Bild  eines  Complexes  n^°  Grades  in  SR,  welcher  den 
Strahl  s  n-fach  enthält,  während  der  allgemeine  Gomplex  n^° 
Grades  in  3R  sich  als  ein  Raum  (2n)^^  Grades  abbildet,  welcher 
CP  n-mal  enthält  Einem  Strahlensysteme  fi^°  Grades  h^""'  Klasse 
in  3St  entspricht  in  M  eine  Fläche  (n+k)^^  Ordnung,  welche  0 
schneidet  nach  einer  Curve  (n-^-ky*'  Ordnung.  Auf  jeder  Geraden 
a^  der  einen  Schar  von  (2>  liegen  n,  auf  jeder  Geraden  a,  der 
zweiten  Schar  k  Punkte  dieser  Curven.  Auf  die  Eigenschaften 
dieser  Fläche  F^^k  kommt  nun  alles  an.  Die  Zahl  q  wird  z.  B. 
gefunden  durch  Betrachtung  des  Kegels,  dessen  Spitze  auf  O 
liegt,  und  dessen  Strahlen  Sehnen  von  Fn^k  sind. 

Ist  das  Strahlensystem  der  vollständige  Schnitt  zweier  Com- 
plexe  /u**°  und  v**'"  Grades,  so  wird  gefunden: 

3/  =  fiv\Sfi*v^'-6fiv(fi  +  v)  +  2y'+  2iM'  +  9^v— 4}. 
Im  allgemeinen  zeigt  sich,  dass  Ordnung  und  Klasse  der  Brenn- 
flftche  von  t  unabhängig  sind,  aber  die  Ordnung  der  Rückkehr- 

52* 
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curve  sowie  der  Doppelcurve  dieser  Fläche  von  t  abhängt.  Diese 
Charaktere,  sowie  die  analogen  fttr  den  Ort  der  Tripelpankte 
werden  berechnet.  Als  Beispiel  zur  Prüfung  der  Formeln  wird 
das  Strahlensystem  betrachtet,  welches  durch  eine  Gremona'sche 
Verwandtschaft  fc^'  Ordnung  zwischen  &^  und  @,  entsteht 

W.  St. 

W.  C.  L.  Gorton.     Systems  of  rays  normal  to  a  surface. 

American  J.  XIII.  173178. 

In  diesem  Aufsatze  werden  mit  Hülfe  der  Quatemionen  auf 
einfache  Weise  einige  schon  bekannte  Sätze  über  die  Normal- 
strahlen einer  Fläche  bewiesen. 

1)  Ein  Normalensystem  einer  Fläche  bleibt  ein  solches  nach 
Reflexion  an  einer  beliebigen  anderen  Fläche. 

2)  Das  Normalensystem  einer  Fläche  bleibt  ein  solches  nach 
Brechung  an  einer  anderen  Fläche. 

Insbesondere  werden  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Strahlen 
betrachtet,  und  es  wird  für  sie  gezeigt,  dass  nach  irgend  einer 
Zahl  von  Beflexionen  die  Länge  eines  Strahles  von  dem  Brenn- 
punkte an  bis  zu  einer  zu  allen  Strahlen  normalen  Fläche  von 
der  Richtung  des  ursprünglichen  Strahles  unabhängig  ist.  Ein 
ähnlicher  Satz,  der  noch  die  Brechungscoefficienten  berücksich- 
tigt, gilt  für  die  Brechung  eines  solchen  Strahlensystems. 

W.  St. 

J.  P.  Johnston.     Note  on  congruences  of  lines.      Mess. 

(2)  XX.  102-103. 

Beweis  des  Satzes ^  dass  jede  Congruenz  von  Geraden  im 
allgemeinen  als  das  System  der  Doppeltangenten  einer  gewissen 
Oberfläche  angesehen  werden  kann.  Glr.  (Lp.) 


F.  Walther.  Zur  Theorie  des  Strahlensystems  erster 
Ordnung  und  erster  Klasse  und  des  linearen  Strahlen- 
complexes.     Analytische  Ableitung  einiger  Sätze  von 

Reye.     Jena.  Pohle.  67  S.  S^. 


Capitel  4.    Liniengeometrie.  821 

C.  GuiCHARD.  D^terminatioD  des  congruences  telles  que 
les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux 
nappes  de  la  surface  focale.    c.  B.  ex.  126-127. 

Sind  u  und  v  die  Asymptoten  einer  Fläche  JP,  so  können 
die  rechtwinkligen  Goordinaten  x^  y,  a  der  Punkte  von  F  stets 
so  als  Functionen  von  u  und  v  gegeben  werden,  dass  man  hat 

öii""     ^du     ^du'  du'^     ^du     ^du'  du'^     ^du     ^öu' 

^-.-.^^4.r^  ^-._r^i4.^^    ^-_c^..^ 

wobei  I,  17,  ^  drei  linear  unabhängige  Lösungen  der  Gleichung: 

sind.  Ist  nun  q  eine  andere  Lösung  von  (2),  so  wird  mit  ihrer 
Hülfe  eine  Moutard'sche  Transformation  gemacht.  Gehen  hier- 
durch ^y  17,  ^  in  £^,  i7j,  ^j  ttber,  so  hat  man 


(3) 


Wird  nun  eine  zweite  Fläche  F^  definirt  durch  die  Gleichungen: 

(4)         y.  =  »+S.5-^,C, 

so   bilden  die  Verbindungslinien   entsprechender  Punkte   beider 
Flächen  F  und  F^  das  gesuchte  Strahlensystem.  W.  St. 


M.  Pannklll      Sopra  le   congruenze   generate  da    due 
supei-ficie,  di  cui  i  punti  si  corrispondono  univocamente. 

Rom.  Acc.  L.  Mem.  17  S.  4^ 
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Capitel  5. 

Verwandtschaft,  eindeutige  Transformationen, 

Abbildungen. 

A.     Verwandtschaft,  eindeutige  Transformation  and 

Abbildung. 

E.  Dewulp.      Sur  las  coniques  osculatrices.    Mathesis  x. 

65-68. 

Untersuchung  einer  Transformation,  bei  welcher  die  ent- 
sprechenden Punkte  If,  M'  auf  einer  Geraden  liegen,  die  durch 
einen  festen  Punkt  0  geht,  und  bei  welcher  ausserdem  M  und  M^ 
auf  dem  Strahle  OMM'  projectivische  Punktreihen  bilden,  deren 
Doppelpunkte  in  0  zusammenfallen.  Mn.  (Lp.) 


Gl.  Sbrvais.     Sur  la  r^versibilit^  de  la  transformation 
Unfaire.    Mathesis  X.  132-137. 

Einfacherer  und  vollständigerer  Beweis  als  der,  welchen  der 
Verfasser  in  Mathesis  VII.  90-91,  IX.  267-268  gegeben  hat  (vgl. 
F.  d.  M.  XIX.  1887.  855,  XXI.  1889.  831).  Mn. 


A.  Laisant.     Sur  la  transformation  par  rajons  vecteurs 

r^ciproques.      Mathesis  X.  224-230. 

Allgemeine  Eigenschaften  der  durch  die  symmetrische  Bela- 

tion  f(r,  r,)  =  0  hergestellten  Transformation,    worin  r  ^  OM^ 

r,  =  OM^  die  Fahrstrahlen  der  entsprechenden  Punkte  Jlf  und  Jf, 

zweier  auf  einander  bezogenen  Gurven  sind,  w&hrend  0,  M  und 

112 

M.  in  einer  Geraden  liegen.    Fälle:  r-f  r,  =  2a,  —  -\ =  — , 

^  ^    r        r  a 

112 
r^+r]  =  2a',  --3  +  -j  =  -v,   u.  s.  w.  Mn.  (Lp.) 

•         » .  a 


1 
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N.  M.  Ferbers.     Elementary  treatise  on  trilinear  coor- 
dinates,  the  method  of  reciprocal  polars,  and  the  theory 

of  projections.      4*^   ed.      London. 


B.  d'Emilio.    Alcune  osservazioni  ßulla  projezione  stereo- 

SCopica.     At.  Yen.  (14)  II.  607-612. 

Auf  Grund  der  BeziehuDgen  zwischen  den  homogenen  Goor- 
dinaten  einer  Geraden  im  Räume  und  den  PlQcker'schen  Goor- 
dinaten  der  sie  bestimmenden  Projectionen  wird  derjenige  Gonnex 
untersucht,  welcher  aus  einem  Gomplex  entsteht,  wenn  die  in 
dessen  Gleichung  enthaltenen  Goordinaten  der  ersten  Art  durch 
ihre  Werte  als  Functionen  der  Goordinaten  der  zweiten  Art  er- 
setzt werden.  Schg. 

M.  d'OcAGNE.     Remarques  sur  une  transformation  qua- 

dratique  röciproque.    Li^ge  M6di.  v.  lo  S. 
J.  Neuberg.      Remarques    sur  une   transformation   qua- 

dratique.    Liege  M^m.  V.  12  8. 

Die  in  diesen  beiden  Artikeln  ergründete  ebene  und  räum- 
liche Transformation  kann  in  der  Ebene  auf  folgende  Weise 
definirt  werden:  Es  seien  a  und  a'  die  Schenkel  eines  constanten 
Winkels,  6  und  V  die  eines  anderen.  Drehen  sich  die  beiden 
Winkel  um  ihre  Scheitelpunkte,  so  mögen  sich  a  und  6  in  ilf, 
a'  und  6'  in  Jf'  schneiden.  Die  Punkte  M  und  itf'  sind  die  ent- 
sprechenden Punkte.  Die  beiden  Gelehrten  unternehmen  eine 
sorgfältige  Forschung  über  diese  Transformation,  sowohl  analy- 
tisch als  auch  synthetisch,  und  ermitteln  ihren  Zusammenhang 
mit  der  allgemeinen  Theorie  der  quadratischen  Transformationen. 

Mn.  (Lp.) 

J.  J.  Sylvester,  S.  Sircom.     Solution  of  question  8184. 

Ed.  Times  LH.  25-26. 

Die  Gleichungen  zwischen  zwei  entsprechenden  Punkten  in 
zwei  homolog  auf  einander  bezogenen  Systemen  können  in  die 
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Form  gesetzt  werden: 

x'  =  paj  +  Z'Cflaj  +  fty  +  CÄ),    y'  =  ^y4-f^(<w?  +  '>tf +  c«), 

»'  =  ^Ä  -|-  h{ax  +  6y  +  cä). 

Wenn  zwei  homographische  Systeme  von  Punkten,  die  durch 
die  Gleichungen  a?'  =  Ax^  y*  =  By,  »'  =  C«  verbunden  sind ,  in 
Homologie  gebracht  werden,  so  wird  die  Bedingung,  dass  der  Fol 
in  der  Homologie- Axe  liegen  soll,  durch  die  Beziehung  gegeben: 

[AB{A^CXB^C)p'+BC(B-AXC-A)q*+CA(C^BXB'-A)r'y 
+A^B^C*[(A-CXB-C)p'+(B-AXC-A)q' 

+  (C-ß)(.4-ß)r']»  =  0. 

Lp. 

M.  Pannblli.      Sui  complessi  associati  ad  ogni  trasfor- 
mazione  birazionale  dello  spazio.    Batt.  G.  xxviii.  245-256. 

Der  Verfasser  behandelt  die  rationale,  umkehrbar  eindeutige 
Transformation  eines  Raumes  von  drei  Dimensionen  in  sich;  eine 
solche  Transformation  definirt  eine  Reihe  von  geometrischen  Ge- 
bilden, von  denen  hier  nur  folgende  hervorgehoben  werden  sollen: 
Die  Gesamtheit  aller  Geraden,  welche  durch  Verbindung  ent- 
sprechender Raumpunkte  erhalten  werden,  bilden  einen  Linien- 
complex  r.  Jeder  Ebene  des  Raumes  entspricht  eine  Fläche 
qp  =  0  von  der  n*«"  Ordnung.  Ist  ferner  S  eine  Gerade,  so  ent- 
sprechen den  durch  S  gehenden  Ebenen  die  Flächen  eines  zu 
dem  Ebenenbttschel  S  projectiven  Flächenbüschels.  Diese  beiden 
BQschel  erzeugen  eine  Fläche  K^  von  welcher  man  leicht  erkennt, 
dass  sie  von  der  (n+1)^"  Ordnung  ist  und  die  Gerade  S  ent- 
hält. Ist  P  ein  Punkt  dieser  Fläche  /T,  so  liegt  offenbar  der 
vermöge  der  birationalen  Transformation  entsprechende  Punkt 
P'  auf  der  durch  P  gelegten  Ebene  des  Ebenenbüschels  Ä,  d.  h. 
die  Gerade  PP'  schneidet  die  ursprüngliche  Gerade  S.  Somit 
erscheint  die  Fläche  K  auch  als  Ort  aller  Punkte  P  von  der  eben 
genannten  Eigenschaft.  Die  weiteren  Resultate  betreffen  in  der 
Hauptsache  die  Singularitäten  der  durch  die  Transformation  be- 
stimmten geometrischen  Gebilde.  Ht 
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6.  LoRiA.       Le    trasformazioni    razionali    dello    spazio 
determinato  da  una  superficie  generale  di  terz'ordine. 

Torino  Atti  XXVI.  275-299. 

Um  die  birationalen  Raumtransformationen  dritten  Grades 
aafzastellen,  schlägt  der  Verfasser  ein  Verfahren  ein,  welches 
dem  Yon  Gremona  zur  Untersuchung  der  birationalen  Trans- 
formationen der  Ebene  angewandten  analog  ist.  Es  wird  zu- 
nächst eine  Gurve  als  „Fundamentallinie'^  zu  Grunde  gelegt;  es 
gäbe  dann  t-fach  unendlich  viele  Flächen  dritter  Ordnung,  welche 
diese  Fundamentallinie  enthalten,  und  irgend  drei  von  diesen 
Flächen  mögen  sich  ausserhalb  jener  Fundamentallinie  noch  in 
Q  beweglichen  Punkten  schneiden.  Um  nun  eine  umkehrbare 
rationale  Transformation  zu  construiren,  muss  man  aus  jenem 
System  von  Flächen  ein  System  von  vierfach  unendlich  vielen 
Flächen  mit  nur  einem  einzigen  beweglichen  Schnitte  aussondern. 
Zu  dem  Zweck  lege  man  den  Flächen  die  Bedingung  auf,  durch 
x^  gegebene  Punkte  zu  gehen  und  allgemein  mit  Xr  gegebenen 
Ebenen  in  ebenso  viel  gegebenen  Punkten  eine  Beröhrung  (r— 1)'" 
Ordnung  zu  besitzen.  Da  eine  Fläche  ir(r-|-l)  Bedingungen 
erfüllen  muss,  wenn  dieselbe  eine  gegebene  Ebene  in  einem 
gegebenen  Punkte  von  der  (r— 1)*«°  Ordnung  berühren  soll,  so  hat 
man  zwischen  den  Zahlen  x^j  x^,  ...  die  Gleichung 

ajj+Sayj+GiTj-flOic^H =  t  — 3. 

Da  ferner  in  einem  Punkte,  in  welchem  drei  Flächen  mit  einer 
und  der  nämlichen  Ebene  eine  Berührung  (r— ly*'  Ordnung  ein- 
gehen, r*  Schnittpunkte  vereinigt  sind,  so  besteht  die  weitere 
Gleichung 

Es  werden  nun  die  verschiedenen  Möglichkeiten  diseutirt  und 
dann  die  brauchbaren  Lösungen  zusammengestellt.  Ht. 


G.  PiRONDiNi.      Di   una  particolare  trasformazione  geo- 

metrica.     Nap.  Rend.  (2)  IV.  155-164. 

D.  Padelletti,  A.  Capelli,  G.  Battaglini.     Rapporto. 


Daselbst.  154-155. 
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Die   in  dieser  Note  besprochene  Transformation  ist   darcb 
die  folgenden  Formeln  gegeben: 

dz 


(1) 


/dz 
du 


aus  welchen  folgt: 

dz, 
a'x. 


X  = 


r    da. 


Geht  also  eine  Linie  L  durch  diese  Transformation  in  L^  Qber, 
so  geht  L^  durch  dieselbe  Transformation  in  L  über;  die  zwei 
Linien  L,  L^  heissen  „conjugirt^,  und  so  auch  irgend  zwei 
Flächen,  welche  in  einander  durch  die  Transformation  (1)  über- 
gehen. 

Zwei  conjugirte  Curven  haben  in  entsprechenden  Punkten 
dieselbe  Neigung  gegen  die  s-Axe;  ihre  Projectionen  auf  die 
d;y- Ebene  sind  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  zu  einander  reciprok. 

Die  zu  einer  Umdrehungsfläche,  deren  Meridianlinie  z  =  qi(x) 
ist,  conjugirte  Fläche  ist  eine  Umdrehungsfläche  mit  der  Meridian- 
linie »,  =  — /  V\ — J^^i?  ^'ö  ^w®*  Flächen  sind  auf  einander 

conform  abgebildet.  Die  zu  einem  Helikoid  conjugirte  Fläche 
ist  ein  Helikoid,  und  es  wird  durch  die  Transformation  (1)  eine 
conforme  Abbildung  der  zwei  Helikoide  auf  einander  bewerk- 
stelligt. Vi. 

G.  LoRiA.  Sulla  classificazione  delle  trasformazioni 
razionali  dello  spazio,  in  particolare  sulle  trasforma- 
zioni  di   genere   zero.    Lomb.  Ist.  Read.  (2)  XXIII.  824-834. 

Bei  irgend  einer  birationalen  Raumtransformation  entsprechen 
bekanntlich  den  Ebenen  des  einen  Raumes  die  Flächen  eines 
homaloidalen  Systems,  d.  h.  irgend  drei  Flächen  des  Systems 
begegnen  sich,  ausser  in  festen  Punkten  und  Curven,  nur  in 
einem  beweglichen  Punkte.  Es  zeigt  sich  nun,  dass  die  ebenen 
Schnitte  der  beiden  Systeme  homaloidaler  Flächen,  die  bei  einer 
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birationalen  Transformation  auftreten,  sämtlich  dasselbe  Geschlecht 
zeigen,  welches  man  als  das  Geschlecht  der  Transformation  be- 
zeichnen kann.  Der  Verfasser  wendet  sich  nunmehr  den  Trans- 
formationen vom  Geschlechte  Null  zu.  Hierbei  mQssen  die  bei- 
den Systeme  homaloidaler  Flächen  aus  Steiner'schen  Flächen  oder 
aus  rationalen  Regelflächen  bestehen.  Was  die  erste  Möglichkeit 
angeht,  so  können  den  Ebenen  beider  Räume  Steiner'sche  Flä- 
chen entsprechen  oder  den  Ebenen  des  zweiten  Raumes  Flächen 
zweiter  Ordnung.  Im  anderen  Falle  muss  jedes  System  aus 
rationalen  Regelflächen  besteben,  und  zwar  das  eine  aus  Flächen 
fi**"  Grades  mit  (/u — l)-facher  Geraden,  das  andere  aus  Flächen 
v^  Grades  mit  (v — l)-facher  Geraden.  Jedes  der  homaloidalen 
Systeme  enthält  ausser  der  mehrfachen  noch  eine  Anzahl  ein- 
facher Fundamental-Geraden  und  -Punkte.  Die  Anzahl  der  Funda- 
mentalgeraden  des  einen  Systems  ist  gleich  der  der  Fundamen- 
talpunkte des  anderen  Systems.  E.  E. 


P.  PAiNLEvi:.    Sur  les  transformations  simplement  ration- 
nelles  des  surfaces  algdbriques.  c.  r.  CX.  184-186. 

Der  Zweck  dieser  Note  ist,  die  auf  die  birationalen  Trans- 
formationen der  Oberflächen  bezügliche  Picard'sche  Methode  auf 
die  einfach  rationalen  Transformationen  auszudehnen.  Die  Er- 
gebnisse, zu  denen  der  Verfasser  gekommen  ist,  werden  in  ge- 
drängter Kflrze  dargestellt;  die  Berichterstattung  Qber  sie  muss 
verschoben  werden,  bis  die  zugehörigen  Entwickelungen  ver- 
öffentlicht sind.  Lp. 


B.    Conforme  Abbildung  und  dergleichen. 

M.  d'Ocagne.     Remarques  sur   les  transformations  iso- 
gonales.   S.  M.  P.  Bull.  XVIII.  107-108. 

Verallgemeinerung  eines  Laisanfschen  Satzes  über  «das  Ver- 
halten des  Orts  der  Krümmungscentra,  welche  zu  dem  gemein- 
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samen  Schnittpunkte  eines  Curvensystems  gehören,  bei  isogonaler 
Transformation,  nebst  Anwendung  auf  eine  specielle  Art  dieser 
Transformation.  Schg, 

A.  Catlet.     Note   on   the  orthomorphic  transformation 

of  a   circle   intO  itself.    Edinb.  Math.  S.  Proc.  VIII.  91-92. 

Ist  die  Gleichung  des  Kreises  ac'+y' — 1  =  0,  so  setze  man 
zum  Zwecke  der  Transformation 

mithin 

^     ^'  ""    l  +  CXx^iy)   ' 
wenn  A\  B\  C  zu  i4,  B,  C  conjugirt  sind.    Also: 

-   AA\x'^y')^AB\x^iy)+A'B{x^xy)+Bff 

Diese  Gleichung  ist  eine  Identität  für  x"+y'  =  1,  x\'\  y\  =  1; 

daher  C  =  AB\   C  =  AB,   AA'  =  1    (wogegen  BB'  =  1  nicht 

zulässig  ist),  so  dass  die  Lösung  lautet: 

_     A{x  +  iy)+B 
^i  +  *».   -  -V+AB\x  +  iy)  • 

Hierin  ist  A  ein  Einheitsvector  und  B,  B'  sind  conjugirte  Vectoren. 

Gbs.  (Lp.) 

J.  Brill.  The  Solution  of  a  special  case  of  fhe  problem 
of  tbe  establishment  of  a  correlation  between  two 
plane  figures  (second  paper).  Meee.  (2)  xix.  151-155. 

In  einem  früheren  Aufsatze  gleichen  Titels  (Mess.  (2)  XIX. 
57-62,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  834)  beschäftigte  sich  der  Verf.  mit 
dem  Problem  der  Aufstellung  einer  Correlation  zwischen  dem 
Räume  ausserhalb  eines  geschlossenen  convexen  geradlinigen 
Polygons  und  einem  Streifen  einer  Ebene,  der  durch  eine  gerad- 
linige Strecke  und  zwei  zu  ihr  rechtwinklige  Halbstrahlen  be- 
grenzt ist.  In  dem  vorliegenden  Artikel  yerwendet  er  seine 
Methode  zur  Herstellung  einer  Correlation  zwischen  der  Fläche 
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eines  Rechtecks  und  derjenigen,  die  zwischen  zwei  geschlossenen 
conyexen  geradlinigen  Polygonen  eingeschlossen  ist,  von  denen 
das  eine  ganz  innerhalb  des  anderen  liegt.  61r.  (Lp.) 


A.  Razzaboni.     SuUe  rappresentazioni  dello  spazio  sopra 
s^  stesso  che  conservano  le  aree  delle  superficie  cor- 

rispondenti.      Bologna  Rend.  1889-90.  21-25. 

Die  einzige  Abbildung,  welche  diese  Eigenschaft  besitzt,  ist 
die  ähnliche.  Vi. 


L.  BiANCHi.     Sopra  una  classe  di  rappresentazioni  equi- 
valenti  della  sfera  sul  piano.    Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  vii. 

226-229. 

Das  Problem  ist:  die  Engel  äquivalent  und  so  auf  die  Ebene 
abzubilden,  dass  ein  Orthogbnalsystem  der  Kugel  in  ein  Ortho- 
gonalsystem der  Ebene  Übergeht,  welches  aus  parallelen  Geraden 
nnd  den  dazu  Senkrechten  besteht. 

Sind 

ds'^dß'+dy^    und    ds\  =  Edß'+Gdy' 

die  Quadrate  entsprechender  Linienelemente  auf  der  Ebene  und 
auf  der  Kugel,  so  dass  die  Parameterlinien  in  beiden  Flächen 
orthogonal  sind  und  in  der  Ebene  Gerade,  so  ist  die  Bedingung 

der  Aequivalenz  EG  =  1,  also  ist  dsl  =  Ed/9'+  "^  ^;''- 

£j 

Ist  aber  G  eine  Function  von  £  allein,  so  entspricht  nach 
einem  Weingarten'schen  Theorem  jeder  Form  des  sphärischen 
Liinienelementes  eine  Klasse  von  Flächen,  deren  HauptkrQmmungs* 
radien  gegenseitig  sich  als  Functionen  von  einander  ausdrücken, 
und  bei  denen  sich  die  KrUmmungslinien  auf  die  Gauss'sche 
Kugel  als  die  Parameterlinien  abbilden.  In  dem  vorliegenden 
Falle  wird  die  Relation  zwischen  den  Krümmungsradien  r, — r^=l. 
Die  beiden  Blätter  der  Evolutenfläche  dieser  Fläche  sind  zwei 
complementäre  pseudosphärische  Flächen,  und  man  erhält  so  das 
Resultat,  dass  jedem  Paar  von  complementären  pseudosphärischen 
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Flächen  eine  Abbildung  der  verlangten  Art  entspricht,  nnd  am- 
gekehrt. 

Im  AnschlusB  an  diesen  Satz  lässt  sich  nun,  wie  der  Ver- 
fasser zeigt,  die  analytische  Lösung  des  Problems  vollziehen. 
Er  macht  beim  Beginn  seiner  Mitteilung  darauf  aufmerksam, 
dass  das  behandelte  Problem  demjenigen  des  Herrn  Eorkine 
(Math.  Ann.  XXXV.,  vgl.  das  folgende  Referat)  analog  sei. 

A. 

A.  Korkine.     Sur  les  cartes  g^ographiques.     Math.  Ann. 

XXXV.  588-604. 

Es  handelt  sich  in  der  Arbeit  um  die  äquivalente  Abbildung 
einer  Umdrehungsflfiche  auf  eine  Ebene,  bei  welcher  sich  Meri- 
diane und  Parallelkreise  als  Orthogonalsystem  abbilden. 

Eine  äquivalente  Abbildung  heisst  bekanntlich  eine  solche, 
bei  welcher  entsprechende  FlächenstQcke  gleich  sind,  oder  etwas 
allgemeiner,  bei  welchem  sie  in  constantem  Verhältnis  stehen. 
Sind  zwei  beliebige  Flächen  äquivalent  auf  die  Ebene  abgebildet, 
so  sind  sie  auch  äquivalent  auf  einander  abgebildet;  das  Problem 
der  äquivalenten  Abbildung  ist  also  zurttckgefQhrt  auf  die  äqui- 
valente Abbildung  einer  beliebigen  Fläche  auf  die  Ebene,  und 
dieses  führt  auf  eine  lineare  partielle  DifferentialgleichuDg,  in 
welcher  zwei  unbekannte  Functionen  der  Flächenparameter  auf- 
treten. Die  allgemeine  Lösung  des  Problems  erhält  man  bekannt- 
lich, indem  man  eine  dieser  beiden  Functionen  als  willkürlich 
gegeben  ansieht;  dann  hat  man  zur  Bestimmung  der  andern  eine 
lineare  partielle  Differentialgleichung,  welche  sich  nach  der  be- 
kannten Jacobi'schen  Methode  auf  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zurückführen  lässt. 

In  dem  vorliegenden  Problem  aber  ist  noch  eine  Bedingung 
gestellt,  nämlich  die  Orthogonalität  der  Abbildung  des  aus  Meri- 
dianen und  Parallelkreisen  gebildeten  Netzes,  es  bedarf  daher 
einer  anderen  Behandlung.  Der  Verfasser  sagt  in  der  Ein- 
leitung ,  dass  Herr  Ossian  Bonnet  in  seiner  Doctor  -  Dissertation 
(Sur  la  th^orie  mathämatique  des  cartes  g^ographiques,  Liouv. 
J.  Bd.  XVII,  1852)  dieses  Problem  für  die  Kugel  behandelt  und 
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auf  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  redueirt, 
deren  Integration  aber  nicht  ausgeftlhrt  hat  Der  Verfasser 
hat  nun  das  Problem  vollständig  gelöst,  und  zwar  nicht  nur  für 
die  Kugel,  sondern  allgemeiner  für  jede  Rotationsfläche.  Es 
liegt  aber,  wie  Referent  vorweg  bemerken  möchte,  in  der  Ver- 
allgemeinerung auf  Rotationsflächen  nichts  wesentlich  Neues. 
Denn  es  ist  bekannt,  dass  sich  jede  Umdrehungsfläche  2  äqui- 
valent in  die  Ebene  2^  abbilden  lässt,  so  dass  den  Meridianen 
und  den  Parallelkreisen  zwei  Systeme  paralleler  Geraden  ent- 
sprechen, welche  sich  gegenseitig  rechtwinklig  durchschneiden. 
Ist  nämlich  das  Quadrat  des  Linienelementes  der  Umdrehungs- 
fläche (b*  =  du^-\-qi(uydv*\  so  ist  z.  B.  eine  solche  Abbildung 
dargestellt  durch  die  Gleichungen: 

X  =  —  /  a>(u)du,      Y  =  — V 

(x  die  constante  Flächenvergrösserung,  er  eine  beliebige  Gon- 
stante).  Es  kommt  also  wesentlich  auf  ein  Problem  der  ebenen 
Geometrie  an,  nämlich  eine  Ebene  flächengleich  so  auf  eine  an- 
dere Ebene  abzubilden,  dass  zwei  zu  einander  orthogonalen 
Systemen  paralleler  Geraden  zwei  Systeme  orthogonaler  Linien 
entsprechen. 

Der  Verfasser  hat  diese  Ausscheidung  des  einfacheren 
Problems  nicht  vorgenommen,  sondern  es  als  eine  specielle 
Lösung  später  erwähnt.  Dennoch  lässt  sich  dieselbe  in 
seinen  Rechnungen  überall  erkennen;  hätte  er  sie  von  vorn 
herein  wirklich  vollzogen,  so  wäre  dies  für  die  Entwickelung 
entschieden  von  Nutzen  gewesen-,  denn  wenn  auch  die  Com- 
plication  der  Rechnung  durch  Nichtbeachtung  der  erwähnten 
Vereinfachung  nur  sehr  geringfügig  ist,  so  wären  doch  die  all- 
gemeinen Eigenschaften,  die  den  gesuchten  Abbildungen  zu- 
kommen, zun^  Teil  ohne  weiteres  evident  gewesen,  vor  allem 
die  Vertauschbarkeit  der  Meridiane  und  Parallelkreise. 

Auch  die  partielle  Differentialgleichung,  von  deren  Integra- 
tion die  Lösung  des  Problems  abhängt,  hätte  der  Verfasser 
mit  den  Hülfsmitteln  der  Flächentheorie  in  weniger  umständ- 
licher Weise  gewinnen  können,  als  durch  die  Vertauschung  der 
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uDabhängigen  und  abhängigen  Parameter,  welche  er  benatzt 
Sind  nämlich  zwei  Flächen  in  den  Parametern  u',  o'  dargestellt, 
also  in  beliebiger  Weise  auf  einander  abgebildet,  so  sind  die 
Liniensysteme,  die  in  beiden  Flächen  zugleich  Orthogonalsjsteme 
sind,  bestimmt  durch  die  Bedingung 

CEF,-'FE,)du''+(EG—GE,)du'dv'+(FG,—GF,)dv'^  =  0, 
wo  £,  F,  6;  £,,  jP„  G^  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
bezeichnen.  Diese  Bedingung  ist  bei  conformen  Abbildungen 
identisch  erfüllt,  bei  allen  nicht  conformen  Abbildungen  dagegen 
geht  durch  jeden  Pnnkt  der  einen  wie  der  anderen  Fläche,  ein 
Paar  von  diesen  orthogonalen  Gürven. 

Es  handelt  sich  also  darum,   die  Parameter  u  und  v  (oder 
auch  X  und  Y)  so   als  Functionen  von  u'  und  o'  darzustellen, 

dass  die  Abbildung  äquivalent  ist,  also  T  =  ^EG-F^  =  yE'G'—F" 
ist,  und  dass  ferner  z.  B.  die  Curve  u  =  const.  (oder  X  =  const.) 

d.  h.  -ß'^ ^^' + -Q^T ät'  =  0 (oder  auch  -Q-räu'+-ö^,~  do' =6) 

der  eben  aufgestellten  Bedingung  genügt.  Die  Elimination  von 
dv' :  du'  aus  beiden  Gleichungen  ergiebt  die  zweite  Bedingung, 
welcher  die  Abbildung  genügen  muss.  Drückt  man  nun,  wie 
es  auch  der  Verfasser  bei  seiner  Entwickelung  in  sehr  zweck- 
mässiger Weise  gethan  hat,  die  Coordinaten  der  Bildfläche  2' 
durch  Nulllinienparameter  aus,  indem  man  setzt: 

«  +  «y  =  «'j    x  —  iy^v'j 
dann  werden  die  Gleichungen  überaus  einfach,   und  es  ergiebt 
sich  nach  wenigen  Rechnungen  z.  B.  für  c  die  Gleichung 

—  ^ — ,  +  --  ^  — ^  =  0    oder  kürzer     — =-  H — r  =  0. 
/  dv  \*    '     /  9o  Y  p*    '    q* 

Vom'/  \Wy 

Derselben  Gleichung  muss  auch  die  Variable  f/  =  —  Jfp(u)du 

genügen,  welche  der  Verfasser  einführt.  Führt  man  die  Hülfs- 
abbildung  in  die  Ebene  2*^  ein,  so  müssen  in  ihr  X  und  Y  der- 
selben Gleichung  genügen.  In  der  Aufstellung  und  Integration 
dieser  Gleichung  liegt  vorzugsweise  der  Fortschritt,  welchen  die 
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Arbeit  geleistet  hat,  und  wenn  Referent  einige  kritische  Bemer- 
kungen über  die  Darstellangsweise  in  dem  ersten  Teile  nicht 
hat  unterdrücken  können,  so  möchte  er  sich  doch  dagegen  ver- 
wahren, als  wollte  er  dadurch  den  wissenschaftlichen  Wert  der 
Arbeit  herabsetzen.  Es  ist  vielmehr  gerade  das  Interesse,  welches 
er  an  der  Arbeit  genommen  hat,  für  ihn  der  Grund  gewesen, 
auf  gewisse  Vereinfachungen  hinzuweisen,  durch  welche  seiner 
Ansicht  nach  die  Darstellung  gewonnen  hätte. 

Bei  der  Integration  wird  zuerst  der  Fall  besprochen,  wo  p 
und  q  Functionen  einer  einzigen  Variable  l  sind,  die  ihrerseits 
natürlich  Function  von  fi'  und  v'  ist.    Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

-~  =  ^^,  ergiebt  sich  nach  kurzer  Rechnung 

^      dk  A      dl 

p  =  Aq*    und     3^  = --i=r  ö^r , 

also  nach  der  bekannten  Jacobi'schen  Methode 

■ 

wo  fr  eine  willkürliche  Function  von  X  oder  von  q  bedeutet. 
(Der  Fall,  dass  Xy  also  auch  p  und  q  constant  sind,  führt  auf  die 
Abbildung,  bei  welcher  den  Meridianen  und  den  Parallel  kreisen 
gerade  Linien  entsprechen.)  Bei  veränderlichem  l  ergiebt  sich, 
wenn  man  q  =  e«+^t^-^*>,  A  =  e«^^+»>,  u'  =  ^e*^,  v'  =  ge"^  setzt, 
die  Gleichung 

ßCOs[A-i^+^]  =  ß(i), 

wo  ii  eine  willkürliche  Function  bedeutet. 

Wählt  man  speciell  ii  constant,  so  besteht  das  Netz  der 
Abbildung  aus  zwei  Systemen  logarithmischer  Spiralen,  welche 
sich  senkrecht  durchschneiden. 

Um  die  allgemeine  Integration  der  Gleichung 

p      q 

zu  bewirken,  wird  gesetzt  p  =  c-(5+'?)-(i^-'7)»,  q  =  e-CH»?) +($-»?)* 
und    tt'  =  c^^+'^^Ä.     Dann   ergiebt   sich   nach   einiger  Rechnung 

Fortschr.  d.  Matli.  XXII.  3.  53 
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die  GleichuDg 

mit  deren  Integration  das  Problem  gelost  ist.  Dies  ist  aber  eine 
lineare  Partialgleichung  mit  constanten  Goefficienten,  deren  allge- 
meines Integral  sich  durch  bestimmte  Integrale  in  bekannter  Weise 
darstellen  lässt.  Es  werden  nun  einige  einfache  specielle  Integrale 
der  Gleichung   und   die   ihnen  entsprechenden  Abbildungen  be- 

trachtet.     Setzt  man  z.  B.  ä  =  — ^  e^^-i^\  so  besteht  das  Netz 

aus  concentrischen  Kreisen  und  den  Geraden,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  gehen.     Etwas  allgemeiner  ist  die  Lösung 

2w(m-l)($-f.y)-(2m-l)(|-iy)t 
a  =  ile  m«+ (»«-!)« 

Das  Netz  besteht  aus  logarithmischen  Spiralen. 

Zum   Schlüsse   zeigt    der    Verfasser,    wie    man    aus    ima- 
ginären Lösungen  der  Differentialgleichung 

dh  dh_ 


durch  Benutzung  der  sogenannten  Legendre'schen  Transformation 
reelle  Lösungen  herleiten  kann.    Setzt  man  nämlich 

und  sieht  p  und  q  als  unabhängige  Veränderliche  an,  dann  er- 
hält man  die  Gleichung 

q'  dp'  +  p'  dq'  ~  ^• 

Sind  nun  Z,  und  Z,  zwei  conjugirte  Lösungen  der  ursprüng- 
lichen Gleichung,  so  erhält  man  die  entsprechenden  Werte  tD^ 
und  tr,.  Da  aber  die  Gleichung  für  u)  linear  ist,  so  sind  auch 
(m>, -fiTj)  oder  »(«?,—«>,)  Integrale  der  Gleichung.  Bezeichnet 
man  einen  dieser  Werte  mit  «?„  so  ist 
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und  durch  Elimination  von  p  und  q  erh&lt  man  Z,  als  Function 
von  u'  und  v\  und  dies  ist  eine  reelle  Lösung. 
Als  Beispiel  wird  gewählt 


m 


Z,  =  u'*c'2'»-i, 
wo   m  eine  reelle  Constante   bedeutet,   die   weder  0,   noch  |, 
noch  1  ist. 

Es  ergiebt  sich,  wenn  man   /  =  —y\-. Ar  sötzt, 

°  m"4-  (wi — 1) 


1 


t 


^«  =  ™  «"a  =  ob'g*"-'  +p"»-»  J'], 

woraus  sich  dann  die  weiteren  Formeln  herstellen  lassen. 

Zum  Schlüsse  zeigt  der  Verfasser,  dass  man  sich  auch  der 
Symmetrie  der  Variabein  bedienen  kann,  um  aus  bekannten 
Losungen  andere  abzuleiten.  A. 


R.  Heger.     Beiträge   zur  Lehre  von  den  Karten  -  Ent- 
würfen.    CiviliDg.  (2)  XXXVI.  47-62. 

Bezeichnet  man,  unter  Voraussetzung  der  Kugelgestalt  der 
Erde,  mit  d  den  sphärischen  Abstand  eines  Punktes  P  vom 
Mittelpunkte  des  abzubildenden  Gebietes,  mit  X  das  Azimut 
von  Pj  so  ist  die  Abbildung  bekanntlich  zenital  und  azimutal, 
wenn  der  Bildpunkt  P'  die  Polarcoordinaten  q  =  /*(d),  k  hat. 

Der  Verfasser  entwickelt  unter  der  Voraussetzung 

das  Mass  der  Flächen-  und  Vt^inkelverzerrung 

^^   —1    und   2ir  =  2arcsin'^  ^ 


sind  ^'sind+^ 

Die  Coefficienten  werden  so  bestimmt,  dass  beide  Ausdrücke 
dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  werden;  man  erhält 

Q  =  d— ^d*— 0,0000359(JHO,0000024d». 

Des  weiteren  bestimmt  der  Verfasser  die  Coefficienten  so,  dass 
die  Winkelverzerrung  in  einem  constanten  Verhältnis  zur  Flä- 
chen Verzerrung  steht. 

53^ 
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Dann  wendet  sieh  der  Verfasser  den  echt  cylindrischen 
Kartenentwürfen  zu.  Des  weiteren  behandelt  er  in  ähnlicher 
Weise  vermittelnde  Eegelentwürfe.  Im  letzten  Abschnitt  giebt 
er  eine  neue  Ableitung  der  Tissot'schen  Formeln  fBr  den 
Eegelstumpfentwurf.  F.  E. 


M.  BusoLT.     Behandlung  der  conformen  Abbildung  der 

Oberflächen   zweiter  Ordnung.     Diss.  Königsberg  i.  Pr.  Koch, 
Antiqu.  95  S.  8^ 


Zehnter  Abschnitt 

Mechanik. 

Gapitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

Le  opere  di  Galileo  Galilbl     Edizione  nazionale  sotto 

gli  auspici  di  S.  M.  il  Re  d'Italia.     Promotore  dell'e- 

dizione  il  R.  Ministero  della  Pubblica  Istruzione.  (Aas- 
gabe TOD  500  Dicht  im  Handel  yorkommendeD  Ezemplaren.)  Firenze. 
6.  Barbera. 

Le  opere  di  Galileo  Galilei  ristarapate  fedelmente  sopra 
la  edizione  nazionale  con  approvazione  del  Ministero 

della   Pubblica   Istruzione.     Firenze.  Q.  Barbera. 

Wenn  es  Pflicht  ist,  VerehruDg  und  Dankbarkeit  fttr  die* 
jenigen  zu  hegen,  welche  die  Wissenschaft  mit  neuen  Resultaten 
oder  mit  der  Erklärung  bekannter  Erscheinungen  bereichert  haben, 
so  muss  man  um  so  mehr  jene  grossen  Männer  ehren,  welche 
durch  ihre  Arbeiten  feste  Regeln  zur  Erforschung  der  wissenschaft- 
lichen Wahrheiten  ermittelt  haben,  und  es  ist  eine  Ehrenpflicht, 
dafür  zu  sorgen,  dass  ihre  Werke  nicht  verloren  gehen  oder 
zerstreut  bleiben.  Unter  den  Gelehrten  dieser  zweiten  Art  nimmt 
Galileo  Galilei  eine  der  höchsten  Stellen  ein  als  (um  die 
Worte  zu  brauchen,  welche  auf  seinem  Grabe  in  Santa  Groce 
stehen)  „Geometriae  Astronomiae  Pbilosophiae  Maximus  Resti- 
tntor  NuUis  Aetatis  suae  comparandus^.    Schon  während  seines 
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Lebens  erfreate  er  sich  eines  so  grossen  Ruhmes,  dass  er  zwei- 
mal sich  bewegen  Hess,  an  eine  Ausgabe  seiner  gesammelten 
Werke  zu  gehen:  das  eine  Mal  (1634)  wollte  er  auf  die  Anregung 
von  P.  Garcavy  die  Sammlung  unternehmen,  das  andere  Mal 
nach  den  Vorschlägen  der  berühmten  Verleger  der  Elzevire. 
Aber  diese  beiden  Versuche  hatten  kein  Resultat.  —  Daher  wurde 
nach  dem  Tode  Galilei's  der  noch  nicht  zwanzigjährige  Vincenzo 
Viviani  vom  Gedanken  erfasst,  den  Plan  seines  Lehrers  zu  ver- 
wirklichen; und  er  brachte  die  dazu  nötigen  Vorstudien  so  weit^ 
dass  er  einen  allgemeinen  Umriss  der  ganzen  Arbeit  schon 
skizziren  konnte.  Durch  mannigfaltige  Umstände  verhindert, 
sein  Unternehmen  zu  Ende  zu  fuhren,  nahm  er  seine  Zuflucht 
zu  Carlo  Manolessi,  durch  dessen  Verdienst  die  erste  Sammlung 
Oalilei'scher  Schriften  an  das  Licht  trat  (2  Bde.  4°,  Bologna 
1655 -Ö6).  Aber  das  Verbot  der  Veröffentlichung  einiger  Arbeiten 
des  grossen  Philosophen,  welches  der  heilige  Stuhl  ausgesprochen 
hatte,  Hess  diese  Aufgabe  zu  unvollkommen,  so  dass  sie  nicht 
als  den  allgemeinen  Wflnschen  entsprechend  betrachtet  werden 
konnte.  Daher  kehrte  Viviani  zu  seinem  alten  Gedanken  zurflck 
und  suchte  durch  die  HQlfe  des  Fürsten  Leopold  von  Toscana 
den  kirchlichen  Widerstand  zu  überwinden;  aber  umsonst!  Danach 
gab  Viviani  sein  edles  Unternehmen  auf,  welches  er,  wie  kein 
anderer,  zu  Ende  zu  bringen  befähigt  war.  —  Doch  sind  die 
Materialien,  welche  Viviani  gesammelt  hatte,  nicht  ganz  unnütz 
geblieben ;  denn  sie  wurden  von  Tommaso  Buonaventuri  benutzt, 
welcher,  durch  Guido  Grandi  und  Benedetto  Bresciani  unterstützt, 
die  erste  Florentiner  Ausgabe  der  Werke  Galilei's  im  Jahre  1718 
veröffentlichte  (3  Bde.  4^).  Diese  Ausgabe  wurde  sehr  bald  höchst 
selten;  daher  entschloss  sich  Toaldo,  eine  neue  zu  veranstalten,  in 
welcher  es  ihm  gelang,  auch  die  berühmten  Gespräche  Ober  die 
beiden  wichtigsten  Weltsysteme  einzuschalten  (Padova  1744; 
4  Bde.  4®).  Diese  Ausgabe  diente  als  Grundlage  sowohl  für  die 
erste  Mailändische  (1808-1811;  13  Bde.  8',  von  denen  nur  der 
letzte  Band  etwas  enthält,  was  sich  in  den  vorigen  Ausgaben  nicht 
befand)  als  für  die  zweite,  welche  die  Bände  XX  und  XXI  der 
Biblioteca  Enciclopedica  Italiana  bildet.   —   Unter   diesen    fünf 
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Ausgaben  ist  die  Paduaner  des  Toaldo  die  beste;  dessen  unge- 
achtet konnte  sie  nicht  allen  Wtinschen  genügen,   und  Eugenio 
Alböri  benutzte  die  Gelegenheit  der  Versammlung  der  italienischen 
Gelehrten  1841  zu  Florenz,   um  den  Plan  zu  einer  neuen  Aus- 
gabe auseinanderzusetzen.    Nachdem  er  die  hohe  Unterstützung- 
des  Grossherzogs  von  Toscana  erlangt  hatte,  begann  er  (1842) 
seine  Arbeit  auszuführen    und  brachte  sie  1856  zu  Ende.    Die 
Albäri'sche   Ausgabe   ist   verdienstvoll,   wie   alle  wohl   wissen, 
welche  dieselbe  gebraucht  haben ;  dessen  ungeachtet  hat  die  Eile, 
mit  der  sie  gemacht  wurde,  den  Herausgeber  verhindert,  diejenigen 
Voruntersuchungen   zu   vollenden,    welche   einer  solchen  Arbeit 
vorhergehen  müssen.  Davon  rührt  bei  ihr  eine  gewisse  Unsicher- 
heit in  der  Richtung  und  ein  Mangel  an  festen  Kriterien.    Ferner 
ist  sie  mangelhaft  zufolge  ungenügender  Sorgfalt  beim  Abschreiben 
des  Textes  und  bei  der  Veröffentlichung  der  ungedruckten  Schrif- 
ten.     Endlich  hat  man   in  diesen  letzten  dreissig  Jahren  viele 
andere    Galilei'sche   Schriften    teils    entdeckt,    teils    veröffent- 
licht, welche  in  der  Sammlung  der  Werke  Galilei's  einen  Platz 
wohl  verdienen.    Daher  war  eine  neue  Ausgabe  derselben  durch- 
aus zeitgemäss.     Unter  der  hohen  Unterstützung  des  Königs  von 
Italien,  unter  der  wissenschaftlichen  Leitung  des  Herrn  Antonio 
Favaro,  des  fleissigsten  der  italienischen  Forscher  über  Galilei, 
dessen  Werkchen  „Per  Tedizione  nazionale  delle  opere  di  Galileo 
Galilei"  (wovon  eine  II.  Aufl.  im  Jahre  1890  erschien)  der  Ab- 
fassung des  Berichtes  zugrunde  liegt,  indem  wir  die  obigen  Nach- 
richten über  die  Galilei -Ausgaben  ihr  entnahmen,  und  mit  Hülfe 
des  wohlbekannten  Philologen  Isidoro  Del  Lungo  wurde  diese  neue 
Ausgabe  ins  Leben  gerufen.     Dieselbe  wird  zwanzig  Bände  ent- 
halten, auf  die  alle  die  gedruckten  oder  ungedruckten  Schriften 
verteilt  werden  sollen,    welche   durch  Galilei  oder  nach  seinen 
Gedanken  verfasst  wurden,  wie  auch  alle  diejenigen  seiner  Geg- 
ner, welche  zu  Antworten  oder  Bemerkungen  seinerseits  Veran- 
lassung gaben;   ferner  alle  von  ihm  geschriebenen  oder  an  ihn 
gerichteten   Briefe   und   die  Documente,    welche   sich   auf  sein 
Leben  beziehen;  endlich  eine  Galilei -Bibliographie. 

Von  dem  ersten  Band  dieser  Ausgabe   soll  dieses  Referat 


840  X.  AbschDitt.    Mechanik. 

reden.  Wir  wollen  seinen  Inhalt  kurz  besprechen;  doch  wollen 
wir  vorausschicken,  dass  jede  Schrift  in  ihrer  Originalform  ge- 
druckt wird;  aber  auch  alle  durch  den  Verfasser  gemachten 
Textveränderungen  werden  mitgeteilt.  Für  jede  Schrift  werden 
Auch  die  speciellen  Veröffentlichungskriterien  angegeben. 

I.  „luvenilia.^  Unter  diesem  Titel  wurden  einige  Frag- 
mente von  keinem  grossen  Interesse  gesammelt,  welche  Erläute- 
rungen über  Werke  des  Aristoteles  geben.  Der  Text  derselben 
befindet  sieh  in  der  National-Bibliothek  von  Florenz  und  ist  von 
Galilei  selbst  geschrieben.  Daher  gehören  dieselben  sicher  auf 
eine  gewisse  Weise  Galilei  zu;  aber  die  Annahme  ist  nicht  ohne 
Grund,  dass  sie  Excerpte  von  Universitätsvorlesungen  sind, 
welche  er  in  Pisa  gehört  hat,  und  welche  nach  Prof.  Ragnisco's 
(m.  s.  Rivista  italiana  di  filosofia,  Anno  V,  Vol.  II,  S.  463)  und 
Favaro's  Meinung  von  Bonamici  gehalten  wurden. 

II.  „Theoremata  circa  centrum  gravitatis  solidorum."  Die 
Sätze  bezwecken  die  Bestimmung  der  Schwerpunkte  von  Pyra- 
miden, Kegeln  und  parabolischen  Cylindern  und  sind  zufolge 
der  Studien  Galilei's  tlber  das  Werk  Gommandino's  „De  centro 
gravitatis  solidorum'^  (Koma  1565)  entstanden:  die  Beweismetho- 
den sind  denjenigen  ähnlich,  welche  Archimedes  in  seiner  Abhand- 
lung über  die  Quadratur  der  Parabel  brauchte. 

III.  „La  Bilancetta.^  Die  Studien  über  die  mechanischen 
Werke  des  Archimedes  und  das  Nachdenken  über  jenen  Passus, 
wo  Proklus  über  die  Art  berichtet,  wie  jener  grosse  Gelehrte 
den  Diebstahl  des  Goldschmiedes  des  Königs  Hieron  entdeckte 
und  bewies,  haben  zur  Folge  gehabt,  dass  Galilei  meinte, 
Archimedes  habe  nicht  so  verfahren,  wie  man  gewöhnlich  sagt, 
und  dass  er  eine  neue  Weise  ausdachte,  um  die  Aufgabe  zu  lösen. 
Die  Resultate  solcher  Forschung  sind  in  der  „Bilancetta^  enthalten. 

IV.  „Tavola  delle  proporzioni  delle  gravitä  in  ispecie  dei 
metalli  e  delle  gioje  pesate  in  aria  ed  in  aqua.^  Anhang  zu  der 
vorigen  Abhandlung. 

V.  „Postille  ai  libri  De  Sphaera  et  Cylindro  di  Archimede.'' 

VI.  „De  Motu."  Diese  Schrift  enthält  die  Keime  der  Ge- 
danken,  welche  später  Galilei  in  seinen  Gesprächen  über  zwei 
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neue  Wissensohaften  entwiekelte  (vgl.  Dühring'a  Kritische  Ge- 
schichte der  allgemeinen  Principien  der  Mechanik.  II.  Aufl. 
1877.   8.21).  La. 

Th.  Beck.     Historische  Notizen.     Civiling.  (2)  xxxvi.  191- 

212,  505-527. 

Die  Notizen  beziehen  sich  auf  Jacques  Besson  (f  1569)  und 
Agostino  Kameli  (etwa  1530-1590).  Beide  sind  Verfasser  inter- 
essanter Werke  über  angewandte  Mechanik.  F.  E. 


E.  BuDDB.    Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und  starren 

Systeme.      Ein    Lehrbuch    für   Hochschulen.      I.  Bd. 

Mechanik    der    Punkte    und    Punktsysteme.      II.  Bd. 

Mechanische  Summen  und  starre  Gebilde.  Berlin.  O.Rei- 
mer, 1890/91.  XX  u.  S.  1-418,  XII  u.  S.  419.968.  gr.  S». 

Während  vor  dreissig  Jahren  der  deutsche  Student  nur  aui 
Uebersetzungen  oder  Bearbeitungen  französischer  Lehrbücher  der 
Mechanik  verwiesen  werden  konnte,  ist  seitdem  ein  yölliger  Um- 
schwung eingetreten.  Die  Jacobi'schen  „Vorlesungen  über  Dy- 
namik^, welche  1866  zuerst  erschienen,  beleuchteten  die  allge- 
meinen analytischen  Grundlagen  der  Behandlung  der  Aufgaben 
der  Mechanik  und  wiesen  dem  Hamilton'schen  Principe  seine 
Stelle  im  Mittelpunkte  der  Dynamik  an.  Als  erstes  grösseres 
deutsches  Lehrbuch  folgte  die  „Theorie  der  Bewegung  und  Kräfte'' 
von  Schell  (1870),  danach  als  ursprüngliches  Erzeugnis  eines 
Forschergeistes  von  eigenartigem  Gepräge  „Vorlesungen  über 
mathematische  Physik''  von  G.  Eirchhoff  (1876).  Die  beiden 
letzteren  Werke  bildeten  neben  der  „Theoretischen  Physik"  von 
Thomson  und  Tait  (1871/74)  seitdem  die  am  meisten  studirten 
Lehrbücher  der  Mechanik  unter  der  deutschen  akademischen 
Jugend. 

Zu  ihnen  gesellt  sich  jetzt  (ausser  dem  kleineren  Werke 
von  W.  Voigt,  vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  837)  die  „Allgemeine 
Mechanik'*  des  Herrn  Budde  mit  dem  ausgesprochenen  Zwecke, 
ein  pädagogisch  brauchbares  System  aufzustellen,  das  nicht  bloss 
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vom  Leichteren  zum  Schwereren  aufsteige,  sondern  die  Anwend- 
barkeit jedes  Satzes  auf  praktische  Aufgaben  verdeutliche.  Zu 
diesem  Zwecke  teilt  der  Verf.  das  Gebiet  nicht  nach  Frincipien, 
sondern  nach  dem  Objecto  ein:  die  Mechanik  der  Punkte,  zuerst 
die  des  einzelnen  Punktes,  dann  die  mehrerer  Punkte,  bildet  das 
erste  Buch;  nach  Einschiebung  eines  Zwischenstücks  Aber  wich- 
tige Summen  (Massenintegrale,  Schwerpunktsbestimmungen,  An- 
ziehungssummen, Trägheitsmomente)  werden  im  zweiten  Buche 
die  starren  Gebilde  behandelt.  Was  in  diese  Einteilung  nicht 
hineinpasst,  wie  z.  B.  die  Theorie  der  Fadencurven  und  der 
biegsamen  unausdehnbaren  Flächen,  ist  fortgelassen  worden,  ein 
Mangel,  dessen  Beseitigung  im  Interesse  der  Vollständigkeit 
wünschenswert  gewesen  wäre.  Die  Hydromechanik  hat  natür- 
lich ebenfalls  keinen  Platz  gefunden. 

Das  Werk  ist  nicht  aus  Vorlesungen  hervorgegangen,  son- 
dern in  Erinnerung  an  Schwierigkeiten  bei  der  Aneignung  des 
Stoffes  und  in  der  Absicht  geschrieben,  die  hierbei  gemachten 
Erfahrungen  für  andere  nützlich  zu  verwerten,  besonders,  damit 
der  Studirende  nach  Durcharbeitung  der  theoretischen  Mechanik 
einer  concreten  Aufgabe  gegenüber  nicht  hülflos  dastehe.  Die 
langjährige  litterarische  Thätigkeit  des  Verfs.  und  seine  um- 
fassenden Kenntnisse  in  der  Mathematik  und  Physik  haben  bei 
der  Abfassung  zusammengewirkt,  sodass  ein  Werk  entstanden 
ist,  das  gleich  ausgezeichnet  ist  durch  seine  klare  und  verständ- 
liche Sprache  wie  durch  die  scharf  gegliederte  und  lichtvolle 
Entwickelung  der  Gedanken.  Als  besonders  charakteristische 
Stellen  seien  hervorgehoben  die  Erörterung  der  physikalischen 
Grundlagen  (S.  111  ff.)  mit  Anlehnung  an  Streintz  und  C.  Nen- 
mann,  das  Hamilton'sche  Princip  für  einen  einzigen  Punkt 
(S.  250ff.),  vor  allem  aber  das  zweite  Buch  mit  der  Mechanik 
der  starren  Gebilde,  in  welchem  der  Verf.  teils  eigene  Unter- 
suchungen zuerst  veröffentlicht,  teils  die  Ergebnisse  der  For- 
schungen von  anderen  Gelehrten  anschaulich  vorträgt  Die  Theo- 
rie der  Vectoren  (welchen  Namen  der  Verf.  statt  des  deutschen 
Ausdrucks  „Strecken'^  von  den  Engländern  übernimmt)  wird  hier 
in  ihrer  mannigfachen  Bedeutung  dargestellt,  und  die  BalFscbe 
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Theorie  der  Windungen  und  Dynamen  erscheint  wohl  zum  ersten 
Male  in  einem  deutschen  Lehrbuche  vollständig  als  organischer 
Teil  in  das  allgemeine  System  der  Mechanik  hineingearbeitet. 

Ein  Register  der  BegrifFsbestimmungen  und  eine  Litteratur- 
fibersicht  beschliessen  das  Ganze.  Einzelne  eingestreute  Auf- 
gaben dienen  als  Fingerzeige  für  die  Anwendungen.  Das  ver- 
dienstvolle Werk  ist  fUr  das  Studium  warm  zu  empfehlen.  Aus 
einem  Gusse  hervorgegangen,  wirkt  es  wie  ein  einheitliches 
Kunstwerk  auf  den  Leser;  auch  manches  vom  Verf.  liebevoll 
gepflegte  krause  Beiwerk  möchte  man  nicht  an  ihm  entbehren. 

Lp. 

J.  H.  Jellett.      Die    Theorie    der  Reibung.      Deutsch 
bearbeitet  von  J.  Lüroth  und  A.  Schepp.     Mit  vielen 

Figuren   im   Text.      Leipzig.  B.  G.  Teubner.  X  u.  238  8.  gr.  8°. 

Das  Werk  „Treatise  on  the  theory  of  friction^  des  im 
Jahre  1888  (19.  Febr.)  verstorbenen  englischen  Gelehrten  hat 
gleich  bei  seinem  Erscheinen  1872  allgemeinen  Beifall  gefunden 
(vergl.  Darboux  Bull.  IV.  225  -  227)  und  ist  in  F.  d.  M.  IV. 
480-481  durch  den  inzwischen  auch  verschiedenen  Casey  be- 
sprochen worden.  Die  beiden  jetzigen  Bearbeiter  sagen  in  der 
Vorrede  über  ihr  Unternehmen  unter  Bezugnahme  auf  das  Vor- 
wort des  Verfassers:  „Was  Jellett  in  diesen  Sätzen,  die  er  seinem 
Werke  bei  dessen  Erscheinen  1872  voranschickte,  sagte,  gilt 
auch  beute  noch.  Da  seit  dieser  Zeit,  so  viel  wir  wissen,  kein 
anderes  ausführliches  Buch  über  die  Theorie  der  Reibung  er- 
schienen und  andererseits  das  Original  vergriffen  ist,  glaubten 
die  Unterzeichneten  den  deutschen  Lesern  durch  die  vorliegende 
Uebersetzung  einen  Dienst  zu  erweisen.  An  dem  englischen 
Original  wurden  einige  Aenderungen  angebracht  uud  auf  Cor- 
rectheit  der  Formeln  grosse  Sorgfalt  verwandt,  so  dass,  wie  wir 
hoffen,  keine  Fehler  stehen  geblieben  sind^. 

Der  Vollständigkeit  halber  möge  noch  das  Inhaltsverzeichnis 
im  Auszuge  folgen.  1.  Cap.  Definitionen  und  Grundsätze. 
2.   Gap.  Gleichgewicht  mit  Reibung.    3.  Cap.  Aeusserste  Gleich- 
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gewicht8lagen.  4.  Cap.  Bewegung  eines  materiellen  Punktes 
oder  eines  Systems  materieller  Punkte.  5.  Gap.  Bewegung  eines 
festen  Körpers.  6.  Gap.  Notwendiges  und  mögliehes  Gleich- 
gewicht. 7.  Gap.  Ueber  die  Bestimmung  des  thatsächlichen 
Wertes  der  wirkenden  Reibungskraft.  8.  Gap.  Yerscbiedene 
Probleme.  Lp. 

A.  FöPPL.      Leitfaden   und  Aufgabensammlung  für  den 
Unterricht  in   der   angewandten   Mechanik.     I.  o.  II. 

Leipzig.  B.  G.  Teubner.  IV  u.  140,  VI  u.  180  S.  gr.  8». 

Erstes  Heft:  1)  Mechanik  des  materiellen  Punktes  I.  2)  Me- 
chanik der  starren  Körper  I.  3)  Die  Maschinen.  4)  Die  Festig- 
keitslehre.   Tabellen. 

Zweites  Heft:  1)  Mechanik  des  materiellen  Punktes  und  der 
starren  Körper  II.  2)  Mechanik  der  flüssigen  Körper  I.  3)  Me- 
chanik der  flüssigen  Körper  II.  Energetik.  4)  Elektromechanik. 
Tabellen. 

Bei  der  Bearbeitung  ist  auf  die  Bedürfnisse  der  gewerblichen 
oder  technischen  Lehranstalten  mittleren  Banges  Bflcksicht  ge- 
nommen worden;  doch  dürfte  das  Werkchen  auch  den  Lehrern 
der  Physik  an  Gymnasien  und  Realschulen  zur  Belebung  des 
Unterrichts  durch  Heranziehung  von  Beispielen  aus  den  techni- 
schen Anwendungen  willkommen  sein.  Die  Behandlungsweise 
ist  zweckentsprechend,  klar  und  verständlich,  greift  auch  nicht 
zu  hoch.  Lp. 

Rehdans.  Aufgaben  aus  der  Statik  und  Dynamik  mit 
Beispielen,  welche  an  preussischen  Anstalten  in  der 
Entlassungsprllfung  bearbeitet  worden  sind.     Pr.  Gymo. 

Oraadenz  (No.  33).  31  S.  8^ 

Die  ersten  15  Seiten  bringen  als  „mathematische  Vorfibungen'' 
Sätze  und  Formeln  der  reinen  Mathematik;  erst  der  zweite  Ab- 
schnitt beschäftigt  sich  mit  den  üblichen  Aufgaben  aua  der 
Mechanik.  Lp^ 
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S.  Rychlicki.    Physikalische  Aufgaben  aus  der  Mechanik 
nebst  Auflösungen  für  die  Prima  höherer  Lehranstalten. 

Pr.  Gymn.  WongrowiU  (No.  161).  47  S.  8« 

Eine  Sammlung  von  164  Schulaufgaben  von  nicht  zu  hoher 
Schwierigkeit.  „Die  durchweg  selbständige  Sammlung  lehnt  sich 
nur  an  etwa  vier  Stellen  an  den  Wortlaut  gleichartiger  Auf- 
gaben aus  Martus  und  Jansen  an.''  Lp. 


Weitere  Lehrbücher. 
D.  BoBTLEW.     Einleitung  in  die  theoretische  Mechanik. 

L   Kinematik.      St.  Petersbnrg.  1890.    183  S.  mit  4  Figorentafeln. 
(Rassisch.) 

L.  KiRPiTSCHEFF.     Die  Grundlehren  der  Mechanik.    2*® 

Ausgabe,      st.  Petersburg.  1890.  472  8.  (Rassisch.) 

O.  Chwolson.  Die  Lehre  von  den  Bewegungen  und  Kräften. 

Vorlesungen,    st.  Petersburg.  1890.    267  S.  mit  XVI  Pigarentafeln. 
(Rassisch.) 

H.  Laurent.      Trait^     de     m^canique.      3«  ^d.    2  vol. 

Paris.  V 1114-352,  XIV -f- 364  S. 

P.  PuiSEUx.  Lepons  de  cinematique,  m^canismes,  hydro- 
statique,  hydrodynamique,  professdes  k  la  Sorbonne. 
R^dig^es    par    P.    Bourguignon    et    H.    Le    Barbier. 

Paris.  VIIH-340S.  8^. 

W.  M.  HicKs.      Elementary  dynamics   of  particles   and 

Solids.    London.  Macmillan  and  Co.  VIII  +  397  S. 

Referat  F.  d.  M.  XXI.  1889.  845 flf. 
R.  H.  Pinkerton.     An  eleinentary  text-book  of  dynamics 

and   hydrostatics.      2°^  ed.      London.  Biackie  and  Son.  [Nature 
XLII.  543] 

Th.  W.  Wright.     Text-book    of   mechanics.      New  York. 

D.  Van  Nostrand  Company.  [Natnre  XLII.  567.] 

B.  Price.     A  treatise  on  analytical  mechanics.     Vol.  IL 

Dynamics  of  a  material  System.     2°^  ed.    Oxford  Claren- 
don Press.  (1889.)  [Natura  XLII.  585-587.] 
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Sjllabus    of    elementary     dynamics.      Part  I.      Linear 
djnamics  with   an   appendix  on  the  meanings  of  the 

Symbols  in   pbysical    equations.     London.  MacmilUn  and  Co. 
[Natnre  XLII.  28.] 


A.  Weilenmann.      Physikalische    Mitteilungen.       Wolf  z. 

XXXV.  302-322. 

Der  Zweck  dieser  Artikel  ist  ein  didaktischer;  sie  sollen 
die  BehandluDgsweise  der  einzelnen  Gegenstände  insbesondere 
in  dem  Falle  zeigen,  dass  die  Infinitesimalrechnung  ausge- 
schlossen ist.  1.  Ueber  die  ReibuDg.  2.  lieber  die  Fliehkraft. 
3.  Zur  Gastheorie.  4.  Potential  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
eine  elektrische  Kugel.  Lp. 

F.  Reuleaux.     Ueber  das  Verhältnis  zwischen  Geometrie, 
Mechanik  und  Kinematik.     Zwei  Vorträge.       z.  duch. 

Ing.  XXXIV.  US. 

Der  Verf.  sucht  die  Bereiche  der  Wissenschaften,  Bewegungs- 
geometrie und  Mechanik,  scharf  gegen  einander  abzugrenzen. 
Mechanik  ist  ihm  die  Wissenschaft  von  dem  ursächlichen  Zu- 
sammenhang der  Bewegung  der  Körper,  die  Bewegungsgeometrie 
oder  Phoronomie  bat  es  nur  zu  thun  mit  den  Gesetzen  der  Be- 
wegung räumlicher  Gebilde  und  fragt  nicht  nach  einem  derartigen 
ursächlichen  Zusammenhang.  In  diesem  Sinne  fällt  die  Erfor- 
schung der  BewegUDgsgesetze  der  Himmelskörper,  wie  sie  Kepler 
und  seine  Vorgänger  betrieben  haben,  rein  in  den  Bereich  der 
Phoronomie,  die  Himmelsmechanik  beginnt  erst  mit  Newton. 
Das  Wort  Kinematik  (cinömatique)  ist  zuerst  von  Ampere  1830 
in  dem  Werke  „Essai  sur  la  philosophie  des  sciences^  für  eine 
bestimmte  Betrachtungsform  der  Mechanismen  eingeführt  worden, 
es  hat  aber  im  Laufe  der  Zeiten  eine  derartig  umfassende  Be- 
deutung gewonnen,  dass  es  sich  mit  dem  Begriff  der  Phoronomie 
vielfach  deckt.  Gegen  diesen  Gebrauch  des  Wortes  wendet  sich 
Herr  Reuleaux  mit  scharfen  Worten.  Er  will  den  Ausdruck 
Kinematik   beschränkt   wissen   auf  die  Lehre  von  de    Art  und 
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Weise,  wie  Bewegungen  in  Mechanismen  erzwungen  werden. 
Sie  ist  ihm  demnach  ein  Teil  der  Mechanik,  da  es  sich  um  die 
Verursachung  von  Bewegungen  handelt;  denn  „das  Wesen  des 
Zwanges  in  machinalen  Systemen  besteht  darin,  dass  in  ihnen 
Körper  unter  Berührung  auf  einander  wirken  und  zwar  so,  dass 
vermöge  der  in  den  Körpern  yorhandenen  Widerstandsfähigkeit 
und  yermöge  der  Formen  der  berührenden  Teile  für  jeden  der- 
selben alle  Belativbewegungen  ausser  einer  einzigen  ausge- 
schlossen sind".  Die  Kinematik  ist  also  gleichbedeutend  mit 
dem  Worte  „Zwanglauflehre",  d.  h.  sie  ist  „die  Wissenschaft  von 
derjenigen  besonderen  Einrichtung  der  Maschine,  vermöge  deren 
die  gegenseitigen  Ortsveränderungen  der  Teile  zu  bestimmten 
werden".  Sehn. 


R.  Proell.     Geometrie,  Mechanik,  Kinematik,     z.  dtscb. 

iDg.  XXXIV.  347-348,  563. 

W.  Hartmann.    Geometrie,  Mechanik,  Kinematik,   z.  dtsoh. 

iDg.  XXXIV.  561-563. 

Im  Anschluss  an  Reuleaux's  Abhandlung  über  das  Verhältnis 
zwischen  Geometrie,  Mechanik  und  Kinematik  weist  Herr  PröU 
auf  seine  Abhandlung  im  Jahrgang  1873  des  Civilingenieurs  hin, 
in  welcher  er  auf  graphisch  -  kinematischem  Wege  die  relative 
Bewegung  der  Planeten  gegen  die  Erde  studirt  bat.  Herr  Hart- 
mann macht  auf  einige  Ungenauigkeiten  der  Pröirschen  Abhand- 
lung aufmerksam.  F.  K. 

G.  Helm.     Ueber  den  Einfluss  der  Technik  auf  die  Aus- 
bildang  der  mechanischen  Prineipien.    Civiling.  (2)xxxvi. 

159-161. 

Die  Tendenz  des  Vortrages  geht  aus  dem  Titel  hervor;  ein 
Auszug  aus  dem  kurzen  Referat  erscheint  unthunlich. 

F.  K. 


J.   Bertrand.      Principes    g^näraux    sur    le    choix    des 

unitÖS.  ^   Nouy.  Ann.  (3)  IX.  21-35. 
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Der  Artikel  ist  ein  Abdruck  eines  Teils  des  Capitels  XIII 
aus  den  „LeQons  sur  la  tfa^orie  math^matique  de  rdectricite*'. 
Der  Verfasser  erörtert  in  der  ihm  eigentttmlichen  klaren  und 
geistvollen  Weise  die  WillkQrlichkeiten,  welche  den  Beziehungen 
zwischen  den  beliebig  festgesetzten  Masseinheiten  für  die  yer- 
schiedenen  zu  messenden  Grössen  (hier  Länge,  Zeit,  Masse,  Kraft, 
Geschwindigkeit)  mit  Notwendigkeit  anhaften,  und  zieht  daraas 
die  Folgerungen  über  die  Homogeneitftt  der  Gleichungen  der 
Mechanik  sowie  flber  die  Dimensionen  der  einzelnen  Grössen, 
welche  in  den  Formeln  auftreten.  Lp. 


6.  Bertolini.     Le   unitk  assolute.     Definizioni,  dimen« 
sioDi,  rappresentazione,  problemi;  con  una  bibliografia. 

Milano.  XII  -h  175  S.  

H.   FritSCH.      Beiträge  zur   Mechanik.     Pr.  Realgymn.  Königs- 
berg i.  Pr.  (No.  20).  20  S.  4«. 

Die  Ueberlegungen  des  Verfassers  sollen  beweisen,  dass 
aus  der  Undurchdringlichkeit  der  Masse  ihre  Elasticität  folge. 
„Dass  jede  Masse  beweglich  ist,  das  ist  wohl  schon  seit  dem 
Anfange  der  Physik  bekannt;  dass  jede  Masse,  weil  beweglich, 
auch  träge  sein  muss,  das  ist  wohl  erst  seit  Galilei  und  Kepler 
so  weit  ins  Bewusstsein  der  Physiker  eingedrungen,  dass  man 
nicht  mehr  versucht,  diese  Trägheit  irgendwie  zu  erklären;  genau 
ebenso  wird  man  sich  allmählich  in  die  Anschauung  hineinfinden 
müssen,  dass  die  Elasticität  der  Masse  nicht  weiter  eine  Erklä- 
rung erfordert,  dass  sie  vielmehr  notwendig  aus  der  Undurch- 
dringlichkeit gefolgert  werden  muss.  Mit  dieser  Vorstellung  von 
dem  Wesen  der  Elasticität  steht  denn  auch  ganz  im  Einklänge 
die  Erfahrungsthatsache ,  dass  wir  keinen  für  unsere  sinnliche 
Wahrnehmung  vollkommen  elastischen  Körper  kennen;  elastisch 
ist  die  Masse  doch  nur,  weil  sie  undurchdringlich  ist;  eine  für 
unsere  sinnliche  Wahrnehmung  vollkommen  undurchdringliche 
Masse  kennen  wir  nicht  u.  s.  w." 

Zum  Schlüsse  der  Anzeige  der  „Beiträge  zur  Theorie  der 
Gravitation«  von  demselben  Verfasser  (P.  d.  M.  XVIII.  1886.  39), 
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wo  sich  schon  die  nämlichen  Gedanken  finden,  bemerkte  der 
Ref.,  dass  die  Zahl  der  ausgesprochenen  und  unausgesprochenen, 
bei  den  Ableitungen  angewandten  Hypothesen  sehr  gross  sei, 
und  dass  ihre  Beschaffenheit  oft  bedenklicher  erscheine,  als  das 
zu  erklärende  Gesetz.  Es  genflge,  auf  diese  Bemerkung  wieder 
hinzuweisen.  So  lange  der  Verf.  unbekümmert  um  die  kritischen 
Forschungen  anderer  Gelehrter,  wie  Mach  und  Streintz,  seinen 
Weg  verfolgt  und  z.  B.  bei  der  Feststellung  der  Definition  der 
Krafteinheit  die  Zeit  fortlässt  (die  nirgends  in  seinen  Schluss- 
folgerungen vorkommt),  so  lange  er  den  Massenbegriff  als  einzig 
selbständigen  festhält,  ohne  sich  bewusst  zu  sein,  dass  er  damit 
den  Eraftbegriff  zugleich  hineingelegt  hat,  werden  seine  vermeint- 
lichen „Thatsachen^  als  Hypothesen  zu  gelten  haben;  ihnen  wollen 
wir  als  letztes  Ergebnis  der  Betrachtungen  den  Schlusssatz  der 
Abhandlung  anreihen:  „In  dem  Begriffe  der  Masse  ist  nichts 
vorhanden,  was  der  Fähigkeit  zu  denken  notwendig  widerspricht, 
die  Masse  als  solche  kann  folglich  Sitz  oder  Grundlage  des 
Denkens  sein;  und  dennoch  würde  man  fortan  nicht  etwa  das 
Denken  als  eine  neue  Seite  des  Massenbegriffs  auffassen,  map 
müsste  vielmehr  sich  bemühen,  die  thatsächlich  an  der  Masse 
beobachtete  Fähigkeit  zu  denken  abzuleiten  aus  ihren  oben  auf- 
geführten notwendigen  Eigenschaften.^  Lp. 


Ch.  Golowin.      Zur  Frage    über    die  Composition    der 

Kräfte.      Chark.  Ges.  (2)  II.  162-166.  (RasBisch.) 

Ein  analytischer  Beweis  des  Parallelogramms  der  Kräfte. 
Indem  der  Verfasser  von  dem  Satze  ausgeht,  dass  zwei  gleiche 
und  in  entgegengesetzten  Richtungen  wirkende  Kräfte  sich  im 
Gleichgewichte  befinden,  und  dass  die  Resultante  zweier  gleichen, 
einen  beliebigen  Winkel  mit  einander  bildenden  Kräfte  die  Rich- 
tung der  diesen  Winkel  halbirenden  Geraden  hat,  beweist  er 
zuerst,  dass  die  Grösse  der  Resultante  zweier  auf  einander  senk- 
rechten Kräfte  gleich  ist  der  Diagonale  des  über  ihnen  con- 
sfruirten  Rechteckes,  und  zeigt  dann,  dass  auch  die  Richtung 
der    Resultante    mit    dieser   Diagonale   zusammenfällt.      Endlich 

ForUchr.  d.  Mftth.  XXII.  3.  «>4 
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wird  der  Beweis  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Kräfte 
auch  aaf  den  allgemeinen  Fall,  wenn  der  Winkel  zwischen  den 
Kräften  ein  beliebiger  ist,  aasgedehnt.  Bb. 


W.  E.  Johnson.     Proof  of  the  parallelogram  of  forces. 

Natare  XLI.  153. 
J.  D.    EVERETT.      Dnch^yla's   proof.      Natnre  XLI.  198. 

A.  G.  Grbbnhill.     The  parallelogram  of  force.     Natare 

XLI.  298.  

G.  Casazza.      II  teorema  del  parallelogramma  delle  forze 

dimostrato   erroneo.     Brescia.  Tipogr.  Savoldi.  [Natare  XLIL413.] 


Lbonhard  Weber.      Ueber    das    Galilei'sche    Princip. 

Kiel.  Haeseler'sohe  Boehh.  1891.  40  S.  gr.  8^ 

In  dieser  dem  Herrn  G.  Karsten  zu  seinem  siebzigsten  Ge- 
burtstage gewidmeten  Schrift  erörtert  der  Verf.  die  Fassung  des 
Trägheitsgesetzes  unter  Berücksichtigung  der  bisher  darQber  ge- 
führten Untersuchungen,  besonders  des  Streintz'scben  Werkes : 
„Die  physikalischen  Grundlagen  der  Mechanik^  (F.  d.  M.  XV. 
1883.  760),  ohne  jedoch  der  Lange'schen  Arbeiten  Erwähnung 
zu  thun  (vgl.  u.  a.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  816).  Der  erste  Ab- 
schnitt enthält  den  Versuch  einer  Analyse  derjenigen  Beob- 
achtungselemente und  Denkoperationen,  welche  der  Aufstellung 
des  Trägheitsprincipes  zu  Grunde  liegen,  und  in  dem  zweiten 
Abschnitt  wird  die  folgende  neue  Formulirung  begründet  (S.  36): 
„Erklärung:  Unter  universell  geradlinig -gleichförmiger  Bewe- 
gung eines  Punktes  sei  diejenige  verstanden,  bei  welcher  die 
Bewegung  des  Massenmittelpunktes  der  Welt  rücksichtlich  eines 
mit  dem  Punkte  verbundenen  Goordinatensystems  eine  gerad* 
linig-gleichfSrmige  ist,  falls  die  Richtungen  des  Systemes  jeder- 
zeit so  gelegt  werden,  dass  die  hierauf  bezogene  lebendige  Kraft 
des  Weltalls  ein  Minimum  wird.  Satz:  Wenn  auf  einen  mate- 
riellen Punkt  keine  Kräfte  einwirken,  besitzt  er  eine  universell 
geradlinig-gleichförmige  Bewegung.    Und  umgekehrt." 
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„Sollten  hiergegen  keine  Einwendaogen  gemacht  werden, 
80  wäre  mit  der  zuletzt  vorgeschlagenen  Fassung  des  Galilei'- 
sehen  Satzes  einerseits  allen  an  der  früheren  Newton'schen 
Fassung  empfundenen  Mängeln  abgeholfen,  und  andererseits  wäre 
der  unfruchtbare,  durch  die  Lücke  des  Galilei'schen  Satzes  ein- 
geschlüpfte, und  nur  zu  Unklarheiten  führende  Begriff  des  ab- 
soluten Raumes  definitiv  aus  der  Physik  und  vielleicht  auch 
sonst  aus  der  Welt  geschafft."  Lp. 


M.  ZiSTL.     üeber  Verwandlung,  üebertragung  und  Auf- 
speicherung der   Energie.     Pr.  Gymn.  Würzburg.  83  S.  8°. 

Eine  fleissige  Zusammenstellung  der  Ergebnisse  der  bezüg- 
lichen Forschungen  bis  in  die  neueste  Zeit;  so  sind  u.  a.  die 
Untersuchungen  der  Herren  H.  von  Helmholtz,  Planck,  Ostwald, 
Duhem  aus  dem  letzten  Jahrzehnt  berücksichtigt  worden. 

Lp. 

G.  HolzmDller.     Mechanisch  -  technische   Plaudereien. 

Z.  deutsch.  log.  XXXIV.  30-34,  58-61,  374-379. 

Die  schon  im  vorhergehenden  Bande  der  Fortschritte  (S.  855) 
besprochenen  Entwickelungen  werden  fortgesetzt.  Im  ersten  Ab- 
schnitte behandelt  der  Verfasser  Beispiele  von  Arbeitsfähigkeit 
rotirender  Massen.  Wir  führen  an  die  Energie  von  Schwung- 
rädern, den  Energieverlust,  welchen  durch  Verminderung  der 
üotationsgeschwindigkeit  die  Erde  erfahren  hat,  Pendel  von 
verschiedener  Form. 

Dann  wird  die  ausgleichende  Thätigkeit  des' Schwungrades 
besprochen  und  an  Beispielen  erläutert. 

Danach  wendet  der  Verfasser  sich  Bewegungen  zu,  bei  denen 
neben  fortschreitender  Bewegung  auch  Drehungen  vorhanden 
sind.  Es  wird  zunächst  der  Ausdruck  für  die  Energie  bei  der- 
artigen Bewegungen  aufgestellt.  Mit  Hülfe  des  Satzes  von  der 
Erhaltung  der  Kraft  wird  dann  die  Bewegung  einer  Scheibe 
untersucht,  die  durch  einen  um  sie  geschlungenen  Faden  gezwun- 
o-en  ist,  neben  der  abwärts  gerichteten  Bewegung  ihres  Mittel- 
^  54* 
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Punktes  eine  Rotation  um  letzteren  anzunehmen.  Dann  erörtert 
der  Verfasser  die  Bewegung  eines  Cylinders  auf  einer  schiefen 
Ebene,  wenn  derselbe  durch  einen  nmgeschlungenen  Faden  zum 
Rollen  gezwungen  ist  (vgl.  F.  d.  H.  XXI.  1889.  943). 

Diese  Aufgabe  bildet  den  Uebergang  zu  demjenigen  Gapitel, 
welches  uns  ganz  besonders  interessant  zu  sein  scheint,  nämlich 
zu  einer  eigenartigen  Lösung  von  Aufgaben,  bei  welchen  die 
Reibung  in  Frage  kommt  Als  Beispiel  für  die  Art  von  Auf- 
gaben, welche  in  Frage  steht,  führen  wir  hier  die  folgende  an. 

Ein  Cylinder  vom  Gewichte  p  werde  durch  eine  Zugkraft 
Pj  auf  horizontaler  Bahn  bewegt.  Wie  gross  muss  die  gleitende 
Reibung  mindestens  sein,  damit  nur  Rollen,  aber  kein  Gleiten 
eintritt? 

Im  Anschluss  hieran  erörtert  der  Verfasser  die  Frage  nach 
der  Bewegung,  welche  eintritt,  wenn  jene  Bedingung  nicht  er- 
füllt ist.  F.  K. 

G.  DELLA  Bona.     La  statica  e  la  dinamica  nello  studio 

dei  fenomeni  SOciali.     Ven.  Ateneo.  (13)  IL  297-315. 

Im  Anschluss  an  einen  ähnlichen  Aufsatz  „Lo  spazio  ed  il 
teropo  nello  studio  dei  fenomeni  social! **  im  Ateneo  von  1889 
macht  der  Verf.  allgemeine  Betrachtungen  Ober  Analogien  in 
der  Statik  und  Dynamik  und  im  socialen  Leben.  Im  zweiten 
Teile  werden  die  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
auf  nationalökonomische  Probleme  in  populärer  Form  besprochen. 

Lp. 
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Kinematik. 
E.  Study,     lieber  die  Bewegungen  des  Raumes.     Leipz. 

Ber.  XLH.  341-354,  Natnrf.  Gea.  Bremen.  LXUI.  4. 

Enthält  die  vorläufige  Mitteilung  einer  Reihe  von  Resultaten, 
die  in  Math.  Ann.  XXXIX  ausführlich  abgeleitet  worden  sind. 
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Die  oo'  Drehungen  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt 
resp.  die  Coefficienten  der  zugehörigen  orthogonalen  Substitution 
lassen  sich,  wie  Euler  gezeigt  hat,  rational  durch  vier  homogene 
Parameter  darstellen,  die  ihrerseits  wieder  rational  von  den 
Substitutionscoefficienten  abhängen.  Sie  haben  überdies  die  Eigen- 
schaft, dass  sich  die  Parameter  der  resultirenden  Drehung  bilinear 
aus  denjenigen  der  beiden  componirenden  Drehungen  zusammen- 
setzen. Der  Verfasser  knüpft  hieran  die  Frage,  ob  nicht  auch 
die  oc^  Bewegungen  des  Baumes  einer  ähnlichen  Parameter- 
darstellung mit  bilinearer  Zusammensetzung  fähig  sind.  Die 
Antwort  lautet,  dass  hierzu  acht  homogene  Parameter  notwendig 
und  hinreichend  sind. 

Ein  eingehendes  Beferat  wird  im  Anschluss  an  die  oben 
genannte  Arbeit  gegeben  werden.  Sfs. 


Ch.  Hochmann.  Die  Kinematik  der  Mechanismen.  Bd.  I. 
Grandlehren  des  Erkennens  und  der  Bildung  von 
Paaren  und  Mechanismen.     Odessa.  1890.  xvi.  248  8.  nebst 

3  Figarentaf.  (Rassisch.) 

Ch.  Hochmänn.     üeber  die  Kinematik  der  Mechanismen. 

Arbeiten    der   VIII.  Yersammlnng    der   rassischen   Natarforscher  and 
Aerste.   1890.   St  Petersburg.  Math,  nnd  Astron.   25-30.  (Rassisch.) 

Der  Verfasser  giebt  in   seinem  Berichte  einen  Begriff  vom 
ersten  Bande  seiner  Kinematik  der  Mechanismen,   welcher  die  | 

Theorie  des  Erkennens  und  der  Bildung  von  Paaren  und  Mecha- 
nismen enthält.  Unter  Erkennen  versteht  er  die  Untersuchung 
der  Bewegung  und  Oberhaupt  aller  kinematischen  Eigenschaften 
schon  vorher  bekannter  Mechanismen,  unter  Bildung  das  Auf- 
finden, die  Erfindung  von  Mechanismen  nach  vorgeschriebener 
Bewegung.  Bb. 


Ch.  Hochmann.  Maschinenkinematik.  Bd.  II.  Die  Lehre 
von  den  kinematischen  Paaren.  Teil  2.  Die  Bildung 
der  Paare.     Lief.  I.    Allgemeine  praktische  Methode 
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zum  Profiliren   der  Zähne  auf  nicht  kreisrunden  und 

kreisrunden   Rädern.      Odessa.  1890.    62  S.  nebst  4  FignrenUf. 
(Rassisch.) 

Im  ersten  Bande  seiner  Maschinen -Kinematik  hat  der  Ver- 
fasser eine  analytische  Formel  der  allgemeinen  Methode  zum 
Profiliren  beliebiger  Räder  und  eine  sehr  einfache  Construction 
dafür  gegeben;  aber  sowohl  diese  Formel,  als  auch  die  Con- 
struction sind  ohne  weitere  Bearbeitung  in  den  Einzelheiten  ge- 
geben, da  nach  dem  Plane  der  Arbeit  die  umständlichere  Ab- 
leitung der  Grundformeln  in  die  folgenden  Bände  gehört.  Wegen 
der  praktischen  Bedeutung  des  Gegenstandes  hält  der  Verfasser 
es  ftlr  nützlich,  die  Praktiker  mit  seiner  Methode  des  Profilirens 
der  Zähne  bekannt  zu  machen.  Bb. 


D.  Seiliger.  Mechanik  der  ähnlich-veränderlichen  Systeme. 
1.  Lieferung:  Theorie  der  Vectoren.  Odessa  Ges.  XI -h 
122  8.  nebst  2  Figurentaf.  1890.     2.  Lieferung:     Theorie  der 

Schrauben.   Odessa  Ges.  XL  149-221  nebst  1  Figarentaf.  (Russisch.) 

Der  Verfasser  weist  hin  auf  den  schon  ziemlich  hohen  Grad 
der  Vollständigkeit  und  Geschlossenheit  in  den  Untersuchungen 
auf  dem  Gebiete  der  Kinematik  eines  ähnlich  -  veränderlichen 
Systems  und  auf  den  Mangel  der  Untersuchungen  auf  dem  6e- 
biete  der  Mechanik  eines  solchen  Systems.  Allein  in  der  Statik 
von  Möbius  befindet  sich  eine  Frage,  welche  zur  Statik  eines 
solchen  ebenen  Systems  gehört.  Aus  diesem  Grunde  hat  der 
Verfasser  ein  Werk  unternommen,  dessen  beide  erste  Lieferungen 
die  Theorie  der  Strecken  und  die  Theorie  der  Schrauben  ent- 
halten. Der  Hauptunterschied  der  Theorie  der  Strecken  eines 
ähnlich  -  veränderlichen  Systems  und  der  Theorie  der  Strecken 
eines  unveränderlichen  Systems  besteht  darin,  dass  ein  Paar 
entgegengesetzt  gleicher  Strecken,  die  auf  einer  Geraden  liegen, 
ein  unveränderliches  System  nicht  in  Bewegung  setzen,  wohl 
aber  eine  Deformation  eines  veränderlichen  Systems  hervor- 
bringen.    Deshalb  ist  der  Verfasser  genötigt,  nicht  nur  Kräfte- 
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paare,  deren  Componenten  nicht  auf  einer  Geraden  liegen, 
und  welche  eine  Drehung  des  Systems  hervorbringen,  son- 
dern auch  Dilatations-  und  Compressionspaare  zu  betrachten. 
Er  stützt  sich  erstens  auf  den  Satz  vom  Parallelogramm  der 
Kräfte,  welche  auf  einen  Punkt  wirken,  und  dann  auf  ein  Princip, 
welches  ausspricht,  dass  ein  Dilatations-  oder  Compressionspaar 
auf  eine  beliebige  Gerade  im  Räume  übertragen  werden  kann, 
wenn  man  nur  darauf  Acht  giebt,  dass  die  Grösse  der  Kräfte 
und  die  Entfernung  zwischen  ihren  Angriffspunkten  dabei  nicht 
verändert  werden.  Bb. 


R.  Aranaz  e  Izaguibrb.     Los  mecanismos,  estudios  ana- 

IftiöOS  y  graficos.     Madrid.Agaado(1889).[Rey.d'Art.  XXXy.580.] 

A.  Calinon.  ißtude  de  cindmatique  ä  deux  et  ä  trois 
dimensions.    Paris.  129  S.  8°. 

P.  PuiSBUx.  Le90D8  de  cinömatique,  m^canismes,  hydro- 
statique,  hydrodynamique,  professöes  k  la  Sorbonne, 
r^dig^es  par  P.  Bourguignon  et  H.  La  Barbier.      Paris. 

G.  Carr6.  VIII 4-  340  S.  8« 

Anzeige  in  Darboux  Bull.  (2)  XV.  10-11. 


P.  SoMOW.      üeber  die    Beschleunigungen  in   collinear- 

veränderlichen   Systemen.       Arbeiten    der   VIII.  Versammlang 

der  rassischen  Naturforscher  nnd  Aerzte.     St.  Petersburg  1890.  Math, 
a.  Astron.  41-44.  (Rassisch.) 

In  einer  Abhandlung,  welche  sich  in  den  Mitteil,  der  math. 
Gesellsch.  in  Charkow  für  das  Jahr  1890  vorfindet,  untersucht 
P.  Somow  die  Verteilung  der  Geschwindigkeiten  in  collinear- 
veränderlichen  Systemen.  In  dem  vorliegenden  Berichte  be- 
trachtet er  die  Beschleunigungen  der  Punkte  eines  solchen 
Systems.  Bb. 


g56  ^'  Abschnitt.    Mechanik. 

F.  BuEA.     Elemente  der  kinematischen  Greometrie    des 

zweigliedrigen  ebenen  Systems.   Pr.  (Nr.  103)  Reaigymn.  Char- 

lottenburg.  27  S.  4P. 

Der  Verf.  entwickelt  die  Elemente  der  Kinematik  f&r  zwei 
starre  ebene  Systeme,  ohne  besondere  Kenntnis  der  synthetischen 
Geometrie  vorauszusetzen,  in  einer  einfachen,  rein  geometrisch 
gehaltenen  Form.  Zweckmässige  Beispiele  erläutern  die  allge- 
meinen kinematischen  Gesetze  und  vermitteln  zugleich  die  Er- 
kenntnis einer  ganzen  Reihe  wichtiger  Relationen  aus  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten.  Gerade  hierdurch  empfiehlt  sich  die 
Schrift  als  ein  wertvoller  Beitrag  zum  Lehrstoff  für  höhere  Lehr- 
anstalten, besonders  für  solche,  welche  die  Vorbereitung  fttr 
technische  Hochschulen  mit  als  eine  Hauptaufgabe  ansehen. 

Sehn. 

F.  MoRLEY.     On   the  kinematics   of  a  triangle  of  con- 
stant  shape  but  varying  size  (with  a  note).      Quart.  J. 

XXIV.  359-369,  386. 

Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  einige  Gesetze,  welche  ftlr  die 
Bewegung  ähnlich  -  veränderlicher  Systeme  gttltig  sind.  Das 
Grunddreieck,  welches  während  der  Bewegung  die  Aehnlichkeit 
bewahrt,  und  auf  welches  Punkte  oder  Curven  des  Systems  be- 
zogen gedacht  werden,  wird  zunächst  so  geleitet,  dass  seine 
Ecken  sich  auf  drei  festen  Geraden  bewegen.  Nachdem  das 
Wesentliche  dieser  Bewegungsform  entwickelt  worden  ist,  wird 
das  Grunddreieck  so  geführt,  dass  jede  Seite  desselben  durch 
je  einen  festen  Punkt  geht,  und  dieser  Fall  durch  eine  Inversion 
auf  jenen  zurückgeführt.  Des  weiteren  wird  eine  Darstellung 
des  Ortes  eines  Systempunktes  oder  der  Enveloppe  einer  System- 
curve  bei  allgemeinen  Bewegungsvorgängen  gegeben  und  auf 
die  Relationen  eingegangen,  welche  die  von  Systempunkten  um- 
schriebenen Flächen  verknüpfen.    (Vergl.  F.  d.  M.  XIIL  670.) 

Sehn. 

R.  Mehmke.     üeber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen 
Systems  in  seiner  Ebene.    Schlömilch  z.  xxxv.  1-28,  65-si. 
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Die  Formeln,  in  denen  die  Bewegung  eines  starren  ebenen 
Systems  zam  Ausdruck  gebracht  wird,  gründen  sich  auf  die 
geometrische  Darstellung  complexer  Zahlen.  Sie  sind  von  grosser 
Allgemeinheit  und  umfassen  sowohl  die  directe,  wie  die  indirecte 
Bewegung  des  Systems.  Indem  die  geometrische  Natur  einer 
Curyenstelle  wesentlich  in  dem  Möbius'schen  Sinne  gekennzeichnet 
wird,  verfolgt  der  Verf.  alle  Besonderheiten,  welche  bei  den 
Bahnen  der  Systempunkte  auftreten  können.  Es  fallen  in  den 
Bereich  der  Untersuchung  nicht  nur  die  Fälle,  in  denen  Polbahn 
und  Poicurve  im  augenblicklichen  Berührungspunkte  sich  einfach 
berühren,  sondern  auch  diejenigen,  in  welchen  die  Krümmung 
der  Polcurven  bestimmte  Eigentümlichkeiten  im  Berührungspunkte 
aufweist.  Genauer  in  die  Bebandlungsfoim  einzugehen,  ist  nicht 
möglich,  ohne  das  hier  zulässige  Mass  des  Baumes  zu  über- 
schreiten. Sehn. 


M.  GrOblbr.  Die  momentaDe  Bewegung  dreier  starrer 
Geraden  mit  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  in  einer 
Ebene.    Schiömiich  z.  xxxv.  247-254. 

Bewegen  sich  drei  beliebige  Punkte  A^^  i4„  A^  in  einer 
Ebene  mit  gegebenen  Geschwindigkeiten,  so  wird,  wenn  ein 
Punkt  A  in  starre  Verbindung  mit  jenen  drei  Punkten  gebracht 
wird,  im  allgemeinen  eine  den  Voraussetzungen  entsprechende 
Bewegung  nicht  mehr  möglich  sein;  denn  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  A  ist  in  Grösse  und  Richtung  schon  bestimmt  durch 
die  Geschwindigkeiten  von  zweien  der  drei  Punkte.  Es  entsteht 
daher  die  Frage,  wie  der  Punkt  A  zu  jenen  drei  Punkten  ge- 
legen sein  muss,  damit  eine  momentane  Bewegung  möglich  ist. 
Die  Untersuchung  dieser  Frage  führt  zu  dem  Ergebnis,  dass  der 
Ort  der  Punkte  A  aus  einer  Curve  dritter  Ordnung  besteht, 
welche  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  einen  Kegelschnitt 
zerfällt.  Die  Gonstruction  dieses  Kegelschnitts  wird  gegeben - 
derselbe  hat,  wie  der  Verf.  ausführt,  in  der  Fachwerkstheorie 
eine  besondere  Bedeutung.  Sehn. 
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G.  Pastork.     La  legge  di  Roberts  sul  quadrilatero  arti- 

Colato.      ToriDO  Atti  XXVI.  84-101. 

Der  Roberts'sche  Satz  Qber  das  Oelenkviereck,  der  zuerst 
ausgesprochen  und  bewiesen  wurde  in  der  Abbandlang  „On 
three-bar  motion  in  plane  space"  (Lond.  M.  S.  VII.  14-23),  be- 
sagt, dass  die  Curve,  welche  von  einem  unveränderlich  mit  der 
Koppel  eines  ebenen  Gelenkvierecks  verbundenen  Punkte  be- 
schrieben wird,  von  drei  verschiedenen  Gelenkvierecken,  deren 
jedes  eine  feste  Seite  hat,  gezeichnet  werden  kann  (vgl.  das  aus- 
führliche Referat  in  F.  d.  M.  VIII.  1876.  551  von  Hrn.  Schumann). 
Der  Roberts'sche  Beweis  ist  wesentlich  analytisch.  Hr.  Burmester 
beweist  den  Satz  in  seinem  Lehrbuche  der  Kinematik  (Bd.  I, 
S.  294)  nach  synthetischer  Methode.  Gegenwärtig  liefert  Hr. 
Pastore  einen  neuen  directen  und  sehr  einfachen  geometrischen 
Beweis,  der  sich  nur  auf  die  Mittel  der  elementaren  Planimetrie 
stützt,  und  zieht  einige  Schlussfolgerungen  und  Anwendungen 
aus  seinen  Betrachtungen,  wie  z.  B.:  In  jedem  Augenblicke  liegen 
die  drei  Rotationscentren  0,  0\  0"  (der  drei  Gelenkvierecke) 
und  der  beschreibende  Punkt  P  in  einer  Geraden.  Wenn  man 
zwei  von  den  drei  festen  Punkten  A^  B^  C  der  Figur  betrachtet, 
so  bewegen  sich  die  um  sie  drehbaren  Arme,  welche  nicht  zu 
dem  diese  beiden  Punkte  als  feste  Centren  besitzenden  Gelenk- 
viereck gehören,  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit.  Zuletzt 
werden  einige  besondere  Gelenkvierecke  betrachtet,  welche  auf 
die  Erzeugung  der  cyklischen  Curven  führen.  Lp. 


W.  Pheobraschensky.      Ueber  eine   Frage   der   Theorie 

der    Gelenkmechanismen.        Arbeiton   der   VIII.  Yersammlang 

der  russischen  Naturforscher  uud  Aerzte.     St.  Petersburg.  1890.  Math, 
u.  AstroD.  70.  (Russisch.) 

Es  wird  eine  analytische  Lösung  des-  sogenannten  umge* 
kehrten  Problems  der  Gelenke,  angewandt  auf  den  Hart'schen 
Inversor,  gegeben.  Bb. 

F.  Masi.     Alcune  proprietä  della  curva  di  Watt.  Bologna. 

31  S.  bo  u.  1  Taf. 
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L.  BuRMKSTER.     Geradfttbrung  und  Proportionalität  am 

Indicator.    Z.  dtach.  log.  XXXIV.  2S. 

Es  werden  von  Herrn  Burmester  in  zwei  Zuschriften  an 
die  Zeitschrift  des  Vereines  deutscher  Ingenieure  Irrtümer  dar- 
gelegt, welche  sich  in  dem  in  Bd.  XXXIV  dieser  Zeitschrift  von 
Herrn  W.  Hartmann  veröffentlichten  Vortrage,  obigen  Gegenstand 
betreffend,  finden.  Sehn. 

H.  Knaüff.     Polbahnen,   deren  Roulette   ein  Kreis  ist. 

Diss.  Marbarg,  Pr.  (Nr.  650)  Realsch.  Schönberg  i.  Ratzeburg.  34  S.  gr.  8^. 

Die  Bewegung  eines  ebenen  starren  Systems  ist  bestimmt 
durch  die  Roulette,  welche  ein  Punkt  des  Systems  beschreibt, 
und  durch  die  Polcurve  des  bewegten  Systems.  Durch  diese 
beiden  Curven  ist  die  Polbahn  bedingt.  In  der  Arbeit  wird  als 
Roulette  ein  Kreis  gewählt,  als  Polcurve  ein  Kegelschnitt,  eine 
logarithmische  oder  eine  hyperbolische  Spirale.  Die  Untersuchung 
der  Polbahnen,  welche  sich  unter  diesen  Bedingungen  ergeben, 
bildet  den  Gegenstand  der  vorliegenden  Abhandlung. 

Sehn. 


C.  RoDENBERG.     Uebcr  Polbestimmung  in  Verzweigungs- 
lagen zwangläufig  bewegter  starrer  Systeme.      Naturf. 

Ges.  Bremen.  LXIIL  6-8. 

„Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  derjenigen  Pole,  um 
welche  zwei  consecutive  Bewegungen  stattfinden  können.  Jeder 
Systempunkt  eines  der  beiden  Glieder  beschreibt  dann  im  Systeme 
des  anderen  Gliedes  eine  Curve  mit  mehrfachem  Punkte,  und 
die  Normalen  der  verschiedenen  Zweige  dieses  Punktes  sind 
nach  den  zu  suchenden  Polen  gerichtet.^  Lp. 


E.  OvAZZA.      II    poligono    funicolare    in    cinematica. 

ToriDO  Atti  XXV.  406-413. 

Wenn  eine  Gerade  X  sich  um  einen  ihrer  Punkte  innerhalb 
einer  Ebene  dreht,  und  wenn  man  die  Geschwindigkeiten  ihrer 
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Punkte  in  einem  gegebenen  Momente  als  Lote  zur  Geraden  in 
diesen  Punkten  abträgt,  so  liegen  die' Endpunkte  aller  dieser 
Lote  in  einer  zweiten  Geraden  l\  welche  durch  das  Rotations- 
centrum geht.  Ist  /  eine  zu  l  senkrechte  Gerade  der  Ebene,  so 
nennt  der  Verfasser  den  Winkelraum  zwischen  den  beiden  Ge- 
raden l  und  k^  das  „Diagramm  der  simultanen  Geschwindig- 
keiten in  der  Richtung  l^.  Der  Aufsatz  enthält  die  Ableitung 
des  folgenden  Satzes:  „Zwei  Diagramme  der  Geschwindigkeiten 
in  Richtunng  /,  die  in  einer  und  derselben  Ebene  n  construirt  sind 
und  sich  auf  dasselbe  System  von  simultanen  Elementar-Rota- 
tionen  um  parallele  Axen  (Lote  zur  Ebene  n)  beziehen,  sind 
affine  Figuren  mit  dem  Affinitätscentrum  im  Unendlichen  auf  / 
und  mit  einer  Affinitätsaxe,  die  zu  der  Verbindungslinie  der  Pole 
parallel  ist.^  Hierbei  sind  von  einem  „Pole'*  P  die  Parallelen 
f^i,  i^i+ii  •••)  f^r  zu  den  Geraden  A|,  ^Vm  ••  m  ^  gezogen  und 
diese  Parallelen  mittels  einer  Geraden  von  der  Richtung  /  im 
Abstände  1  von  P  geschnitten.  Der  polygonale  Zug  AI  ij+i  •  •  •  V 
kann  ein  „Seilpolygon"  heissen,  das  die  Winkelgeschwindigkeiten 
enthält.  Lp. 

H.  Wiener.      Die   Zusammensetzung    zweier    endlichen 

Schraubungen  zu  einer  einzigen.     Leip».  Ber.  XLIL  13-23. 

H.  W^iENER.     Zur  Theorie  der  ümwendungen.   Leipa.  Ber. 

XLll.  71-87. 

H,  Wiener.      Ueber    geometrische   Analysen.    Leipz.  Ber. 

XLII.  245-267. 

Ein  einfacher,  in  seinen  Folgen  fruchtbarer  Gedanke  ist 
der  der  Umwendung,  welche  der  Verfasser  als  einheitliche 
Elementarbewegung  in  die  Kinematik  einführt.  Unter  einer  Um- 
Wendung  ist  verstanden  eine  halbe  Umdrehung  um  eine  Axe. 
Die  Folge  der  Ümwendungen  um  zwei  parallele  Gerade  ersetzt 
eine  Schiebung  eines  starren  Gebildes  um  den  doppelten  Abstand 
dieser  Geraden;  die  Folge  der  Ümwendungen  um  zwei  sich 
schneidende  Geraden  ersetzt  eine  Drehung  um  ihren  doppelten 
Winkel  um  eine  Axe,  welche  in  dem  Schnittpunkte  beider  Geraden 
senkrecht  zu  ihrer  Ebene  errichtet  ist;  endlich  ist  die  Folge  der 
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Umwendangen  um  zwei  windschief  sich  kreuzende  Geraden  er- 
setzbar durch  eine  Schraubung,  deren.  Winkel  mit  dem  doppelten 
Winkel  und  deren  Höhe  mit  dem  doppelten  Abstand  beider  Ge- 
raden tibereinstimmt,  während  die  Schraubenaxe  mit  der  Linie 
dieses  Abstandes  zusammenfällt.  Umgekehrt  kann  jede  Schrau- 
bung durch  die  Umwendnngen  um  zwei  Geraden  $  und  t  ersetzt 
werden;  diese  Geraden  schneiden  die  Schraubenaxe  senkrecht. 
Die  eine  kann  im  übrigen  willkürlich  angenommen  werden,  die 
andere  ist  aber  alsdann  in  der  angegebenen  Form  durch  die 
Maasse  der  Schraubung  bedingt.  Sind  demnach  zwei  Schraubungen 
gegeben,  so  kann  man  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  beider 
Schraubenaxen  als  eine  Umwendungsaxe  i  ansehen,  welche  mit 
einer  Umwendungsaxe  s  zusammen  die  eine  Schraubung  und  mit 
einer  Umwendungsaxe  u  zusammen  die  andere  Schraubung 
charakterisirt.  Das  Ergebnis  beider  Schraubungen  ist  also  durch 
eine  Umwendung  um  «,  eine  darauf  folgende  um  f,  eine  aber- 
malige um  t  und  eine  neue  Umwendung  um  u  ersetzbar.  Da 
die  zweimaligen  Um  Wendungen  um  t  sich  aufheben,  so  ist  der 
Erfolg  beider  Schraubungen  durch  zwei  Umwendungen  um  s  und 
u  ersetzbar,  und  diese  beiden  ergeben  wieder  eine  Schraubung, 
deren  Elemente  aus  s  und  u  leicht  construirbar  sind.  Damit  sind 
die  Erfolge  zweier  Schraubungen  durch  die  einer  einzigen  er- 
setzt, und  die  Elemente  derselben  aus  denen  jener  beiden  Schrau- 
bungen constructiv  abgeleitet. 

Im  Anschluss  an  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  zeigt 
der  Verfasser,  wie  nun  aus  der  Theorie  der  Umwendungen  ge- 
folgert werden  kann,  dass  jedes  starre  System  aus  einer  Lage 
in  jede  beliebige  andere  stets  durch  zwei  Umwendungen  gebracht 
werden  kann,  und  er  begründet  damit  auf  neue  Art  den  Satz, 
dass  sich  jeder  Körper  aus  einer  Lage  in  eine  beliebige  andere 
durch  eine  Schraubung  überführen  lässt. 

Die  Theorie  der  Umwendungen  führt  Herrn  Wiener  zu  der 
Betrachtung  allgemeiner  geometrischer  VerwandtschaftsTcrhält- 
ntsse.  Er  unterwirft  dieselben  bestimmten  Formen  der  Rechnung; 
auf  letztere  näher  einzugehen,  muss  indessen  an  dieser  Stelle 
verzichtet  werden.     Nur  eine  allgemeinere  Bemerkung,  die  das 
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Bestreben  des  Verfassers  kennzeichnet,  mag  hier  noch  Platz 
finden.  Versteht  man  unter  einer  involutorischen  Verwandtschaft 
eine  solche  (nicht  identische)  Verwandtschaft,  die,  zweimal  hinter 
einander  angewandt,  die  identische  Verwandtschaft  ergiebt,  so 
ist,  wo  es  nur  immer  möglich  ist,  in  einer  bestimmten  Klasse 
von  Verwandtschaften  eine  jede  als  Folge  Ton  involutorischen 
Verwandtschaften  aufzufassen,  die  Theorie  dieser  allgemeineren 
Verwandtschaften  auf  diejenige  der  sie  zusammensetzenden  in- 
volutorischen Verwandtschaften  zu  gründen.  Da  Herr  Wiener 
in  Aussicht  stellt,  diesen  allgemeinen  Gedanken  in  seiner  Trag- 
weite fQr  bestimmte  Verwandtschaftsverhältnisse  eingehender  zu 
verfolgen,  so  wird  Gelegenheit  werden,  auf  denselben  später 
näher  einzugehen. Sehn.- 

C.   Küpper.      Die  Schrauben bewegung,    das  Nullsystem 
und  der  lineare  Complex.    Monatsh.  f.  Math.  95-104. 

Von  der  Schraubenbewegung  ausgehend,  entwickelt  der  Verf. 
die  Theorie  des  Nullsystems  und  des  linearen  Complexes.  Er 
empfiehlt,  in  dieser  Form  das  Studium  dieser  Gebilde  in  Vor- 
trägen an  technischen  Hochschulen  zu  vermitteln.  Sehn. 


G.  Darbüüx.    Sur  le  d^placement  d'une  figure  invariable. 

Ann.  de  TEc.  Norm.  (3)  VII.  323-326. 

Ein  Umdrehungscylinder  C  rolle  in  einem  zweiten  Um- 
drehungscylinder  C,  dessen  Radius  die  doppelte  Grösse  hat,  and 
gleite  gleichzeitig  längs  der  erzeugenden  Geraden  von  C\  Unter* 
wirft  man  die  Bewegung  von  C  noch  der  Bedingung,  dass  ein 
Punkt  seiner  Fläche  eine  Gerade  beschreibe,  welche  notwendiger 
Weise  durch  die  Axe  von  C  gehen  muss,  so  ist  die  Bewegung 
von  C  vollkommen  bestimmt,  und  jeder  mit  C  starr  verbundene 
Punkt  beschreibt  einen  Kegelschnitt.  Diese  Bewegung  ist  die 
allgemeinste,  bei  welcher  alle  Punkte  des  starren  Gebildes 
Ellipsen  beschreiben,  und  zwar  ist  es,  wenn  man  den  Fall  stus- 
schliesst,  bei  welchem  der  Körper  parallel  einer  festen  Ebene 
verschoben  wird,  die  einzige,  bei  welcher  alle  Punkte  des  starren 
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Gebildes  ebene  Gurven  beschreiben.  Der  Beweis  hierfür  wird 
in  geistvoller  Weise  aus  kinematischen  Gesichtspunkten  mit  Hülfe 
des  Princips  der  inversen  Bewegung  geführt. 

Bei  der  Bewegung  eines  starren  ebenen  Gebildes  in  seiner 
Ebene  giebt  es  eine  Bewegung,  bei  welcher  alle  Punkte  Ellipsen 
beschreiben;  im  Räume  giebt  es  dagegen  keine  Bewegung,  bei 
der  alle  Punkte  des  Raumes  Flächen  zweiten  Grades  beschreiben, 
vielmehr  treten  an  ihre  Stelle  in  gewissem  Sinne  Steiner'sche 
Flächen,  das  heisst:  Es  existirt  eine  Bewegung  eines  starren 
Gebildes  im  Räume,  bei  welcher  alle  Punkte  Steiner'sche  Flächen 
beschreiben.  Zehn  besondere  Punkte  des  beweglichen  Gebildes 
beschreiben  bei  dieser  Bewegung  Ebenen.  Wenn  man  die  Be- 
wegung noch  gewissen  besonderen  Bedingungen  unterwirft,  so 
kann  es  vorkommen,  dass  die  Punkte  von  zwei  Geraden  EUip- 
soide  beschreiben.  In  diesem  Falle  giebt  es,  wenn  man  imaginäre 
Elemente  zulässt,  ein  Tetraeder  mit  höchstens  zwei  reellen  Seiten, 
welches  folgende  Eigenschaften  darbietet: 

Jeder  Punkt  ausserhalb  der  Seitenflächen  beschreibt  eine 
Steiner'sche  Fläche,  jeder  Punkt,  welcher  in  einer  Seitenfläche, 
aber  ausserhalb  der  Kanten  gelegen  ist,  eine  Regelfläche  dritter 
Ordnung,  jeder  Punkt  endlich,  welcher  auf  einer  der  Kanten 
sich  befindet,  durchläuft  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  oder  eine 
Ebene.  Sehn. 


A.  Mannheim.     Sur  le  döplacement  d'une  figure  de  forme 
invariable  dont  tous  les  plans  passent  par  des  points 

fixes.      J.  de  FEc.  Pol.  LX.  75-88. 

Herr  Darboux  hatte  bemerkt  (C.  R.  1881),  dass,  wenn  ein 
Htarres  System  sich  so  bewegt,  dass  jede  Ebene  desselben  bei 
der  Bewegung  durch  einen  festen  Punkt  geht,  die  Ebenen  Um- 
drehungskegel umhQllen.  Im  Anschluss  an  diese  Bemerkung 
zeigt  Herr  Mannheim,  dass  diese  Umdrehungskegel  parallele 
Axen  haben.  Daraus  wird  gefolgert,  dass  in  dem  starren  System 
eia  Ebenenbflschel  vorhanden  ist,  dessen  Ebenen  bei  der  Be- 
wegung bezüglich  durch  feste  Geraden  gehen.     Alle  diese  Ge- 
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raden  sind  Erzeugende  eines  Umdrehungscylinders.  Es  lässt 
sieb  demnach  die  Bewegung  auch  dadurch  erzeugt  denken,  dass 
ein  Dreiflach  sich  so  bewegt,  dass  zwei  seiner  Flächen  durch 
zwei  parallele  Geraden  gehen,  während  die  dritte  Fläche  stets 
durch  denselben  Punkt  läuft.  Indem  diese  Bewegungsform 
weiter  untersucht  wird,  gelangt  Herr  Mannheim  zu  dem  Ergebnis, 
dass  die  Bewegung  dadurch  hervorgebracht  werden  kann,  dass 
ein  Umdrehungscylinder  (C)  auf  einem  festen  Umdrehungscylinder 

f— \  der,  im  Inneren  von  (C)  gelegen,  den  halben  Radius  von 

jenem  zum  Radius  hat,  rollt,  und  in  der  Richtung  der  Aze  gleich- 
zeitig derart  gleitet,  dass  eine  mit  ihm  fest  verbundene  Ebene 
durch  einen  festen  Punkt  geht  Wird  diese  Bewegungsform  vor- 
ausgesetzt, so  lässt  sich  wieder  erkennen,  dass  jede  Ebene  des 
bewegten,  aber  in  sich  starren  Systems  durch  einen  festen  Punkt 
führt.  Betrachtet  man  die  inverse  Bewegung,  so  erkennt  man, 
dass  ein  Umdrehungscylinder,  welcher  im  Innern  eines  anderen 
Umdrehungscylinders  von  doppeltem  Radius  rollt,  und  gleich- 
zeitig so  gleitet,  dass  ein  mit  ihm  starr  verbundener  Punkt  auf 
einer  festen  Ebene  verbleibt,  die  Bewegung  eines  starren  Systems 
bestimmt,  bei  der  alle  Punkte  des  Systems  ebene  Curven  be- 
schreiben.    Sehn. 

A.  Mannheim.     Sur  un  mode  de  transformation  en  gdo- 
m^trie  cin^matiqae.    C.  R.  OX.  220-223,  270-272. 

A.  Mannheim.    Transformation  en  g^omStrie  cinämatique. 

C.  B.  CX.  391-394. 

Wenn  eine  Gerade  D  sich  so  bewegt,  dass  drei  ihrer  Punkte 
a,  b,  c  bezüglich  auf  drei  Kugelflächen  bleiben,  deren  Mittelpunkte 
a,  ß^  y  einer  Geraden  0  angehören,  so  verschieben  sich  die 
anderen  Punkte  von  D  auch  auf  Eugelflächen,  deren  Mittelpunkte 
auf  0  gelegen  sind.  Beschreibt  man  um  a  eine  Kugel,  welche 
die  Kugelfläche  um  a  berührt,  und  verfährt  entsprechend  mit 
b  und  c,  so  werden  diese  neuen  Kugeln,  wenn  sie,  von  unver- 
änderlicher Form  gedacht,  bei  der  Bewegung  von  D  mitgefQhrt 
werden,  die  drei  festen  Kugelflächen  berfthren.    Da  bei  der  Be- 
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wegung  von  D  ein  jeder  Pankt  /  von  D  anf  einer  Kugelfläclie 
bleibt,  deren  Mittelpunkt  X  auf  der  Geraden  0  gelegen  ist,  so 
muBS  eine  Engel  von  unveränderlicher  Gestalt,  welche  /  zum 
Mittelpunkte  hat,  bei  der  Bewegung  von  D  stets  zwei  eoneentrische 
Kugeln  berühren,  welche  l  zum  Mittelpunkte  haben.  Denkt  man 
sich  demnach,  dass  eine  Reihe  Kugeln  (une  file  de  sphöres),  deren 
Mittelpunkte  einer  Geraden  D  angehören,  ein  Gebilde  von  unver- 
änderlicher Gestalt  bilden,  und  verschiebt  dasselbe  so,  dass  drei  von 
ihnen  bezQglich  drei  feste  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  auf  einer 
Geraden  0  liegen,  berühren,  so  wird  jede  der  beweglichen 
Kugeln  stets  zwei  eoneentrische  Kugeln  berühren,  deren  Mittel- 
punkt auf  0  gelegen  ist.  Wird  D  in  das  Unendliche  verlegt, 
so  werden  die  Kugelflftchen,  deren  Mittelpunkte  anf  D  ange- 
nommen wurden,  zu  Ebenen,  welche  einer  Geraden  parallel 
laufen,  und  man  darf  im  besonderen  anch  annehmen,  dass  die- 
selben einen  Ebenenbflschel  bilden.  So  gewinnt  Herr  Mannheim 
den  Satz:  „Ein  Ebenenbüschel  von  unveränderlicher  Form  be- 
wege sich  derart,  dass  drei  seiner  Ebenen  bezüglich  drei  Kugeln 
berühren,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  0  gelegen  sind; 
jede  Ebene  des  beweglichen  Büschels  berührt  bei  der  Bewegung 
eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  »ich  auf  0  befindet. 

Es  bildet  somit  das  mittlere  der  drei  oben  ausgesprochenen 
Theoreme  das  verbindende  Glied  zwischen  dem  ersten  und  letzten ; 
denn  denkt  man  sich,  dass  die  Kugelreihen  zu  Punkten  der 
Geraden  D  übergehen,  so  entsteht  das  erste  der  Theoreme;  das 
zweite  aber  ist  in  der  Form  abzuleiten,  wie  soeben  dar- 
gelegt ist  Durch  Betrachtung  der  Kugelreihe  wird  also  das 
eine  Theorem,  welches  sich  anf  die  Trajectorienfiächen  der 
Punkte  einer  Geraden  bezieht,  in  das  andere  Theorem  überge- 
ilübrt,  welches  die  Trajectorienfiächen  betrifft,  die  von  den  Ebenen 
eines  in  sieh  starren  Ebenenbüschels  beschrieben  werden.  Die 
Gesetze  für  jene  und  für  diese  Trajectorienfiächen  lassen  manche 
Analogien  erkennen,  welche  durch  das  dargelegte  Princip  der 
kinematischen  Umbildung  ihre  Begründung  erhalten.  Dies 
das  Wesen  der  Sache.  Die  Fruchtbarkeit  des  Gedankens 
wird    durch    mannigfache   interessante  Anwendungen   dargelegt, 
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doch  muss,   wa8   diese   betrifift,   auf  die  Publication  selbst  ver- 
wiesen werden. 

Während  in  der  ersten  Mitteilung  von  Flächentrajeetorien 
der  Punkte  des  starren  Systems  die  Bede  war,  wird  das  Princip 
der  kinematischen  Transformation  in  einer  zweiten  Mitteilung 
auf  Fälle  angewandt,  in  denen  die  Punkte  des  starren  Systems 
Linientrajectorien  beschreiben.  So  gewinnen  z.  B.  die  folgenden 
beiden  Sätze  ihre  innere  Verbindung:  „Die  Normalebenen  fhr  die 
Trajectorien  der  Punkte  einer  Geraden  schneiden  sieh  längs  einer 
Geraden ''f  und  das  Analogon:  ^Die  Normalebenen  fQr  die  Ebenen 
eines  beweglichen  in  sich  starren  EbenenbQschels,  welche  bei 
einer  Lage  des  Büschels  durch  die  bezüglichen  Charakteristiken 
dieser  Ebenen  gehen,  schneiden  sich  längs  einer  Geraden^.  In 
der  gleichen  Weise  werden  die  folgenden  beiden  Sätze  verbunden: 
,,Die  Erümmungsaxen  der  Trajectorien  der  Punkte  einer  Geraden 
gehören  einem  Hyperboloid  an*',  und:  „Die  Erümmungsaxen  der 
abwickelbaren  Flächen,  welche  von  den  Ebenen  eines  beweglichen 
in  sich  starren  Ebenenbttschels  umhüllt  werden,  liegen  auf  einem 
Hyperboloid".  Diese  Beispiele  mögen  zur  Eennzeichnung  der 
zweiten  Mitteilung  genügen. 

In  einer  dritten  Mitteilung  werden  die  Principien  der  kine- 
matischen Transformation  auf  eine  Construction  angewandt. 
Wenn  die  Trajectorien  von  zwei  Punkten  einer  Geraden  bekannt 
sind,  so  ist  die  Verrückung  der  Geraden  bestimmt;  die  Elemente 
zweier  Trajectorien  müssen  also  die  Elemente  der  Trajectorie 
eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden  bestimmen  lassen.  Herr 
Mannheim  hat  seiner  Zeit  eine  Construction  angegeben  für  die 
Krümmungsaxe  der  Trajectorie  eines  beliebigen  Punktes  der  be- 
weglichen Geraden,  wenn  dieselbe  für  die  Trajectorien  zweier 
Punkte  der  Geraden  gegeben  ist.  Durch  die  Transformation  wird 
folgende  Construction  dieser  zur  Seite  gestellt:  „Ein  bewegliches 
Zweiflach  von  unveränderlicher  Form  bewege  sich  so,  dass  seine 
Seitenflächen  zwei  abwickelbare  Flächen  beschreiben,  Eennt 
man  die  Erümmungsaxen  dieser  beiden  abwickelbaren  Flächen, 
so  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Erümmungsaxe  der 
Enveloppe  einer  Ebene,  welche  mit  dem  Zweiflach  in  starrer  Ver- 
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bindung  steht  und  der  Kante  des  Zweiflachs  parallel  läuft,  oder 
im  besonderen  Falle  diese  Kante  in  sich  schliesst''. 

Auch  in  einer  Formel  findet  die  Analogie  zwischen  einer 
bewegten  Geraden  und  einem  bewegten  Ebenenbttschel  einen 
Ausdruck,  Sehn. 

A.  Mannheim.      Th^or^me    de    g^mdtrie    cin^matique. 

Noav.  Ann.  (3)  IX.  227-228. 

Es  bewege  sich  ein  starres  System.  In  demselben  mögen 
Gerade  aufgefasst  werden,  welche  von  einem  Punkte  a  auslaufen. 
Jede  dieser  Geraden  beschreibt  bei  der  Bewegung  des  Systems 
eine  geradlinige  Fläche,  und  in  Beziehung  auf  diese  kommt  jeder 
dieser  Geraden  ein  Centralpunkt  für  eine  bestimmte  Lage  zu. 
Alle  diese  Gentralpunkte  liegen  auf  einem  Umdrehungscylinder, 
welcher  die  Schraubeuaxe  f&r  die  augenblickliche  Bewegung  des 
Systems  enthält,  und  dessen  senkrechter  Querschnitt  den  Abstand 
des  Punktes  a  von  dieser  Axe  zum  Durchmesser  hat.  Dieses 
Theorem  wird  aus  den  einfachsten  Elementen  der  Kinematik 
hergeleitet.  Sehn. 

A.  Mannheim.     Sur  le  döplacement  d'un   double  cöne. 

C.  B.  OXI.  634-636,  817-819. 

Ein  Doppelkegel  sei  zusammengesetzt  aus  zwei  gleichen 
Rotationskegeln.  Die  gemeinschaftliche  kreisförmige  Basis  (C) 
sei  in  einer  verticalen  Ebene  gedacht.  Symmetrisch  zu  dieser 
Ebene  mögen  zwei  Gerade  D,  und  D,  liegen,  welche  sich  in 
einem  Punkte  o  dieser  Ebene  schneiden:  Auf  diese  beiden 
Geraden  sich  stützend,  möge  der  Doppelkegel  eine  rollende  Be- 
wegung machen.  Die  Ebene  (D^D^)^  welche  senkrecht  zu  (C) 
gestellt  ist,  enthält  die  augenblicklichen  Drehungsaxen,  und  zwar 
stehen  auch  sie  senkrecht  zu  (ü),  sind  also  unter  einander 
parallel.  Der  Ort  der  Drehungsaxen  in  dem  starren  Gebilde,  dessen 
Bewegung  durch  die  des  Doppelkegels  bedingt  ist,  ist  demnach 
ein  Cylinder,  dessen  Erzeugende  senkrecht  gegen  die  Vertical- 
ebene  C  gerichtet  sind.  Der  senkrechte  Querschnitt  dieses  Cylin- 
ders  ist,  wie  sich  ergiebt,  eine  logarithmische  Spirale.     Die  Be- 
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weguDg  des  Doppelkegels  kann  also  auch  dadureh  erzeugt  werdeo^ 
dass  ein  mit  ihm  fest  verbundener  Cylinder  von  der  gekenn- 
zeichneten Art  auf  der  Ebene  (D^D^)  der  Bahnlinien  rollt  Der 
Ort  der  Berührungspunkte  des  einen  der  Kegel  mit  der  Bahn- 
linie Dj,  auf  welche  er  sich  bei  der  Bewegung  stützt,  ist  dne 
Curve,  welche  die  Erzeugenden  dieses  Kegels  unter  demselben 
Winkel  schneidet,  also  eine  loxodromische  Curye.  Dasselbe  gilt 
natürlich  auch  entsprechend ,  für  den  anderen  Kegel.  Auf  dem 
mit  dem  Kegel  in  Verbindung  gedachten  Cylinder  ist  dieser  Ort 
der  Berührungspunkte  eine  Schraubenlinie. 

In  einer  zweiten  Mitteilung  setzt  Herr  Mannbeim  voraus, 
dass  sich  der  Doppelkegel  auf  zwei  Schraubenlinien  bei  der  Be- 
wegung stütze,  welche  auf  einem  Umdrebungscylinder,  der  senk- 
recht zur  Ebene  (C)  gestellt  ist,  sich  befinden,  und  welche  sym- 
metrische Lage  gegen  diese  Ebene  haben.  Die  Bewegung  des 
Doppelkegels  ist  alsdann  auch  dadurch  hervorzubringen,  dass 
ein  mit  ihm  starr  verbundener  Cylinder,  dessen  senkrechter 
Querschnitt  eine  logarithmische  Spirale  ist,  sich  auf  jenem  Rota- 
tionscylinder  derartig  abwälzt,  dass  die  Erzeugenden  beider 
Cylinder  bei  dem  BewegungBvorgang  nach  und  nach  in  einander 
fallen.  Diese  Bewegungsform  ist  allgemeinerer  Natur  als  die- 
jenige, welche  in  der  ersten  Mitteilung  angenommen  worden  ist; 
denn  lässt  man  den  Rotationscylinder  in  eine  Ebene  übergehen, 
so  werden  die  Schraubenlinien  die  Bahngeraden  D^  und  D,.  Es 
ist  also  die  erste  Bewegungsform  als  eine  Bewegungsform  be- 
sonderer Art  in  der  zweiten  enthalten.  Sehn. 


G.  SusLow.     lieber  die  Krümmung  der  Flächen.    Arbeitea 

der   VIII.  Yersammlang    der    rasBischeD    Naturforscher   aod    Aerste. 
St  Peterbnrg.  1890.  Math.  u.  Astr.  54-55.  (Baesiach.) 

Thomson  und  Tait  (Treatise  on  Natural  Philosophy)  be- 
trachten die  Krümmung  der  Flächen  von  einem  etwas  von  dem 
gewöhnlichen  abweichenden  Standpunkte  aus.  Der  Zweek  der 
Mitteilung  des  Herrn  G.  Suslow  ist,  diese  Theorie  in  einer  ein* 
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fächeren  Form  darzustellen  und  auf  einige  aus  ihr  sich  ergeben- 
den Sätze  hinzuweisen.  Am  Ende  seines  Berichtes  bemerkt  er, 
dass  diese  Methode  von  grossem  Nutzen  ist  bei  Untersuchungen 
über  das  Bollen  einer  Fläche  auf  einer  anderen,  sowie  über 
die  Stabilitätsbedingungen  des  Gleichgewichts  einer  schweren 
Fläche  auf  einer  anderen.  Bb. 


G.  Königs.     Sur    l'oscillation    de    la    vitesse    angulaire 
dans  le  mouvement  d'un  corps  solide  libre.      s.  m.  f. 

BuU.  XVIII.  131-135. 

Es  bewege  sich  ein  Ellipsoid  um  seinen  Mittelpunkt  der- 
art, dass  es  auf  einer  festen  Berührungsebene,  ohne  zu  gleiten, 
rollt,  und  zwar  sei  die  Winkelgeschwindigkeit  in  jedem  Augen- 
blick proportional  dem  Richtstrahl  nach  dem  Berührungs- 
punkte. Ist  das  Ellipsoid  ein  Trägheitsellipsoid,  so  sind  die  nach 
der  Grösse   geordneten   Halbaxen   der   Bedingung  unterworfen 

-^*<-T  +  TT7    und   aus   dieser   wird   bekanntlich  geschlossen, 

dass  die  Herpolodie,  d.  i.  die  Bahn  des  Berührungspunktes  in  der 
Berührungsebene,  keine  Inflexionspunkte  besitzt.  In  der  vor- 
liegenden Arbeit  zieht  der  Verf  aus  jener  Bedingungsgleichung 
eine  andere  Folge.     Entspricht  der  Richtstrahl  R*  der  kleinsten 

R! 

Winkelgeschwindigkeit  und  A''  der  grössten,   so  ist  q  =  -^77-, 

also  ist  das  Verhältnis  der  kleinsten  zur  grössten  Winkelgeschwin- 
digkeit bei  einem  ganz  beliebigen  Ellipsoid  in  den  Grenzen 
eingeschlossen 

.^    ,^ b[ 

und  die  untere  Grenze  kann  beliebig  klein  werden,  wenn  b  und 
c  hinlänglich  klein  gegen  a  gewählt  werden.  Wenn  dagegen 
ein  Trägheitsellipsoid  gewählt  wird,  so  hält  sich  q*  innerhalb 
der  Grenzen 

1  ^ «'  ^  «'+** 
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und  die  untere  Grenze  kann  nicht  anter  ^  herabsinken.    Es  liegt 

demnach  in  diesem  Falle  g  zwischen  1  und  — =•    Da  -^^an^e- 

1/2  V2 

nähert  ^  ist,  so  kann  die  Winkelgeschwindigkeit  bei  der  Rota- 
tion eines  festen  Körpers  um  einen  Punkt  nur  zwischen  engen 
Grenzen  variiren,  und  zwar  erreicht  die  grösste  Veränderung 
der  Winkelgeschwindigkeit  noch  nicht  -^,  also  noch  nicht  ein 
Drittel  ihres  Maximalwertes.  Sehn. 


E.  NovARESB.      Sair  accelerazione  di  second'ordiue  nel 
moto  rotatorio  intorno  a  un  punto.      Torino  Atti  xxvi. 

302-309. 

Bei  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  sind  von  Hrn.  Schell  in  den  beiden  Auflagen  seiner 
„Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte"  die  Ausdrücke  ffir  die 
Projectionen  der  Beschleunigungen  zweiter  Ordnung  auf  die 
Coordinatenaxen  abgeleitet  worden;  doch  stimmen  die  Resultate 
in  beiden  Auflagen  nicht  völlig  überein.  Hr.  Novarese  hält 
weder  die  einen,  noch  die  anderen  Formeln  fflr  genau  und  be- 
rechnet unter  Benutzung  von  Betrachtungen  einer  früheren  Unter- 
suchung (Studio  suir  accelerazione  di  ordine  n  nel  moto  di  una 
retta,  Torino  Atti  XXIV,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  856)  die  folgen- 
den Formeln  für  jene  Projectionen: 

J(2)  =  ct)v(2ft)-^)aj-|-(2cü>+an/;')y. 

Hierin  bedeuten :  x^  y^  z  die  Coordinaten  des  betrachteten  Punk- 
tes ;  (o  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  momentane  Rotations- 

axe  Ol]  die  Accente  Ableitungen  nach  der  Zeit;  \fj  =  l/ö^^+F^+c^, 
wo  üj  6,  c  die  Richtungscosinus  von  Ol  sind;  R  den  Haupt- 
krümmungsradius für  den  unbeweglichen  Kegel  des  Ortes  der 
RotatioDsaxen.    Im  zweiten  Teile  des  Aufsatzes  werden  einige 
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Formeln  betreffs  der  Erttmmang  und  der  Torsion  der  Bahncurve 
eines  beliebigen  Pnnktes  des  beweglichen  Systems  entwickelt. 

Lp. 

G.  F.  W.  Babhb.      Sur   les  points   d'inflexion  de  Ther- 

polhodie  de   PoinSOt.      Amst.  Veral.  eo  Meded.  (3)  VII.  328-360, 
Delft.  Ann.  de  Vtc.  Polyt  VI.  27-51. 

Bebandelt  die  Poinsot'sche  Herpolodie,  specieller  die  Frage, 
ob  sie  Wendepunkte  habe.  Nachdem  Hr.  de  Sparre  dieselbe 
in  der  französischen  Akademie  auf  die  Tagesordnung  ge- 
bracht hatte,  wurde  sie  in  der  letzten  Zeit  wiederholen tlich  be- 
sprochen. Meistens  aber  geschah  solches  mittels  der  das  me- 
chanische Problem  ausdrückenden  Integrale.  Hier  aber  ist  das 
Problem  rein  mathematisch  aufgefasst,  indem  Verf.  die  Herpolodie 
als  den  auf  einer  Ebene  durch  den  Pol  eines  Ellipsoids,  dessen 
Bertthrungsebene  in  constanter  Distanz  vom  Mittelpunkte  liegt, 
beschriebenen  Weg  betrachtet.  Das  in  dieser  Weise  in  Gleichung 
gebrachte  Problem  bezeichnet  die  Herpolodie,  deren  Krümmungs- 
radius sich  berechnen  lässt.  Hieraus  geht  hervor,  dass  bei 
Ellipsoiden,  welche  als  centrale  Trägheitsellipsoide  vorkommen, 
die  Herpolodie  weder  Wendepunkte  noch  Inflexionspunkte  haben 
kann,  bei  anderen  Ellipsoiden  können  sie  unter  gewissen  Um- 
ständen vorkommen.  Schliesslich  behandelt  der  Verf.  die  be- 
sonderen Fälle,  wenn  zwei  Axen  des  Ellipsoids  einander  gleich 
sind  und  die  Distanz  der  Bertthrungsebene  vom  Mittelpunkte  der 
mittleren  Axe  gleich  ist.  Im  ersten  Falle  ist  die  Herpolodie  ein 
Kreis,  im  zweiten  eine  mit  der  logarithmischen  Spirale  ver- 
wandte Spirale;  beides  schon  von  Poinsot  gefundene  und  be- 
sprochene Schlussfolgerungen.  (Vergl.  die  früheren  Unter- 
suchungen von  Herrn  Hess  über  denselben  Gegenstand  F.  d.  M. 
XIL  1880.  649.    Lp.)  G. 

Ph.  Gilbert.     Sur  rherpolhodie  de  Poinsot  et  sur  un 
appareil  de  MM.  Darboux  et  Koenigs.  Brax.  s.  sc  xiva. 

42-43,  B.  25-34. 

Geschichtliche  Darstellung  der  neueren  Untersuchungen  über 
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die  Herpolodie;  einfacher  Beweis  des  Hessischen  Satzes  ttber  die 
Abwesenheit  von  Wende-  und  Rttckkehrpunkten  auf  dieser  Curve; 
Beschreibung  eines  Apparats  zur  Aufzeichnung  dieser  merkwür- 
digen Curve  und  eines  anderen,  mit  dem  ersteren  verwandten 
Apparates.  Hn.  (Lp.) 

F.  Reüleaüx.     Oflfenes  Rundschreiben.     Berlin.    Druck  von 

H.  S.  Hermann.  8  S.  i^. 

Eine  Streitschrift  gegen  Herrn  Burmester.  Sie  betrifft  die 
Art  und  Weise,  wie  Herr  Burmester  in  seinem  ^Lehrbuch  der 
Kinematik"  Arbeiten  des  Herrn  Reuleaux  benutzt  hat 

Sehn. 

C.  RoDENBERG.     üebcr  Wesen  und  Aufgaben  der  Kine- 
matik mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse 
höherer  Schulen.    Hoffmann  z.  xxi.  d-i8,  IGI-I80. 
Bericht  auf  S.  92  dieses  Bandes. 


R.  WiRTH.     Ueber  elliptische  Bewegung.    Marburg.  26  s.  i 


K.  V.  SziLY.     Ein  Beitrag  zur  Behandlung  der  Punkt- 
bewegung.     Berlin.  13  S.  S^.  (1889.) 


Capitel  3. 

Statik. 

A.    Statik  fester  Körper. 

R.  Lauenstkin.^  Die  graphische  Statik.  Elementares 
Lehrbuch  für  technische  Unterrichtsanstalten  und  zum 
Gebrauch    in    der    Praxis.      Mit    155   Holzschnitten. 

Stuttgart.  J.  G.  Ootta.  VIII  u.  152  8.  gr.  8°. 

Das  Buch  ist  für  den  Unterricht  an  Baugewerkschulen  sowie 
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zum  Gebrauch  in  der  Praxis  bestimmt  und  beschränkt  sich  auf 
die  Behandlung  der  im  Hochbau  hauptsächlich  vorkommenden 
Aufgaben.  Nachdem  zuerst  das  ebene  Kräftesystem  hinsichtlich 
Zusammensetzung,  Zerlegung,  Gleichgewicht  und  statischer  Mo- 
mente betrachtet  ist,  folgt  die  graphische  Bestimmung  des  In- 
haltes, des  Schwerpunkts  und  des  Trägheitsmoments  ebener 
Flächen.  Hierauf  wird  der  einfache  Balken  bei  permanenter 
Belastung  und  das  Fachwerk  bei  permanenter  Belastung  (Daoh- 
sttthle  mit  Berttcksichtigung  des  Winddrucks)  betrachtet,  unter 
Vorführung  einer  grösseren  Anzahl  von  praktischen  Beispielen. 
Weiter  folgt  die  Bestimmung  des  Erddrucks  (nach  Rebhann) 
and  die  Berechnung  von  Mauerkörpern  und  von  Gewölben  (nach 
Culmann).  —  Das  Buch  ist  hflbsch  geschrieben  und  dürfte  seinem 
Zweck  gut  entsprechen.  Hk. 


W.  Ritter.     Anwendungen  der  graphischen  Statik.   Nach 
C.  Culmann.    IL  Teil:  Das  Fachwerk.    Mit  119  Text- 

figuren   und   6  Tafeln.     Zürich.  Meyer  a.  Zeller.  XI  a.  229  S.  gr.  8°. 

Der  II.  Teil  des  Werkes  (über  dessen  Plan  in  F.  d.  M.  XX. 
1888.  913  berichtet  wurde)  behandelt  die  Theorie  des  Fachwerks. 
Er  giebt  in  den  2  ersten  Gapiteln  zunächst  die  gebräuchlichen 
Berechnungsmethoden  (nach  Gremona,  Culmann,  Zimmermann, 
Ritter)  in  praktischer  Form,  mit  specieller  Anwendung  auf  Pa- 
rallelträger, Parabelträger,  Schwedlerträger,  Pauliträger  und 
Dachsttthle.  Umfasst  der  hier  abgehandelte  Stoff  „ungefähr  das- 
jenige, was  der  Durchschnittstechniker  zu  wissen  braucht^,  so 
wenden  sich  ^e  4  weiteren  Capitel  an  den  wissenschaftlich  tiefer 
Dringenden,  indem  sie  sich  mit  den  feineren  Fragen  befassen, 
deren  Lösung  meist  die  Beiziehung  der  Elasticitätslehre  erfordert 
und  zur  Zeit  den  wichtigsten  Gegenstand  des  wissenschaftlichen 
Interesses  bildet  Der  Verfasser  hat  hier  dasjenige  aus  der 
neueren  Fachwerk-Litteratur,  was  bleibenden  Wert  besitzt,  in 
selbständiger  Behandlung  verarbeitet  und  —  vielfach  geklärt 
durch  seine  eigenen  Untersuchungen  — •  in  einer  fflr  die  prak- 
tische Verwertung  vorzüglich   geeigneten  Form  zur  Darstellung 
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gebracht.  Die  Klarheit  und  Durchsichtigkeit  des  Vortrages  wird 
ihm  viele  Freunde  erwerben.  Das  3.  Capitel  behandelt  zunächst 
die  Bestimmung  der  elastischen  Formänderungen  eines  Fachwerks 
nach  den  Methoden  von  Williot,  Mohr,  MttUer-Breslau,  sowie  Yom 
Verfasser  selbst  (mittels  der  „elastischen  Gewichte'^  unter  Be- 
nutzung der  Elasticitätsellipse  des  Fachwerks).  Auf  Grund  der 
entwickelten  Gesetze  wird  hierauf  im  4.  Capitel  die  Berechnung 
des  statisch  unbestimmten  Fachwerks  besprochen.  Das  5.  Ca- 
pitel behandelt  die  aus  der  Vernietung  der  Knotenpunkte  ent- 
stehenden, secundären  Spannungen  und  lehrt  deren  Bestimmung 
auf  graphischem  Wege  (nach  eigener  Methode  sowie  nach 
dem  Näherungsverfahren  Landsberg's).  Das  6.  Capitel  endlich 
giebt  das  Wesentlichste  über  die  Constitution  und  die  Berech- 
nung räumlicher  Fachwerke.  Hk. 


L.  Crbmona.     Graphical  statics.     Two  treatises  on  the 
graphical  calculus  and  reciprocal  figures  in  graphical 

statics.      Translated  by  Th.  H.  Beare.  London.  168  S. 


G.  Dabzens.     Note  sur  le  thdorfeme  de  Varignon.    J.  de 

Math.  epec.  (3)  IV.  6-8. 

Das  Gesetz  der  Momente  (A  =  xY — yX  etc.  in  der  Statik) 
ist  das  einzige,  für  welches  der  Varignon'sche  Satz  gilt,  dass 
die  Summe  der  Momente  der  Componenten  gleich  dem  Momente 
der  Resultante  ist.  Dies  wird  dadurch  bewiesen,  dass  Ä  gleich 
einer  willkürlichen  Function  g>(Xjy^a\  X,  7,  Z)  etc.  gesetzt  und 
nun  diese  Function  bestimmt  wird.  Lp. 


F.  KoscH.     Beiträge  zur  Theorie  ebener  Kräftesysteme« 

Schlömilcb  Z.  XXXV.  155-173. 

Die  Arbeit  gebort  in  das  Capitel  der  Astasie ;  doch  giebt  der 
Verfasser  diesen  Zusammenhang  nicht  an,  indem  er  im  Eingange 
nur  die  älteren  Autoren  Möbius,  Minding,  Schweins  citirt.  „Die 
Arbeiten  dieser  drei  Forscher  geben  keinen  weiteren  Aufschloss 
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aber  die  Eigenschaften  der  Seitenkräfte  und  der  Gentrallinie, 
speciell  über  die  Veränderungen  ihrer  Lagen  bei  gewissen  Aen- 
derungen  des  Eräftesystems  ....  Die  folgenden  Untersuchungen 
wollen  daher  die  Theorie  ebener  Eräftesysteme  nach  obiger  Rich- 
tung erweitern;  zugleich  sind  der  Vollständigkeit  und  Einheit- 
lichkeit der  Darstellung  wegen  auch  einige  bereits  bekannte  Sätze 
noch  einmal  abgeleitet  worden. '^ 

Die  Darstellung  bedient  sich  der  Mittel  der  synthetischen 
Geometrie,  hebt  aber  nicht  hervor,  welche  von  den  Resultaten 
neu  sind.  Als  Beispiele  teilen  wir  die  vom  Verfasser  am  Schlüsse 
zusammengestellten  Ergebnisse  der  §§  10 — 17  mit: 

Teilt  man  die  Eräfte  eines  ebenen  Eräftesystems  in  zwei 
Gruppen,  deren  eine  nur  constante  Eräfte  enthält,  während  die 
Eräfte  der  anderen  Gruppe  ihre  Intensität  proportional  verän- 
dern, so  1)  beschreibt  die  Resultante  einen  Strahlenbflschel  erster 
Ordnung,  2)  erzeugt  der  Hauptmittelpunkt  und  sein  Gegenpunkt 
je  eine  kreisförmige  Punktreihe  3R  und  %,  3)  umhüllen  die  Cen- 
trallinie  und  die  Mittelpunktstrahlen  denselben  Eegelschnitt  6<^) 
oder  beschreiben  zwei  Strahlenbüschel  erster  Ordnung,  4)  be- 
wegt sich  der  Centralpunkt  auf  einer  Ellipse  &^\  deren  Haupt- 
axe  gleich  der  Summe,  deren  Nebenaxe  gleich  der  Differenz  der 
Durchmesser  der  beiden  Ereise  3Sl  und  %  sind,  deren  Mittel- 
punkt die  Mitte  der  Centrale  dieser  beiden  Ereise  ist,  und  welche 
den  Eegelschnitt  @(^)  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers 
berührt,  bezw.  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlenbüschel  erster 
Ordnung  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat.  In  besonderen 
Fällen,  wenn  3R  und  %  gleichen  Durchmesser  haben,  degenerirt 
die  Ellipse  &^^  zu  einem  Durchmesser  des  Eegelschnitts  (§P^. 
Alle  diese  erzeugten  Gebilde  sind  projectivisch  auf  einander  be- 
zogen und  enthalten  die  entsprechenden  Elemente  der  beiden 
Gruppen  des  Systems.  Wenn  endlich  die  beiden  Resultanten 
der  Gruppen  parallel  sind,  so  beschreibt  die  Resultante  einen  Pa- 
rallelstrahlenbüschel ;  der  Hauptmittelpunkt,  sein  Gegenpunkt  und 
der  Centralpunkt  je  eine  gerade  Punktreihe,  während  die  Cen- 
trallinie  eine  Parabel  umhüllt.  Lp. 
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C.  IbkOgger.      lieber  die  Anziehung  eines  homogenen 

Kugelabschnitts.     OreiCenberg  i.  Pomm.  10 S.  i^. 

Referat  in  Abschnitt  X,  Cap.  5. 


G.  Emert.     Sulle  curve  funicolari  soUecitate  per  nodi 

SCOrrevoli.      Separatabsag  aas  den  Memorie  della  SoeieiÄ  Italiana 
delle  Scienze  (detto  dei  XL)  (3)  VII.  (1889.)  29  8. 

6.  Embry.      Nota  supplementäre   alla  Memoria:    Sulle 
curve  funicolari  sollecitate  per  nodi  scon-evoli.    Napoit. 

Tip.  della  R.  Accademia  delle  sc.  fis.  e  mal.  1890.  11  8.  4^ 

Es  mögen  auf  einen  biegsamen  Faden  solche  Kräfte  wir- 
ken, deren  Angriffspunkte  längs  des  Fadens  beliebig  verschieb- 
bar sind.  Hängen  diese  Kräfte  von  mehreren  verschiedenen  Ur- 
sachen ab,  und  bezeichnet  man  die  Componenten  der  auf  irgend 
einen  Punkt  (,x,y,&)  wirkenden  Kräfte  durch  Puds,  Piyds,  P^ds, 
wo  8  die  Bogenlänge  bedeutet,  so  kann  man  schreiben: 

Pix   =  «f,X,,-f-fi/^J,H ,        Pfy—   «i,  Yij+«tTi,H 9 

PU     =    *<,2/,  +  ß<8^l2H ? 

wo  (X,„  Tf,,  Z/,),  (Xj,,  y,j,  Zt^),  ...  die  der  ersten,  zweiten  Ursache 
zuzuschreibenden  Teilkräfte,  «<,,  «;,, . . .  von.  Punkt  zu  Punkt  va- 
riirende  Coefficienten,   also  Functionen  von  s  sind.    Setzt  man: 


/  stid$  =  m<, 


(j 


^'  =  ^'-  +  -S7^"  +  -' 

und  bezeichnet  durch  (PixjPitjfPiz)  die  etwa  vorhandenen  Kräfte 
mit  festen  Angriffspunkten,  so  sind  die  Gesamtcomponeuten  im 
Punkte  (x,  y,  a): 

Zu  den  gewöhnlichen  Gleichgewichtsbedingungen: 
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p.i^+p.ä^+p.d'^ 


P^dx  +  Pydy  +  P,dz=:  dl  — — ^ — ^ — ,      .    %- — j-rTJ-  ^ 

kommt  noch  die  eine  hinzn: 

Q:cdx  +  Qydy  +  Q,di  =  0. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  die  merkwürdige  Thatsache,  dass  eine 
Gleichgewichtsfigur  in  den  folgenden  zwei  Fällen  im  allgemeinen 
nicht  existirt: 

a)  Wenn  die  rechten  Seiten  von  (a)  keine  höheren  Ableitun- 
gen Ton  x^  y,  2  als  die  ersten  enthalten. 

b)  Wenn  die  rechten  Seiten  von  (o)  keine  höheren  Ableitun- 
gen von  X,  y,  2  als  die  zweiten  enthalten,  und  von  m^  frei  sind. 
Dass  es  aber  selbst  in  diesen  Fällen  eine  Gleichgewichtsfigur 
geben  muss,  ist  —  wie  der  Verfasser  betont  •—  ganz  einleuch- 
tend ;  und  das  erhaltene  Resultat  sagt  bloss  aus,  dass  das  Gleich* 
gewicht  nicht  stattfinden  kann,  ohne  dass  die  Function  m^  von  s 
unstetig  wird. 

Wird  die  Freiheit  der  Angriffspunkte  (Knoten)  durch  gewisse 
Bedingungen  beschränkt,  so  kann  man  in  jedem  Falle  eine 
Gleichgewichtsfigur  erhalten«  Dies  geschieht  zum  Beispiel,  wenn 
jeder  Knoten  genötigt  wird,  auf  einer  bestimmten  Fläche  oder 
Linie  zu  bleiben,  zwei  Fälle,  welche  der  Verfasser  ausführlich 
bebandelt  Es  werden  dann  einige  interessante  Anwendungen 
untersucht,  und  die  erste  Abhandlung  schliesst  mit  der  Ermitte- 
lung einiger  bereits  aufgestellten  Resultate  mit  Hülfe  der  Varia- 
tionsrechnung. 

Die  „Nota  supplementäre*'  enthält  einige  Erläuterungen  über 
das  Princip  der  in  der  Abhandlung  gebrauchten  Methode.  (Vergl. 
das  Referat  F.  d.  M.  XXL  1889.  885.)  Vi. 
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E.  Cavalli.     Contribazione  alla  teoria  delle  trasmissioni 

telodinamiche.      Rom.  Acc.  L.  Bend.  (4)  YIi.  244-251. 

Bei  den  Kraftübertragungen  durch  lange  Seile,  welche  über 
Rollen  laufen,  erfordert  die  analytische  Behandlung  der  Aufgabe 
die  Berechnung  von  Eettenlinien ,  was  nur  mit  ziemlichem  Auf- 
wand von  Arbeit  zu  leisten  ist  Daher  behilft  man  sich  in  der 
Praxis  mit  Näherungen,  die  mehr  oder  weniger  genau  sind.  Der 
Verfasser  versucht  daher  zum  Zwecke  schnelleren  und  doch  ge- 
naueren Verfahrens  die  graphische  Methode.  „Der  Grad  der 
Genauigkeit,  der  ihr  zukommt,  und  die  Einfachheit  der  Clonstruc- 
tionen,  deren  sie  bedai*f,  dürften  vielleicht  keinen  Zweifel  an 
der  Schickiichkeit  und  Zweckmässigkeit  der  bezeichneten  Unter- 
suchungen bestehen  lassen.'*  Lp. 


E.  OvAZZA.  Sulla  resistenza  di  attrito  fra  vite  e  madrevite. 

Torino  Atti  XXVI.  216-236. 

Indem  die  Schraubenmutter  als  fest,  die  Schraube  als  be- 
weglich mit  verticaler  Axe  und  von  einem  Gewichte  Q  in  der 
Richtung  der  Axe  angegriffen  vorausgesetzt  wird^  stellt  sich  der 
Verfasser  die  beiden  Aufgaben: 

A)  Bestimmung  des  Momentes  M  des  Paares,  welches  in 
einer  Normalebene  zur  Axe  des  Mechanismus  wirkt  und  die 
Kraft  Q  sowie  den  begleitenden  Reibungswiderstand  zu  über- 
winden vermag,  sowohl  wenn  man  den  Mechanismus  in  den  der 
Bewegung  zunächst  liegenden  Zustand  bringt,  als  auch  wenn 
man  ihn  in  gleichförmiger  Bewegung  erhält,  sobald  er  den  Ruhe- 
zustand verlassen  hat. 

B)  Bestimmung  der  geometrischen  Bedingungen,  denen  der 
Mechanismus  genügen  muss,  damit  er  beim  Aufhören  der  Kraft 
in  Ruhe  bleibt,  während  der  Hauptwiderstand  Q  anhält 

Nach  Aufstellung  der  allgemeinen  Gleichungen  (für  Schrau- 
ben, die  von  zwei  Sohraubenflächen  mit  gerader  Leitlinie  be- 
grenzt werden)  wird  die  übliche  angenäherte  Behandlung  vorge- 
führt; dann  werden  neue,  genauere  Theorien  entwickelt,  welche 
weniger  willkürliche  Annahmen  über  das  Gesetz   des  normalen 
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Einheitsdruckes  längs  der  Berührangsfläche  zwischen  Schraube 
und  Mutter  machen,  und  hierbei  neue  Mechanismen  gesondert 
von  gebrauchten  behandelt.  Die  im  letzteren  Falle  auftretenden 
elliptischen  Integrale  werden  auf  die  Fundamentalintegrale  zu- 
rflckgeführt,  und  zuletzt  werden  die  erhaltenen  Formeln,  deren 
Wiedergabe  zu  viel  Platz  beanspruchen  wttrde,  f&r  einzelne  be- 
sondere Fälle  zusammengestellt  In  einer  Schlussbemerkung  giebt 
der  Verf.  an,  dass  einige  durchgeführte  Zahlenrechnungen  einer- 
seits sehr  gute  Uebereinstimmungen  seiner  Formeln  mit  dem 
Versuche  ergeben  hätten,  und  dass  andererseits  die  üblichen  For- 
meln nur  als  rohe  Annäherungen  gelten  könnten.  Lp. 


Hacker.      Ueber    statisch   bestimmbares   Netzwerk  und 
statisch  unbestimmbares  Fachwerk  im  Räume.  Haonov. 

ZeitBchr.  XXXVI.  25-58. 

Der  Verfasser  wiederholt  zunächst  den  Beweis  von  Föppl 
(Schweizer  Bauztg.  1888),  dass  Netzwerke  im  Räume  mit  festen 
Auflagerpunkten  und  ohne  Spitze  nicht  standfest  sind;  giebt 
dann  ferner  Mittel  an,  vermöge  deren  derartige  Systeme  stand- 
fest gemacht  werden  können ,  und  berechnet  endlich  die  Span- 
nungen in  einem  solchen  Systeme. 

Weiter  werden  statisch  bestimmbare  Netzwerke  mit  in  einer 
Ebene  verschieblichen  Auflagerpunkten  und  mit  einer  Spitze  oder 
einem  inneren  ausgesteiften  Ringe  behandelt. 

Zum  Schluss  wendet  sich  der  Verfasser  den  statisch  unbe- 
stimmten Fachwerken  im  Räume  zu,  deren  Berechnung  im  wesent- 
lichen auf  der  Anwendung  des  Satzes  von  Castigliano  beruht. 

F.  K. 


A.  C.  Elliott.    On  Rankine's  formula  for  earth  pressure. 

Edinb.  Math.  8.  Proc.  VIII.  77-80. 

Bei  dem  Versuche,  die  Rankine'sche  Behandlung  der  mecha- 
nischen Principien  des  Erddrucks  gegen  eine  Mauer  in  elemen- 
tarer Weise  zu  erläutern,  benutzt  der  Verfasser  ein  in  diesem 
Aufsatze  erörtertes  Verfahren,  welches  vom  mathematischen  6e- 
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sichtapuakte  aus  als  eine  direete  Lösung  der  Aufgabe  angesehen 
werden  kann :  Gegeben  ist  der  Winkel  zwischen  zwei  conjugirteo 
Zwängen  (stresses);  ihr  Verhältnis  zu  bestimmen,  wenn  die  grosste 
Schiefe  bei  jedem  Schnitte  einen  gegebenen  Wert  hat.  Die  mit- 
geteilte Lösung  ist  so  durchgeführt,  dass  sie  die  Bekanntschaft 
mit  der  Theorie  des  Zwanges,  welche  Bankine  annahm,  nicht 
einschliesst.  Gbs.  (Lp.) 

J.  J.  VAN  Run.      Traagheidsmomenten    en   equivalente 

ma^sas.    Dias.  Utrecht,  van  Boekhoven.  42  S. 

Diese  Dissertation  handelt  von  der  Theorie  der  Trägheits- 
momente. Nach  den  einführenden  Definitionen  wird  im  ersten 
Abschnitt  gehandelt  von  den  Trägheitsellipsoiden  mit  dann  fol- 
gender Prüfung  derjenigen  von  Poinsot,  Binet,  Glebsch  and 
Legendre.  Der  Verfasser  betrachtet  dabei  die  beiden  letzteren 
als  die  reciproken  der  beiden  ersteren.  Darauf  werden  die  Lage 
und  die  Grösse  der  Axen  dieser  Ellipsoide  bestimmt.  Es  folgt 
die  Berechnung  der  Trägheitsmomente,  wobei  der  Verfasser  der 
Reihe  nach  folgende  Gesichtspunkte  behandelt  und  untersucht: 
die  Huygens'sche  Methode,  die  Integrationsmethode,  die  Diffe- 
rentiationsmethode für  Schalen  von  Eöi*pem,  die  Methode  der 
symmetrischen  Flächen,  die  Methode  von  Townsend  für  Rotations- 
körper, die  der  gleichförmigen  Systeme  und  die  Inversionsmethode. 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Trägheitsproducte  nach 
Häton  de  la  Goupilliöre's  Theorie  nouvelle  de  la  g^omötrie  des 
masses.  Es  wird  dabei  angegeben,  welchen  Einfluss  die  Drehung 
der  Flächen  um  eine  Axe,  die  parallele  Verschiebung  der  Axe 
und  die  Drehung  der  Axe  um  einen  festen  Punkt  auf  die 
Momente  haben;  weiter  wird  die  graphische  Darstellung  nach 
der  Methode  von  Mohr  und  Land  besprochen. 

Im  dritten  Abschnitt  wird  von  den  äquivalenten  Massen  ge- 
handelt, d.  h.  solchen,  bei  denen  die  Trägheitsmomente  hinsicht- 
lich aller  Geraden  gleich  sind.  Darauf  erörtert  der  Verfasser 
die  Eigenschaften  von  Systemen,  die  hinsichtlich  einer  bestimmten 
Axe   gleiche   Trägheitsmomente   haben,    und   von   äquivalenten 
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Systemen,  und  endlich  bespricht  er  kurz  die  Möbius-Grassmann'- 
sche  Methode.  G. 

Beghin.  Methode  d'approximation  pour  calculer  le 
moment  d'inertie  et  la  position  du  centre  de  gravitä 
d'une  aire  plane,    s.  M.  P.  Ball,  xviii.  152-154. 

Der  Verfasser  zerschneidet  die  Figur  durch  Parallelen  zur 
Rotationsaxe  in  Streifen  und  nimmt  an,  dass  das  Trägheits- 
moment eines  solchen  Streifens  das  arithmetische  Mittel  zwischen 
den  Trägheitsmomenten  zweier  Rechtecke  sei,  welche  die  eine 
oder  die  andere  begrenzende  Parallele  zur  Grundlinie,  den  Ab- 
stand beider  zur  Höhe  haben.  Die  £ndformel  wird  besonders 
einfach,  wenn  man  die  aufeinander  folgenden  Abstände  der 
Parallelen  als  Kubikwurzeln  aus  den  Gliedern  einer  arithmeti- 
schen Progression  wählt.  Aehnlich  wird  beim  Schwerpunkte  ver- 
fahren. Lp. 

M.  KoBN.  Experimentelle  Bestimmung  des  Trägheits- 
momentes rotirender  Maschinenteile.   Oiviling.  (2)  xxxvi. 

525-528. 

Um  die  Trägheitsmomente  cylindrischer  Massen,  welche  um 
ihre  Axe  drehbar  sind,  zu  bestimmen,  legt  der  Verfasser  einen 
Riemen  über  den  zu  untersuchenden  Körper  und  hängt  an  die 
Enden  zwei  verschiedene  Gewichte  G^  >  (?,.  Ist  dann  Rr  das 
Moment  der  Zapfenreibung,  fitr.r'  das  Trägheitsmoment,  so  hat 
man  für  die  Beschleunigung 

wo  s  den  Weg  und  l  die  Zeit  bedeutet.  Um  R  zu  eliminiren, 
vermehre  man  G^  um  ein  Gewicht  a  und  vermindere  G,  um  die- 
selbe Grösse,  dann  wird  zur  Zeit  (  ein  anderer  Weg  s^  gehören. 
Derselbe  bestimmt  sich,  da  der  Zapfendruck  und  damit  die  Rei- 
bung ungeändert  geblieben  ist,  vermittelst  der  Formel: 


^         G,  +  G,  +  mrg  t' 


FortMhr.  d.  Math.  XXII.  3. 
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Aus  beiden  folgt  das  Trägheitsmomeot: 

l  »,— «     .       ^      J    ' 

Die  Angabe  einiger  Versuche   bildet  den  Scblnss  der  Abhand- 
lung. F.  K. 


B.    Hydrostatik. 
P.  DuHBM.      Des    prinoipes   fondamentanx    de    l'hydro- 

Statique.    Toalonse  Ann.  IV.  0.  1-35. 

Der  Verfasser  bezeichnet  als  Ziel  seiner  Abhandlung,  die 
strenge  Ableitung  und  naturgemässe  Verknüpfung  der  hydrosta- 
tischen Gesetze  vermöge  des  Princips  der  virtuellen  Verrückun- 
gen zu  sichern.  Nachdem  er  kurz  das  in  Frage  stehende  Prin- 
cip  in  seiner  grössten  Allgemeinheit,  d.  h.  mit  Rücksicht  auf  nicht 
umkehrbare  Verrückungen,  besprochen  hat,  wendet  er  sich  seiner 
eigentlichen  Aufgabe  zu.  Dieselbe  wird  dahin  präcisirt,  dass 
eine  flüssige  Masse  mit  teils  festen,  teils  freien  Grenzen  gegeben 
ist.  Auf  die  Flüssigkeit  wirken  äussere  Kräfte  und  auf  die  freie 
Oberfläche  Druckkräfte.  Es  sollen  die  Bedingungen  aufgefunden 
werden,  unter  welchen  die  Flüssigkeit  im  Gleichgewichte  ist. 
Dabei  werden  die  Druckkräfte  nicht  von  vorn  herein  normal  zur 
Oberfläche  angenommen,  vielmehr  ergiebt  sich  diese  Bedingung 
als  Folge  des  an  die  Spitze  gestellten  Princips.  Ein  aus- 
züglicher Bericht  ist  nicht  gut  möglich,  wenn  man  nicht  gerade 
das  verwischen  will,  worin  der  Hauptwert  der  Abhandlung  be- 
steht. Wir  begnügen  uns  daher,  die  Leser  des  Jahrbuchs  auf 
die  an  feinen  Wendungen  reiche  Abhandlung  hinzuweisen. 

F.  K. 


E.  Oekinqhaüs.     Zur  Theorie  der  Gleichgewichtsfiguren 
incompressibler  Flüssigkeitsmassen.      Wochenechr.  f.  ABtr. 

(2)  XXXII.  369-372,  382-383  (1889). 

Der  Verf.  wirft  die  Frage  auf,   ob  das  dreiaxige  Ellipsoid 
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als  Gleichgewichtsfigur  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  seinen 
Charakter  als  solches  bewahren  wird,  wenn  auch  äussere,  und 
zwar  Attractionskräfte  und  damit  in  Beziehung  tretende  Centri- 
fugalkräfte  darauf  einwirken,  und  fasst  die  Ergebnisse  seiner 
Rechnungen  am  Schlüsse  des  Aufsatzes  in  den  Satz  zusammen: 
„Eine  incompressible  Flüssigkeitsmasse,  welche  ausser  einer  Bo- 
tation  um  die  eigene  Axe  eine  Umlaufsbewegung  um  einen  Gen- 
tralkörper  hat,  kann  in  dem  Falle  noch  ein  dreiaxiges  Ellipsoid 
sein,  wenn  die  Masse  des  Ellipsoids  der  Masse  des  Gentralkör- 
pers  gleich  ist,  die  Bewegung  um  diesen  in  einem  Kreise  er- 
folgt und  die  Rotationsaxe  auf  der  Bahnebene  senkrecht  ist.'* 

Lp. 

G.  H.  Brtan.     On  the  stability  ofa  rotating  spheroid 

of  perfeet  liquid.     Lond.  R.  S.  Proc.  XLVII.  367-376. 

Der  Verf.  verweist  auf  seinen  Aufsatz:  „On  the  waves  of 
a  rotating  liquid  spheroid  of  finite  ellipticity'*  (Lond.  PhiL  Trans. 
CLXXX.  187-219,  F.  d.  M.  XXL  1889.  967),  in  welchem  er  den 
Satz  aufgestellt  hat,  es  scheine  nicht  möglich,  eine  vollständige 
Untersuchung  der  Stabilitäts-Eriterien  fQr  Maclaurin's  Sphäroid 
zu  geben,  wenn  die  dasselbe  bildende  Flüssigkeit  frei  von  jeder  Spur 
von  Yiscosität  wäre,  und  das  Gleichgewicht  einer  Unterbrechung 
durch  eine  Störung  von  ganz  allgemeinem  Gharakter  unterliege. 
Seit  der  Niederschrift  jener  Abhandlung  hat  er  jedoch  die  Frage 
der  Probe  einer  Zahlenrechnung  in  dem  Falle  einfacherer  Typen 
der  Störung  unterzogen,  und  die  erzielten  Ergebnisse  waren  der- 
artig, dass  sie  die  Ausdehnung  auf  eine  ganz  allgemeine  Störung 
zuliessen. 

Er  erachtet,  dass  die  Ergebnisse  des  vorliegenden  Aufsatzes 
auf  btlndige  Weise  darthun,  dass,  wenn  Maclaurin's  Sphäroid 
aus  einer  völlig  invisciden  Flüssigkeit  gebildet  wird,  es  durch- 
aus stabil  ist,  wenn  seine  Excentricität  kleiner  als  0,9528867  ist. 
Ueberschreitet  die  Excentricität  diese  Grenze,  so  wird  die  sphä- 
roidische  Form  instabil,  und  die  Flüssigkeit  nimmt  die  Gestalt 
eines  Ellipsoids  an.  Gly .  (Lp.) 
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C.  Cranz.      Anwendung  der   Functionentheorie  auf  ein 
hydrotechnisches  Problem.   Bokien  Mitt.  in.  I6-23. 

Das  Problem  betrifft  die  Gestalt  des  Grundwasserspiegels  in 
der  Umgegend  des  Zusammenflusses  zweier  Ströme,  welche  sich 
unter  rechtem  Winkel  treffen. 

Das  Goordinatensystem  wird  so  gewählt,  dass  die  x  und  y 
in  die  Richtung  der  Ufer  der  beiden  Flflsse  fallen,  deren  Sohle 
als  in  derselben  horizontalen  Ebene  liegend  angenommen  wird. 
Die  Höhe  des  Grundwasserspiegels  im  Punkte  («,  y)  sei  st.  Durch 
Betrachtungen,  die  dem  Referenten  durchaus  nicht  einwandfrei 
erscheinen,  erhält  der  Verfasser  ftlr  o  =  2'  die  Differentialglei- 
chung : 


Die  Betrachtungen   über  die  Lösung   sind  verfehlt,    wie   schon 
daraus  hervorgeht,  dass  der  Ausdruck 

Csin  hyp(pjj)8in(py)  -f  h* 

in  Bezug  auf  auf  x  und  y  unsymmetrisch  ist.  F.  K. 


E.  Janisch.  Ueber  einige  Formen  von  Densimetern, 
bei  welchen  gleichen  Dichtenintervallen  gleiche  Teil- 
strichdistanzen entsprechen.     Hoppe  Arch.  (2)  IX.  332-334. 

Es  handelt  sich  um  die  Aufgabe,  wie  die  Spindel  eines 
Araeometers  zu  gestalten  wäre,  damit  die  in  der  Aufgabe  ge- 
nannte Bedingung  erfüllt  ist.  Praktisches  Interesse  hat  diese 
Aufgabe,  wie  der  Verfasser  selbst  hervorhebt,  nicht.  Die  fflr 
die  Lösung  erforderlichen  HOlfsmittel  sind  elementar. 

F.  K. 
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Capitel  4. 

Dynamik. 

A.    Dynamik  fester  Körper. 

G.  K.  SüSLOW.     Von  der  Kräftefanction,   welche  gege- 
bene particuläre  Integrale  zulässt.    Kiew  1890.  114  s.  (Ras-  * 

siach.) 

Es  wird  folgende  Frage  des  umgekehrten  Problems  der  Me- 
chanik gelöst:  Es  sind  mehrere  Gleichungen  zwischen  den  Coor- 
dinaten  des  materiellen  Systems  und  den  willkürlichen  Constan- 
ten gegeben;  die  Zahl  der  letzteren  ist  um  eins  geringer  als  die 
Zahl  der  Freiheitsgrade  des  Systems;  es  wird  eine  Eräftefunction 
gesucht,  welche  die  gegebenen  Gleichungen  als  Integrale  zulässt. 

Im  ersten  Abschnitte  werden  diejenigen  simultanen  Gleichun- 
gen abgeleitet,  denen  die  gesuchte  Function  ü  genügen  muss. 

Es  seien  w^,  cü,,  ...,  Wk  die  Coordinaten  des  Systems;  die 
gegebenen  Gleichungen  können  immer  auf  die  Form: 
(a)  F,(ftij,  ci>,,  . . .,  o)k)  =  Cj,  F,  =  Cj,  .  .  .,  Fi«i  =  Ck-i 
gebracht  werden,  wo  C^,  C„  ...,  Ck-i  willkürliche  Gonstanten 
sind.  Das  Coordinatensystem  cc>,,  co„  . . .,  Wk  ersetzen  wir  durch 
ein  neues:  F„  F„  ...,  F*«.!,  oi,  wo  cü  eine  der  früheren  Coor- 
dinaten ist;  die  lebendige  Kraft  nimmt  dann  folgende  Form  an: 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  (a)  nach  der  Zeit  und  nimmt 
Rücksicht  auf  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  T —  U  =  h^ 
so  findet  man  als  notwendige  und  genügende  Bedingung  für 
die  Lösung  unserer  Frage,  dass  U  eine  Lösung  folgender  Glei- 
chungen sei: 

A,,^^^Aj,-l~  +  {U  +  h)Nj  =^  0         a=l,2,3,...,*-l). 

Die  Function  h  ist  willkürlich,  darf  aber  w  nicht  enthalten,  d.  h. 

es  ist  -^—  =  0.    Der  Coefficient  JV;  ist: 
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er,         Au      cw  c« 

Für  ein  wiUkllrliehes  Coordiomtensystan  «„  »,,  . . .,  ci^  mfissen 
di«  vorijren  Gleichungeii  darth  folgrende  ersetzt  werden: 

Hier  ist 

r  . —  ■ 

Die  Differ^ctialquonecten    in   den  KUBmera   sind  m  nelimen, 
iKdom  m;ui  ^  ;i!$  Fuco::v^n   Toa  c#  und  ^  betraehtel;  k  genfigt 

der  GleiehuQ^    e.    ^  — r — ^  i^  -  -  —  =  Ol 

Itt  iire;ien  A^*^::^:te  werden  die  simohanen  Gkiehmipeii 
t!lr  r  mit  H^Ir'e  der  Korkice^chea  KUniBen  bestüant  Diesen 
Kltmrern  kann  s:Ji£  ^:lJ^fILie  Form  «ben: 


L 


—  j  i  — — = —   . 

^  tF  et*   ' 

>>!4\*rj:  *v  r.T  :**x  cx>v':  '«sji^e-^i  recuk*:;  v^riea  kann  dnrdi 

v'    e  pjfes?*;   ie  Wjl:!   ic:r  V\\'rti   :ir  I  ^s.  EL  fc  =  coKt.)^   wenn 

^       k      *> 

HO  m 
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2T  =  SüiffOitoj^  die  Aufgabe  immer  möglieh  ist,  wenn  man  als 
die  gegebenen  Gleichungen  unabhängige  Integrale  des  Systems: 

^  =  l^x  =  ...  =  ^ 

nimmt.  In  diesen  Gleichungen  ist  V  eine  ganz  willkflrliche 
Function  von  w^^  ...,  o;^,  und  das  Symbol  D  hat  folgende  Be- 
deutung: 


Die  mechanische  Deutung  des  Resultats  ist  diese:  Ist  die  ge« 
gebene  Congruenz  von  Curven  F,  =  C^^  ...,  JFl-i  =  C*-i  (in 
einem  Baume  von  n  Dimensionen)  normal  zu  einem  System  von 
Flächen,  so  lassen  sich  immer  solche  ein  Potential  besitzende 
Kräfte  finden,  dass  unter  ihrer  Wirkung  das  materielle  System 
diese  Curven  aus  einer  beliebigen  Anfangslage  mit  constanter 
ursprQnglicher  Energie  beschreiben  kann. 

Aus  dem  Umstände,  dass  die  Gleichungen  für  U  linear  sind, 
folgt  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  Curtis:  Wenn  das 
System  die  particulären  Integrale  (a)  bei  jeder  der  Kräftefunc- 
tionen  T,,  U^j  ...,  Un  haben  kann,  so  kann  es  dieselben  Inte- 
grale auch  bei  der  Kräftefunction  U  =  A^U^  +  -"  -{-  AnUn  haben, 
wo  il„  ...,  An  Constanten  sind.  Waren  dabei  die  Anfangs- 
energien bei  (/,,  ...,  Un  gleich  A,,  ...,  A»,  so  wird  bei  U  die 
Anfangsenergie  h  =.  A^h^  H +  ^A«  sein. 

Im  dritten  Abschnitt  ist  gezeigt,  wie  man  eine  Kräftefunc- 
tion finden  kann,  welche  gegebene  Integrale  zulässt  und  die 
Coordinaten  nur  in  der  Combination  cii(<(ij,  cci,,  ...,  tOn)  enthält. 
Indem  man  die  abgeleiteten  Gleichungen  auf  die  neuen  Variabein 
F^J  ...,  Ft-ij  w  umformt,  gelangt  man  zu  dem  Schlüsse,  dass 
die  Aufgabe  nur   dann    möglich    wird,    wenn   die  Coefficienten 

Pi  =  -T-  JV.,  nach  früherer  Bezeichnung,  die  Form 


haben.    Ist  das  der  Fall,  so  ist  die  gesuchte  Function  U  =  A.f(m\ 
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A  =  const    Wenn  alle  Py  gar  nicht  F„  ...,  Ft-i  enthalten,  so 

ist  P,  =  •  •  •  =  Pjt-i  und  ü  =:  e  ^  .  Somit  hat  die  Aufgabe 
entweder  gar  keine  Lösung  oder  nur  eine.  Eine  Ausnahme 
bildet  nur  der  Fall,  wenn  Ai^  =  ...  =  Ajt^i^  =  0  ist  und  Ät  die 
Variable  F  nicht  enthält;  dann  ist  n&mlich  jede  Function  f  tod 
(o  ein  V. 

Im  letzten  Abschnitte  wird  f&r  ein  System  von  zwei  Frei- 
heitsgraden (Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Fläche)  eine 
Kräftefunction  gesucht,  welche  zugleich  die  beiden  Integrale 
F,  =  Cj  und  F,  =  C,  zulässt.  Betrachtet  man  F^  und  F,  als 
die  Coordinaten  unseres  Punktes  und  behandelt  zuerst  den  Fall, 
wenn  it„  =  0  ist,  d.  h.  wenn  die  Curven  F,  und  F,  orthogonal 
sind,  so  erweist  sich,  dass  die  Function  U  im  allgemeinen  völlig 
bestimmt  ist  (bis  auf  einen  constanten  Factor),  wenn  die  Aufgabe 
möglich  ist.  Das  gegebene  Netz  orthogonaler  Bahnen  kann  ein 
gemeinsames  f&r  mehrere  Systeme  von  Kräften,  die  ein  Potential 
besitzen,  nur  in  dem  Falle  sein,  wenn  dieses  Netz  aus  isothermi- 
schen Curven  besteht,  d.  h.  wenn  das  Linienelement  der  Fläche 
die  Form  (fe*=i(d^J-f  dSJ)hat,  wog,  =  Funct.(F,),  ^  =  Funct{FJ 

ist;  ausserdem  muss  der  Coefficient  X  der  Gleichung  3«"^|=r=0 

genügen. 

Zum  Schlüsse  wird  eine  Methode  zur  Lösung  der  Aufgabe 
in  dem  Falle,  dass  A^^  nicht  Null  ist,  beschrieben.  Hs. 


W.  F.  Ermakoff.     Bestimmung  der  Kräftefunction  bei 

gegebenen   Integralen.    Mosk.  Math.  Samml.  XV.  GII-634.  (Ras- 
sisch.) 

Es  seien  a?j,  x,,  ...,  Xn  die  Variabein  in  geringster  Zahl, 
welche  die  Lage  der  Punkte  eines  Systems  bestimmen,  das  von 
der  Zeit  unabhäogigen  Bedingungen  unterworfen  ist;  es  sind 
n — 1  Integrale  von  der  Form  A*(^ii  -^^ai  •••)  ^n)  =  Q  gegeben.  Der 
Verfasser  sucht  eine  Kräftefunction  U,  bei  welcher  dieselben 
Integrale  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind.     Diese 
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Aufgabe  kann  noch  anders  gefasst  werden:  Es  ist  eine  Kräfte- 
function  der  Art  zn  bestimmen,  dass  alle  Integrale  der  Glei- 
chungen : 

dx^  dx^  dxn 

WO  Xi, . . .,  X„  bekannte  Functionen  von  den  Variabein  a?,, ...,  a?„ 
sind,  zugleich  auch  Integrale  der  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung werden. 

Setzt  man  -^  =  XiVS,  so  ist  die  Aufgabe  auf  die  Be- 
stimmung dreier  Functionen  f/,  S,  S^  zurückgeführt,  welche  den 
Gleichungen: 

-|^  =Q,S  +  P,S,        (i  =  l,...,fO, 

genügen,  in  denen 

und  il  die  Coefficienten  im  Ausdrucke  der  lebendigen  Kraft 
R  =  ^AikXiXjt  sind. 

Ist  n  =  2,  so  lässt  sich  die  Aufgabe  immer  lösen.  Ist  n>2, 
so  erhält  man  nach  Elimination  von  S  und  S^  Gleichungen  von 
der  Form: 

du      ^  du  ^  ^,  du       r     a  A       > 

=  ft^r-+ÄJ-ö—        (»  =  3,4,...,fi). 


dxi  •  dx,     •  ""  dx. 

Der  Verfasser  zeigt,   wann  diese  Gleichungen  eine  Lösung  zu- 
lassen, und  wie  dieselbe  zu  finden  ist.    Der  specielle  Fall,  wenn 

P.  P.      ""  Pn 

ist,  wird  besonders  erörtert. 

Man  könnte  die  Lösung  der  Aufgabe  auch  auf  einem  an- 
deren Wege  bewerkstelligen,  indem  man  zwei  solche  Multiplica- 
toren  D  und  D^  suchte,  welche  den  Ausdruck 

D:SQidxi^D^2PidXi 
in  ein  vollständiges  Differential  verwandeln;   allein  die  Bestim- 


890  ^'  Abachoitt.    Mechanik. 

muDg  dieser  Multiplicatoren  ffibrt  im  allgemeinen  Falle  zu  den- 
selben Differentialgleichangen,  welche  aaeh  nach  der  yorigen 
Methode  stattfinden. 

Die  Aufgabe  ist  in  zwei  Specialfällen  möglich:  1)  wenn 
IQidxi  ein  vollständiges  Differential  ist,  2)  wenn  2Pidxi^=K.dv^ 
wo  K  und  V  Functionen  von  x,, . ..,  a?»  sind. 

Als  Beispiel  bestimmt  der  Verfasser  die  Kräftefunction,  bei 
der  zwei  in  einer  Ebene  auf  zwei  concentrischen  Kreisen  sich 
bewegende  Punkte  immer  von  einander  gleich  weit  entfernt 
bleiben.  Ms. 


N.  E.  JouKOwsKT.     Bestimmung  der  Kräftefunction  nach 
einem  gegebenen  System  von  Bahnen.    Arbeiten  der  phys. 

Section    der    kaiserlichen   Gesellachaft   far   Freande    der   Natarkvode. 
Moskau.  Bd.  III.  Heft  2.  43-49.  (Rassisch.) 

Der  Verfasser  löst  die  vorige  Aufgabe  (vergl.  Snslow  und 
Ermakoff)  im  Falle  eines  materiellen  Punktes,  indem  er  yoo  der 
Formel  für  die  Centripetalkrail  Gebrauch  macht.  Es  ist  ein 
System  von  Linien  auf  einer  Fläche  oder  im  Räume  gegeben; 
im  letzteren  Falle  wird  vorausgesetzt,  dass  diesem  Liniensystem 
ein  System  orthogonaler  Flächen  entspricht  Es  wird  verlangt, 
eine  Kräftefunction  als  Function  der  Coordinaten  zu  finden,  bei 
der  eine  jede  der  gegebenen  Linien  als  Bahn  eines  materiellen 
Punktes  dienen  kann. 

Gesetzt,  p  =  const  sei  die  Gleichung  des  Liniensystems 
oder  des  Systems  der  Flächen,  die  zu  den  gegebenen  Linien  ortho- 
gonal sind,  je  nachdem  diese  Bahnen  sich  auf  einer  Fläche  oder 
im  Baume  befinden;  h  der  Differentialparameter  erster  Ordnung 
der  Function  p;  o*  =  2(t/-f  fl)  das  Integral  der  lebendigen  Kraft: 
so  ist,  wenn  H  fllr  alle  Bahnen  dasselbe  bleibt,  ü  =  k^.tp(p\ 
wo  }p  eine  wilikQrliche  Function  von  p  bedeutet;  wenn  H  von 
einer  Bahn  zur  anderen  sich  ändert, 

Wenn  die  Bahnen  auf  einer  Fläche  liegen,  derart,  dass 
p^  =  const.  ihre  Gleichung  ist,  so  ist  H  eine  willkftrliche  Func- 
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tion  von  p,.  Befinden  sich  aber  die  Bahnen  im  Räume,  also 
p,  =  const,  p,  =  eonst,  so  ist  A  =  /"(p,  a>)  und  ff  eine  willkür- 
liche Function  von  c»,  wo  oi  eine  Function  von  p^  und  p,  allein 
bedeutet. 

Die  beschriebene  Methode  wird  vom  Verfasser  zur  Lösung 
dreier  speciellen  Aufgaben  angewandt:  bei  den  beiden  ersten 
befinden  sich  die  Bahnen  in  einer  Ebene  und  sind  bei  der  ersten 
Parabeln,  bei  der  zweiten  concentrische  ähnliche  Ellipsen,  bei 
der  dritten  endlich  sind  die  Bahnen  gleichseitige  Hyperbeln: 


X  =p,,    zx  =  p,. 


Ms. 


J.  Mbstschersky.     üeber    den    Poisson'schen   Satz    bei 
Existenz     von    Bedingungsgleichungen.       Arbeiten   der 

sechsten  Yersammlang  der  Raasischen  Natarforscher  nnd  Aerste,  1890. 
St.  Petersburg.  I.  Abth.  58-63.  (Russisch.) 

Die  Differentialgleichungen   der  Dynamik   nehmen  bei  Exi- 
stenz von  Bedingungsgleichungen: 

J^,(9,»9,i---i7ni0=0,    F,  =  0,  ...,  F,  =  0 
die  Form  an: 

dqi         dB 


(I) 


dt    ■"  dpi  ' 
dp,  dB      ,    dF,  ,    dFk 


-i,-^ h^^     (1  =  1,2,...,«). 


.  dt  dqi         *   dqi  dq. 

Die  Factoren  X  müssen  aus  den  Gleichungen: 

+  h{Fk,A.)         («=1,2,...,Ä) 

bestimmt  werden,   wo   die  Klammern   das  Poisson'sche  Symbol 
bezeichnen  und  A,  =  (F«,  B)  ist. 

Indem  der  Verfasser  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  sucht,  damit  das  aus  zwei  Integralen  des  Systems  (I) 
gebildete  Poisson'sche  Symbol  im  allgemeinen  auch  ein  Integral 
dieses  Systems  sei,  kommt  er  zu  folgendem  Satz:  „Sind  zwei 
Integrale  q>  =  const.  und  i/;  =  const.  des  Systems  (I)  gegeben. 
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80  ist  auch  (%  \p)  =  const.  ein  Integral  des  Systems  (oder  es  ist 
identisch  Null  oder  identisch  gleich  einer  Constante)  in  dem 
Falle,  wenn  folgende  identische  Gleichung  stattfindet: 

2   [i%  ^0  •  {%  ^0  -  ('/',  ^d'  (9>,  iOI  =  0. 

«  =  1,2,..^* 

Der  Beweis  des  Satzes  beruht  auf  den  bekannten  Eigenschaften 
des  Poisson'schen  Symbols. 

Aus  diesem  Satze  folgt  als  8i>ecieller  Fall  der  Jacobi'sche 
Satz  (Nova  Methodus  §  51,  Theorema  VII)  bei  den  Annahmen, 
welche  Jacobi  macht,  nämlich:  1)  dass  ff,  F^,  F,,  . . .,  1]^  die 
Zeit  (  nicht  enthalten,  2)  dass  t  auch'  im  Integral  q^  =  const, 
nicht  vorkommt,  3)  dass  die  Identitäten: 

(y,FJ  =  0,   ...,  (9),F0  =  0 
stattfinden. 

Der  Jacobi'sche  Satz  behält  seine  Geltung  auch  in  dem  all- 
gemeineren Falle,  wenn  nur  die  Voraussetzungen  (2)  und  (3) 
bestehen,  aber  die  Bedingungsgleichungen  und  die  Function  ff 
die  Zeit  i  enthalten  können. 

Zum  Schluss  führt  der  Verfasser  als  Beispiel  an:  Wenn 
q>  =  const.  das  Integral  von  der  Erhaltung  der  Bewegung  des 
Schwerpunkts  oder  von  der  Erhaltung  der  Flächenräume  des 
Systems  (I)  ist  (vorausgesetzt,  dass  letzteres  ein  solches  besitzt), 
und  wenn  \p  =  const.  irgend  ein  anderes  Integral  desselben 
Systems  ist,  so  stellt  {%  \p)  =  const.  auch  ein  Integral  dieses  Sy- 
stems dar  (oder  es  ist  identisch  Null  oder  gleich  Const.)-    Ms. 


G.  Pennacchietti.     Sugl'  integrali  delle  equazioni  della 

dinamica.       Atti  deirAccademia   Gioeoia   di    Scieoze   Natarali    in 
Gatania.  (4)  II.  26  S. 

Die  vorliegende  Abhandlung  bietet  die  Verallgemeinerung 
früherer  Untersuchungen  des  Verfassers  dar;  siehe  dessen  Schrif- 
ten: SugUintegrali  comuni  a  piü  problemi  di  dinamica  (Pisa 
Ann.  II.  121-178)  und:  Sugrintegrali  delle  equazioni  del  moto 
di  un  punto  materiale  (Batt.  G.  XXIII.  158-167;  F.  d.  M.  XVII. 
1885.  876). 
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Es  sei  9„  q^j  . . .,  qr  ein  System  von  UDabhängigen  Coor- 
dinaten,  welche  zusammen  mit  /  die  Lage  eines  bewegliehen 
Systemes  von  n  Punkten  zu  jeder  Zeit  bestimmen.  Bedeuten 
^A)  yhj  H  die  Goordinaten  irgend  eines  Punktes,  hia  seine  Masse, 
Xa,  7a,  Za  die  Componenten  der  auf  denselben  wirkenden  Kraft, 
und  setzt  man: 

'''"^x    '^dqr  dq,  "^  dqr   dq.  "*"  Ög,  dqj' 


fdx,  dx,    .    dy,  dy 


dt    dqr    *     dt    dqr         dt    dqr 

dZk 


). 


ögr 


dqr 


''r  =  f.-{^-i't)+f.i^- 


dqr  ^  '    ^^^  dq^        '   dqr 


i^)+" 


dq^         dq^         dqr 


dBr         ÖBA, 


dt        ög,       ög, 


-i 


5C 
dqr' 


D  = 


'11 


^ 


91 


'12 


'38 


'1/. 


ii 


0-^ 


^11     ^U 
^31     ^83 


.  .    il2,r— 1    ^3 Wg    -42^4- 1 


A2„ 


-^fil  -^^2    •  •  •    Äfj^r—l  »»fÄ  —  ^fi  Afiyr-\-X  •  •  •    -^ftfi 

SO  ist  die  lebendige  Kraft: 

^=i{^u??+^3377+--- +2^13?;  ?;+••• +2B,7;+2B39;+-"+a 

und  die  Bewegungsgleichungen  nehmen  die  folgende  Form  an 
(§1): 


d(' 


(5  =  1,  2,  ...,p). 


An    diese  Form   anknüpfend,    fragt  der  Verfasser   zuerst   (§  2) 
nach  den  notwendigen   und  hinreichenden  Bedingungen   dafür, 
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daB8  die  zwei  verschiedenen  Problemen  entsprechenden  61ei> 
changggysteme: 

2ju— 2  gemeinschaftliche,  t  explicit  nicht  enthaltende  erste  Integrale: 

ctr  =  Fy(qi,  g„ ...,  ?/.,  ?;, «;, ...,  ?;/)        (^  =  i,  2, ...,  2^—2) 

besitzen  (wo  die  a  willkürliche  Constanten  sind).    Setzt  man: 

^*  n  —0(1)    ^  • "~  "•>^""*«^n 

so  findet  man,  dass: 

*•  —  -^r-j     «<  —  9,  9^»^«)  7i.  98»  •••»  9/«,  3-»  -zn  •••!  ^y 

sein  muss,  und  dass  F^  sich  auf  eine  homogene  Function  nullten 
Grades  der  q[  reducirt  Die  2^ — 2  Integrale  können  also  die 
Form: 

9»    ==fi(öii    ÖJ»    •••»    Ö2^-2i    9l)» 

9,    =/'3Cö|>  öj»  •••»   «2/^-2,   9l)» 


-T-  =  /^«     (a,,  Cj,  . . .,  a2^-2,  9,), 
9i 

-T  =  /]"  + i(Om   «j>    •••?    «2^-2»    9l)» 
9i 


-f  =  /2^-2(aj,  a„  . . .,  «2^-2,  9,) 
9i 

annehmen. 

§  3  ist  der  Anwendung  der  erhaltenen  Resultate  auf  die 
Bewegung  eines  festen  Körpers  gewidmet. 

Dann  wendet  sich  der  Verfasser  zur  Untersuchung  einiger 
Systeme  von  je  2fi— 2  gemeinschaftlichen,  i  explicit  enthaltenden 
ersten  Integralen  (§  4)  und  von  je  2jU — 3  gemeinschaftlichen,  von 
t  unabhängigen  ersten  Integralen  (§  5)  der  Gleichungssysteme  (A). 

Vi. 
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J.  Graindorge.     Integration  des  äquations  de  la  dyna- 

miqae.     Liege  M4m.  y.  290  S. 

Aofifährung  der  Inaagaraldissertation  des  Verfassers  von 
1871  (F.  d.  M.  III.  1871.  168,  Darboux  Bull.  II.  199-200),  die 
eine  zusammenfassende  Uebersicht  über  die  Arbeiten  von  La- 
grange, Poisson,  Bour,  Darboux,  Mayer  enthielt,  nebst  Anwen- 
dungen auf  die  Störungstheorie.  Mn.  (Lp.) 


R.  Lehmann-Filhes.      lieber   einige    Fundamentalsätze 

der  Dynamik.      Astr.  Nachr.  OXXV.  No.2980.  49-62. 

Es  wird  untersucht,  wie  die  Fundamentalformeln  fttr  die 
Bewegung  eines  Systems  materieller  Punkte  sich  gestalten,  wenn 
statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  neue  Goordinaten  q  mittels 
Gleichungen  eingeführt  werden,  in  denen  die  Zeit  t  explicite 
vorkommt.  Die  lebendige  Kraft  T  wird  im  allgemeinen  nicht 
eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  q\  sondern  man 
findet  T=^T^-\-T,+T^,  worin  T.  die  q'  nicht  enthält,  T,  und  T, 
in  ihnen  homogen  vom  ersten  bezw.  zweiten  Grade  sind.  Das 
Hamilton'sche  Princip  und  die  zweite  Lagrange'sche  Form  der 
dynamischen  Gleichungen  gelten  unverändert;  die  Hamilton'schen 
Gleichungen  dagegen  und  seine  partielle  Differentialgleichuug 
erfahren  die  Modification,  dass  als  charakteristische  Function  H 
in  ihnen  nicht  T— t/,  sondern  T, — T^ — U  zu  nehmen  ist.  Der 
Uebergang  auf  die  Form ,  welche  Hr.  G.  Neumann  (Schlömilch 
Z.  XL)  Hamilton's  partieller  Differentialgleichung  mit  Rück- 
sicht auf  die  Probleme  relativer  Bewegung  gegeben  hat,  ist 
leicht  zu  machen.  Zum  Schluss  wird  näher  auf  die  Gleichun- 
gen für  einen  Massenpunkt  eingegangen.  Mk. 


G.  Helm,     üeber  die  analytische  Verwendung  des  Ener- 
gieprincips  in  der  Mechanik.    Schiömiich  z.  xxxv.  307-320. 

Der  Verfasser  spricht  den  Zweck  seines  Aufsatzes   in   den 
folgenden  Worten  aus: 
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Iq  den  folgenden  Ausfllhrungen  soll  allgemein  gezeigt  wei 
den,  dass  der  zunächst  aus  allgemeinen  energetischen,  besonder 
physikalisch-technischen  Gesichtspunkten  gefolgerte  Satz: 

„Bei  jeder  möglichen  VeräDderung  bleibt  die  Energie  uiTa 
ändert," 

zu  den  Differentialgleichungen  der  Dynamik  führt.  F&r  ck 
formelle  Entwickelung  der  Lehre  von  der  Energie  scheint  es  mt 
wesentlich,  zu  entscheiden,  ob  die  Mechanik  nur,  wie  bisher  dei 
Beweis  fahren  kann,  dass  die  aus  ihren  Principien  gezogeoeii 
Folgerungen  mit  dem  Energiegesetz  in  Einklang  stehen,  odei 
ob  umgekehrt  dieses  Energiegesetz  an  Stelle  jener  Principiti 
zur  allgemeinen  Grundlage  der  Mechanik  gemacht  werden  kiun. 

Es  ist  kaum  nötig,  der  Untersuchung  noch  die  BemerkQ!i: 
voranzuschicken,  dass  das  eben  ausgesprochene  Energieprindp. 
welches  als  allgemeines  Princip  der  Mechanik  hervortretea  so!!, 
nicht  mit  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der  Energie  Terwechselt 
werden  darf,  der  ja  nur  für  gewisse  Systeme  Gültigkeit  bat  ^i^ 
man  als  cooservativ  bezeichnet. 

Es  würde  zweckmässig  sein,  diesen  der  Mechanik  gellafi^<% 
Satz  zum  Unterschied  von  dem  eben  angeführten  Energieprin- 
cip,  das  sich  wesentlich  als  eine  Gleichung  zwischen  Differec 
tialen  herausstellt,  als  das  Energie-Integral  zu  bezeichnen. 

Lp. 

Daüthevillb.     Sur  une  transformation   de  mouvement 

Ann.  de  l*fic.  Norm.  (3)  VII.  361-374. 

Es  seien  S  und  S,  zwei  Flächen,  und  man  lasse  eineni 
reellen  Punkte  der  ersten  einen  reellen  Punkt  der  zweiten  eut* 
sprechen.  Nach  Tissot  entspricht  einem  orthogonalen  Liniec- 
Systeme  der  einen  Fläche  ein  orthogonales  System  der  anderen 
Fläche.  Auf  diese  beiden  orthogonalen  Systeme  mögen  dieEle- 
mente  der  Flächen  bezogen  werden,  so  dass  die  Linienelemente 
von  S  und  S^  sich  in  den  Formen  darstellen: 

Die  Bewegung   eines  Punktes   von   der  Masseneinf^^^  *"^ 
Fläche  S  sei  in  der  Form  von  Lagrange  beschrieberf'"^^* 


dt  ' 


dt  \  du'  y       du   ^     ' 
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du 


dv 

v  = 


2r=  Eii"+ßc 


rs 


dt\dc'^       do        ^'  d« 

wo  P  und  Q  nur  von  ti  und  v  abhängen. 

Ein  zweiter  Punkt,  dessen  Masse  gleichfalls  die  Einheit  sei, 
bewege  sich  auf  der  Fl&che  S, ,  und  es  seien  seine  Coordinaten 
Functionen  einer  neuen  Variable  I,,  welche  an  /  durch  die 
Oleichnng  d/,  =  X(u^v)dt  geknüpft  sein  mag.  Die  Bewegung 
des  zweiten  Punktes  wird  alsdann  bestimmt  durch  das  Glei- 
chnngssystem : 


dt,\du\  )       du    ~    "         '  ~  dt,  • 
di,\dt)\  )       dv        *'"        '        dt,  ' 


2T,  =  E,«','+Cy,», 


und  es  entsteht  nunmehr  die  Frage:  Ist  es  möglich,  die  Func- 
tion l  derart  zu  bestimmen,  dass  P,  und  Q,  unabhängig  sind 
von  u[  und  o', ,  also  nur  abhängig,  wie  in  dem  obigen  System, 
von  ti  und  o? 

Die  Analyse  dieser  Frage  fDhrt  den  Verfasser  auf  sechs 
Bedingungsgleichnngen  zwischen  Jl,  £,  ß,  B^y  6,  und  den  ersten 
partiellen  Derivirten  dieser  Grössen  nach  u  und  v.  Von  diesen 
sechs  Bedingungsgleichungen  enthalten  vier  die  Grösse  l  und 
ihre  Derivirten  nicht.  Die  vier  sind  notwendige  und  ausrei- 
chende Bedingungen,  dass  das  gestellte  Problem  überhaupt  eine 
Lösung  zulässt,  und  ihre  Form  lässt  erkennen,  dass  in  ihnen 
diejenigen  Bedingungen  sich  darstellen,  welche  ausdrücken,  dass 
die  geodätischen  Linien  beider  Flächen  sich  entsprechen.  Sind 
diese  Bedingungen  erfüllt,  so  führt  die  Integration  dieser  vier 
letzten  Gleichungen  nach  Darboux  (Lefons  sur  la  th^orie  g&ü6- 

E 
rale  des  surfaces)  auf  die  Gleichung  -=r-  =  yu\  wo  V  eine  Func- 

tion  von  t  und  U  eine  Function    von  u  ist.    Mit  Hülfe  dieser 

Gleichung  wird  für  l  die  Form  gewonnen  i=  -™:,  in  welcher 

ir  eine  Gonstante  bedeutet. 

FortMhr.  d.  Msth.   XXII.  3.  57 
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Dem  besonderen  Fall,  dass  die  eine  Fläche  eine  Ebene  wird, 
ist  der  zweite  Teil  der  Arbeit  gewidmet.  Die  Bewegung  eines 
Punktes  in  der  Ebene  sei  durch  die  Gleichungen  gegeben 

^^^     dt'  ~  ^'    dt'  -  ^' 

und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  X  und  Y  nur  Functionen  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  seien.  Bezieht  man  die 
zweite  Fläche  auf  ein  System  krummliniger  Coordinaten,  welches 
durch  eine  Schar  geodätischer  Linien  und  deren  rechtwinklige 
Trajectorien  gebildet  ist,  so  ist  der  Ausdruck  fQr  ein  Linienele- 
ment  ds'  =  du*  +  Cdt*.  Auf  dieser  Fläche  bewege  sich  ein 
Punkt  von  der  Masse  =  1  gemäss  den  Gleichungen: 

d   (dT\      öT  ^  ,  ^    du 

di\du^J       du  '        "         d/,5  __ 

(2^    ^d_(dT>.      ÖT  ^  d^,    ^^-^   +^  ' 

di,  \dv'y    de  ^^'     *  ""  dl, ' 

und  es  handelt  sich  nunmehr  um  die  Aufgabe,  die  Transforma- 
tionen von  der  Form 

X  =  f(u,  v)]    y  =  9(11,  c);     dt,  =  i(tt,  v)dt 

so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichungen  (1)  sich  in  die  Gleichun- 
gen (2)  umbilden  mit  der  Bedingung,  dass  P  und  Q  unabh&ngig 
sind  von  u'  und  v'. 

Die  Untersuchung  fährt  wieder  zu  sechs  Bedingungsglei- 
chungen,  und  diese  vereinfachen  sich  durch  die  Annahme,  dass 
die  Schar  geodätischer  Linien  von  dem  Punkte  ausgehe,  wel- 
cher auf  der  Fläche  dem  Punkte  rr  =  0,  y  =  0  entspricht.  Aus 
diesen  Gleichungen  wird  als  eine  notwendige  Folge  hergeleitet 

1    d'C 

'^ic'du^  ^  ^^°^*-' 

und  da  dieser  Ausdruck  das  ErQmmungsmass  der  Fläche  dar- 
stellt, so  ist  die  gesuchte  Transformation  nur  ausführbar,  wenn 
die  gegebene  Fläche  eine  constante  Krümmung  besitzt.  Es  wird 
nunmehr  diese  Eigenschaft  der  Fläche  vorausgesetzt  und  die 
vollständige  Darstellung  der  Functionen  f,  «p,  X  gegeben  für  die 
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drei  Fälle,  dass  die  KrttmmuDg  Null,  positiv  oder  negativ  ist. 
Ihre  Formen  zeigen  wieder,  dass  die  Transformationen  solche 
sind,  welche  die  Geraden  der  Ebene  in  geodätische  Linien  der 
Fläche  überfahren.  Sehn. 


Dauthbville.     Sur  une   transformation  de  mouvement. 

0.  R.  OXI.  877-878. 

Anzeige  der  in  vorstehendem  Bericht  dargelegten  Ergebnisse. 

Sehn. 


A.  Schmidt.     Ueber    den    Begriff  der    Centrifugalkraft 
und  die  Ableitung  ihres  Gesetzes.    Bökien  Mitt.  iil.  59-77. 

Der  Aufsatz,  ein  Vortrag  in  der  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Section  der  Reallehrerversammlung,  kritisirt  die  Ein- 
führung dieses  Begriffs  sowohl  in  den  elementaren  als  auch  in 
wissenschaftlichen  Werken  ttber  Mechanik  und  schlägt  vor,  das 
Wort  „wegen  seiner  historischen  Berechtigung  und  seiner  Popu- 
larität^ noch  einige  Zeit  in  GapitelQberschriften  stehen  zu  lassen, 
sonst  aber  diesen  „zweizttngigen  Begriff',  dessen  man  zur  Er- 
klärung der  Erscheinungen  entraten  kann,  aus  den  Lehrbüchern 
zu  tilgen.  Lp. 


A.  Walter.     Der  freie  Fall,  berechnet  aus  dem  Gravi- 

tationsgesetze.       Wien.  Her.  XGIX.  521-533. 

Der  Verf.  berechnet  den  freien  Fall  eines  materiellen  Punk- 
tes unter  Berücksichtigung  1)  der  Rotation  der  Erde,  2)  der 
Veränderlichkeit  der  Schwere  in  verschiedenen  Höhen,  3)  des 
Luftwiderstandes  in  der  Form  av  -f-  ße^.  Die  Integration  der 
Differentialgleichungen  wird  nach  der  Methode  der  unbestimm- 
ten Coefficienten  durch  Potenzreihen  bewirkt.  Wenn  die  s-Axe 
vertical,  die  x-Axe  horizontal  nach  Norden,  die  y-Axe  nach  Osten 
gerichtet  ist,  so  findet  er: 

57* 
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Q    ,      G  +  rw*  .   ,        <* 

X  =  3cö* cosflp.sin'flp- -773- 4  ••-, 

g  ^  ^      24 

y  =  2iü(7C08^--^ 4a«tfßco8flp'-5j- -1 , 

|S  ^t        /  2G 

+  3rcü*  —  cos'qp.siD'qp!  -5^7  H — 

Hierin  bedeatet  oi  die  KotatioDsgeschwindigkeit  der  Erde,  r  den 
nach  dem  Beobachtungsorte  gerichteten  Erdradius,  g  die  Erd- 
beschleunigung fhr  den  Anfangspunkt  der  Bewegung,  G  die  Erd- 
beschleunigung unter  dem  Aequator.  Ffir  die  Beschleunigung  b 
und  die  Geschwindigkeit  v  in  einem  gegebenen  Zeitpunkte  wird 
berechnet: 

g(ct^^2ßg'\ w'  +  Scci'sin'y) 

+  rai»— co8V(lO— — 3cu'+12iö'co8'y)}-^  +-., 
«  ==  gt-ag-^  +  \g(a'-^2ßg+^^iü'+3w's\n'(p) 

-f  3rcü*  —  cos'qpf €e>*+4cö'8in'qp)j-^  -j — . 

Von  der  reichen,  das  Problem  betreffenden  Litteratur  fahrt  der 
Verf.  am  Beginne  seiner  Arbeit  nur  Oauss  (Werke  V.  496  u.  497) 
und  Hoppe  (Archiv  LXIV.  96)  an.  Lp. 


H.  Hammerl.     Beitrag  zum  Fall  auf  der  schiefen  Ebene 

und   zur   Pendelbewegung.     Mährisch  Träbaa.  16  S.  80.  (1889.) 


P.  Appell.      Sur    les    lois    de    forces    centrales    faisant 

däcrire  k  leur  point  d*application  une  conique  quelles 

que  soient  les  conditions  initiales.   AmericaDJ.xin.i&3-i58 

Die  Gentralkrftfte,   welche  als  blosse  Functionen  der  Lage 

ihren  Angriffspunkt  einen  Kegelschnitt  als  Bahncurve  beschreiben 

lassen,  sind  zufolge  einer  von  Hm.  Bertrand  gegebenen  Anregung 


r 
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gleichzeitig  von  Hrn.  Darboaz  und  Halphen  beBtimmt  worden 
(C.  R.  LXXXIV,  F.  d.  M.  IX.  1877.  638ff.),  und  Hr.  Battaglini 
bat  das  etwas  verallgemeinerte  Problem  bald  darauf  ebenfalls 
gelöst.  Ohne  der  analytischen  Lösung  Halphen's  und  ihrer  Dar- 
stellung durch  Hrn.  Tisserand  in  seiner  Mäcanique  Celeste  etwas 
Wesentliches  hinzufügen  zu  wollen,  teilt  der  Verf.  jetzt  nur  die 
Methode  mit,  welche  er  in  seiner  Vorlesung  gebraucht  hat,  um 
die  Halphen'sche  Rechnung  möglichst  abzukOrzen.  Diese  Methode 
besteht  in  einer  Anwendung  der  Homographie  in  der  Mechanik, 
deren  Theorie  im  vorangehenden  Jahre  an  derselben  Stelle  ge- 
geben ist  (vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  904).  Die  beiden  möglichen 
Gestalten  der  Gesetze  sind  bekanntlich: 


*•,= 


l^ 


(Ax'+2D«y  +  Fy')* 


Lp. 


D.  Leitb.     Sobre  o  theorema  d'Euler- Lambert.     Teizeira 

J.  X.  29-3S. 

Der  betreffende  Satz  der  Himmelsmechanik,  welcher  die^Zeit 
als  Function  der  Bahnaze,  der  Sehne  des  von  einem  Planeten 
beschriebenen  Bogens  und  des  arithmetischen  Mittels  der  beiden 
nach  den  Endpunkten  des  Bogens  gezogenen  Fahrstrahlen  aus- 
druckt, wird  rein  geometrisch  bewiesen,  unter  Benutzung  einer 
Transformation  ebener  Flftchen.  Der  Verfasser  betrachtet  der 
Reihe  nach  elliptische,   hyperbolische  und  parabolische  Bahnen. 

Tx.  (Lp.) 

P.  NowiKOFF.  Ueber  die  Stabilität  der  elliptischen  Be- 
wegung eines  Punktes ,  welcher  von  zwei  unbeweg- 
lichen Centralpunkten  nach  dem  Newton'sohen  Gesetze 

angezogen  wird.  Arbeiten  der  VIIL  VerBammlaDg  der  raeaiBchen 
Naturforscher  aod  Aerzte.  1890.  St.  Petersb.  Math.  n.  Astr.  38-41. 
(Roseisch.) 

Herr  P.  Nowikoff  beweist,   dass   die  elliptische  Bewegung 
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unter  Wirkang  der  genannten  Kräfte  stabil  ist  in  Bezug  auf 
alle  Ablenkungen,  die  in  der  Bewegungsebene  stattfinden,  and 
bildet  die  Gleicbungen  der  unendlich  wenig  von  Ellipsen  ab- 
weichenden Bahnen.  Bb. 


E.  Obkinghaus.     Einige  neue  Relationen  aus  der  Bahn- 
geometrie  der  Himmelskörper.     Wocbenschr.  rsr  Aatr.    (2) 

XXXI.  369-373,  379-381.  (1888). 

I.  In  der  Centralbewegung  nach  dem  Newton'schen  Gesetz 
ist  die  Summe  der  vier  vom  Perihel  an  gerechneten  Zeiten  bis 
zu  den  Durchschnitten  eines  Kreises  mit  der  Ellipse  auch  fttr 
alle  mit  ihm  concentrischen  Kreise  eine  constante  Grösse,  welche 
selbst  dann  constant  bleibt,  wenn  die  Gentra  der  Kreise  auf  einer 
mit  der  grossen  Axe  parallelen  Geraden  fortrQcken.  II.  Alle 
Kormalen,  welche  von  Punkten  einer  der  grossen  Axe  parallelen 
Geraden  an  die  Planetenbahn  gezogen  werden  können,  begren- 
zen in  ihren  Fusspunkten  Bogen  und  damit  entsprechende  Zeiten, 
deren  algebraische  Summe  eine  constante  Grösse  ist.  Ein  dem 
letzteren  Satze  entsprechender  gilt  auch  für  die  parabolische 
Bewegung.  Lp. 

E.  Oekinghaus.     Die   Cassini'sche   Linie    in    ihrer    Be- 
ziehung zur  Bewegung  der  Himmelskörper.   WocbeDschr. 

für  Astr.  (2)  XXXI.  313-316.  (1888). 

Nimmt  man  den  Polarradius  einer  Gurve  gleich  der  Ge- 
schwindigkeit c  eines  Planeten,  den  Polarwinkel  gleich  der 
wahren  Anomalie,  so  ist  diese  Curve  ein  Cassini'sches  Oval. 

Lp. 

E.  Oekinghaus.     Die  Lemniskate  und  die  parabolische 
Bewegung  der  Himmelskörper.     WocbeDschr.  far  Aatr.  (2) 

XXXI.  335-336,  377-379.  (1888). 

Eine  gewisse  Eigenschaft  der  Lemniskate  gestattet  es,  die 
Bewegungsvcrhältnisse  eines  in  einer  Parabel  laufenden  Kometen 
auf  diese  besondere  Cassini'sche  Curve  zu  übertragen,  nämlich 


/ 
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nicht  bloss  den  Ort  und  die  Geschwindigkeit,  sondern  auch  die 
Zeit  and  die  von  ihr  abhängigen  Grössen  durch  eine  einfache 
Construction  graphisch  darzastellen.  Lp. 


P.  Bohl.      Ueber   eine  Verallgemeinerung    des    dritten 
Kepler'schen    Gesetzes.     Schiomiioh  z.  xxxv.  188-191. 

Folgender  Satz  wird  bewiesen :  Es  sei  ein  periodisches  System 
von  freien  materiellen  Punkten  gegeben,  und  es  existire  f&r 
dasselbe  eine  homogene  Er&ftefunction  von  der  Dimension  Ar. 
Lässt  man  dasselbe  System  eine  andere  periodische  Bewegung 
ausfahren  (von  der  wir  annehmen,  dass  sie  durch  stetige  Variation 
der  Anfangsbedingungen  aus  der  ersten  hervorgehen  könne),  so 
verhalten  sich  die  ( — 2ä)**»  Potenzen  der  Umlaufszeiten  umge- 
kehrt wie  die  (2— J;)^  Potenzen  der  von  einem  geeigneten  Null- 
punkte gezählten  Energie  (h  =  T—  ü  =  Energie  —  const.)-  Findet 
aber  Anziehung  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  statt,  so 
gilt  der  Satz:  Die  Differenz  zwischen  der  Energie  und  dem  mit 
Sniktni  multiplicirten  natQrlichen  Logarithmus  der  Umlaufszeit 
ist  constant.  Speciell  für  ein  Newton'sches  System  gilt:  Die 
Quadrate  der  Umlaufszeiten  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die 
Kuben  der  vom  erwähnten  Nullpunkte  gezählten  Energie. 

Lp. 

C.   BoNACiNi.      Sa]    moto   di  un  punto    attratto  da  due 
centri  fissi  secondo  la  legge  di  Newton.    Batto.  xxviii. 

44-51. 

Fortsetzung  der  Arbeit,  über  welche  F.  d.  M.  XXI.  1889. 
908  berichtet  ist.  In  Bezug  auf  singulare  Bewegungen  in  dem 
Falle  k>0  fasst  der  Verf.  die  Ergebnisse  seiner  Untersuchung 
in  folgenden  Sätzen  zusammen:  Wenn  ein  Punkt,  welcher  der 
Einwirkung  zweier  festen,  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  an- 
ziehenden Centren  unterliegt,  anfänglich  einen  zu  der  durch  ihn 
und  die  beiden  Centren  bestimmten  Ebene  senkrechten  Stoss 
erhält,  sodass  die  Energie  der  Centrifugalkraft,  welche  sich  nor- 
mal zur  Verbindungsgeraden  der  Centren  entwickelt,  gleich  oder 
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grösser  als  die  der  ansieheDden  Kräfte  ergiebt,  und  die  gesamte 
bewegende  Kraft  in  der  Berührangsebene  des  UmdrehangB-Byper- 
boloids  um  jene  Gerade  mit  Brennpookten  in  den  ansiebenden 
Gentren  liegt,  welches  durch  die  Anfangslage  geht,  so  bewegt 
sich  der  Punkt  auf  diesem  Hyperboloide  und  entfernt  sich  anbe- 
grenzt, indem  er  eine  Spirale  mit  einer  endlichen  Anzahl  Yon 
Windungen  in  unendlicher  Zeit  beschreibt.  Umgekehrt,  wenn 
eine  beliebige  Anfangslage  herausgegriffen  wird,  die  jedoeh  be- 
züglich der  Mittelsenkrechtebene  nicht  auf  der  Seite  des  Gen- 
trums  der  kleineren  Anziehung  liegt,  so  Iftsst  sich  die  Gröase 
des  Stosses  berechnen,  der  dem  Punkte  zu  erteilen  ist,  damit 
die  fragliche  Bewegung  stattfinde.  Die  Schlussparagraphen  der 
Arbeit  beschäftigen  sich  mit  den  F&Uen,  dass  die  beiden  Krftfle 
abstossend  wirken,  oder  die  eine  anziehend  und  die  andere  ab- 
stossend.  Endlich  wird  der  Fall  der  ebenen  Bewegung  kurz  er- 
örtert Lp. 


C.  BoNACiNi.  Sulla  separazione  delle  variabili  nelle 
equazioni  del  moto  di  un  punto  soggetto  aH'azione 
di  due  centri  fissi.    Batt.  g.  xxviii.  132-137. 

Die  Lösung  des  Problems  der  Bewegung  eines  von  zwei 
festen  Gentren  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  angezogenen 
Punktes  beruht  hauptsächlich  auf  dem  Umstände,  dass  in  den 
Bewegungsgleichungen  die  Variabein  getrennt  auftreten;  hier- 
durch ergiebt  sich  die  Möglichkeit,  die  Wandlungen,  welche  zu- 
folge der  Anfangsbedingungen  in  der  Bahnlinie  sich  vollziehen, 
ftlr  jede  einzelne  Coordinate  gesondert  zu  ermitteln.  Man  kann 
nun  fragen,  ob  die  Untersuchung  nach  derselben  Methode  in 
dem  Falle  sich  erledigen  lässt,  dass  die  von  den  beiden  festen 
Centren  ausgehenden  Kräfte  beliebige  Functionen  der  bezüglichen 
Fahrstrahlen  des  beweglichen  Punktes  sind.  Der  Verf.  beweist, 
dass  die  Trennung  der  Variabein  in  den  Bewegungsgleiohungen 
pur  möglich  ist,  wenn  die  beiden  Kräfte  Newton'sche  sind. 

Lp. 
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E.  Obkinghaus.     Ueber  bipolare  Anziehungen.  WochoDschr. 

rar  Aatr.  (3)  XXXII.  97-99,  118-116,  145-150,  177-184.  (1889). 

I.  Ein  Punkt  beschreibt  unter  der  Einwirkung  der  An- 
ziebnng  f  =  h^lr  zweier  gleichen,  in  den  Brennpunkten  einer 
Lemniskate  sich  befindenden  Massenpunkte  diese  Curve  mit 
gleichförmiger  Bewegung,  wenn  man  demselben  in  der  Mitte  der 
Verbindungslinie  der  Brennpunkte,  deren  Abstand  vom  Centrum 

c  =  +1  ist,  eine  Geschwindigkeit  fc]/^  erteilt,  deren  Richtung 
mit  der  Axe  den  Winkel  45*  einschliesst.  IL  Rechnet  man  den 
Bogen  einer  Lemniskate  vom  Scheitel  bis  zu  einem  beliebigen 
Punkte  mit  den  Brennstrahlen  p  und  9,  so  ergeben  sich  die  An- 
ziehungen oder  Abstossungen  des  mit  Masse  gleichförmig  beleg- 
ten Bogens  auf  die  beiden  Brennpunkte  nach  dem  Newton'schen 
Gesetze  umgekehrt  wie  die  Quadrate  von  p  und  9.  Die  An- 
ziehungen fOr  die  Rotationsfläche  werden  ebenfalls  berechnet. 
III.  In  einer  Ebene  seien  n  feste  Massenpunkte  verteilt,  welche 
nach  dem  Gesetze  f  =  mfr^  auf  einen  freien  Punkt  in  derselben 
Ebene  einwirken.  Die  Differentialgleichung  f&r  die  Bahncurve 
bei  ebener  Bewegung  wird  in  Polarcoordinaten  aufgestellt,  und 
ftlr  ft  =s  2  die  Integration  durch  eine  Reihe  von  der  Form 

r  =r  a-f  bcos'9  4'<^0O8*9)-f-^coB'9+  '•• 

versucht  Von  den  früheren  Arbeiten,  welche  sich  auf  das  näm- 
liche Problem  beziehen,  scheint  der  Verf.  keine  Kenntnis  zu 
haben.  Man  vergleiche  die  Referate  über  Bonacini  und  Haussner 
in  F.  d.  M.  XXI.  1889.  908  ff.  Der  Fall  der  besonderen  Bewe- 
gung in  einer  Ellipse,  bezüglich  dessen  auf  S.  182  die  Frage 
gestellt  wird,  ob  dieses  Resultat  bekannt  sei,  ist  auf  S.  37  der 
Baussner'schen  Dissertation  bebandelt  und  auf  Legendre  zurttck- 
geführt  Lp. 

A«   DB  Saint- Gbrmain.       Sar    un    cas    partioulier    du 
mouvement    d'uu     point    dans    un    milieu    resistant 

C.  R.  CX.  1184-1187. 

Die  bekannten  Formeln,  welche  zur  Bestimmung  der  von 
dem  Widerstände  eines  sehr  dtlnnen  Mittels  hervorgerufenen  Stö- 


906  X.  Abschnitt.    Meehtnik. 

ruQgen  in  der  Bewegung  eines  Planeten  dieaen,  werden  un- 
brauchbar, wenn  man  die  Excentricitftt  der  nicht  gestörten  Bahn 
als  verschwindend  voraussetzt.  In  diesem  Falle  moss  man  eine 
directe  Untersuchung  der  Bewegung  vornehmen,  die  von  dem 
Verfasser  in  der  vorliegenden  Note  gegeben  wird.  Die  Ge- 
schwindigkeit des  Planeten  sei  o,  die  Dichte  des  Mittels  Jl,  sein 
Widerstand  lvq>(v).  Die  Differentialgleichungen  fQr  den  Radius- 
vector  r  und  den  Polarwinkel  6  werden  durch  Reihen  integrirt, 
und  indem  die  höheren  Potenzen  von  l  vernachlässigt  werden, 
erhftlt  man 

r  ~  a — zla w((!Uo\ 

1 — COSCüi 
Crl 

falls  die  Anfangsgeschwindigkeit,  durch  den  Anfangsradius  a 
ausgedruckt,  den  Wert  aw  hat.  Hieraus  folgt,  dass  r  fortwäh- 
rend abnimmt,  während  0  stets  wächst.  Ffir  i  =  2n/to  wird 
r'  =  0,  also  r  senkrecht  zur  Bahn.  Nennt  man  diese  Lage  ein 
Perihel  und  bezeichnet  die  zugehörigen  Werte  von  r,  0  nnd  w 
durch  ttj,  (?j,  ctij,  so  ergiebt  sich  mit  Vernachlässigung  von  V 
die  Beziehung  a]w\  =ra'cu'=/ti.  Geht  man  von  diesem  Perihel 
zum  nächsten  und  so  fort  bis  zum  ft^",  so  folgt  ähnlich  a2a>|=:  /i. 
Fttr  den  Fall   des  Widerstandes  proportional   einer  Potenz 

der  Geschwindigkeit,  oder  qp(i?)  =  -^ — ,  werden  die  Werte  von 

Oh  0ky  h  berechnet,  und  es  folgt,  dass  fttr  n  =  3  die  Ht  wie  die 
Glieder  einer  geometrischen  Progression  abnehmen,  die  0k  da- 
gegen wie  die  einer  arithmetischen  wachsen.  Lp. 


n  .     i/^«      .«        j     1 — COSCüi   \      ,       X 

0  =  01/ +  il(^|wl"— 4 )(p(o(o)y 


J.  Andrade,  Sur  le  raouvement  d'un  corps  soumis  ä 
Tattraction  Newtonienne  de  deux  corps  fixes.  Sur  une 
extension  d'une  propriöt^  des  mouvements  Eepl^riens. 

J.  de  TEc.  Pol.  LX.  1-57,  These.  Gauthier-Villars  et  Pils. 

Eine   Masse   1    in  o;,  y,  2  sei    der   Anziehung   von    festen 
Massen  m,  in  den  Punkten  ö*,  6„  c,  nach  dem  Newton'schen  Ge- 
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setze  unterworfen,  U  sei  die  Eräftefunctioo,  h  die  Constante  des 
Integrals  der  lebendigen  Kräfte,  R  =  ^^+9*+^')  ^^  ^^^  msLn: 

Daraus  ist  zu  schliessen :  Wenn  A^O  ist,  so  wächst  für  den  be- 
wegten Körper  entweder  R  von  einer  gewissen  Zeit  an  un- 
aufhörlich, oder  aber,  und  letzterer  Fall  tritt  immer  ein,  wenn 
ft<0  ist,  R  bleibt  immer  endlich.  Nun  sollen  alle  festen  Massen 
auf  einer  Linie,  auf  der  «-Axe,  liegen,  und  es  sei  g  die  Constante 
des  Flächensatzes  in  Bezug  auf  die  d;j^-£bene.    Wenn  h>0  und 

p  ^  0  ist  und  —   die  positive  Wurzel  von 


^0 


^"'+Ä-i4^=0 


''o  r^ 


vorstellt,   so  muss  dann  jede  einzelne  Oscillation  des  bewegten 

4hr^ 
Körpers  parallel  der  Axe  durch  die  festen  Centren  >  ^  ^  sein, 

—  Die  Arbeit  behandelt  im  flbrigen  die  Umkehrung  der  Qua- 
draturen, auf  welche  das  Problem  der  Anziehung  eines  Massen- 
ponktes  von  zwei  festen  Centren  führt;  es  werden  die  Jacobi'- 
schen  Integralformeln  zu  Grunde  gelegt  und  die  Functionen  p  und 
a  eingef&hrt.  Es  wird  speciell  erörtert,  wann  die  angezogene 
Masse  sich  auf  einem  Botationsellipsoid  bewegt,  wann  die  Pro- 
jeetion  ihrer  Bahn  auf  die  Ebene  senkrecht  zur  Axe  durch 
die  Centren  oder  diese  Bahn  selbst  geschlossen,  ferner  wann 
sie  eine  algebraische  Curve  sein  kann;  es  werden  Fälle  be- 
zeichnet, in  denen  die  bewegte  Masse  die  Eigenschaften  eines 
Trabanten  eines  der  Centren  hat;  dabei  kann  es  im  Falle  ^=0 
eintreten,  dass  die  Stellen  ihrer  Durchgänge  durch  die  Axe  zum 
Teil  dem  betreffenden  Centrum  so  nahe  kommen,  als  man  will. 
Besonders  merkwürdig  ist  ein  Fall,  der  ebenfalls  an  p  =  0  ge- 
bunden ist,  wo  die  angezogene  Masse  sich  asymptotisch  der  Axe 
durch  die  Centren  nähert.  Mk. 


H.  PoiNCARE.      Sur  le   problfeme   des  trois  corps  et  les 
^qnations  de  la  dynamique.    Acta  Math.  xiii.  i-270. 
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In  dieser  Arbeit  (der  ein  vom  Könige  ?on  Schweden  aos- 
gesetzter  Preis  zuerkannt  wurde)  wird  die  Existenz  gewisser  parti- 
culärer  Lösungen  der  Differentialgleichungen  der  Dynamik  nach- 
gewiesen. Sie  bringt  ferner  neue  HQlfsmittel  zur  Benrteilong  der 
Stabilität  von  Bewegungen.  Ein  grosser  Teil  ist  dem  Studium 
der  Bewegungen  mit  nur  zwei  Freiheitsgraden  gewidmet  Auf 
einen  Fall  solcher  Bewegung  reducirt  sich  das  Problem  der  drei 
Körper,  wenn  angenommen  wird,  die  Masse  des  einen,  il,  sei  sehr 
gross,  die  eines  zweiten,  0,  sehr  klein  und  die  des  dritten,  C, 
unendlich  klein,  ferner  dass  Ä  und  B  Kreise  um  ihren  gemein- 
samen Schwerpunkt  beschreiben  und  die  Bewegung  von  C  in  der 
Bahn  dieser  Kreise  vor  sich  geht.  Die  festgestellten  particul&ren 
Lösungen  ermöglichen  insbesondere  den  Nachweis,  dass  gewisse 
in  der  Mechanik  des  Himmels  gebrauchte  Reihenentwicklongen 
nicht  coQvergent  sind,  vielmehr  einen  Charakter  fthnlich  wie  die 
Stirling'sche  Reihe  f&r  F^x+l)  tragen  (wodurch  sie  praktische 
Brauchbarkeit  behalten);  endlich,  dass  das  Problem  der  drei 
Körper  ausser  den  bereits  bekannten  Integralen  kein  weiteres 
eindeutiges  analytisches  in  einem  noch  genauer  zu  prftcisirenden 
Sinne  (s.  am  Schlüsse)  zulässt. 

Zunächst  wird  eine  Uebersicht  über  die  zu  verwendenden 
allgemeinen  Eigenschaften  von  Differentialgleichungen  gegeben. 
Dabei  erfahren  die  bekannten  Sätze  Ober  die  Möglichkeit,  einem 
Systeme  von  Differentialgleichungen 

(1)         ^*   =X.  (t=l,2,...,f0, 

worin  die  X  Potenzreihen  der  x  vorstellen,  durch  Potenzreihen 
nach  den  Anfangswerten  der  x  und  nach  t  zu  genfigen,  eine 
Ausdehnung,  welche  die  gleichzeitige  Entwickelbarkeit  der  Lösun- 
gen nach  Potenzen  eines  in  den  X  eingehenden  Parameters  fi 
betrifft,  und  gewisse  andere  Sätze  über  solche  Systeme,  die  der 
Verfasser  in  seiner  Inauguralthese  (Paris  1879)  entwickelt  hat, 
eine  Ausdehnung  auf  den  Fall,  wo  die  X  noch  von  t  abhängen, 
und  zwar  periodische  Functionen  von  <  sind.  In  den  in  der 
Arbeit  zu  betrachtenden  Systemen  (1)  gehen  in  die  X  gewisse 
X,  so  ein,  dass  die  X  periodische  Functionen  von  ihnen,  und  zwar 
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mit  der  Periode  2n  sind;  eine  particulftre  Lösung  Xi  =  q>i(i)  ?on 
(1)  heisBt  dann  periodiseh  mit  der  Periode  A,  wenn  fpi(t  +  k)  für 
diese  „angularen*'  Variabein  Xi  bis  anf  ein  ganzsahliges  Vielfaebes 
Yon  2fr  gleieh  g>i(t),  fflr  die  flbrigen  „linearen''  Variabein  Xi 
direet  =  q>i(t)  ist. 

E^  wird  nun  zuerst  der  neue  Begriff  der  „Integralinvarianten'' 
zur  Behandlung  von  Fragen  Ober  Stabilität  eingef&hrt.  Es  möge 
(1)  als  Gesetz  der  Bewegung  eines  Punktes  P{x^,  ^^  --m  ^n)  im 
Räume  von  n  DimeDsionen  aufgefasst  werden.  Betrachtet  man 
die  Punkte  P,  die  zur  Zeit  t^  ein  y-dimensionales  Gebiet  6^  er- 
füllen, so  bilden  sie  zur  Zeit  t  ein  gewisses  Gebiet  G.  Ein 
v-faches  Integral  über  (?,  das  einen  von  /  unabhängigen  Wert 
besitzt)  wird  eine  „Integralinvariante*'  (»**'  Ordnung)  genannt.   So 

ist  z.  B.  das  Volumen    /dx^dx^,..dxn   ttber  jedes  Gebiet  eine 

solche  Invariante,  wenn  die  X  der  Bedingung 

^-^  =  0  (<  =  l,2,...,n) 

genflgen.  Ferner  ist  fOr  die  kanonische  Form  der  Differentisl- 
gleiohnngen  der  Mechanik 

dxi  _  dF        dyi   _        dF  . 

das  Doppelintegral    /Sidxidyi  eine  Invariante,  und  es  giebt  im 

Probleme  der  n  Körper  noch  eine  Invariante  erster  Ordnung. 
Besonders  wichtig  sind  die  „positiven"  (Integral-)  Invarianten, 
worunter  solche  n^'  Ordnung 

/  M  dx^  dx^ . . .  dxn^ 

in  welchen  Jlf  eine  positive  Function  vorstellt,  verstanden  werden. 
Die  Bedeutung  der  Integralinvarianten  beruht  auf  dem  funda- 
mentalen Satze:  Ist  das  Volumen  eine  Invariante  (oder  giebt  es 
Oberhaupt  irgend  eine  positive  Invariante),  und  bleibt  P  auf  den 
durch  (1)  bestimmten  Bahnen  immer  in  endlicher  Entfernung 
(es  sei  jetzt  etwa  n  =  3),  so  giebt  es,  wenn  man  eine  Region  r^ 
betrachtet,  sie  mag  noch  so  klein  sein,  immer  unendlich  viele 
solehe  Bahnen  von  P,   welche  die  Region  unendlich  oft  durch- 
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setzen.  Es  kann  aber  auch  Bahnen  geben,  welche  sie  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Malen  durchsetzen;  diese  sind  indes  als 
Ausnahmen  zu  betrachten,  ungefähr  so,  wie  man  eine  rationale 
Zahl  Ausnahme  und  eine  incommensurable  Zahl  Regel  nennen 
kann.  Nach  Hill  und  Bohlin  bleibt  in  dem  eingangs  erwähnten 
Specialfalle  des  Dreikörperproblems  der  Radius  CA  endlich,  und 
nun  geht  hervor,  dass  in  der  Regel  A^  S,  C  unendlich  oft  ihre 
anfängliche  Position  so  nahe,  wie  man  will,  wieder  erlangen. 

In  den  meisten  Fragen  der  Dynamik  treten  gewisse  sehr 
kleine  Parameter  auf,  so  dass  man  natürlich  dazu  geftthrt  wird, 
die  Lösungen  nach  den  wachsenden  Potenzen  dieser  za  ent- 
wickeln; solche  Parameter  sind  in  der  Mechanik  des  Himmels 
die  Massen.  Es  seien  in  (1)  die  X  Functionen  der  x  und 
eines  Parameters  /u;  wenn  sie  von  t  abhängen,  sollen  sie  perio- 
dische Functionen  von  t  mit  der  Periode  2n  sein.  Es  mögen 
die  Gleichungen  (1)  ffir  einen  Wert  von  fi  eine  periodische 
Lösung  Xi  =  q>i(t)  zulassen,  und  man  setze  Xi  =  tpi  +  ^t.  Das 
System  der  Variationsgleichungen  von  (1) 

d£i         dXi  c   ,    öX<  ^  dXi   t 

dT  =  äi:^»+"ö^*«  +  -*+äi7^" 

besitzt  dann  particuläre  Lösungen  $,•  =  ile^'X,(f),  wobei  A  eine 
Integrationsconstante,  die  Xi  periodische  Functionen  von  I  mit 
der  Periode  2fr  und  a  eine  Oonstante  vorstellen;  dabei  bestimmt 
sich  e^'*'*  als  Wurzel  einer  gewissen  Gleichung  n^^  Grades  mit 
Constanten  Coefficienten.  Die  Grössen  a  heissen  die  „charak- 
teristischen Exponenten"  der  periodischen  Lösung,  und  letztere 
heisst  eine  stabile,  wenn  die  Quadrate  aller  a  reell  und  negativ 
sind  (dann  bleiben  die  ^  wenigstens  fQr  lange  Zeit  endlich), 
sonst  eine  instabile.  Hat  das  System  (1)  die  kanonische  Form 
(2),  so  sind  die  a  paarweise  gleich  und  von  entgegengesetztem 
Vorzeichen,  und  heissen  die  p  Grössen  a'  die  „Coefficienten  der 
Stabilität  ^ 

Es  wird  nun  gezeigt,  dass,  wenn  die  Gleichungen  (1)  für 
/u  =  0  eine  periodische  Lösung  zulassen,  deren  Anfangswerte 
g>i(0)  sein  mögen,  im  allgemeinen  Functionen  A-  von  fi  sich  so 
bestimmen  lassen,  dass  den  Anfangswerten  9i(0) -}-/'<  auch  noch 
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ftlr  kleine  Werte  von  ^  periodische  Lösungen  von  (1)  entsprechen. 
Bei  den  Gleichangen  von  der  Form  (2)  gestaltet  sich  die  Sache, 
weil  hier  in  F  =  const.  ein  Integral  da  ist,  etwas  anders.  Es  sei 
p  =  3;  1^  soll  nicht  von  t  abhängen,  eindeutig  in  den  x  und  y 
und  eine  periodische  Function  mit  der  Periode  2n  in  den  y  sein, 
ferner  in  Bezug  auf  ju  eine  Entwicklung 

besitzen;  darin  soll  F^  nur  von  den  x  abhängen;  alle  diese  Um- 
stände lassen  sich  gewöhnlich  erzielen.     Für  fi  =  0  folgt  dann 

aus  (2) 

9F„ 
Xi  =  Xi  =  const.,    y,-  =  ii,/  +  w„    if<  =  —       "  • 


dXi  ' 

die  Wi  sind  neue  Constanten.  Werden  ^^,  x\^  xl  so  gewählt, 
dass  fij,  n„  n,  commensurabel  werden,   und  ist  T  das  kleinste 

gemeinsame  Multiplum   von   ,  ,  ,  so  hat  diese  Lö- 

II,        II,       n, 

sung  die  Periode  T.  Es  sei  tp  der  Mittelwert  von  F^  als  perio- 
discher Function  von  t  Es  kann  cJ,  =  0  gesetzt  werden;  das 
bedeutet  nur  eine  Festsetzung  des  Nullpunkts  von  I;  wenn  dann 
dieser  letzten  Lösung  fElr  /u  =  0  periodische  Losungen  fQr  kleine 
fi  benachbart  sein  sollen,  müssen  cS,,  w^  die  zwei  Gleichungen 

da  2  aci;, 

erfüllen;  diese  sind  immer  lösbar,  weil  tp  periodisch  in  af,  und 
ctf,  und  endlich  ist  und  deshalb  mindestens  ein  Maximum  und 
ein  Minimum  besitzt.  Nachdem  die  Existenz  solcher  benachbar- 
ter periodischer  Lösungen  unter  den  weiteren  Voraussetzungen, 
dass  die  Hesse'sche  Determinante  von  F^  in  Bezug  auf  die  xf  und 
die  von  tp  in  Bezug  auf  cS,  und  cS,  nicht  Null  sind,  festgestellt 
ist,  werden  diese  Lösungen  direct  nach  Potenzen  von  (a  ent- 
wickelt Bei  dem  Probleme  der  drei  Körper  tritt  der  Ausnahme- 
fall bezüglich  der  Hesse' sehen  von  F^  ein;  die  dadurch  eintretende 
Schwierigkeit  lässt  sich  aber  in  dem  mehrfach  erwähnten  spe- 
ciellen  Falle  dieses  Problems  umgehen.  Weiter  wird  gezeigt, 
dass   die  charakteristischen  Exponenten  a   für   die   gefundenen 

Lösungen  sich  nach  steigenden  Potenzen  von  y^i,  mit  der  ersten 
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anfangend ,  entwickeln  lassen.  —  Im  Falle  p  =  2  gilt  Ent- 
sprechendes; jedes  commensurable  System  n,,  n,  f&hrt  dann  aaf 
mindestens  eine  stabile  und  mindestens  eine  instabile  Losung. 

Sei  nan  wieder  Xi  =  x*  eine  periodische  Lösung  von  (1) 
mit  der  Periode  2n\  setzt  man  Xi  =  xf+^i^  so  wird  man  in 
erster  Annäherung 

haben,  worin  die  (p  periodische  Functionen  von  i  vorstellen;  die 
Gleichungen  fQr  die  durch  f,  =  Sfik^pti  definirten  17,  werden  dann 

wobei  fl^*")  den  Inbegriff  der  Glieder  vom  m^°  Grade  in  Bezug 

auf  die  rj  rechts  vorstellen  soll.    Aus  diesen  Gleichungen  erhält 

man  rji  gleich  einer  Reihe,  die  nach  den  Potenzen  derAte^^^^Wk 

und  von  e^'>^  fortschreitet,  und  die  einen  Convergenzbereich 
hat,  wenn  alle  Grössen  a  nicht  verschwindende  reelle  Teile  von 
demselben  Vorzeichen  besitzen  (oder  wenigstens  die  A  so  zum  Teil 
gleich  Null  gesetzt  werden,  dass  den  übrig  bleibenden  lanter  a  vom 
bezeichneten  Charakter  entsprechen),  und  wenn  zudem  die  a,  was 
im  allgemeinen  der  Fall  aein  wird,  gewisse  lineare  Gleichungen  nicht 
erfüllen.  Hat  man  z.  B.  f&r  n  =  2  einen  reellen  positiven  und  einen 
reellen  negativen  Exponenten  a,  so  gewinnt  man  eine  Lösung  :r? -)-£•, 
welche  noch  von  einem  Parameter  A  abhängt  und  fflr  f  =  ~>  oc 
sich  asymptotisch  der  periodischen  Lösung  nähert,  und  eine  an> 
dere,  die  sich  fflr  t  =  00  der  periodischen  asymptotisch  nähert 
Die  Gesamtheit  der  Bahnen  x^^x^^t,  welche  den  asymptotischen 
Lösungen  einer  Art  fttr  die  verschiedenen  Werte  von  A  ent- 
sprechen, wird  eine  „asymptotische  Fläche'^  genannt. 

Im  Falle  der  Gleichungen  (2)  kann  man  die  einzelnen  Coeffi- 

cienten  dieser,  nach  Potenzen  der  tot  und  von  e^*^'^  fortschrd- 
tenden  Reihen  fflr  die  i]i  zwar  nicht  nach  Potenzen  von  ju,  aber 

nach  solchen  von  Yji  entwickeln;    ordnet  man   dann   aber   die 

ganzen  Reihen  nach  den  Potenzen  von  VfZ,  so  erhält  man  nicht 
mehr  convergente  Reihen,  sondern  solche,  welche  die  t/i  nur 
asymptotisch  darstellen.    Man  sagt,  eine  Reihe  C^+C^i8+C,2'-f  ••• 
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stellt  eine  Function  F(is)  asymptotisch  für  ein  sehr  kleines  2  dar, 
wenn  man 

lim    FW-C.-C.» Cmg"     ^  0 

für  J5  =  0  und  jedes  m  hat. 

Im  zweiten  Teile  der  Arbeit  betrachtet  der  Verfasser  nun 
namentlich  den  Fall  p  =  2,  Bewegungen  mit  zwei  Freiheitsgra- 
den. Zunächst  wird  an  Beispielen  gezeigt,  wie  man  solche  Co- 
ordinaten  einführt,  dass  jeder  Situation  des  bewegten  Systems 
ein  Wertsystem  der  Coordinateu  und  umgekehrt  entspricht.  Dann 
wird  zum  genaueren  Studium  der  hier  auftretenden  asymptoti- 
schen Flächen  geschritten.    Für  diese  werden  Gleichungen 

^i  =  9iOi  «?)>    y<  =  Wi'  +  y»+2  0,  fr)  (1  =  1,2) 

gelten,  worin  tv  =  Ae^'  und  A  beliebig  ist,  femer  die  g>  in  Be- 
zug auf  das  explicite  t  periodisch  sind,   und  für  die  g>  werden 

asymptotische  Reihen  cr(<,  tr,  j/Jü)  vorhanden  sein.  Durch  Elimi- 
nation von  /  und  to  wird  man 

und    für   /;,    f^    wieder    asymptotische    Werte   »,(y,,  y,»  V^), 

^1(^11  Vsi  V^)  ei'halten,  und  diese  asymptotischen  Relationen  kann 
man  hier  (was  im  allgemeinen  nicht  erlaubt  ist)  auch  gliedweise 
in  Bezug  auf  y,,y,  differentiiren.    Die  fi  haben  den  Gleichungen 

dF_  dfi^     dF  dfi^     dFi  ^  Q 

dx,  dy^        dx^  öy,       dyi 
zu  genügen;   es  werden  nun  mittels  dieser  Gleichungen   die  Si 

zunächst  bis  zum  Term  in  ]/ju,  dann  bis  zu  einem  beliebigen 
Term  fi^  construirt,  und  es  werden  schliesslich  die  Eigenschaften 
der  exacten  Gleichungen  der  asymptotischen  Flächen  ausführlich 
geometrisch  erörtert.  Dabei  tritt  die  Bedeutung  der  asymptoti- 
schen Darstellung  dieser  Flächen  in  Evidenz.  —  Man  hat  immer 
Paare  von  asymptotischen  Flächen,  die  sich  wie  zwei  Schalen 
einer  Fläche  verhalten;  es  wird,  was  ein  besonders  schwieriger 
Punkt  ist,  dargethan,  dass  solche  zwei  Schalen  sich  immer  schnei- 
den müssen,  und  es  wird  dadurch  auf  die  Existenz  unendlich 
vieler  doppelt  asymptotischer  Bahnen,  d.  h.  solcher,  die  sich  so- 
wohl für  t  =  — 00,  wie  für  <  =  +00  einer  und  derselben  perio- 

FortMhr.  d.  Math.  XXII.  3.  58 
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dischen  Lösung  nähern,  geschlossen.  Weiter  wird  die  Existenz 
einer  neuen  Art  von  periodischen  Lösungen  dargethan,  die  sich 
nicht,  wie  die  erste  Art,  nach  Potenzen  von  fi  entwickeln  lassen, 
sondern,  in  eine  periodische  Lösung  der  ersten  Art  f&r  einen  Wert 
ju  =  ^0  gewisser  Beschaffenheit  Obergehend,  nach  gebrochenen 
Potenzen  von  f^  —  f^o  entwickelbar  sind  und  deshalb  nicht  nur 
für  ii>  fi^y  sondern  auch  fQr  fi  <  f^i^o  existiren.  Schliesslich 
wird  die  Nichtconvergenz  gewisser,  von  Lindstedt  für  das  Drei- 
körperproblem aufgestellter  Reihen  gezeigt,  und  endlich  bewie- 
sen, dass  es  in  dem  am  Anfange  bezeichneten  Specialfall  des 
Dreikörperproblems  för  die  Gleichungen  von  der  Form  (2)  ausser 
dem  Integral  F  =  const  kein  anderes  Integral  <2>  =  const. 
geben  kann,  das  analytisch  und  eindeutig  (und  periodisch  in 
Vii  Vi)  's*  för  alle  Werte  von  y^  und  y,  und  für  hinreichend 
kleine  Werte  von  ju,  und  während  x,,  x,  ein  beliebiges,  noch  so 
kleines  Gebiet  durchlaufen.  Gäbe  es  ein  solches  Integral,  so 
würde  man  für  jede  periodische  Lösung  erster  Art 

80     80      d(D     8m  dF      dF      8F      8F 

8r^   '  dx^  '  8y,   '  8y^  8x^   '  öx,  *  8y^   *  öy, 

haben  oder  zu  einer  anderen  Folgerung  kommen,  die  jedoch  als 
unzutreffend  erkannt  wird,  wenn  alle  drei  Körper  Kreise  be- 
schreiben.   Aus  dem  Umstände,  dass  die  Ausdrücke 

80    8F        80    8F 
""    8x^    9x,         9a?j    9a?,  '  *  *  * 

eindeutige  analytische  Functionen  sein  sollen,  und  andererseits 
aus  der  Variabilität,  die  in  den  periodischen  Lösungen  noch  da 
ist,  lässt  sich  dann  entnehmen,  dass  diese  Ausdrücke  f,  ...  iden- 
tisch Null  sein  müssen,  und  damit  würde  das  Integral  <Z>  von  F 
nicht  verschieden  sein.  Mk. 


W.  Mantel.     Studie  over  de  beweging  van  een  stoffelijk 
punt.  Antwoord  op  prijsvraag  8  voor  1888  uitgescbreven. 

NienwArchiefXVIL  52-76. 

Die  hierin  behandelte  Preisaufgabe  lautet  wie  folgt:    Es  ist 
die  Gleichung 
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mv'  =  -g p^ Prco8(Pr), 

in  der  /  die  Zeit,  e  die  Geschwindigkeit  eines  Massenteiles  m, 
P  die  einwirkende  Kraft,  r  die  Entfernung  dieses  Teiles  von 
einem  willkürlichen  Goordinatenursprung  bedeuten,  anzuwenden 
auf  die  freie  oder  gezwungene  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes. 

Der  Ansatz  dieses  Problems  erfolgt  nach  der  Methode  der 
Quaternionen;  allein  bei  der  Ausarbeitung  kehrt  der  Verfasser 
zu  der  gewöhnlichen  analytischen  BehaudluDg  zurück,  ebenso 
wie  Yillarceau,  der  sich  mit  dem  nämlichen  Problem  beschäftigt 
hat.  Nach  einigen  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Bewe- 
gungen des  Punktes  unter  dem  angegebenen  Gesetze  behandelt 
der  Verf.  einige  besondere  Fälle,  wobei  vielerlei  umstände  vor- 
kommen, welche  sich  auf  die  verschiedenen  Formen  der  Eraft- 
function  beziehen.  Auch  die  Umkehrung  des  Problems  wird  be- 
sprochen, nämlich  die  Kraft  zu  bestimmen,  vermöge  deren  eine 
gegebene  Curve  zu  durchlaufen  wäre.  Darauf  kommen  die  Fälle 
in  Betracht,  bei  denen  sich  die  Bewegung  durch  Quadraturen 
ermitteln  Hesse,  und  schliesslich  wird  die  Ausdehnung  des  Pro- 
blems auf  die  Bewegung  eines  Systems  angegeben,  wobei  die 
Gleichung  wieder  in  Quaternionenform  gebracht  wird.  G. 


A.  DE  Saint- Germain.     Note  snr  le  probl&me  de  mdca- 
nique  proposd  ä  l'agregation  en  1889.    Noav.  Ann.  (3)  IX. 

118-123. 

Es  seien  Olj,  OY^,  OZ^  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen; 
S  die  durch  Gleichung  ae*«-*^^»  definirte  Oberfläche;  D  die  Gerade 
mit  den  Gleichungen  a;,  =  y^  =  s^.  Das  Axensystem  und  S 
drehen  sich  mit  der  constanten  Winkelgeschwindigkeit  w  um 
die  fest  angenommene  D.  Die  relative  Bewegung  eines  Punktes 
M  von  der  Masse  1  zu  bestimmen,  der  auf  S  bleiben  muss  und 
von  einer  bekanntenEraftjP angegriffen  wird;  ebenso  den  Druck 
auf  die  Oberfläche.  Besonderer  Fall:  F  ist  die  Resultante  zweier 
Kräfte   von   der  Grösse  w^.MO   und  Sw^.MHj   die  erste  in   der 
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Richtung  MO^  die  zweite  in  der  Richtung  des  Lotes  MH  von  M 
auf  die  Normalebene  zu  D  durch  0.  Am  Anfange  befindet  sich 
der  Punkt  auf  0Z^  mit  einer  Geschwindigkeit,  deren  Projectionen 

auf  OX,  und  OY,  die  Grössen  —i^YS  und  f aij/S  habeo. 
Hr.  de  Saint-Germain  entwickelt  die  Lösung  dieser  Aufgabe. 

Lp. 

E.  Obkinghaus.     lieber  die  Bewegung  eines  Luftballons 

in   ruhiger   Luft      WocheDacbr.  fär  Astr.    (2)    XXXIII.    249-254, 
257  -  261. 

Der  Verf.  hat  unter  demselben  Titel  schon  im  Jahre  1889 
eine  Arbeit  in  Hoppe's  Arch.  (2)  VII.  445-448  veröffentlicht  (F. 
d.  M.  XXI.  947).  Gegenwärtig  werden  weniger  Annahmen  zur 
Vereinfachung  der  Lösung  gemacht  als  in  dem  früheren  Auf- 
satze. Die  verticale  Bewegung  wird  untersucht  unter  der  Vor- 
aussetzung eines  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nalen Luftwiderstandes,  im  weiteren  wird  auch  die  Variation 
der  Bewegung  infolge  des  Auswerfens  von  Ballast  berücksich- 
tigt, und  zuletzt  wird  der  Einfluss  der  Rotation  der  Erde  in 
Rechnung  gestellt.  Die  benutzte  Differentialgleichung  der  Bewe- 
gung lautet: 

dt*    "       k  ^     ^^      \dt  )' 

wenn  y  die  Höhe,  (  die  Zeit,  g  die  Beschleunigung  der  Schwere, 
a  etwa  8000  Meter,  k  und  q  zwei  von  den  Dimensionen  und  dem 
Gewichte  des  Ballons  abhängige  Gonstanten  bedeuten.  Die  In- 
tegration dieser  Gleichung  liefert  Formeln  für  die  Zeit  und  die 
Geschwindigkeit,  von  denen  wir  die  für  die  Zeit  hersetzen: 

Die  Prüfung  dieser  Formel  mit  den  Daten  der  Auffahrt  von 
Glaisher  (5.  Septbr.  1862)  ergiebt  eine  gute  UebereinsUmmung. 

Lp. 
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E.  Phragmen.     Om  nagra  med   det  Poincar^'ska  fallet 
af  trekropparsproblemet  beslägtade  dynamiska  nppgifter. 

Stockb.  Yeteoak.  Bibang.  XV.  Abt.  L  No.  13.  33  S. 

Der  Verf.  betrachtet  die  Bewegung  eines  materiellen  Punk- 
tes auf  einer  Rotationsfläche  unter  Einwirkung  von  Kräften, 
welche  durch  eine  gewisse  Potentialfunction  bestimmt  sind,  unter 
der  Annahme,  dass  sowohl  die  Gleichung  der  Fläche  als  der 
Wert  des  Potentials  von  einem  Parameter  ^  abhängen,  und  dass 
ftir  /i  =  0  das  Potential  unabhängig  von  der  Zeit  ist  und  auf 
jedem  Parallelkreis  einen  constanten  Wert  hat.  Als  Specialfall 
hiervon  geht  in  der  That  der  von  Poincarö  in  seiner  preisge- 
krönten Abhandlung  „Sur  le  problöme  des  trois  corps  et  les 
^quations  de  la  dynamique"  (Acta  Math.  XIII,  Referat  oben 
S.  907 ff.)  behandelte  Fall  des  Dreikörperproblems  hervor,  wenn 
die  Rotationsfläche  eine  Ebene  ist  und  das  Potential 

wo  1— ju  und  fi  die  Massen  zweier  Punkte  sind,  welche  um 
ihren  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  Kreise  mit  den  Radien  r 
und  r'  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  beschreiben.  Es 
wird  gezeigt,  wie  man  auch  im  allgemeinen  Falle  die  Poin- 
carö'sche  Untersuchung  benutzen  kann,  um  Fälle  zu  finden,  in 
denen  die  Bewegung  periodisch  ist. 

Darauf  werden  die  hergeleiteten  Gleichungen  aus  einem 
anderen  Gesichtspunkte  betrachtet,  nämlich  als  Ausdruck  für  ein 
gewisses  Bewegungsproblem  in  einem  zweidimensionalen  nicht- 
euklidischen Räume,  welches  der  Bewegung  in  einem  euklidi- 
schen Räume  um  ein  festes,  nach  Newton's  Gesetze  attrahiren- 
des  Centrum  nahezu  entspricht.  Mit  Anschluss  hieran  erfolgen 
einige  Aeusserungen  über  die  Bedeutung  des  Krümmungsmasses 
einer  Raumform  für  die  Bewegungserscheinungen  und  über  die 
schwebende  Frage  nach  dem  Krttmmungsmasse  des  wirklichen 
Raumes.  Bdn. 

E.  Oekinghaus.     üeber  eine  ßrachistochrone  der  Cen- 

tralbewegung.     Wochenschr.  für  A8tr.  (2)  XXXIII.  285-291. 
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Behandlung  der  Brachistochrone  fttr  die  Newton'sche  Cen- 
tralkraft  c/r',  ohne  dass  auf  die  früheren  Behandlungen  d^ 
Problems  Bezug  genommen  ist  (Euler,  Mechanica  T.  II,  p.  191). 

Lp. 

A.  AsTOR.     Sur  quelques  propri^tös  du  mouveraent  d'un 
poiüt   mat^riel  assujetti   k  rester  sur  une  surface  du 

second  degre.      Ann.  de  l'eDseigDemeDt  aap.  de  Greooble  I.  231- 
262.  (1889.) 

Ausführliches  Referat  in  Darboux  Bull  (2)  XV,.  156-162, 
wodurch  die  Selbstanzeige  des  Verf.  in  derselben  Zeitschrift 
XIII,.  294  ergänzt  wird  (vgl.  F.  d.  M.  XXL  1889.  921). 

Lp. 

Sir  R.  St.  Ball.      The    tbeory    of    permanent    screws; 
being    the    ninth    memoir    on   the  tbeory   of  screws. 

Dublin  Trans.  XXIX.  Part  XVII.  613-652. 

Wenn  ein  starrer  Körper  sich  um  einen  festen  Punkt  drehen 
kann,  so  giebt  es  im  allgemeinen  drei  Axen,  um  welche  er  ein- 
zeln, sobald  er  einmal  in  Bewegung  gesetzt  ist,  so  lange  sich 
zu  drehen  fortfahren  wird,  als  keine  Kräfte  einwirken,  und  diese 
Axen  sind  als  die  permanenten  Axen  bekannt.  Die  gegenwärtige 
Abhandlung  erforscht  die  Theorie  der  permanenten  Schrauben 
für  einen  in  allgemeinster  Weise  einem  Zwange  unterworfenen 
Körper.  Das  Wesen  der  Forschung  ergiebt  sich  aus  der  folgen- 
den Darlegung.  Die  Bewegung  des  Körpers  muss  eine  Windungs- 
geschwindigkeit  um  eine  gewisse  Schraube  6  sein,  die  einem 
System  von  Schrauben  angehört,  das  dem  Charakter  der  Zwangs- 
kräfte  zugehört;  allein  bei  Abwesenheit  von  Kräften  ausserhalb 
derer,  welche  aus  den  Keactionen  der  Zwangskräfte  entstehen, 
wird  die  Bewegung  im  allgemeinen  nicht  als  eine  Windung  um 
d  beharren.  Um  den  Körper  zur  Fortsetzung  einer  Windung 
um  0  zu  nötigen,  ist  eine  Dyname  von  passender  Stärke 
an  einer  geeigneten  Schraube  möglicher  Weise  anzubringen, 
und  T]  kann  als  eine  der  Schrauben  aus  dem  Systeme  ge- 
wählt   werden,    welches    den   Grad   der   Freiheit   des   Körpers 


/ 
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ausdrückt.  Wenn  die  Stärke  der  Dyname  an  7/  Null  ist,  so 
ist  0  eine  permanente  Sehraube.  —  Die  Erörterung  wird 
in  neun  Abschnitten  durchgeführt  und  ist  durchweg  interessant; 
zugleich  fällt  klares  Licht  gelegentlich  auf  die  ganze  Theorie, 
welche  diese  Abhandlungen  veranschaulichen.  Es  würde  jedoch, 
ohne  die  Grenzen  eines  Berichtes  zu  überschreiten,  nicht  möglich 
sein,  dem  Verf.  durch  seine  Zergliederung  zu  folgen;  der  Ref. 
begnügt  sich  daher  mit  der  Angabe  der  Ueberschriften  der  ein- 
zelnen Abschnitte.  I.  Eine  Eigenschaft  der  kinetischen  Energie 
eines  Systems.  (Durch  eine  Gleichung  ausgedrückt,  welche  die 
kinetische  Energie  T  identisch  befriedigen  muss.)  II.  Die  allge- 
meinen Gleichungen  der  Bewegung  mit  Schraubenketten -Goor- 
dinaten.  III.  Die  hemmende  Dynamen- Kette.  In  diesem  Ab- 
schnitte wird  gezeigt,  dass  die  durch  T  befriedigte  Gleichung  ein 
Ausdruck  für  die  Thatsache  ist,  dass  die  hemmende  Dynamen- 
Kette  zur  augenblicklichen  Schrauben-Kette  reciprok  ist.  IV.  Die 
beschleunigende  Schrauben -Kette.  V.  Permanente  Schrauben. 
Die  Gleichungen,  welche  die  permanenten  Schrauben  bestimmen, 
werden  hier  aufgestellt.  VI.  Ein  einziger  freier  Körper.  In  die- 
sem Falle  muss  T  ausser  der  in  I  gefundenen  Gleichung  noch  einer 
anderen  genügen.  VII.  Die  Grade  der  Freiheit.  Hier  wird  ge- 
zeigt, dass,  wenn  ein  starres  System  zwei  Grade  der  Freiheit  hat, 
es  eine,  und  im  allgemeinen  bloss  eine,  unter  den  Schrauben  giebt, 
um  die  es  sich  drehen  kann,  welche  die  Eigenschaft  einer  per- 
manenten Schraube  hat.  VIII.  Drei  Grade  der  Freiheit.  In  die- 
sem Falle  giebt  es  im  allgemeinen  drei  permanente  Schrauben. 
IX.  Uebrige  Freiheitsgrade.  Für  einen  starren  Körper  mit  einer 
Freiheit  entweder  vierter  oder  fünfter  Ordnung  giebt  es  im  allge- 
meinen drei  und  nur  drei  permanente  Schrauben.  Sind  dagegen 
sechs  Grade  der  Freiheit  vorhanden,  so  ist  ihre  Anzahl  dreifach 
unendlich.  Gbs.  (Lp.) 

O.  Hknrici.     The  theory  of  screws.    Nature  XLli.  127-132. 

Eine  Besprechung  des  Buches  von  Hrn.  Gravelius  (F.  d.  M. 
XXI.  1889.  841)  unter  gleichzeitiger  Darstellung  der  Haupt- 
begriflfe  der  BalFschen  Theorie.  Lp. 
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W.  Hess.  Ueber  die  Euler'schen  Bewegungsgleichungen 
uud  über  eine  neue  particuläre  Lösung  des  Problems 
der  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen 

Punkt.      Math.  Ann.  XXXVII.  153-181. 

Die  im  Titel  genannten  Gleichungen  werden  zunächst  mit 
Hülfe  ihrer  bekannten  Integrale  auf  ein  System  dreier  Gleichun- 
gen erster  Ordnung  reducirt,  denen  folgende  Deutung  gegeben 
wird.     Es  sei  0  der  feste  Punkt,  ON  die  Axe  des  die  Bewegung 

erzeugenden  Momentankräftepaars  und  die  Länge  ON  =  Yi 
gleich  der  Grösse  des  Paars,  OT  die  Axe  der  instantanen  Drehung 

und  Or  =  |/t  die  Grösse  der  Drehgeschwindigkeit,  OZ  die 
Verticale,  die  Länge  OZ  =  1,  OS  die  Figuraxe  (Richtung  nach 
dem  Schwerpunkte)  und  OS  =  1,  ferner  P  das  Maximalmoment 
der  Schwere  auf  den  Körper,  fi^  die  Grösse  der  lebendigen 
Kraft,  Q  die  Componente  des  Kräftepaars  nach  der  Richtung  0S\ 
dann  ist  t  leicht  durch  v,  q  und  fi^  auszudrücken,  und  es  sind 

:»n-i7i  -iiTj  i^-^  bez.  gleich  der  sechsfachen  Pyramide  OZNS 
Jr  dt     dt     zr  dt 

oder  OJVST  oder  OSTZ.  Dieses  System  von  Gleichungen  flir  y, 
Q,  fi^  besitzt  singulare  Lösungen;  letztere  führen  jedoch  nur  unter 
speciellen  Voraussetzungen  über  die  Gestalt  des  Körpers  zu 
particulären  Lösungen  der  Euler'schen  Gleichungen.  Der  Ver- 
fasser findet:  Liegt  der  Schwerpunkt  in  einer  Hauptebene  durch 
den  festen  Punkt,  und  ist,  unter  A,  fi,  C,  G  die  Trägheitsmomente 
des  Körpers  um  die  zwei  Hauptaxen  in  jener  Hauptebenei  um 
die  dritte  Hauptaxe  und  um  die  Figuraxe  verstanden,  AB  =  Off, 
so  können  die  Euler'schen  Gleichungen,  wenn  die  Axe  des  die 
Bewegung  erzeugenden  Kräftepaars  horizontal  und  senkrecht  zur 
Figuraxe  ist,  vollständig  mittels  elliptischer  Functionen  gelöst 
werden.  In  der  Einleitung  wird  diese  Lösung  des  Rotations- 
problems  den  drei  bisher  bekannten  zur  Seite  gestellt;  doch  be» 
merkt  der  Verfasser  selbst,  dass  diese  Lösung  Voraussetzungen 
über  den  Anfangszustand  der  Bewegung  erheischt,  was  bei  jenen 
dreien  bekanntlich  nicht  der  Fall  ist.  Mk. 
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A.  Rysanek.  Die  Gleichungen  der  Drehung  eines  freien 
starren   Körpers  um   seinen   Schwerpunkt.      Einer  Rep. 

XXVI.  50-53. 

Der  Verf.  findet,  dass  bei  den  Ableitungen  dieser  Glei- 
chungen in  den  Lehrbüchern  der  theoretischen  Mechanik  die 
Rolle,  welche  die  bei  dieser  Drehung  auftretenden  Fliehkräfte 
spielen,  nicht  genug  ersichtlich  wird,  und  leitet  die  Gleichungen 
unter  Berücksichtigung  jener  Fliehkräfte  elementar  ab. 

Lp. 

S.  KowALEvsKi.  Sur  une  propridte  du  systfeme  d'öqua- 
tions  diff^rentielles  qui  döfinit  la  rotation  d'un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe.    Acta  Math.  xiv.  81-94. 

Der  Aufsatz  bildet  eine  Ergänzung  zum  Aufsatze  der  Ver- 
fasserin in  den  Acta  Math.  XIL  Dort  war  die  Möglichkeit,  das 
Problem  der  Rotation  eines  schweren  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  durch  Functionen  gewisser  Art  zu  lösen,  von  den  Eigen- 
schaften einer  gewissen  Determinante  abhängig  gemacht;  diese 
wird  hier  berechnet  und  discutirt.  Mk. 


Sophie  de  Kowalevskt.  Memoire  sur  un  cas  particuHer 
du  Probleme  de  la  rotation  d'un  corps  pesant  autour 
d'un  point  fixe,  oü  Tint^gration  s'efFectue  k  l'aide  de 
fonetions  ultraelliptiques  du  temps.      Mem.  Sav.  6tr.  (2) 

XXXI.  62  S.  40. 

S.  den  Bericht  F.  d.  M.  XXL  1889.  914flf. 


E.  Padova.      Del   moto  di   un   corpo  non   soggetto   ad 
azioni  acceleratrici.    Ven.  Ist.  Atti  (7)  l.  437-444. 

E.  Padova.     Intorno  ad  alcuni  problemi  di  meccanica. 

Ven.  Ist  Atti  (7)  I.  547-5G2. 

In  dem  ersten  Aufsatze  wird  die  Rotation  eines  keinen 
äusseren  Kräften  unterworfenen  Körpers  mittels  der  Weierstrass'- 
schen  Functionen  p  und  a  dargestellt.  Das  Gleiche  wird  in  dem 
zweiten  Aufsatze   für  fünf  andere  Probleme   der  Mechanik   ge- 
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leistet,  die  auf  elliptische  Functionen  fflhren,  und  bei  welchen 
keine  Kraft  oder  allein  die  Schwerkraft  in  Betracht  kommt,  so 
z.  B.  fHr  das  konische  Pendel,  fttr  die  Bewegung  eines  Rotations- 
körpers in  einer  unendlichen  FIttssigkeit.  Mk. 

W.  Glaser,  üeber  die  Wirkung  der  verschiedenen  Massen- 
teilchen eines  physischen  Pendels.     Poeke  z.  iii.  234-237. 

M.  Koppe,     üeber  die  Bewegung  des  Kreisels.    PoskeZ. 

IV.  13  8. 

Der  Verfasser  sucht  eine  Einsicht  in  den  Grund  der  Be- 
wegungserscbeinuDgen  des  Kreisels  durch  elementare  Betrach- 
tungen zu  gewinnen  und  lehnt  sich  an  die  von  Foggendorff  her- 
rührende, jedoch  nicht  genauer  durchgeführte  Erklärung  an. 

Mk. 

Nanny  Lagerborg.      Sur    le    probl^ine  du  mouvement 
d'un  Corps  solide  autour  d^m  point  fixe.     s.  M.  F.  Bnil. 

XVIII.  118-122. 

Die  Bewegung  eines  starren  Rotationskörpers  um  einen 
Punkt  seiner  Axe  lässt  sich  auf  Quadraturen  bringen,  wenn  die 
Eräftefunction  U  bloss  von  dem  Winkel  0  abhängt,  den  die  Axe 
des  Körpers  mit  einer  festen  Geraden  einschliesst.  Fräulein 
Lagerborg  sucht  die  Kräftefunction  so  zu  bestimmen,  dass  in 
diesem  allgemeinen  Falle  die  Lösung  auf  elliptische  Transcen- 
dcnten  führt,  und  erreicht  dies,  indem  sie  setzt: 

Jeder  Punkt  des  Körpers  ist  also  einer  ersten  constanten  Kraft 
und  einer  zweiten  Kraft  unterworfen,  welche  dem  Abstände  des 
Punktes  von  einer  festen  Ebene  proportional  ist.  Durch  6  aus- 
gedrückt, wird 

wenn  ^  die  s-Coordinate  des  Schwerpunktes  des  Körpers  ist 
Der  zweite  Teil  des  Aufsatzes  liefert  die  Zurückführung  des 
elliptischen  Integrals  erster  Gattung  für  t  auf  die  Weierstrass'sche 
Normalform,  sowie  die  Ausdrücke  für  die  Ruler'schen  Winkel  ip 
und  if}  durch  a* Functionen.  Lp. 
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DE  Sparre.     Sur    le    pendule    de    Foucault.     Brax.  s.  sc. 

XIV B.  284-368. 

Die  Ergeboisse  dieser  Abbandlung  sind  in  einer  etwas  an- 
deren Gestalt  am  6.  Oet  1890  der  Pariser  Akademie  der  Wissen- 
sebaften  vorgelegt  worden  nnd  baben  den  Gegenstand  eines  Be- 
ricbtes  des  Hrn.  Resal  am  13.  April  1891  gebildet  (G.  R.  GXII. 
769).  Hr.  Gilbert  bat  auch  den  zweiten  Teil  der  Abbandlung  in 
Brux.  S.  sc.  XV  A.  1—2  besprocben. 

Im  ersten  Teile  beschäftigt  sieb  der  Verf.  mit  der  Bewegung 
des  Foucault'scben  Pendels  im  luftleeren  Räume.  Er  lenkt  zu- 
erst die  Aufmerksamkeit  darauf,  dass  man  bei  der  Aufstellung 
der  Gleichungen  des  Foucaulfschen  Pendels  notwendigerweise 
die  Glieder  mit  ai*,  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit 
der  Erde,  in  Rechnung  ziehen  muss,  obschon  man  dieselben  in 
den  Resultaten  vernachlässigen  darf.  Dies  rührt  daher,  dass  die 
Gleichungen,  welche  sowohl  den  Ablenkungswinkel  d  des  Pen- 
dels als  auch  sein  Azimut  q>  bestimmen,  zur  Kategorie  singu- 
lärer  Integrale  gehören.  Er  sucht  sodann  diese  Bewegungsglei- 
chungen unter  Berücksichtigung  der  Glieder  mit  to*  und  der 
secundären  Störuogsursachen  (Mondanziehung,  Aenderung  der 
Erdanziehung  bei  einer  Verrückung  des  Pendels).  Endlich  inte- 
grirt  er  diese  Gleichung  nach  einem  Näherungsverfabren  und 
beweist,  dass  man  (wie  wenn  man  die  Erddrehung  nicht  berück- 
sichtigt) die  Formel  nehmen  kann: 

wenn  2T  die  Schwingungsdauer  bedeutet. 

In  dem  zweiten  Teile  handelt  der  Verf.  von  der  Bewegung 
des  Foucault'schen  Pendels  in  der  Luft.  Er  beschäftigt  sich  zu- 
nächst mit  der  Bewegung  des  gewöhnlichen  Pendels  mit  Schwin- 
gungen von  beliebiger  Weite,  indem  er  den  Luftwiderstand  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  annimmt.  Nach  Auf- 
stellung der  BeweguogsgleichuDg  führt  er  dieselbe  auf  eine  lineare 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück,  integrirt  sie  und  er- 
hält die  Zeit  als  Function  des  Ausscblagswinkels  gegen  die  Ver- 
ticale  in  der  Gestalt  eines  ziemlich  verwickelten  Integrales.    Aus 


wonn 
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dem  letzteren  leitet  er  mit  der  gewollten  Annäherung  ab:  1)  den 
Winkel  des  Pendels  gegen  die  Verticale  beim  Beginne  einer 
Schwingung  von  gegebener  Ordnung,  2)  die  Dauer  einer  Schwin- 
gung beliebigen  Ranges.  Somit  gelangt  er  zu  der  sehr  einfachen 
Folgerung,  dass  der  Luftwiderstand  die  Dauer  der  ersten  ein- 
fachen Schwingung  um  die  Grösse  iVy^^jVY"  verringert, 

y  ein  von  der  Pendelmasse  abhängiger  Cofficient,  0^  der  anfäng- 
liche Ausschlag  ist. 

Hierauf  macht  sich  Hr.  de  Sparre  an  das  verwickeitere  Pro- 
blem des  Foucault'schen  Pendels.  Zuerst  betrachtet  er  die  Be- 
wegung der  Projection  des  wirklichen  Pendels  auf  die  bloss  vor- 
gestellte sogenannte  Schwingungsebene  und  legt  dar,  dass  diese 
Bewegung  durch  die  Lösung  des  erstbehandelten  Problems  ge- 
geben ist.  Danach  ermittelt  er  den  Einfiuss  des  Luftwiderstan- 
des auf  die  Schwingungsebene  selbst,  deren  mittlere  Geschwin- 
digkeit um  das  Pendel  während  einer  Schwingung  vorgegebenen 
Ranges  zu  bestimmen  ist.  Mehrere  Ursachen  verwickeln  die 
Aufgabe.  Dazu  gehört  die  fortschrittliche  Verringerung  der 
Schwingungsweite  bei  jedem  Hin-  und  Hergange  des  Pendels; 
das  Vorhandensein  singulärer  Integrale,  bei  denen  ein  Fehler 
von  der  Ordnung  co'  in  manchen  Gliedern  einen  Fehler  von  der 
Ordnung  Ol  in  dem  Ergebnisse  hervorbringt;  das  Vorkommen  der 
Zeit  als  eines  Factors  in  Gliedern,  die  zuerst  klein  sind,  dann 
aber  beträchtlich  wachsen  können.  Indessen  gelingt  es  dem 
Verf.,  indem  er  unverdrossen  alle  Erörterungen  erledigt  und  sich 
alle  günstigen  Umstände  zunutze  macht,  sich  durch  alle  Schwierig- 
keiten durchzuwinden  und  zu  beweisen,  dass  die  Drehgeschwindig- 
keit der  Schwingungsebene  in  der  Luft  sich  von  derjenigen,  die 
im  luftleeren  Räume  statthaben  würde,  wenn  die  Anfangsbedin- 
gungen die  nämlichen  wären,  nur  um  Glieder  von  der  Ordnung 
yui  unterscheidet,  d.  h.  um  sehr  kleine  (Gilbert).  Die  Abhand- 
lung schliesst  mit  einigen  Zahlenbeispielen.  Mn.  (Lp.) 


DE  Sparre.     Sur  le  mouvement  du  pendula  de  Foucault. 

C.  R.  CXL  496-498. 
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Die  Note  ist  ein  Aaszug  aus  einer  grösseren  Abhandlung 
des  Verfassers,  deren  Ergebnisse  kurz  angegeben  werden. 

Da  das  FoueauU'sche  Pendel  nicht  eine  Ebene,  sondern  sein 
Endpunkt  eine  sehr  stark  abgeflachte  Curve  beschreibt,  so  kann 
man  von  einer  Schwingungsebene  eigentlich  nicht  reden.  Aber 
man  kann  den  Namen  „Schwingungsebene^  einer  Ebene  geben, 
welche  während  einer  Schwingung  sich  gleichförmig  um  die 
Verticale  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  von  der  Ordnung  der 
Rotation  w  der  Erde  derartig  dreht,  dass  das  Pendel  sich  in 
dieser  Ebene  zu  Beginn  und  am  Ende  der  betrachteten  Oscilla- 
tion  befindet.  Wenn  man  nach  dieser  Definition  der  Schwin- 
gungsebene mit  0^  die  anfängliche  Ablenkung,  mit  g>^  das  Azi- 
mut des  Ausgangspunktes,  mit  X  die  Breite  des  Ortes  bezeichnet 
und  der  Kürze  wegen  n  für  oisinil,  m  für  (ocosl  setzt,  so  folgt 
im  leeren  Räume  für  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Schwin- 
gungsebene: 

^  =  ~n+i  jiisin'Ö,  +  cosg)o(ö,-8inö,co8Öjj-^, 
wo 

k  =  sin^ö,,. 

Diese  Geschwindigkeit  kann  in  keiner  merkbaren  Weise  von  den 
secundären  störenden  Ursachen,  die  auf  die  Pendelbewegung 
wirken,  beeinflusst  werden.  Der  Luftwiderstand  hat  einen  indi- 
recten  Einfluss  auf  die  Rotationsgeschwindigkeit,  indem  er  1)  die 
Ausschläge  verringert,  2)  die  von  der  Pendelspitze  beschriebene 
Curve  umgestaltet.  Lp. 

I).  Varisco.     Sulla  deviazione  apparente  dal  piano  d'osciU 
lazione  di  un  pendolo  dovuta  alla  rotazione  terrestre. 

Seconda  edizione.     Jesi.  Pierdicchi.  6  S.  Abzug  ans  dem  Gioraale 
scientifico  delle  Bcuole  secondarie  italiane. 

Dieser  kurze  Aufsatz  enthält  einen  ganz  einfachen  Beweis 
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der  Foucault'schen  Formel.  Auf  eine  nähere  Besprechung  des- 
selben wollen  wir  nicht  eingehen,  da  der  Verfasser  beabsichtigt, 
wie  er  uns  schriftlich  mitteilt,  auf  den  Gegenstand  nochmals 
zurückzukommen.  Vi. 

A.  MoGNi.  Sulla  oscillazioni  del  pendolo  avnto  riguardo 
alla  rotazione  della  terra.     Seconda  edizione.    Jesi.  Pier- 

dicchi.     Abzug   aus   dem   Giornale  scientifico  delle  scaole  secondarie 
italiane. 

Anstatt  die  Unbekannten  des  Problemes  durch  Betrachtung 
der  einwirkenden  Kräfte  zu  bestimmen,  fahrt  der  Verfasser  für 
dieselben  von  ihm  willkürlich  ersonnene  Ausdrücke  ein.  Es 
braucht  kaum  gesagt  zu  werden,  dass  die  dadurch  erhaltenen 
Resultate  falsch  sind.  Vi. 

E.  BüDDE.  üeber  die  sehr  schnelle  Rotation  eines 
schweren  starren  Körpers  mit  einem  festen  Punkt, 
der    drei    ungleiche    Hauptti^ägheitsmomente    besitzt. 

Berl.  Phys.  Ges.  Verh,  IX.  15-16. 

Ein  solcher  Körper  besitzt  keine  merkliche  Nutation  und 
eine  regelmässige  Präcession,  wenn  er  sich  zu  Anfang  mit  un- 
endlicher Winkelgeschwindigkeit  um  eine  Momentanaxe  dreht, 
die  der  Axe  des  grössten  oder  des  kleinsten  Trägheitsmoments 
unendlich  nahe  liegt.  Lp. 

A.  DE  Saint- Germain.  Note  sur  le  probl^me  de  m^ca- 
nique    proposd    au    concours    d'agr^gation    en    1890. 

NoQv.  Ann.  (3;  IX.  546-552. 

1)  Bei  einem  homogenen  Tetraeder  OABC^  dessen  drei 
Kanten  in  0  auf  einander  senkrecht  stehen  und  die  Länge  haben: 

Oil  =  a  =  }/2,    OB  =  fc  =  1,     OC=c=  j^3, 

die  Richtung  und  Grösse  der  Axen  des  Trägheitsellipsoids  P  f&r 
den  Schwerpunkt  G  zu  finden. 

2)  Die  Bewegung  des  Tetraeders  unter  der  Voraussetzung  zu 
bestimmen,  dass  die  Schwere  nicht  einwirkt,  und  dass  die  an- 
fängliche Bewegung  auf  eine  Rotation  zurückkommt,  deren  Axe 
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durch  G  geht  und  deren  Componenten  längs  der  grösseren,  mitt- 
leren   und  kleineren  Axe  von  P  bezw.  p^  =  V6  + 1^5,    q^  =  0, 

r^  =  ]f6—Vö  sind. 

Der  Verf.  teilt  in  seinem  an  Hrn.  Rouch6  gerichteten  Schrei- 
ben die  Resultate  und  die  zu  ihrer  Ermittelung  führenden  Rech- 
nungen mit.  Lp. 

C.  H.  C.  Grinwis.     Over   twee  vormen  van  energie  bij 

rollende   beweging,     Amst.  Veral.  en  Meded.  (3)  VIT.  47-63. 

Der  Aufsatz  handelt  von  der  kinetischen  Energie  bei  der 
rollenden  Bewegung  eines  Körpers,  wobei  der  Verf.  besonders  die 
Gesetze  beachtet,  welchen  die  Energieformen  folgen,  wenn  die 
rollende  Reibung  berücksichtigt  wird,  deren  Kenntnis  noch  sehr 
beschränkt  ist.  Es  wird  genauer  angegeben,  was  bei  der  Be- 
wegung eines  schweren  Rotationskörpers  auf  einer  rauhen  Hori- 
zontalebene geschieht,  wenn  die  Axe  immer  der  Ebene  parallel 
bleibt.  Es  werden  die  beiden  Teile  der  Energie,  die  der  gleitenden 
Bewegung  und  die  der  Rotation,  gesondert  behandelt;  doch  wird 
dem  sehr  geringen  Widerstände  wider  das  Rollen,  dessen  Gesetze 
durchaus  unbekannt  sind,  keine  Rechnung  getragen.  Aus  den 
auf  diese  Weise  erhaltenen  Formeln  werden  einige  Schlussfolge- 
rungen abgeleitet  und  näher  erklärt.  G. 


P.  MoLENBROEK.     Over  de  zuiver  rollende  beweging  van 
een  lichaam  over  een  willekeurig  oppervlak.   Nienw  Archief 

XVII.  130-157. 

Diese  Abhandlung  schliesst  sich  einer  des  Herrn  Schonten 
(siehe  F.  d.  M.  XX.  1888.  951)  Qber  den  nämlichen  Gegenstand 
an.  Es  wird  darin  gehandelt  von  der  rein  rollenden  Bewegung 
eines  Ringes  oder  Reifens  auf  einer  horizontalen  flachen  Ebene. 
Hierbei  kommen  Grössen  vor,  welche  den  Ort  des  Berflhrungs- 
punktes  bestimmen,  deren  nähere  Bezeichnung  zum  Zwecke  der 
Untersuchung  sich  als  unnötig  ergiebt.  Es  können  aber  Fälle 
vorkommen,  bei  denen  die  Kenntnis  dieser  Grössen  durchaus  erfor- 
derlich ist;  deswegen  behandelt  der  Autor  den  Stoff  noch  einmal. 
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Er  geht  aus  von  den  Lagrange'flchen  Grandgleichungen  ffir 
die  Bewegung  eines  Systems  und  wendet  weiter  die  bekannte 
Kirchhoff 'sehe  Methode  an,  indem  er  dabei  die  Bedingung  ein- 
führt,  dass  der  rollende  Körper  den  festliegenden  fortwährend 
in  einem  Punkte  zu  berühren  hat  und  der  Berührungspunkt  nicht 
verschoben  werden  darf.  In  dieser  Weise  werden  die  Bewe- 
gungsgleichungen aufgestellt  und  in  besonderen  Fällen  gelöst. 
In  erster  Reihe  wird  behandelt  die  rollende  Bewegung  eines 
Ringes  oder  eines  Ellipsoids  auf  einer  horizontalen  Ebene,  dann 
die  eines  geraden  kreisförmigen  Cylinders  oder  Kegels  und  einer 
Kugel  auf  einer  geneigten  Ebene,  schliesslich  die  einer  Kagel 
auf  einer  festliegenden  Kugel.  Dabei  lassen  sich  die  Bewe- 
gungsgleichungen nicht  integriren,  während  bei  anderen  verwickei- 
teren Fällen  die  Aufstellung  jener  Gleichungen  mit  Hülfe  dreier 
unabhängigen  Grössen  unüberwindliche  Schwierigkeiten  bietet 
Wenn  dabei  auch  noch  dem  Einfluss  der  Reibung  Rechnung  ge- 
tragen wird,  so  ist  die  Lösung  der  hier  gestellten  Aufgaben  fast 
ohne  Ausnahme  geradezu  unmöglich.  G. 


H.  Resal.      !^tude    du    mouvement    d'un    double    cöne 
paraissant  remonter,  quoique  descendaut,  sur  un  plan 

inclin^.    C.  R.  CXI.  547-553. 

Der  Verfasser  giebt  die  mathematische  Theorie  der  Bewe- 
gung des  in  älteren  physikalischen  Kabinetten  sehr  verbreiteten, 
sogenannten  bergan  laufenden  Doppelkegels,  zuerst  f&r  absolut 
starre  Körper,  danach  unter  Berücksichtigung  der  Elasticität  und 
der  rollenden  Reibung.  Eine  Wiedergabe  der  erzielten  Resultate 
würde  den  Abdruck  complicirter  Formeln  und  die  Erläuterung 
der  vielen  in  ihnen  vorkommenden  Grössen  erfordern,  erscheint 
dem  Referenten  aber  schon  deshalb  unnötig,  weil  das  ganze  Pro- 
blem ja  ein  einfaches  ist  und  bei  Anwendung  des  Princips  von 
der  Erhaltung  der  Energie  (wie  der  Verf.  auch  gelegentlich  be- 
merkt) sich  mit  elementaren  Mitteln  erledigen  lässt.  Lp. 
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D.  BoBYLBW.     üeber  die  Bedingungen  des  Rollens  ohne 

Gleitung.  Arbeiten  der  VIII.  YersammlaDg  der  msBischeo  Natur- 
forscher uDd  Aerzte.  St  Petersburg.  1890.  Math.  u.  Astrou.  70  -  73. 
(Russisch.) 

Die  Bedingungen  des  Rollens  ohne  Gleitung  bieten  ein  Bei- 
spiel für  eine  Art  von  Zwang  dar,  der  durch  Gleichungen,  welche 
die  Coordinatenparameter  mit  ihren  ersten  Differentialquotienten 
nach  der  Zeit  verbinden,  ausgedruckt  wird.  D.  Bobylew  leitet 
die  Reactionen  eines  Zwanges  dieser  Art  ab.  Hb. 


Th.  Sloudskt.    L'influence  du  frottement  dans  les  mou- 
vements  rotatoires  des  corps  Celestes.     Bniletio  de  la  So- 

e'i^U  Imp^r.  des  Natnralistes  de  Moscou.  Ko.  3.  1890.  1-11.  (Französisch.) 

Der  Verfasser  beweist,  1)  dass  bei  constanter  Grösse  und 
Richtung  des  Hauptmoments  der  Bewegungsgrössen  eines  starren 
Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  die  lebendige  Kraft  ihren  ge- 
ringsten Wert  erhält  in  einer  Rotation  um  die  Hauptaxe  des 
grössten  Trägheitsmoments;  2)  dass  unter  Einfluss  von  Kräften, 
welche  ein  Potential  besitzen,  eine  Flüssigkeit,  wenn  sie  sich  wie 
ein  starrer  Körper  bewegt,  um  eine  feste  Axe  rotiren  muss. 

Indem  der  Verfasser  voraussetzt,  dass  die  Bewegung  der 
verschiedenen  Zonen  der  Sonnenoberfläche  einer  der  empirischen 
Formeln  von  Carrington,  Faye,  Spörer,  Zöllner  folgt,  berechnet 
er  den  Wert  des  Verhältnisses  T— T^rT,  wo  T«  die  lebendige 
Kraft  beim  Rotiren  der  Sonne  als  eines  starren  Körpers  bedeutet 
und  T  die  lebendige  Kraft  bei  der  Annahme,  dass  die  Bewe- 
gungen der  verschiedenen  Zonen  nach  einer  der  oben  angeführten 
Formeln  stattfindet;  er  findet  für  dieses  Verhältnis  die  Werte 
0,002  nach  den  Formeln  von  Carrington  und  Faye,  0,003  nach 
der  Spörer'schen  und  0,005  aus  der  Formel  von  Zöllner.    Bb. 


E.  Vallier.     8ur  les  mdthodes   actuelles  de  balistique. 

Rev.  d'Art.  XXXVI.  42-62,  153-173. 

Der  auf  dem  Gebiete  der  Ballistik  ein  berechtigtes  Ansehen 
geniessende  Verfasser   giebt  zuerst   eine   historische  Uebersicht 
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Aber   die  EntwickeluDg   der   bezüglichen  Lehren  in   der    neue- 
ren Zeit. 

In  Folge  von  Versuchen  aus  den  Jahren  1868/69  hatte  der 
General  Mayevski  das  Luftwiderstandsgesetz  durch  yerschiedene 
eingliedrige  Ausdrücke  von  der  Form  c.e"  dargestellt  und  die 
zugehörigen  Bahncurven  nach  einem  vom  General  Didion  ange- 
gebenen Kunstgriffe  berechnet  Falls  man  ein  einziges  Gesetz 
benutzen  wollte,  bezeichnete  er  die  Form  c.e^  als  diejenige,  welche 
die  grösste  Annäherung  gäbe. 

Um  dieselbe  Zeit  leitete  Bashforth  in  England  aus  seinen 
Versuchen  das  Widerstandsgesetz  c.o'  ab,  in  welchem  der  Co- 
eflScient  c  mit  der  Geschwindigkeit  sich  ändert,  und  berechnete 
Tafeln  für  die  auf  einander  folgenden  Gurvenelemente,  indem  er 
innerhalb  jedes  Bogens  c  constant  annahm.  Hierauf  beruhen  die 
auch  in  Frankreich  gebräuchlichen  ballistischen  Formeln  für  den 
directen  Schuss. 

Im  Jahre  1880  kam  Hr.  Siacci  in  Italien  auf  den  Gedanken, 
die  Gegenbeschleunigung  F(p)  der  Luft  einzuführen  und  alle 
Elemente  der  Bahncurve  als  Functionen  der  jeweiligen  Geschwin- 
digkeit und  der  Anfangsgeschwindigkeit  auszudrücken.  Durch 
diese  Methode  wurden  die  Elemente  mit  Hülfe  einer  numeri- 
schen, ein  für  alle  Mal  berechneten  Tafel  erhalten,  und  diese 
Methode  wurde  für  den  directen  Schuss  unterhalb  eines  Abgangs- 
winkels von  15®  allgemein  angenommen.  Vier  Functionen  !>(»), 
A(u),  J(m),  r(tt),  welche  von  F(ü)  abhängen,  sind  von  Hm. 
Siacci  berechnet  worden,  und  mittels  dieser  „Siacci'schen  Func- 
tionen **,  die  in  der  Ballistik  dieses  Gelehrten  stehen  und  in  der 
Revue  d' Artillerie  XVII.  45  (1880)  abgedruckt  sind,  erhält  man 
alle  bezüglichen  Grössen  in  folgender  Form: 

Es  sei  u  =  aocosd,  u^  =  aVgCOsqp,  so  wird 

x=  ±\D(u)-D(«,)l 

P  =  Po— i«a{''(«)-''(»o)l. 
/  =  clT(u)-T(u,)\. 
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In  dieser  Form  ist  die  Siacci'sche  Theorie  in  die  Werke  über 
Ballistik  aufgenommen  worden,  so  z.  B.  von  Mayevski  in  „  Sola- 
tion  des  problemes  du  tir  de  plein  fouet  et  du  tir  courbe^,  von 
Ingalls  in  sein  „Handbook  of  problems  in  exterior  ballistics*', 
indem  beide  Autoren  die  Methode  sachgemftss  ausgebildet  haben. 
Die  bedeutsamste  Erweiterung  hat  diese  Theorie  durch  Hrn.  Sa- 
badski  erfahren,  Aber  dessen  hierher  gehörige  Schrift  in  F.  d. 
M.  XX.  1888.  955  ausfahrlich  berichtet  ist.  Hr.  Siacci  hat  sei- 
nerseits in  der  Bivista  d'Artiglieria  e  Genio  1889  eine  Tafel  der 
Werte  seines  Parameters  ß  gegeben,  vermöge  deren  man  seine 
Formeln  auch  fBr  den  Bogensohuss  verwerten  kann.  Beide 
Autoren  haben  jedoch  noch  nicht  die  Frage  vollständig  zum, Ab- 
scbluss  gebracht,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  sehr  beträcht- 
lich ist. 

Hier  setzt  nun  der  Verfasser  mit  seinen  eigenen  neuen  For- 
schungen ein,  indem  er  an  seine  früheren  Untersuchungen  an- 
knQpft,  Ober  deren  letzte  in  F.  d.  M.  XIX.  1887.  953  berichtet 
ist.  Die  Formel  zwischen  den  Goordinaten  X,  Y  eines  Punktes 
der  Bahncurve,  von  welcher  er  ausgeht,  ist: 

^^  2f'C0sV  ^  J     ^  ^    l?*C08*Ö 

Die  angenäherte  Berechnung  des  Integrals  dieser  Formel 
bildet  naturgemäss  das  Hauptthema  der  weiteren  Abhandlung, 
auf  deren  Einzelheiten  wir  nicht  eingehen  wollen. 

Wir  setzen  nur  noch  die  Schlussfolgerung  fQr  Anfangsge- 
schwindigkeiten Ober  600  m  her. 

„In  diesem  Falle  geben  für  den  directen  Schuss  die  Siacci'- 
schen  Tafeln  oder  auch  die  ballistischen,  aus  dem  quadratischen 
Gesetze  abgeleiteten  Logarithmen  die  Lösung  der  Aufgabe,  falls 
die  Ankunftsgeschwindigkeit  nicht  unter  400  Meter  sinkt.  Bei 
grösseren  Abgangs  winkeln  hat  man  besonders  mit  kleinen  Ka- 
libern zu  befQrchten,  dass  die  Sabudski'schen  Tafeln  zu  ungenau 
werden.  Bis  ihr  Verfasser  Abhülfe  geschaffen  hat,  muss  man  in 
gewissen  Fällen  diese  Tafeln  vervollständigen,  indem  man  einen 
ersten  und  einen  letzten  Bogen  der  Bahnlinie  getrennt  berech- 
net,  die  durch  einen  grossen  Sabudski'scben  Bogen  verbunden 
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sind.  Zum  Zwecke  einer  besonderen  Forschung  ermöglicht  die 
Methode  der  Geschwindigkeiten,  deren  Princip  wir  angedeutet 
haben ,  und  das  wir  in  einem  besonderen  Capitel  entwickeln,  alle 
Lösungen  des  Problems  (Geschwindigkeit,  Aufschlagswinkel, 
Schussweite  u.  s.  w.)".  Lp. 

F.  SiACCi.    Sur  la  Solution  exaete  da  probl^me  balistiqoe. 

Re7.  d'Art.  XXXV.  493-497. 

Versteht  man  unter  ß  eine  unbekannte  Function,  so  kann 
man  in  dem  Falle  eines  Luftwiderstandes  ct>'  die  Formel  abwi- 
schen dem  Schusswinkel  (jp,  der  Anfangsgeschwindigkeit  V  und 
der  Schussweite  X  in  der  Gestalt  aufstellen: 

(1)  ^^'gx'^  =  ^  +  i(ßcVT)^\ißoVX)\ 

Der  Verf.  wirft  die  Frage  auf,  welchen  Wert  man  für  ß  nu 
setzen  habe,  damit  die  Formel  (1)  genau  die  Abhängigkeit  zwi- 
schen F,  q>  und  X  darstelle.  „Man  hat  noch  nicht  versucht,  ß 
als  Function  von  V  und  X  mittels  einer  nach  den  fallenden  Po- 
tenzen des  ballistischen  Coefficienten  geordneten  Reihe  auszu- 
drücken." Für  das  Widerstandsgesetz  c.o'  hat  der  Verf.  die 
drei  ersten  Glieder  der  Reihe  berechnet.    Setzt  man  tg^)  =  p^, 

gX( — j   =  X',  so  lautet  dieselbe: 

,11  A  ,  829  ,  ,  3977  A/X'V 
+  lÖÖ-P»  V^  +  "99Ö ''<>  +  "2722^  P«  A-2-;  ^ 
Die  zugehörigen  Zahlenrechnungen  sind  von  Hrn.  Parodi  aus- 
geführt und  in  der  Rivista  d'Artiglieria  e  Genio  yeröflfentlicht 
worden,  wo  auch  Hr.  Siacci  ausführlichere  bezügliche  Aufsätze 
abgedruckt  hat.  Lp. 

J.  C.  Adams.      On    certain    approximate    formulae    for 
calculating  the  trajectories  of  shot.    Natnre  XLI.  258-262. 

In  der  Nachschrift  zu  einem  Artikel  des  Hrn.  W.  D.  Niven  ^ 
„On  the  calculation  of  the   tnyectories   of  shot**    (Lond.  R.  S. 
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Proc.  XXVI.  268-287)  hat  der  Verf.  ohne  Beweis  einige  Formeln 
angegeben,  die  sich  auf  einen  begrenzten  Bogen  der  Bahnlinie 
beziehen,  wenn  der  Widerstand  der  n^^  Potenz  der  Geschwin- 
digkeit proportional  ist.  In  diesen  Formeln  ist  der  Winkel  zwi- 
schen der  Sehne  des  Bogens  und  der  Tangente  in  irgend  einem 
seiner  Punkte  stets  als  eine  kleine  Grösse  behandelt.  Da  der 
Beweis  dieser  Formeln  nicht  auf  der  Hand  liegt,  so  teilt  Herr 
Adams  die  bezüglichen  Eechnungen  mit  und  macht  am  Schlüsse 
des  Artikels  einige  Bemerkungen  über  das  Gesetz  des  Luft- 
widerstandes, für  welches  je  nach  der  Grösse  der  Geschwindig- 
keiten der  Ausdruck  proportional  der  zweiten ,  dritten  oder 
sechsten  Potenz  der  Geschwindigkeit  gefunden  ist.  Lp. 


J.  M.  Ingalls.     Handbook  of  problems  in  exterior  bal- 

listics.    Part  L    Direot  fire.    Fort  Monroe.  [Rev.  d'Art.  XXXVI. 

482.]  

L.  RouLiN.     La  balistique  intörieure  en  Angleterre. 

Rev.  d'Art  XXXV.  216-226. 

Besprechung  des  Buches  von  Hrn.  J.  A.  Longridge:  „Inter- 
nal Ballistics"  (London,  1889),  in  welchem  der  englische  Gelehrte 
u.  a.  den  Zweck  verfolgt,  seine  Landsleute  mit  den  wichtigen 
bezüglichen  Arbeiten  des  französischen  Forschers  Sarrau  bekannt 
zu  machen.  Lp. 

Fr.  Bashforth.     A  revised  account  of  the  experiments 

made   with   the   Bashforth    Chronograph,    to  find   the 

resistance  of  the  air  to  the  motion  of  projectiles,  with 

the    application   of  the   results   to  the   calculation   of 

trajectories,  according  to  J.  Berpoulli's  method.     Cam- 
bridge. University  Press.  [Nature  XLIL  409-412.] 


N.  Sabudsky.     Zusatz    zur   Lösung    der  Probleme    des 
indirecten  Schiessens.     St.  Petersburg.  1890.  1-27. 

Um    die  Lösung   nach    der  vom  Verfasser  vorgeschlagenen 
Methode  bei  den  grossen  Anfangsgeschwindigkeiten,  welche  jetzt 
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durch  Kanonen  erreicht  werden,  zu  ermöglichen,  wird  in  diesem 
Zusätze  eine  Fortsetzung  der  ballistischen  Tafeln  gegeben,  welche 
sich  in  der  Abhandlung  des  Verfassers:  „lieber  die  Lösung  der 
Probleme  des  indirecten  Schiessens  und  über  den  Winkel  ftir 
die  grösste  Schussweite"  (F.  d.  H.  XX.  1888.  955)  befinden;  es 
sind  auch  einige  die  Lösung  dieser  Probleme  betreffende  Bemer- 
kungen angeführt.  Bb. 

N.  Sabudskt.     Notiz  zur  Lösung  der  Probleme  des  in- 
directen Schiessens.    St.  Petersbarg.  1890.  1-6.  (RaSBisch) 

Einige  Aufklärungen,  veranlasst  durch  eine,  die  1888  ge- 
druckte Abhandlung  des  Verfassers  betreffende  Bemerkung  von 
Hrn.  Siacci.  Bb. 

E.  Lombard.     Quelques  questions  de  tir  iudireot  de  si&ge. 

Rev.  d'Art.  XXXVI.  325-356,  411-427. 

Während  es  sich  in  dem  grösseren  Teil  der  Arbeit  um  prak- 
tische Lösungen  der  Fragen  handelt,  wie  man  beim  indirecten 
Schusse  das  unsichtbare  Ziel  nach  den  Angaben  eines  oder 
zweier  seitlich  aufgestellten  Beobachter  über  die  abgegebenen 
Schfisse  schnell  treffen  kann,  giebt  eine  am  Schlüsse  befindliche 
Note  die  Herleitung  der  Formeln,  welche  dazu  gedient  haben, 
die  Wahrscheinlichkeiten  zu  berechnen,  SchQsse  in  der  Beobach- 
tungszone zu  erhalten  (Schiessen  mit  zwei  seitlichen  Beobach- 
tern)  und  ebenso  SchQsse  in  der  Wirksamkeitszone.  Lp. 


A.  Wbignbr.  Ueber  den  Einfluss  grosser  Positions- 
winkel auf  die  Treffpunktslage  beim  Schiessen  unter 
Anwendung  von  für  Ziele  im  MUndungshorizont  be- 
rechneten  Aufsätzen.     Mitt.  üb.  Art.  u.  Genie.  XXI.  1-16. 

Beim  Beschiessen  eines  bedeutend  erhöhten  oder  vertieften 
Zieles  muss  ein  kleinerer  Aufsatz  angewandt  werden,  als  jener 
ist,  welcher  fQr  ein  in  derselben  Entfernung,  jedoch  im  MQn- 
dungshorizont   befindliches  Ziel   zutrifft.     Mit  anderen  Worten: 
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wenn  beim  Beschiessen  eines  im  Mflndangshorizoote  befindlichen 
Zieles  Ziel-  und  Trefifpunkt  zusammenfallen,  wird  unter  sonst 
gleichen  Voraussetzungen  beim  Beschiessen  eines  in  derselben 
Entfernung  befindlichen,  beträchtlich  erhöhten  oder  vertieften 
Zieles  der  Treffpunkt  über  den  Zielpunkt  fallen.  Dies  wird  be- 
wiesen. Lp. 

A.d'Amblt.     Pointage  en  direction  dans  le  tir  de  si^ge 
et  de  place  avec  la  rhgle  mod.  1883.    Be7.d'Art.xxxv. 

342-365,  417-435. 

Aufstellung  und  mathematische  Begründung  der  hauptsäch- 
lichsten Vorschriften  für  das  Richten  der  Geschütze  unter  Bezug 
auf  das  angezogene  Instrument  Lp. 


A.  Brrtrang.  Des  variatioDs  dans  le  tir  des  canons 
ray^s  et  de  la  d^termination  scientifique  des  r^gles 
pratiqaes  da  tir  de  ces  oanons.  Brazeilea.  Maquardt.  (1889.) 


P.  Touche.      Sur   le   calcul   de    la  r^sistance  de  Fair. 

Rev.  d'Art.  XXXVI.  131-144. 

Der  Verf.  berechnet  nach  einer  Methode,  die  von  manchen 
Willkürlichkeiten  nicht  frei  ist,  Mittelwerte  für  den  Widerstand 
längs  der  Axe  des  sich  bewegenden  Geschosses  und  vergleicht 
die  erhaltenen  Formeln  mit  den  Versuchsergebnissen  für  ein  ge- 
gebenes Geschoss,  wobei  sich  eine  leidliche  Uebereinstimmung 
herausstellt.  Lp. 

V.  ScHEVB.     Erörterung  über  die  Anwendung  eines  para- 
bolischen  oder  eines   anderen   veränderlichen   Dralls. 

Arch.  f.  Art.  u.  Jag.  XCVII.  Ml. 

Ableitung  des  nueuen  Drallgesetzes":  Die  Tangente  des 
Drallwinkels  muss  proportional  dem  Quotienten  Zeit  durch  Ge- 
schwindigkeit des  Geschosses  im  Rohrinnern  sein,  dann  ist  die 
Drehbeschleunigung  eines  Punktes  der  Geschossoberfläche  an 
allen  bezüglichen  Teilen  der  Rohrscala  gleich  gross.  Lp. 
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N.  Stojanoff.     Ueber  die  Bahn  eines  scheibenförmigen 

Geschosses.     Joamal  f.  d.  rasB.  Art.  1890.  No.  7.  637*648.  1  Figuren- 
taf.  (RaBsisch.) 

In  dieser  AbhandluDg  wird  die  Bahn  eines  scheibenförmig 
gestalteten  Geschosses  bestimmt  Der  Verfasser  setzt  voraus, 
dass  die  Scheibe  nicht  rotirt,  dass  ihre  Axe  eine  unveränderliche, 
zur  Anfangsgeschwindigkeit  senkrechte  Richtung  beibehält;  richtet 
die  y-Axe  längs  der  Anfangsgeschwindigkeit,  die  auf  ihr  senk- 
rechte a;-Axe  gerade  abwärts  und  erhält  folgende  Gleichungen 
für  die  Bewegung  des  Mittelpunktes  der  Scheibe: 

1    ,      e^'  +  c-**  «,      osina   . 

wo  k  =:yAgcosa  ist,  g  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft,  V 
die  Anfangsgeschwindigkeit,  a  den  Winkel  zwischen  der  An- 
fangsgeschwindigkeit und  der  Horizontalebene  (nach  oben  ge- 
rechnet) bedeuten;  ferner  ist 

A  =  K  —  nR' 

P 

gesetzt,  und  o  stellt  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  Luft,  p  das 
Gewicht  des  Geschosses,  R  den  Halbmesser  der  Scheibe,  K  die 
Constante  des  Luftwiderstandes  dar. 

Die  Formeln  stimmen  vollkommen  mit  den  von  Hrn.  Jou- 
kowsky  gefundenen  (F.  d.  M.  XXL  1889.  932)  tiberein. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  die  Geschwindig- 
keit längs  der  y-Axe  in  dem  Augenblicke  V:gs\na^  dem  die  Ordi- 
nate V^:2ge\TLa  entspricht,  gleich  Null  wird,  und  dass  von  einem 
Punkte  an,  in  welchem  die  Richtung  der  Bewegung  vertical  wird, 
die  Bahn-Tangente  einer  der  Anfangsgeschwindigkeit  entgegen- 
gesetzten Richtung  sich  nähert. 

Wird  aber  der  Widerstand  der  Luft  auf  die  Seitenfläche 
der  Scheibe  berücksichtigt,  so  ist  man  genötigt,  die  aufstei- 
gende Bewegung  bei  dem  Punkte,  wo  die  Geschwindigkeit  der 
a;-Axe  parallel  wird,  und  die  absteigende  Bewegung  von  diesem 
Punkte  an  besonders  zu  behandeln. 

Bezeichnet  man  f/JT — Aß    durch   B,    wo   h    die   Höhe    der 
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Scheibe  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  der  Augenblick  und  die  Ordi- 
nate, welche  dem  Teilungspunkte  beider  Bewegungen  ent- 
sprechen, resp. 

V 

b 


m 

sind,  wo  6'=   ^  '  ^    ist,  und  dass  die  Tangente  des  Winkels, 

welchen    die  Geschwindigkeit   mit   der  ^-Axe  bildet,    sich  dem 
Grenzwerte 


-ü 


tga 


B 

nähert.  Bb. 

N.  Sabüdsky.     Ueber   die  Derivation   eines  flachen  Ge- 
schosses.   Jonrnal  f.  d.  rass.  Art.  1890.  1-6. 

Eine  Ergänzung  der  StojanoflTschen  Abhandlung,  indem 
hier  die  Rotation  der  Scheibe  um  ihre  Symmetrieaxe  berück- 
sichtigt und  die  Derivation  des  Geschosses  berechnet  wird. 

Bb. 

P.  G.  Tait.     Some  points  in  the  physics  of  golf.     Nature 

XL II.  420-422. 

Ein  Versuch,  die  Bahncurve  des  Golfballs  aus  den  ballisti- 
schen Formeln  zu  berechnen.  Lp. 


F.  August.     Ueber  die  Bewegung  freier  Ketten  in  roti- 
renden  Linien.    Schlömilch  z  xxxv.  97-120. 

Als  Fortsetzung  der  Abhandlung  „Ueber  die  Bewegung  von 
Ketten  in  Curven"  (Schlömilch  Z.  XXXIII,  F.  d.  M.  XX.  1888. 
952)  bringt  der  Verf.  jetzt  die  Lösung  eines  ähnlichen  Pro- 
blems: Die  Bewegung  von  Ketten  in  gleichförmig  rotirenden 
Curven,  also  eine  Bewegung,  bei  welcher  die  Kette  ihrer  Form 
nach  stets  Bogen  einer  Curve  von  unveränderter  Gestalt  ist, 
welche  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  feste  Axe 


B.  Stankbwitsch.  Zur  Theorie  des  Stosses  starrer  Körper. 

Arbeiten   der   VIII.  VersammlaDg    der   rnssischeD    Naturforscher   and 
Aerzte.  1890.  St.  Petersb.  Physik.  32-34.  (Rassisch.) 

Herr  Stankewitsch  zeigte  in  einer  früheren  Arbeit:  „Die 
kinetische  Theorie  der  Gase  in  mathematischer  Behandlung^,  Mos- 
kau 1885,  indem  er  die  Frage  vom  Stosse  der  Holekeln  als  ela- 
stischer Kugeln  behandelte,  dass  eine  gewisse  Functionaldeter- 
minante  gleich  —1  ist.  In  der  vorliegenden  Mitteilung  betrachtet 
er  den  Stoss  von  Körpern  beliebiger  Gestalt,  sowohl  elastischer, 
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rotirt,  während  sich  gleichzeitig  die  ganze  Kette  in  dieser  roti- 
rendenden  Gurve  (der  „rotirenden  Kettenbahn'')  verschiebt 
Ausser  den  etwa  nötigen  Spannungen  in  den  Endpunkten  wer- 
den keine  äusseren  Kräfte  vorausgesetzt.  Die  beschriebene  Be- 
wegung kann  sich  nur  in  einer  der  folgenden,  vom  Verfasser  io 
der  Einleitung  zusammengestellten  Weisen  vollziehen: 

1.  Ein  ganz  singulärer  Fall  ist  die  Bewegung  der  Kette 
längs  der  Rotationsaxe  mit  beliebig  veränderlicher  Geschwindig- 
keit.   Dieser  Fall  ist  selbstverständlich,  die  Rotation  illusorisch. 

In  allen  anderen  Fällen  muss  die  relative  Geschwindigkeit 
der  Kette  in  Bezug  auf  die  rotirende  Bahn  constant  sein.    Auch 
giebt  es   hier   zwei   singulare  Fälle  und  den  allgemeinen  Fall,        i 
nämlich:  i 

2.  Die  rotirende  Bahn  ist  eine  Gerade,  senkrecht  und  im 
allgemeinen  windschief  gegen  die  Rotationsaxe. 

3.  Die  rotirende  Bahn  ist  eine  Schraubenlinie,  die  auch  in        | 
einen  Kreis  übergehen  kann. 

4.  Im  allgemeinen  ist  die  rotirende  Bahn  eine  räumliche 
oder  ebene  Curve,  welche  sich  analytisch  durch  elliptische  Func- 
tionen ausdrucken  lässt. 

Als  Grenzfälle  ergeben  sich  aus  dem  allgemeinen  Falle  4. 
ausser  den  singulären  Fällen  2.  und  3.  auch  noch  einige  andere 
singulare  Fälle.  In  dem  Schlussparagraphen  sind  drei  Beispiele 
des  allgemeinen  Falles  genauer  betrachtet,  und  zuletzt  ist  eine 
Verallgemeinerung  des  Resultates  besprochen.  Lp. 


i 


I 
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aTs  unelastischer,  und  beweist,  dass  diese  Functionaldeterminante 
stets  dem  negativ  genommenen  Restitutionscoefficienten  gleich  ist. 

Bb. 

P.   G.   TaIT.      On   impact.      Edinb.  Trans.  XXXVI.  225-252. 

Enthält  die  Beschreibung  der  Gestalt  eines  Apparates,  der 
zu  dem  Zwecke  ersonnen  ist,  eine  graphische  Darstellung  der 
Verhältnisse  eines  Stosses  zu  liefern,  und  einen  Bericht  über  die 
damit  angestellten  Versuche.  CI7.  (Lp.) 

R.  Heger.     Die  Zusammensetznug  der  Kräfte  in  einer 
starren  Ebene.     Poske  z.  iir.  277-280. 
Skizze  eines  Lehrganges,  um  dem  Anfänger  den  Begriff  des 
Momentes  physikalisch  zu  vermitteln. 

A.  Kurz.     Vom   Stosse.      Eine    didaktische    Mitteilung. 

Exner  Rep.  XXVI.  146-147. 

R.  E.  Froudb.     On  the  soaring  of  birds,  in  continuation 
of    an    extract   from    a    letter    to    Sir  W.   Thomson. 

Edinb.  Proc.  XVIII.  65-72. 


B.    Hydrodynamik. 
A.  B.  Bassbt.       An     elemeutary     treatise     on     hydro- 

dynamics   and   SOUnd.        Cambridge.     Deighton,   Bell    and    Co. 
X  -h  188  S. 

Was  den  hydrodynamischen  Teil  dieses  Buchs  anbetrifft,  so 
besteht  derselbe  vornehmlich  aus  jenen  Teilen  aus  des  Verfassers 
Lehrbuch  der  Hydrodynamik  (F.  d.  M.  XX.  1888.  970),  welche 
die  höheren  Methoden  der  Analysis,  wie  Eugelfunctionen,  ellip- 
tische Functionen  und  dergleichen,  nicht  in  sich  begreifen,  und 
bildet  eine  vortreffliche  Einleitung  in  die  mathematische  Theorie 
eines  etwas  schwierigen  Gegenstandes.  Der  zweite  Teil  ist 
natürlich  stark  beeinflusst  von  Rayleigh's  klassischem  Lehrbuche 
des  Schalls,  zeigt  jedoch  durchweg  die  ausgeprägte  Eigenart  des 
Verfassers  selbst.    Wir  können  das  Buch  warm  empfehlen. 

Gbs.  (Lp.) 
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N.  E.  JouKowsRY.  Eine  Abänderung  der  Kirchhoff- 
sehen  Methode  zur  Bestimmung  der  Strömung  einer 
Flüssigkeit  in  einem  Baume  von  zwei  Dimensionen 
bei  gegebener  eonstanter  Geschwindigkeit  längs  einer 
unbekannten  Stromlinie.     Mosk.  Math.  Samml.  XV.  121-276. 

(Rassisch.) 

Die  vom  Verfasser  vorgeschlagene  Abänderung  der  Kirch- 
hor sehen  Methode  (Vorl.  über  Math.  Phys.  1876.  Vorl.  21)  ge- 
stattet, Aufgaben  über  die  Bewegung  einer  teilweise  von  den 
Wänden  der  Oeßlsse  begrenzten  Flüssigkeit  in  einem  Räume  von 
zwei  Dimensionen  zu  lösen,  ohne  zur  conformen  Abbildung  der 
dem  vorliegendem  Falle  entsprechenden  Grenzgebiete  Zuflucht 
zu  nehmen,  bei  beliebiger  Zahl  der  Strahlen  und  kritischen 
Punkte,  in  denen  die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  Null  ist 

Es  seien  x  und  y  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Flüssig* 
keit,  0  die  Geschwindigkeit  in  diesem  Punkte,  d  der  Winkel 
zwischen  der  x-Axe  und  der  Richtung  der  Geschwindigkeit,  g> 
das  Geschwindigkeitspotential,  tp  die  Menge  der  Flüssigkeit, 
welche  zwischen  der  Anfangsstromlinie  und  der  betrachteten 
durchfliesst. 

Nach  Eirchhoff  ist: 

x+iy^z\    9)  +  iv;  =  w  =  F(5);     —  (cosö+isinö)  =  J  =  ^p^- 

Statt  der  Variable  £  setzt  der  Verfasser  die  imaginftre: 

*  +  tÖ  =  logfrS  =  lg-^+W, 

wo  tr  die  constante  Geschwindigkeit  in  der  freien  Grenze  ist; 
diese  Variable  muss  eine  gewisse  Function  von  w  sein.  Be- 
trachten wir  die  Variable  u=i^'\-iT]  in  dem  Gebiete  17^0  und 
setzen  g>  +  itp  =  l(u)y  ^  +  tö  =  iu(u).  Die  Functionen  il(tt)  und 
fi(u)  sind  in  dem  betrachteten  Gebiete  endlich,  einwertig,  können 
unendlich  werden  und  Sprünge  haben  nur  beim  Umbiegen  auf  un- 
endlich kleinen  Halbkreisen  gewisser  in  der  ^-Axe  liegender 
Funkte;  in  unendlich  entfernten  Punkten  des  Gebietes  können  die 
Functionen  i,  und  /u  unendlich  werden.  Es  werden  folgende 
Systeme  orthogonaler  isothermischer  Linien  betrachtet:  q>  =  const, 
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tff  =  coDst.,  welche  das  Netz  A,  und  &  =  const.,  0  =  const., 
welche  das  Netz  fi  darstellen  (das  „Bildangs^-  und  „Richtungs- 
netz'' des  Verfassers). 

Diese  Netze  sind  folgender  Bedingung  unterworfen:  Die 
|-Axe  muss  ganz  aus  Zweigen  der  Linien  tp  =  const.  und  zu- 
gleich ganz  aus  Zweigen  der  Linien  ^  =  const.  und  d  =:  const 
bestehen. 

Wir  genügen  der  Folge  dieser  Bedingungen,  indem  wir 
setzen: 

(1)         A  =  F(«)  +  o.  lg  {^^)  +  «.  «g  (-^) 

WO  F(u)  eine  ganze  rationale  Function  mit  reellen  Coefficienten 
und  er,  /9,  y  mit  den  Indices  1,  2,  3,  ...  gewisse  reelle  Grössen 
bedeuten ; 

wo  f(ti)  eine  ganze  rationale  Function  mit  reellen  Coefficienten 
ist,  welche  nur  in  Punkten  auf  der  $  -  Axe  oder  in  der 
Unendlichkeit  unendlich  werden  kann.  Im  letzteren  Falle  ist 
die  Ordnung  ihrer  Unendlichkeit  wenigstens  um  1  niedriger  als 
die  Ordnung  der  Wurzel.  Die  c^,  c^^  c^^  .  .  .  bedeuten  wieder 
reelle  Grössen,  m  ist  gleich  1  oder  t,  die  Integration  ist  über 
irgend  eine  in  dem  Gebiete  liegende  Linie  von  einem  constan- 
ten,  z.  B.  auf  der  ^-Axe  liegenden,  Punkte  bis  zum  betrachteten 
u  auszudehnen. 

Die  Zahl  der  Punkte  (y,  0),  welche  der  Verfasser  ^Pole"  des 
Netzes  l  nennt,  ist  gleich  der  Anzahl  der  Strahlen;  der  absolute 
Wert  von  na  giebt  die  Flüssigkeitsmenge,  welche  der  entsprechende 
Strahl  mit  sich  bringt. 

Die  Punkte  (c,  0),  die  Brennpunkte  des  Netzes  fi,  teilen  die 
f-Axe  in  Teile,  welche  bald  den  Wänden,  bald  der  freien  Grenze 
entsprechen. 

Es  sei: 

(3)     ^00  =  F,(i/)+ -A_  +  ^A2_  +  _A_  ^ .. 
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WO  F^  (ti)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,  A  und  e  reelle 
Grössen  sind.  Die  Pole  (6,0)  des  Netzes  fi  wählen  wir  so,  dass 
sie  in  denjenigen  Stellen  der  $-Axe  liegen,  f&r  welche  d=coD8t 
Dann  entsprechen  diese  Pole  den  Eckpunkten  der  Wände. 

Hat  man  die  ir  und  fi-Netze  construirt,  so  findet  man  leicht 
die  Werte  von  d  und  ^  für  jedea  Pirakt  der  Gurre  tp  =  const, 
indem  man  das  eine  Netz  auf  das  andere  legt  und  l&ngs  der 
Ourve  ^  =  const.  fortschreitet. 

Diese  Methode  wendet  der  Verfasser  auf  eine  grosse  Zahl 
von  Problemen  an,  vor  allem  auf  die  schon  nach  der  Eirchho£r- 
sehen  Methode  gelösten. 

1.  Ausfiuss  einer  FlQssigkeit  aus  einem  von  zwei  ebenen 
unendlichen  symmetrischen  Wänden  begrenzten  Gefässe: 

(4)        l(u)  ^  alg-^, 

(5)        fi(u)  =  ^qif  -^'  wV*— .  » 

wo  q  einen  Zahlenfactor  bedeutet. 

2.  Stoss  eines  unbegrenzten  Stromes  gegen  einen  symme- 
trischen Keil,  dessen  Axe  parallel  der  Richtung  des  Stromes  ist: 

(6)        l  =  Äu",    fi  nach  (5). 

FQr  den  Druck  ergeben  sich  die  von  Hrn.  Bobyleff  abgeleiteten 
Formeln. 

3.  Ausfiuss  aus  einem  von  zwei  ebenen,  unendlichen,  nicht 
symmetrischen  Wänden  begrenzten  GeflEtose:  l  nach  (4), 


(7) 


.  r'v?^^     du 


wo  c  <  c  ist 

Der  Verfasser  bildet  die  Gleichungen  des  Umfanges  des 
Stromes  und  bestimmt  die  Menge  der  ausfiiessenden  FlQssigkeit 

4.  Stoss  eines  unbegrenzten  Stromes  gegen  einen  unsym- 
metrisch in  Bezug  auf  denselben  liegenden  ungleichbackigenKeil: 
X  nach  (6),  fi  nach  (7). 

Es  ergeben  sich  die  Formeln  des  Hrn.  Mestschersky  (F.  d. 
M.  XIX.  1887.  1019). 
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5.  StoBs  eines  Strahles  gegen  einen  symmetrisch  in  Bezug 
auf  ihn  liegenden  gleichbackigen  Keil: 

(8)        X  3=  «algJf!z^ +«,»•, 

pt  nach   (5). 

Bei  y  >  c  ergeben  sich  die  Formeln  von  Eotelnikow  in  Be- 
zug auf  den  gleichbackigen  Keil  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  955).  Man 
erhält  den  von  Eotelnikow  behandelten  Fall,  wenn  man  l  und 
II  aus  (8)  und  (7)  bestimmt. 

6.  Vom  Stosse  zweier  FlQssigkeitsstrahlen  gegen  einander. 
Das  von  Voigt  für  den  Fall,  dass  die  Strahlen  in  der  Unend- 
lichkeit senkrecht  auf  einander  stehen,  gelöste  Problem  (F.  d. 
M.  XVIII.  1886.  903)  wird  hier  bei  einem  beliebigen  Winkel 
zwischen  den  Richtungen  der  Strahlen  gelöst.  Das  Netz  l  er- 
giebtsich,  wenn  man  in  (1)  setzt  F(ii)  =  0,  «,  =  —«,  a^=^ '-a\ 
wo    a'  >  cf,    of,  =  o^  =  ..•  =  0   ist;    /?,  =  — /?,    ß^  =  ß\    wo 

ß  =  -TT^yi  /*'  =  -;;TnrY\  Yx  ^Y^Y%='  -y-   Das  Netz  ^  nach 

(7),  wenn  c  =  y,  6  =  /—^. 

Ea  werden  die  Gleichungen  der  Umfange  der  Strahlen  ge- 
bildet und  die  FlUssigkeitsmenge  in  dem  einen  und  in  dem  an- 
deren Strahle  bestimmt. 

Danach  geht  der  Verfasser  zur  Lösung  von  Fragen  über, 
die  vor  ihm  noch  nicht  gelöst  worden  sind. 

7.  Vor  allem  wird  der  Fall  behandelt,  dass  der  Strahl,  in- 
dem er  eine  Platte  trifft,  sich  in  zwei  Teile  teilt,  von  denen  der 
eine  eine  endliche,  der  andere  eine  unendliche  FlUssigkeitsmenge 
mit  sich  bringt: 

X  =  y  (— w  +  y^i-ylg-^y^), 

[i  nach  (5)  bei  c<y  und  g  =  1. 

Es  wird  der  Druck  gegen  die  Wand  bestimmt. 

8.  Ausfluss  einer  Flüssigkeit  aus  einem  Gefässe,  welches 
von  oben  bedeckt  und  dessen  Breite  unendlich,  dessen  Höhe 
endlich  ist: 
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l  nach  (8),  /u  nach  (5),  indem  y  <  c  ist 

Es  wird  die  Menge  der  ausfli essenden  Flüssigkeit  bestimmt 

9.  Druck  eines  unbegrenzten  Stromes  einer  Flüssigkeit 
gegen  eine  gebrochene  Platte  in  dem  Falle,  dass  die  Flüssigkeit 
an  dieselbe  längs  ihrer  Seite  tritt:    X  nach  (6),  ju  nach  (7). 

Weiter  folgt  die  Lösung  von  Aufgaben,  in  denen  die  Be- 
wegung einer  Flüssigkeit  mit  vielen  kritischen  Punkten  gesucht 
wird. 

10.  Ausfluss  einer  Flüssigkeit  aus  einem  Gefässe  von  eod- 
licher  Breite  und  unendlicher  Länge:  l  nach  (4),  /i  findet  man 
nach  (2),  wenn  man  setzt: 

(9)        c.=c,  =  c,     m  =  i,     f(u)  =  -  qY^=?(-^  +  ^), 

wo  e  <  c  ist     Das  Netz  ju  hat  zwei  Brennpunkte  und  zwei  Pole. 

Aus  dem  Ausdrucke  für  die  Menge  der  ausfliessenden 
Flüssigkeit  folgt,  wenn  man  denselben  auf  den  speciellen  Fall 
q  =  i  anwendet,  dass  durch  den  Zusatz  von  Seitenwänden  die 
Menge  der  ausfliessenden  Flüssigkeit  vergrössert  wird  im  Ver- 
gleich zu  einem  Gefässe  von  unendlich  grosser  Breite. 

11.  Stoss  eines  von  zwei  parallelen  Wänden  begrenzten 
Stromes  gegen  einen  symmetrisch  in  Bezug  auf  denselben  liegen- 
den gleichbackigen  Keil. 

Die  Ausdrücke  für  den  Druck  auf  den  Keil  erhält  man 
leicht  mittels  der  Formeln  der  vorigen  Aufgabe  (10). 

Im  Falle  einer  ebenen  Wand  (9  ==  ^)  erweist  sich,  dass  der 
Zusatz  der  Wände  des  Kanals  den  Druck  des  Stromes  auf  die 
Wand  vergrössert. 

12.  Stoss  eines  unbegrenzten  Stromes  einer  Flüssigkeit  gegen 
ein  rechteckiges  Gefäss,  das  mit  der  Oeffnung  dem  Strome  ent- 
gegen gestellt  ist: 

l  nach  (4).  Das  Netz  /u  ergiebt  sich  durch  Addition  von 
(9)  und  (5),  d.  h.  durch  eine  Construction,  bei  der  die  isother- 
mischen Parameter  des  neuen  Netzes  gleich  sind  der  Summe  der 
isothermischen  Parameter  der  addirten  Netze. 

Die  Grosse  des  Bodens  und  der  Wände,  so  wie  der  Druck 
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gegen  den  Boden  lassen  sich  durch  elliptische  Integrale  dar- 
stellen. 

13.  Ausfiass  einer  FlQssigkeit  aus  einem  unendlichen  Ge- 
fasse  durch  einen  Ansatz,  der  aus  zwei  parallelen  Wänden  be- 
steht : 

l  nach  (4),  fi  findet  man  aus  (2),  wenn' man 

C,  =  -C,=^C,      C^^--C,^C\      fll==l,      f(tl)  = ^ 

setzt.  Der  Verfasser  zeigt,  wie  dieses  fi-Netz  mit  4  Brennpunk- 
ten aus  einem  Netze  von  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  er- 
halten werden  kann. 

Bei  ?  =  i,  /y=  — ^,  wo  ß  die  Gonstante  der  Integration 

in  (2)  ist,  ergeben  diese  Netze  die  Lösung  der  Aufgabe.  Es 
erweist  sich,  dass  der  Ansatz  die  Menge  der  ausfliessenden 
Flüssigkeit  yergrössert. 

14.  Stoss  eines  Stromes  gegen  eine  Platte,  welche  den  Ein- 
gang in  einen  Kanal  mit  parallelen  Wänden  zudeckt: 

X  nach  (6),  das  Netz  fi  ist  dasjenige  der  vorigen  Aufgabe 
bei  q  =  \  und  /9  =  — ^«  Es  werden  Ausdrücke  für  die  Di- 
mensionen der  Platte,  für  die  Entfernung  derselben  von  der  Oeff- 
nung  des  Kanals,  sowie  für  den  Druck  des  Stromes  gegen  die 
Platte  gefunden. 

15.  Stoss  eines  aus  einem  Kanäle  mit  parallelen  Wänden 
tretenden  Stromes  gegen  eine  Platte: 

X  nach  (8),  das  Netz  fx  ist  dasjenige  der  dreizehnten  Auf- 

TZ 

gäbe  bei  g  =  ^,  /y= — j-«     Es  werden  die  Gleichungen   des 

Umfangs  des  Strahles  gebildet,  die  Menge  der  ausfliessenden 
Flüssigkeit  und  der  Druck  gegen  die  Platte  bestimmt. 

16.  Goncentration  eines  Strahles  durch  einen  Trichter,  der 
sich  auf  dem  Wege  desselben  befindet: 

A  nach  (4),  ^  ergiebt  sich  aus  (2),  wenn  man  c,  =  c,  =  —  c, 
c,  =  —  c^  =  c',  f(u)  =  c'flf,  m  =  t,  c^  >  c  macht. 

Portflohr.  d.  Math.  ZXII.  8.  60 
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Kennt  man  den  Winkel,  welchen  die  Wände  des  Trichtere 
bilden,  und  dessen  Oeffnung,  so  kOnnen  die  Breite  des  Strahles 
dort,  wo  er  den  Trichter  triffC,  die  Menge  der  ausfliessenden 
Flüssigkeit  und  die  Gonceatration  des  Strahles  bestimmt  werden. 

17.  Stoss  eines  unbegrenzten  Stromes  gegen  eine  lange 
Reihe  fester,  paralleler  Platten: 

i=_.ij„„__^, 


cos 


(^6-)/*F^— ^^^^^! 


WO  i4  =  Gonst.  und  x  <  -^-  ist. 

Es  werden  AusdrQcke  gebildet  für  die  Länge  der  Platten, 
für  deren  Entfernungen  von  einander  und  fQr  den  Druck  des 
Stromes  gegen  diese  Platten.  Die  erhaltenen  Resultate  werden 
auf  Turbinen  angewandt.  Ms. 


J.  JiKWNBWiTSCH.  Versucb,  die  Principien  der  Kinematik 
einer  tropfbaren,  sich  gesetzmässig  bewegenden  Flüs- 
sigkeit zu  begründen.  Nachrichten  des  prakt  Techoologischeii 
iDBt.  eu  St.  Petersburg.  1890.  32-102. 


C.  Chree.      On   the  equations  of  vortex  niotion,    with 
special    reference    to    the    use    of    polar   coordinates. 

Edinb.  Math.  S.  Proc.  VIII.  43  G4. 

In  diesem  Aufsatze  werden  verschiedene  Formen  der  Be- 
wegungsgleichungen erörtert,  und  die  etwas  verwickelten  Formen, 
welche  bei  dem  Gebrauche  von  Polarcoordinaten  entstehen,  wer- 
den durch  bemerkenswert  einfache  Methoden  abgeleitet.  In 
manchen  Fällen  wird  die  Flüssigkeit  vor  der  Einf&hrung  der 
Wirbelbewegung  als  rotirend  angenommen,  und  zwar  mit  con- 
stanter  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  .4xe,  und  die  Gleichungen 
für  diese  Bewegung  werden  mit  grosser  Vollständigkeit  behan- 
delt.    Die  Analogien  zwischen  den  Gleichungen  der  Wirbelang 
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und   denen   der  Elektrodynamik    werden   ebenfalls  besprochen, 
und  die  Darstellung  ist  durchweg  anregend.         Gbs.  (Lp.) 


J.  H.  MiCHELL.      On    the  theory   of  free  stream  -  lines. 

Lond.  Phil.  Trans.  GLXXXI.  398-431. 

Der  Verf.  verweist  auf  die  Helmholtz'sche  Abhandlung: 
„Ueber  discontinuirliche  Flüssigkeitsbewegungen ^  (Berl.  Ber. 
1868.  215-228,  F.  d.  M.  I.  341),  in  der  gezeigt  worden  ist,  dass 
einige  Fälle  stetiger  FlQssigkeitsbewegung  hinter  hervortretenden 
Kanten  fester  Hindernisse  durch  die  Annahme  einer  Discontinui- 
tätsfiäche  gelost  werden  können,  auf  deren  einer  Seite  die 
Flüssigkeit  in  Ruhe  ist;  ferner  auf  spätere  Untersuchungen  von 
Kirchhoff  (1869)  und  Rayleigh  (1876). 

Durch  die  Betrachtung  der  Abbildungs  -  Methoden  für  Poly- 
gone, die  unabhängig  von  den  Herren  Schwarz  und  Christoffel 
gegeben  sind,  wurde  der  Verf.  auf  eine  neue  Transformation 
geführt,  welche  im  Verein  mit  denen  der  eben  Genannten  eine 
allgemeine  Lösung  der  Aufgabe  freier,  nicht  zurückgehender 
Stromlinien  mit  starren  Grenzen  giebt.  Eine  beträchtliche  An- 
zahl interessanter  Fälle  erwies  sich  als  ziemlich  einfach  dem 
Wesen  nach,  und  der  Verfasser  hat  mehrere  im  einzelnen  durch- 
gearbeitet. Diese  Probleme  nehmen  den  ersten  Teil  der  Ab- 
handlung ein;  im  zweiten  dagegen  werden  einige  Ausdehnungen 
der  Transformations- Formeln  gegeben,  welche  auf  Probleme  von 
Condensatoren  und  auf  die  Formen  hohler  Wirbel  in  manchen 
Fällen  anwendbar  sind.  Cly.  (Lp.) 

A.  C.  Elliott.     On  a  hydrodynamical  theorem.     Bdinb. 

Math.  S.  Proc.  VIII.  69-77. 

In  diesem  Aufsatze,  welcher  eine  nach  den  ersten  Principien 
durchgeführte  Theorie  von  Giffard's  Injector  enthält,  begegnen 
wir  den  beiden  folgenden  Sätzen:  Eine  Flüssigkeit  fiiesse  stetig, 
rotations-  und  reibungslos  längs  einer  Röhre  von  Stromlinien. 
Ai  ^11  Pn  Qi  ^^>^°  bezw.  der  Flächeninhalt,  die  Geschwindig- 
keit, der  Druck  und  die  Dichtigkeit  in  einem  Querschnitt,  ferner 

CO* 
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^97  ^ii  Pi9  Qi  di^  entsprechenden  Grössen  an  einem  anderen. 
Dann  erhält  man  fttr  den  gesamten  Antrieb  in  derSeeunde,  mit 
Vernachlftssigung  von  Niveau-Unterschieden,  die  folgenden  Aus- 
drucke:   Wenn    die    Dichte    constant   ist,    so    ist  der   Antrieb 

A  A 

J  =  2(p,— p,)y- j-^;   ist  dagegen  p  =  kQ^   (wo  k  und  y  Con- 

stauten  sind),  so  folgt 

ein  Wert,  der  fQr  ^  =  const  auf  den  ersten  zurückkommt 

6bs.  (Lp.) 

E.  Phragm^n.     Om  ett  enkelt  fall   af  stationär  rörelse 

med   rotatiOD.    Stockb.  Ofv.  493-498. 

Der  Verf.  macht  darauf  aufmerksam,  dass  die  Untersuchungen 
von  Hrn.  Picard  über  partielle  Differentialgleichungen  im  Journ. 
de  Math.  (4)  VI  (1890)  ein  Mittel  geben,  durch  das  man  wenig- 
stens in  einem  gewissen  Falle  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit 
bestimmen  kann,  auch  wenn  andere  Rotationen  als  in  einzelnen 
Wirbelfäden  vorkommen.  Der  behandelte  Fall  ist  der  folgende: 
Auf  eine  nicht  zusammendrQckbare  Flüssigkeit  wirken  äussere, 
durch  eine  von  s  unabhängige  Potentialfunotion  definirte  Kräfte 
(a;,  y,  2  rechtwinklige  Coordinaten),  und  die  Flüssigkeit  befindet 
sich  in  einer  stationären  Bewegung,  bei  welcher  die  Geschwia- 
digkeit  von  a  unabhängig  und  zur  o^- Ebene  parallel  ist 

Bdn. 


P.  MoLENBROEK.     Uebcr  einige  Bewegungen  eines  Oases 
bei  Annahme  eines  Geschwindigkeitspotentiales.    Hoppe 

Arch.  (2)  IX.  157-195. 

Für  das  Geschwindigkeitspotential  einer  Gasmasse  gilt,  wie 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  zunächst  abgeleitet  wird,  die 
Gleichung: 


B('r+*M=äA> 
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oder 

^  log  (-  ^  -  i  Aqp)  =  -(A-1)  A  V, 

je  nachdem  man  das  Boyle'sche  oder  Poisson'sche  Gesetz  za 
Grunde  legt.  Hierin  bedeuten  A9)  und  A'g)  die  Operations- 
symbole 

(lf)V(|)'+(|f)-  ..-  i?+|^^- 

Für  den  Fall,  dass  es  sich  um  das  Fortsehreiten  eines  ebenen 
Bewegungszustandes  handelt,  dessen  Fortsehreitungsrichtnng  zur 
Sichtung  der  s-Axe  gewählt  wird,  yereinfachen  sich  die  Glei- 
chungen auf 

^+^sii+((if)"-)i?=<> 

resp. 

^ +^SII + 'i  [«»+')(^)'+('-')lr] = «• 

Diese  Gleichungen  formt  der  Verfasser  um,  indem  er  als  unab- 
hängige Veränderliche  die  Grössen  t  =  ^^ ,  ^  =  -~  einführt. 
Bezeichnet  man  mit  f  den  Ausdruck 

so  erhält  man  im  ersten  Falle  die  Differentialgleichung: 

welche  sich  nach  Einführung  der  Grössen 

auf 

reducirt.  Nach  einigen  Betrachtungen  über  die  Integration  dieser 
Differentialgleichung  wendet  sich  der  Verfasser  der  für  das 
Poisson'sche  Gesetz  gültigen  Gleichung  zu. 
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Nach  EinfQhrang  der  Grössen  ^  und  %  erh&It  er 

welche  sich  durch  Einführung  von  ö  =  2  y  "~^     ^^      in     die 
Gleichung 

ay     ay  _  a  df 
dt'     30'  "  e  de 

3 j^ 

verwandelt;   in   derselben   bedeutet  a  den  Wert  -. — -r  =  3,902. 
'  k — 1 

Nachdem  auch  über  diese  Gleichung  einige  Bemerkungen  be- 
züglich der  Integration  mit  Rücksicht  auf  die  zu  erfüllenden  Grenz- 
bedingungen gemacht  sind,  wendet  der  Verfasser  sich  einer  an- 
deren Gattung  von  Problemen  zu,  nämlich  den  Gasbewegungen, 
welche  den  Helmholtz  -  KirchhofiTschen  discontinuirlichen  Bewe- 
gungen incompressibler  Flüssigkeiten  entsprechen.  Die  Diffe- 
rentialgleichung für  das  Potential  lautet  hier: 

Für  freie  Stromlinien  muss  sein: 

(g )'+ 0' = ^ 

Als   unabhängige  Veränderliche   werden   die  Grössen  q  und  ii 

eingeführt,  welche  sich  aus  den  Gleichungen 

dq>  ,        dq> 

~-=z  aqcosfi       und        ~=aqs\nfi 

ergeben,  d.  h.  die  Grösse  und  Richtung  der  Geschwindigkeit. 
Zwischen  den  Ableitungen  von  x  und  y  nach  ju  und  q  bestehen 
dann  die  Gleichungen: 

dx  ,        .  du  1  /dx  .    öw    .      \ 

dx  ,  dy   ,  q^ — 1  /      dx   ,  du  \ 

Die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  möge  gleich— ^t?  und  die  der 

q'—l 
zweiten  gleich  - — ^~-  e*«'«  gesetzt  werden.     Dann  erhält  man  für  u 
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und  D  die  Gleichungen: 

de  _    .  ,  g'— 1  du        dv  ^     iq*^^ 
9j  ""  q     dfi^      9/i  ""  ^      dq 

Aus  der  leicht  einzusehenden  Gleichung 

— sinfidic  +  cos^dy  =  0 

erhält  man  die  integrable  Gleichung 

udfA  -| e-^^vdq  =  0 

für  die  Stromlinien.  Fflr  die  freien  Grenzen  ist  dq  und  damit 
u  =  0;  für  geradlinige,  feste  Grenzen  ist  dfi  =  0  und  damit 
auch  V  =  0. 

Der  Verfasser  betrachtet  genauer  Lösungen,  bei  welchen  u 
die  Form  J^(9)cosa^  annimmt. 

Des  weiteren  wird  die  Differentialgleichung  betrachtet,  welche 

für  f  =  x^+p-^  —  9  als  Function  von  q  und  /u  gilt.  End- 
lich werden  ähnliche  Betrachtungen  fttr  den  Fall  des  Poisson'- 
schen  Gesetzes  angestellt.  F.  E. 


6.  Arendt.     Die  Dirichlet'scbe  Lösung  des  allgemeinen 
Problems    der    Bewegung     elastischer    Flüssigkeiten. 

Festschrift   Bor  Feier  des   200-JährigeD  Bestehens   des   französischeD 
Gymoasiams. 

Im  Anschluss  an  die  Oirichlet'sche  Vorlesung  ttber  die  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichungen  mit  Anwendung 
auf  physikalische  Probleme  wird  das  im  Titel  genannte  Problem 
behandelt. 

Sind  Uj  t),  w  die  Geschwindigkeitscomponenten,  s  die  Gon- 
densation,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

du  _         ,9»       ^^  ^         9  ^*      ^^ a  ^* 

e7~~^öi'     öl""~"^ö^'     ~di''~^di' 

9m      öo      dw  __  ds 

di'^d^'^dz''  "dt' 

Man  hat  also  für  s  die  Differentialgleichung 

d's  _   ,fd's      dh      d'8\ 

dl'  ""  ^  \dx'  ^  dy'  +  ÖäV' 
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mit  der  Massgabe,  dass  «  ftlr  I  =  0  eine  yorgeBchriebeDe  Fane- 
tion  f(xy  y,  9)  der  Goordinaten,  und  dass  für  denselben  Zeitpunkt 

ds  ^      du      dv      dw 
dt ""      dx      dy      dz 

durch  eine  gegebene  Function  f  (x,  y,  2)  dargestellt  wird.  Dann 
ist  «  =  «'  -f  *")  wo 

U        0 

8-f  ^^^sindsin^), 

«"  =  j-^/    /    fsindd0d9)f(jr-l'afco80,  y-f-^sii^^^^os^) 

u     u 

Die  Geschwindigkeitscomponenten  sind 

dp  dp 

0  *  u 

0 

Die  Doppelintegrale  in  den  beiden  Teilen,  aus  welchen  sich  die 
Condensation  zusammensetzt,  können  als  Oberflächenintegrale 
über  eine  Kugel  angesehen  werden,  die  mit  dem  Radius  at  um 
den  Punkt  a;,  y,  »  beschrieben  ist.  Schneidet  diese  Kugel  das 
Gebiet  der  anfänglichen  Störung,  so  kann  die  Condensation  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  haben,  dagegen  ist  die  Conden- 
sation Null,  wenn  diese  Kugel  nicht  getroffen  wird.  Wenn  also 
das  Gebiet  der  anfänglichen  Störung  ein  endliches  ist,  so  ist 
die  Condensation  nur  so  lange  von  Null  verschieden,   als  I  in 

den  Grenzen  —  und  — ^  liegt,   wo  a  und  a^  diejenigen  Radien 

sind,  deren  Kugeln  das  Störungsgebiet  umschliessen.  Man  be- 
trachte nun  Punkte  cp,  y,  2,  welche  auf  demselben  vom  Anfangs- 
Punkte  0  ausgehenden  Radiusvector,  aber  in  einer  Entfernung  r 
liegen,  welche  gross  ist  gegen  die  Dimensionen  des  ursprüng- 
lichen Störungsgebietes.  Dann  kann  das  KugelstQck  offenbar 
ersetzt  werden  durch  eine  auf  dem  Radius  senkrecht  stehende 
Ebene.    Der  Abstand  dieser  Ebene  vom  Coordinatenanfangspunkte 
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ist  dann  offenbar  r—at.    Dann  wird  «'  =  '^V(^ — ^0)  ^^  V  ^*" 
tQrlich  Ton  der  Richtung  des  Radiusvector  abhängt 

Da  q>  nur  so  lange  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat, 
als  r — at  in  den  endlichen  Grenzen  a  und  a,  liegt,  so  kann  im 
Nenner   des   obigen  Ausdrucks  r  statt  tU  geschrieben   werden, 

sodass  «'  =  —  (p(r — ai)  wird. 

Für  den  entgegengesetzten  Radiusvector  wird  «'  =  — q>{at — r). 
Das  Doppelintegral,  von  welchem  $"  die  nach  t  genommene  Ab- 
leitung ist,  wird  —^(r — at).  Also  wird,  da  r  selber  gross  ist 
und  damit  auch  a/,  so  lange  (r^—at)  in  dem  Störungsgebiet  liegt, 

Für  den   entgegengesetzten  Radius  wird  »"  =  -| tfj'  {at  —  r). 

Demnach  erhalten  wir 

resp. 

Zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeitscomponenten  hat  man  nun 
den  Ausdruck 


=  -«'/. 


sdt 
u 
zu  bilden,  welcher  in  die  beiden  Teile  zerfällt 

u  ü       u 

0       u 

Das  zweite  Integral  hat  dieselbe  Form  wie  das  Integral, 
welches  «'  darstellt,  das  erste  hingegen  ist  ein  Raumintegral, 
welches   über  eine  Kugel   mit   dem  Radius  at  um   x^  y,  z  be« 
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schrieben  ist;  bezeiehnen  wir  ein  Element  mit  dyp^  mit  q  seine 
Entfernung  von  (x,  y,  a),  so  können  wir  schreiben: 

So  lange  das  ursprQngticfae  Störungsgebiet  noch  nicht  erreicht 
ist,  sind  S'  und  S"  gleich  Null,  und  also  sind  bis  zu  diesem 
Zeitpunkte  die  Geschwindigkeitscomponenten  fUr  einen  äusseren 
Punkt  gleich  Null.  Wenn  aber  die  Kugel  mit  dem  Radius  at 
das  Störungsgebiet  umschliesst,  so  hat  S*'  wieder  den  Wert  Null, 
dagegen  hat  S'  einen  von  x,  y^  z  abhängigen  Wert,  der  sich 
jedoch  mit  t  nicht  mehr  ändert  Es  tritt  dann  ein  permanenter 
Bewegungszustand  ein. 

Für  die  Ableitung  Ton  S'  nach  einer  beliebigen  Richtung  (y) 
ergiebt  sich  durch  geometrische  Betrachtungen: 

ÖS' 


-=-sl/?'™«+i/*'H. 


WO  X  der  Winkel  ist,  den  der  Radius  des  Oberflächenelements 
dt  der  begrenzenden  Kugel  mit  der  Richtung  der  Verrflckung 
einschliesst.  Nennen  wir  R  den  Radius  der  Kugel  —  also 
A  =  a<  — ,  so  wird 


=-iil/*(¥+ä)-«- 


Nennen  wir  nun  w^  die  anfängliche  Componente  der  Geschwindig- 
keit in  Richtung  der  Verschiebung,  so  erhalten  wir  für  oi,  d.  h. 
die  Geschwindigkeitscomponente  zur  Zeit  /,  den  Wert: 

'"  =  '"•-  iL  (/?  *'*'**'«  +  ^/dzFcon) 

Handelt  es  sich  jetzt  wieder  um  einen  Punkt,  dessen  Entfernung 
von  dem  ursprünglichen  Störungsgebiet  sehr  gross  ist,  so  haben 
wir  für  Zeitpunkte,  in  welchen  das  Störungsgebiet  von  der  be- 
grenzenden Kugel  erreicht  oder  überschritten  wird,  bei  Berech- 
nung  der  Componente   in  Richtung  des  Radiusyector  cosx  =  1 


Gapitel  4.    Dynamik.  955 

ZU  setzen;  ta^  ist  Null,  R  sehr  gross  und  also: 

Dagegen  wird  für  irgend  eine  VerrQckung  senkrecht  zum  Radius- 
vector  diese  Geschwindigkeitscomponente  klein  gegen  den  ange- 
gebenen Wert  von  w.  Zwischen  dem  angegebenen  Werte  w  und 
dem  gleichzeitig  stattfindenden  Werte  s  besteht  dann  die  Gleichung 

w  =  — o«.  F.  K. 


0.  TuMLiRZ.     Zur  Theorie  der  Flüssigkeitsreibung. 

WiedemanD  Ann.  XL.  146-148. 

Der  Verfasser  beweist,  dass  die  von  den  Kräften,  welche 
auf  eine  Fl&ssigkeit  wirken,  geleistete  Arbeit  gleich 

-1  \f{Y^Qdxdydz)dt-\-A(jLfa^dxdydzdi 

ist.  Hierin  bedeutet  V  die  Geschwindigkeit,  a  die  Rotationsge- 
schwindigkeit. Die  anderen  Grössen  haben  die  Qbliche  Bedeu- 
tung. F.  E. 

W.  Stekloff.  üeber  die  Bewegung  eines  schweren 
starren  Körpers  in  einer  Flüssigkeit.  (Zwei  Abhand- 
lungen.)   Chark.  Ges.  (2)  II.  209-235,  230-244.  (Bassisch.) 

Der  Verfasser  betrachtet  einige  Fälle  der  Bewegung  eines 
schweren  starren  Körpers ^  welcher  ganz  in  einer  schweren 
Flüssigkeit  untergetaucht  ist.  Als  Anfangspunkt  der  in  dem 
Körper  festen  Coordinatenaxen  nimmt  er  den  Angriffspunkt  der 
Resultante  der  Schwerkraft  des  Körpers  und  der  hydrostatischen 
Drucke  auf  seine  ganze  Oberfläche,  und  die  positive  C'Axe  der 
unbeweglichen  Coordinatenaxen  legt  er  parallel  zu  dieser  Re- 
sultante. 

Der  Verfasser  nimmt  die  Differentialgleichungen  der  Bewe- 
gung des  Körpers  in  der  Kirchhoff'schen  Form,  transformirt  sie, 
indem  er  die  Impulse  x^,  x^^  a;„  y,,  y,,  y,  statt  der  Geschwindig- 
keiten u^  V,  tr,  p,  9,  r  einführt;  wie  es  Clebsch  gethan  hat  (Matheni. 
Annalen  III:  Ueber  die  Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Fltlssig- 
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keit),  and  bemerkt  dann,  dass  bei  passender  Wahl  der  Riehtan- 
gen der  Axen  im  Körper  die  CoefScienten  a,,  nnd  a,,  nnd  einer 
der  Coefficienten  b,,,  6„  im  Ausdrucke  der  lebendigen  Kraft: 

wo  an  =  Oki^  Cik  =  Cki  sind,  verschwinden.    Dann  setzt  er  weiter 

und  zeigt,  dass 

ist,  wo  fit  die  DijBTerenz  der  Masse  des  Körpers  und  der  von  ihm 
verdrängten  Flüssigkeit  bedeutet,  und  y^^  /,,  y,  die  Cosinus 
der  Winkel  zwischen  den  w-y  y-,  «-Axen  und  der  ^-Axe  sind.  Die 
Betrachtung  der  transformirten  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung führt  den  Verfasser  zu  dem  Schlüsse,  dass  ein  schwerer 
Körper,  wenn  im  Ausdrucke  der  lebendigen  Kraft  die  Goef&cien. 
ten  6,^  und  fr,,  verschwinden,  eine  gleichförmig  beschleunigte 
Schraubenbewegung  längs  der  ^-Axe  haben  kann. 

Die  Untersuchung  geht  dann  zu  anderen  Fällen  der  Bewe- 
gung eines  schweren  starren  Körpers  Aber,  die  bei  specielleren 
Formen  des  Ausdrucks  der  lebendigen  Kraft  möglich  sind. 

Ein  schwerer  Körper,  dessen  lebendige  Kraft  sich  in  folgen- 
der Weise  darstellen  lässt:' 

T  =^  a(xl+xl+xl)  +  b,x,y,+b,x^y,+b^x^y^ 

kann  sich  so  bewegen,  dass  y^  =  y,  =  y,  s  0  und  zugleich 
g,  =  /sinam(i~H-),    ^  =  mcosam^X-^), 

sind. 

Hat  man  6^  =  6,  =  6, ,  so  ist  eine  solche  Bewegung  des 
starren  Körpers  möglich,  bei  der  y^ ,  y„  y,  constant  bleiben  und 
der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  eine  Spirale  beschreibt,  die 
gegen  eine  der  ^-Axe  parallele  Gerade  asymptotisch  convergirt. 

Ist  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  der  folgende: 
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+  S2cikyiyk, 
80  ist  eine  Bewegung  möglich,  bei  der  y,  =  y,  =  y^  ist  nnd 
^19  ^91  ^t  ^^^  Differentialgleichungen 
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<.  = 

1» 

2 

gesetzt  ist. 

Diese  Bewegung  entsteht,  wenn  man  dem  Körper  einen  an- 
fänglichen  Impuls  längs  der  ^-Axe  mitteilt.  Der  Verfasser  zeigt, 
dass  in  diesem  Falle  der  Anfangspunkt  der  beweglichen  Axen 
sich  gleichförmig  beschleunigt  längs  der  ^-Axe  bewegt,  und  der 
Körper  sich  derartig  dreht,  dass  eine  Fläche  zweiter  Ordnung, 
deren  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte  der  beweglichen  Axen  liegt 
und  deren  Dimensionen  sich  der  Zeit  proportional  ändern,  aber 
so,  dass  die  Fläche  stets  sich  selbst  ähnlich  bleibt,  auf  zwei  zur 
^-Axe  senkrechten  Ebenen  rollt,  deren  Entfernungen  vom  An- 
fangspunkte der  beweglichen  Axen  sich  der  Zeit  proportional 
verändern.  Bb. 


A.  L.  Selby.     On  two  pulsating  spberes    in    a   liquid. 

Phil.  Mag.  (5)  XXIX.  113-123. 

Das  Problem  zweier  pulsirenden  Kugeln  wird  hier  in  einer 
elementareren  Art  als  sonst  durch  die  Methode  der  Bilder  erör- 
tert. Die  einführenden  Paragraphen  enthalten  Beweise  bekann- 
ter Sätze  bezüglich  der  Bilder,  indem  der  Verf.  den  Gegenstand 
aus  einem  von  dem  Hicks'schen  Standpunkte  ein  wenig  abwei- 
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chenden  Gesichtspunkte  betrachtet  Ist  der  Abstand  der  Kugel- 
mittelpunkte  c,  so  wird  die  kinetische  Energie  zuerst  bis  zu  den 
Gliedern  mit  c~^  ausgewertet  und  der  Mittelwert  der  Kraft  zwi- 
schen den  Kugeln  bestimmt,  wenn  der  Radius  von  der  Form  ist 

a  =  a'-|-asin — =r-,   wo  a'  der  mittlere  Halbmesser  und  a  eine 

kleine  Grösse  ist.  Dann  wird  die  Methode  auf  das  allgemeinere 
Problem  angewandt,  bei  welchem  die  radialen  Geschwindigkei- 
ten auf  den  Kugeloberflächen  Cylinderfunctionen  von  den  Gra- 
den  m  und  n  bezw.  sind,  und  es  wird  geschlossen,  dass  hieraus 
eine  noch  allgemeinere  Lösung  abgeleitet  werden  kann. 

Gbs.  (Lp.) 

H.  Klang,     üeber  eine  besondere  Gattung  hydrodyna- 
mischer  Probleme.      L  Teil.     Pr.  Lotzen.  1890.  16  s.  4<». 

Der  Verfasser  behandelt  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten 
im  Innern  von  starren  Oberflächen,  deren  Bewegung  gegeben  ist. 
Nach  Aufstellung  der  allgemeinen  Bedingungen  wird  die  Kugel 
und  das  rechtwinklige  Parallelepipedon  behandelt.  Wesentlich 
Neues  hat  Referent  in  der  Abhandlung  nicht  entdecken  können. 

__      ^__  F.  K. 

A.  Obkrbeck.       üeber    die    freie    Obei-fläche    bewegter 
Flüssigkeit;  ein  Beitrag  zur  Theorie  der  discontinuir- 

lichen  Flössigkeitsbewegungen.     Wiedemann  Ano.    xxxix. 

5r>5-5ri4. 

Der  Verfasser  beschreibt  folgende  Erscheinung:  Lässt  man 
eine  Flüssigkeit  aus  einer  verticalen  Röhre  gegen  eine  horizon- 
tale Ebene  laufen,  so  wird  sich  die  Flüssigkeit  zunächst  in  einer 
sehr  dQnnen  Schiclit  ausbreiten,  welche  sich  in  einer  Entfernung 
von  einigen  Gentimetern  plötzlich  zu  einer  Höhe  von  einigen 
Millimetern  erhebt,  sodass  eine  Unstetigkeit  in  der  Bewegung 
eintritt.  Die  mathematische  Erklärung  der  Erscheinung,  gegen 
welche  sich  nach  Meinung  des  Referenten  sehr  vieles  einwenden 
lässt,  beruht  auf  der  Vorstellung,  dass  im  Verlauf  der  Bewegung 
eine  Aenderung  der  Energie  eingetreten  ist. 
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Bezeichnet  v  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Flüssig- 
keit in  der  Entfernung  r  vom  Mittelpunkte  strömt,  o;  die  Höhe, 
m  die  Quantität  Flüssigkeit,  welche  in  der  Zeiteinheit  zuströmt, 

80  ist: 

m  =  2fir.x,v, 

Ferner  ist  in  jedem  der  beiden  Teile 

«•+  2gx  =  const. 

Diese  Constante  soll  nun  in  beiden  Teilen  des  von  der  Flüssig- 
keit erfüllten  Gebietes  einen  verschiedenen  Wert  haben.  Es  lässt 
sich  nun  leicht  nach>veisen,  dass  zu  jedem  Werte  e  dieser  Con- 
stanten ein  Minimum  von  r  gehört,  welches  zu  v  =  y  —   gehört 


und  für  X  den  Wert  -77—  liefert,  während  r  =  -^  1/  — -   wird. 

3g  2n  ^    e* 

Dieser  Wert  r  für  den  zum  äusseren  Gebiete  gehörenden  Wert 
e,  welchen  der  Verfasser  nach  Meinung  des  Referenten  willkür- 
lich annimmt,  soll  die  Grenze  der  beiden  Gebiete  bestimmen. 

F.  K. 


N.  E.  JoüKOWSKY.     Zur  Theorie  des  Fluges.      Phys.  Qea. 

St.  Petersburg.  (2)  XXII.  3-10.  (Rassisch.) 

Der  Verfasser  untersucht  die  Zugkraft,  welche  auf  den 
Schwerpunkt  eines  Körpers  wirkt,  der  in  einer  incompressiblen,  ein 
sehr  grosses  unbewegliches  Gefäss  erfüllenden  Flüssigkeit  unter- 
getaucht ist;  er  setzt  dabei  voraus,  dass  auf  den  Körper  nur 
innere  Kräfte  wirken. 

Zunächst  wird  bewiesen,  dass  im  Falle  einer  Flüssigkeit 
ohne  innere  Reibung  und  bei  Abwesenheit  von  Discontinuitäts- 
flächen  die  Arbeit  der  Zugkraft  für  eine  volle  Bewegungsperiode 
des  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  gleich  Null  ist.  Für  den 
Fall  der  Entstehung  von  Discontinuitätsflächen  in  einer  Flüssig- 
keit ohne  Reibung  giebt  der  Verfasser  einen  Ausdruck  fttr  die 
Constante  der  nützlichen  Wirkung  für  einen  Apparat,  der  aus 
zwei  Platten  besteht,  welche  durch  einen  Stab,  der  sich  schrau- 
benartig bewegt,  verbunden  sind ;  danach  wird  dieselbe  Constante 
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für  eine  mit  Schaufeln  versehene  Kugel  bestimmt,   die  sich   in 
einer  Flüssigkeit  mit  innerer  Reibung  bewegt. 

Schliesslich  wird  noch  auf  eine  auf  der  Wirbeltheorie  be- 
ruhende Einrichtung  eines  Apparates  hingewiesen,  der  in  der 
Luft  steigen  könnte.  Ms. 

J.  BoussiNESQ.  Thdorie  da  regime  permanent  gradnelle- 
ment  variö  qui  se  produit  prfes  de  Yentvie  ^vasde  d^un 
tube  fin,  oii  las  filets  d'un  liquide  qui  s'j  6coule  n'ont 
pas  encore  acquis  leurs  in^galit^s  normales  de  vitesse. 

0.  R.  €X.  1160-1166. 

J.  BoussrNESQ.  Theorie  du  mouvement  permanent  qui 
se  produit  pr^s  de  l'entr^e  ^vas^e  d'un  tube  fin :  appli- 
cation  ä  la  deuxi&me  sdrie  d'exp^riences  de  Poiseuille. 

G.  B.  CX.  1238-1242. 

J.  BoussiNESQ.  Theorie  du  regime  permanent  graduelle- 
ment  vari^  qui  se  produit  pr^s  de  Tentr^e  ^vas^ 
d'un  tuyau  de  conduite,  oii  les  filets  fluides  n'ont 
pas  encore  acquis  leurs  in^galit^s  normales  de  vitesse. 

C.  R.  ex.  1292-1298. 

Unmittelbar  nach  Eintritt  in  eine  Röhre  wird  das  Wasser 
noch  nicht  jene  regelmässige  Bewegung  angenommen  haben, 
welche  es  nach  Durchlaufung  einer  längeren  Strecke  in  dersel- 
ben erreicht.  Es  werden  noch  transversale  Geschwindigkeiten 
vorhanden  sein;  jedoch  kann  angenommen  werden,  dass  diese 
sowie  ihre  Ableitungen  klein  sind  gegen  die  Geschwindigkeit 
und  Beschleunigung  in  der  Längsrichtung  der  Bohre.  Dem  zu- 
folge darf  vorausgesetzt  werden,  dass  in  einem  einzelnen  Quer- 
schnitt der  Druck  sich  nach  dem  hydrostatischen  Gesetze  ändert. 
Ist  h  die  Höhe  eines  Punktes  ttber  einer  festen  Ebene,  p  der  an 
dieser  Stelle  herrschende  Druck,  q  die  Dichtigkeit  und  g  die 
Beschleunigung,  so  wird,  falls  die  X-Äxe  die  Richtung  der  Röhre 
hat,  das  treibende  Gefälle  (pente  motrice) 


(')  ^=-i(*+^) 


dx  \         gg 
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unabh&ngig  tod  der  Lage  des  Punktes  im  Querschoitte  sein.    Ist 

du 
u'  =  -^,  so  hat  man  demgemAss  folgende  Gleichung: 

mit  der  Massgabe,  dass  am  festen  Rande  ti=0,  am  freien  Rande 

-^—  =  0  sei.    Nachdem  diese   Gleichung  mit  dem   reciproken 
on 

Werte  der  mittleren  Geschwindigkeit  ü  multiplioirt  ist,  eliminirt 

der  Verfasser  zunächst  J,  indem  er  die  durch 

*ada 


-/- 


er 

angedeutete  Operation  anwendet,  in  welcher  da  ein  Element  des 
Querschnitts  und  a  der  ganze  Querschnitt  ist.    Er  erhält  so: 

fi 
Es  möge  nun  q>  die  Function  von  y  und  «  sein,   in  welche  -jj 

nach  Herstellung  des  gleichmäasigen  Zustandes  (u'  =  0)  übergeht, 

und    10  =  -^  —  y. 

Dann  hat  man 

w'^'^'  ^J-dfT^'  ^  -w^""  v**  -T-y 

Indem  Herr  Boussinesq  diese  Gleichung  mit  g>da  multipli- 
oirt und  integrirt,  erhält  er  mit  Rücksicht  auf  die  Dififerential- 
gleichung,  welcher  q>  genügt,  nach  einigen  Umformungen: 

X  XX 

=  -Ir>-«-'  * . 

oder,  wenn  der  negative  Ausdruck 

% 
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gesetzt  wird: 

(12)       /|^-*  =  -»«-±,/(,_,)..J^. 

X 

Integrirt  man  nun  die  Gleichung  (2)  Qber  die  ganze  Fläche,  divi- 
dirt  durch  a  und  setzt  dann  fDr  J-^^X  den  vorstehenden  Aus- 

X 

druck  ein,  so  erhält  man: 

(13)       J  =  Ä-f-iL  +  l/^'^. 

Vorausgesetzt,  dass  der  Zustand  sehr  wenig  von  dem  constanten 
abweicht,  wird  ti'  verhältnismässig  klein  sein,  und  tp  wird  wenig 
von  u  abweichen,  so  dass  unter  dieser  Voraussetzung  geschrieben 
werden  kann 

/^  -  -^/•••*. 

und  das  ist,  wie  der  Verfasser  zeigt:  -^r? — 'W^J^*^^'     Nennt 

man  nun  a  das  Verhältnis  des  Mittelwertes  von  u*  zu  l]\ 
so  haben  wir,  weil  Va  constant  ist: 

1      a      „,  ö    aü^ 


Ua  dx  dx     2 

Demnach  ergiebt  sich 

(14)  ^(a  +  ^  +  ^)  =  -*-^-^, 
^    ^        dx\    '    qg    '     2g  ^  Qg    a  ' 

wo  die  rechte  Seite  nichts  anderes  als  der  auf  die  Län- 
geneinheit reducirte  Druckhöhenverlust  ist.  Bei  einer  kreis- 
förmigen Röhre  wird  k  gleich  8^,  und  nach  Herstellung  des 
regulären  Zustandes  a  =  2.  Integriren  wir  nun  vom  Anfang 
der  Söhre  bis  zum  Ende,  so  erhalten  wir 

(15)  4^L  +  -^=.K^k,+  ^^'^ 


QgR"     '    g        '     '  '     Qg 

Ist  L  sehr  gross,  so  dürfen  wir  das  zweite  Glied  links  gegen  das 
erste  vernachlässigen  und  erhalten  dann  die  Formel  von  Poiseuille. 
Wenn  aber  die  Röhre  nicht  hinreichend  lang  ist,  so  gilt,  wie  Herr 
Couette  gezeigt  hat  (These  de  doctorat  sur  le  frottement  des 
liquides),  Poiseuille's  Formel  nicht  mehr,  und  es  ist  eine  Ver- 
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besserung   hinzuzufügen,   welche  grösstenteils   durch   das  Glied 

—  dargestellt  ist.    Diese  Verbesserung   ist  jedoch   zu  klein, 

%f 

was,  wie  Herr  Boussinesq  zeigt,  in  der  Substitution  von  -^  fQr 

q>  seinen  Grund  hat.  Der  Verfasser  sucht  diesen  Uebelstand 
durch  eine  überschlägliche  Rechnung  zu  beseitigen.  Er  setzt  zu 
dem  Ende  den  Fehlbetrag 

wo  l  eine  Function  von  x  allein  sein  soll,  welche  vom  Anfang  der 
Röhre  bis  zum  Ende  von  1  bis  0  abnimmt.  Er  erhält  auf  diese 
Weise  für  ii'  den  Wert: 

und  daraus 

ü"    da        ü»    dX» 


1     r    ,  da 
a  J  ^       a 


g  J  a  2g    dx        6g    dx  ^ 

woraus   dann  weiter  folgt,   dass  in  Formel  (15)  das  Glied  — 
noch  um  i  seines  Betrages  zu  vermehren  ist. 

Eine    genauere  Berechnung   würde   die   Abhängigkeit    der 

Grösse  w  =sq>  — jj-  ^^^  ^  ^^^  ^  ^^  berücksichtigen  haben ;  der 

Verfasser    entwickelt    die   Differentialgleichung,    welcher   diese 
Grösse  genügt 

Bis  jetzt  war  der  CoefGcient  der  inneren  Reibung  constant 
angenommen  worden.  Bei  Röhren  grösserer  Querschnittsdimen- 
sionen ist  das  nach  dem  Verfasser  nicht  mehr  statthaft;  vielmehr 
wird  der  Reibungscoefficient  eine  von  der  Gestalt  des  Querschnitts 
abhängige  Function  der  Coordinaten  sein.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung stellt  der  Verfasser  ähnliche  Betrachtungen  an,  wie  fllr 
den  Fall  eines  constanten  Reibungscoefficienten,  und  gelangt  zu 
einer  ganz  ähnlichen  Formel,  nämlich 

(I5b)        6  -|-  Ü'L  +  (l  +  4,)  ^  =  A.-Ä,  +  -?a^. 
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Hierin   bedeutet  6   eine  von  der  Reibung  abhftngige  Gonstante, 
14-17  das  Verhältnis  des  mittleren  Wertes  von  u*  za  IP. 

F.  K. 


M.  CouBTTB.     Etudes   sur   le   frottement   des   liquides. 

Ann.  de  Ohim.  et  Phye.  (6)  XXI.  433-510. 

M.  CouETTB.    Distinction  de  deux  r^mes  dans  le  mouve- 

ment  des  fluides.     Almeida  J.  (2)  IX.  414-424. 

M.  CouETTB.     Corrections  relatives   aux  extr^mit^s  des 
tubes  daus  la  m^thode  de  Poisenille.    Almeids  J.  (2)  ix. 

560-562. 

Der  Aufsatz  in  den  Ann.  de  Ghim.  et  Phys.  ist  ein  Abdruck 
der  Capitel  I,  II,  III  der  Th^se  des  Verfassers,  während  nach 
der  Angabe  der  Vorrede  das  rein  mathematische  Capitel  IV  der- 
selben über  die  Theorie  der  Methode  der  Oscillationen  fortge- 
lassen ist.  Aber  auch  in  den  drei  ersten  Capiteln  findet  man 
neben  den  litterarhistorischen  Notizen  verschiedene  mathemati- 
sche Ableitungen  von  denjenigen  Formeln,  welche  durch  die  des 
weiteren  beschriebenen  Versuche  einer  Prüfung  unterworfen 
worden  sind.  Der  zweite,  in  dem  Titel  angeftihrte  Artikel  ent- 
hält einen  Auszug  der  Capitel  I  und  II,  der  dritte  ebenso  eine 
in  Capitel  III  enthaltene  theoretische  Untersuchung.  Von  den 
am  Schlüsse  des  Aufsatzes  der  Ann.  de  Chim.  et  Phys.  zusammen- 
gestellten Ergebnissen  über  die  Gesetze  der  Bewegung  der  Flüs- 
sigkeiten mögen  die  folgenden  hier  Platz  finden. 

1)  Die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  zeigt  zwei  verschiedene 
Arten  des  Verlaufes:  die  erste  entspricht  den  einfachsten  Inte- 
gralen der  Navier'schen  Gleichungen,  die  zweite  nicht.  2)  Bei 
der  zweiten  Art  ist  der  Ausdruck  für  die  Reibung  an  der  Wand 
eine  parabolische  Function  zweiten  Grades  von  der  mittleren 
Translations  -  Geschwindigkeit  bezüglich  dieser  Wand.  3)  Der 
erste  Verlauf  tritt  nur  für  die  geringsten  Geschwindigkeiten  auf, 
der  zweite  nur  für  die  grössten;  fttr  die  dazwischen  liegenden 
wechseln  beide  ab.  4)  Der  erste  Verlauf  bleibt  für  Oel  und  Luft 
bis  zu  weit  höhereu  Geschwindigkeiten  bestehen,  als  die  ist,  bei 
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der  er  im  Wasser  vergeht.  5)  Die  mittlere  Mimmalgeschwin- 
digkeit, fBr  welche  der  zweite  Verlauf  in  Röhren  einzutreten 
beginnt,  ist  ihren  Dnrchmessern  nmgekehrt  proportional.  6)  Die 
Flüssigkeiten  adhäriren,  ohne  zu  gleiten,  an  der  Oberfläche  der 
festen  Körper;  aber  bei  dem  zweiten  Verlauf  ändert  sich  die 
Geschwindigkeit  sehr  schnell  in  der  Nähe  der  Wand.  Auf  die 
Einzelheiten  der  Messung  der  Coefficienten  der  inneren  Reibung 
einzugehen,  verbietet  der  Raum.  Lp. 


P.  Sbrf.      üeber    die    Integration    der    DiflFerentialglei- 
chuDgen    eines    neuen    hydrodynamischen    Problems. 

Diss.  Bodo.  1890.  47  8.  8^ 

Im  Anschluss  an  C.  Neumann's  Hydrodynamische  Unter- 
suchungen, Leipzig  1883,  entwickelt  der  Verfasser  zunächst  die 
Differentialgleichungen  für  die  Rotation  eines  starren  Körpers 
uro  einen  festen  Punkt,  wenn  im  Innern  des  Körpers  sich  mehr- 
fach zusammenhängende,  mit  Flfissigkeit  angefüllte  Hohlräume 
befinden.  Diese  Gleichungen  stimmen,  beiläufig  gesagt,  mit  den- 
jenigen überein,  welche  Hr.  Wangerin  ftlr  ein  materielles  System 
entwickelt  hat,  das  aus  einem  um  einen  festen  Punkt  drehbaren 
starren  Körper  und  mehreren  anderen  Körpern  besteht,  die  sich 
um  einzelne  in  dem  Körper  feste  Axen  frei  drehen  können.  Sie 
lauten : 

<'"l=(''">-x)'-(^'''-4>. 

Sie  ergeben  die  beiden  Integrale 

(c,-^)'+(c.,-^)V(c"v-^)'  =  .-. 

Man  kann  ferner  leicht  nachweisen,  dass,  wenn  a,,  a„  a,  die  Rich- 
tungscosinus irgend  einer  im  Raum  festen  Geraden  zu  den  Axen 
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des  Körpers  sind,  auch 

(c'p-^)o.+(c"g— ^-)o,  +  (c"V--^)«,  =  conat 
ist,  sodass 


C'P-^       C"q-Ar        C"'r--V 


n  n  n 

als  die  Cosinus  einer  im  Räume  festen  Geraden  zu  den  Axen  des 
Körpers   angesehen  werden  können.     Indem  der  Verfasser    die 

Grössen  p,  g,  r  gleich   — ^,  -^,  -^  setzt,   verwandelt   er    zu- 

*♦  *4  *4 

nächst  die  beiden  Integralgleichungen  in  homogene  Gleichungen 
zweiten  Grades.  Fasst  man  dieselben  als  Gleichungen  von  Flä- 
chen zweiten  Grades  auf,  so  kann  man  dieselben  vereinfachen, 
indem  man  das  gemeinschaftliche  Polartetraeder  zu  Grunde  legt. 
So  erhält  der  Verfasser  f&r  p,  9,  r  Ausdrücke  von  der  Form 

"  =  11^  (i  =  M.8,4)    ,.  =  1. 

wo  zwischen  den  drei  Grössen  jf,,  y„  y,  die  Beziehungen 

bestehen.  Die  Zeit  t  lässt  sich  dann  als  elliptisches  Integral  dar- 
stellen, dessen  obere  Grenze  eine  der  Grössen  y  ist,  sodass  sämt- 
liche y  sich  als  elliptische  Functionen  der  Zeit  t  ergeben.  Um  nun 
die  Lage  des  Körpers  im  Räume  zu  bestimmen,  wird  es  sich 
natürlich  empfehlen,  die  oben  erwähnte  im  Räume  feste  Gerade 
als  eine  der  Goordinatenaxen  zu  wählen.  Dadurch  sind  zwei 
der  Euler'schen  Winkel  bestimmt,  der  dritte  ergiebt  sich  als 
elliptisches  Integral  dritter  Gattung. 

Zum  Scbluss  wird  der  Fall  C  =  C",  A'  =  fc"  =  0  genauer 
discutirt,  welcher  dem  Rotationskörper  entspricht.  F.  K. 
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L.  Lecornu.     Probl&mes    de    m^canique    infinitesimale. 

AsBoc.  Fran^.  Limoges  XIX.  204-213. 

Hr.  Lecornu  untersucht  in  der  Nähe  eines  Punktes  die  me- 
chanischen Eigenschaften  eines  stetigen  Mittels,  das  gleichförmig 
stetigen  Kräften  unterworfen  ist.  „Figurcentrum^  eines  Ele- 
mentes von  beliebiger  Gestalt  heisst  der  Schwerpunkt  seines 
Volumens,  wenn  keine  Dichtigkeitsänderungen  vorhanden  wären, 
und  „gleichaxig""  heisst  das  Element,  wenn  seine  Hauptträgheits- 
axen  gleich  sind.  Dies  vorausgeschickt,  mögen  einige  der  ge- 
wonnenen Ergebnisse  folgen. 

Die  Linie,  welche  den  Schwerpunkt  eines  gleichaxigen  Ele- 
mentes mit  seinem  Figurcentrum  verbindet,  ist  eine  Normale 
zur  Oberfläche  gleicher  Dichtigkeit.  Damit  die  in  dem  Innern 
eines  gleichaxigen  Elementes  angebrachten  Kräfte  eine  einzige 
Besultante  zulassen,  die  durch  den  Mittelpunkt  geht,  ist  es  not- 
wendig und  hinreichend,  dass  diese  Kräfte  von  einem  Potential 
herstammen.  Das  resultirende  Paar  der  BewegungsgrOssen  eines 
gleichaxigen  Elementes  in  Bezug  auf  seinen  Schwerpunkt  ist 
dasselbe,  wie  wenn  dieses  Element  fttr  den  Augenblick  fest 
"  wäre.  Diese  Resultate  sind  im  besonderen  auf  die  sphärischen 
Elemente  anwendbar.  Sie  führen  zu  einem  directen  Beweise 
der  grundlegenden  Sätze  des  Hrn.  von  Helmholtz  über  die 
Wirbel,   welche  in  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  vorkommen. 

Lp. 


£d.  Collignon.     Probleme  de  möcaniqne.      Assoe.  Fraog. 

Limogea  XIX.  100-111. 

Aus  der  Höhe  h  oberhalb  des  Wasserspiegels  lässt  man  in 
das  Wasser  einen  festen  homogenen  Körper  von  Kugelgestalt  und 
von  sehr  kleinem  Radius  r  fallen.  Die  Dichte  des  Körpers  ist 
kleiner  als  die  des  Wassers.  Die  Bewegung  des  Körpers  inner- 
halb der  Flüssigkeit  zu  untersuchen,  wenn  ihr  Widerstand  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  ist;  insbesondere  die 
Tiefe  h!  zu  bestimmen,  bis  zu  der  er  vordringt.  Ist  p  das  spe- 
cifische  Gewicht  des  Körpers,  p'  das  des  Wassers,  a  eine  Coa- 


I 
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staute,  80  setzt  der  Verf.  die  DifferentialgleiohuDg  an: 

deren  Integration  leicht  bewerkstelligt  wird.  Bei  der  Discassion 
der  erhaltenen  Formeln  werden  geometrische  Darstellungen  zur 
Veranschaulichung  herangezogen.  Lp. 


£d.  Collignon.     Examen  d'un  lieu  g^om^trique.     Asioc. 

Frao^.  Limogea  XIX.  38-49. 

Ein  schwerer,  homogener,  prismatischer  Stab  OA  besitzt  in 
0  ein  Gelenk,  um  welches  er  sich  drehen  kann,  und  taucht  mit 
dem  anderen  Ende  A  in  eine  Flüssigkeit  mit  horizontaler  Ober- 
fläche HH\  Die  Mittellinie  OA  des  Stabes  trifft  HW  in  B]  den 
Ort  von  B  zu  finden,  wenn  das  Niveau  HB'  sich  ändert  In 
Polar-Goordinaten  wird  dieser  Ort  durch  die  Gleichung  dargestellt: 

r«  =  Ä«-|a«tg'Ö, 
in  welcher  die  Constante  R  verschiedene  Werte  besitzt,  wenn 
der  Punkt  0  ausserhalb  und  wenn  er  innerhalb  der  FlQssigkeit 
sich  befindet.  Für  einen  sehr  kleinen  Winkel  zu  beiden  Seiten 
der  durch  den  Gelenkpunkt  gelegten  Horizontale  hört  die  Formel 
auf  anwendbar  zu  sein;  in  diesem  Winkel  hat  die  Curve  im 
allgemeinen  unendliche  Zweige.  Vom  Einflüsse  der  Capillarität 
ist  abgesehen  worden.  Lp. 

P.  Grubger.  Die  Bedingung  des  Druckmaximums  für 
eine  durch  den  Stoss  einer  sti'ömenden  Flüssigkeit  in 
Kreisbahn  fortbewegte  Fläche  und  die  Verwertung 
der  Ergebnisse  für  die  Construction  von  Wind-  bezw. 
Wasserrädern  und  Propellern.    Pr.  Gymn.  stoip.  31  s. 

Auf  Grund  der  Hypothese,  dass  der  Druck  einer  Flüssig- 
keit gegen  eine  Fläche  proportional  dem  Quadrate  der  Nonnal- 
componente  der  relativen  Geschwindigkeit  sei,  berechnet  der 
Verfasser  den  Druck,  welchen  eine  Fläche  erfährt,  deren  Mittel- 
linie sich  auf  einer  Kreiscylinderfläche  bewegt  und  sich  dabei 
selbst  um   diese  Mittellinie  in  gewisser  Weise  dreht     Dieser 
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Druek  ist  natürlich  in  jedem  Augenblick  eine  Function  des  Win- 
kels %  welchen  die  durch  die  Axe  des  Cylinders  und  durch  die 
Mittellinie  der  bewegten  Fläche  gelegte  Ebene  mit  der  zur  Strom- 
richtung normalen  Ebene  einschliesst,  des  Winkels  a,  den  die 
Fläche  mit  dem  eben  bezeichneten  zugehörigen  Axenschnitt 
bildet,  und  des  Verhältnisses  a  der  Geschwindigkeit  der  Fläche 
zu  der  Strömungsgeschwindigkeit,  multiplicirt  mit  dem  Quadrate 
der  letzteren  selbst.  Die  Abhängigkeit  des  Winkels  o  von  (p 
wird  nun  zunächst  so  bestimmt,  dass  in  jedem  Augenblick  die 
Arbeitsgeschwindigkeit  ein  Maximum  wird.  Das  Verhältnis  a 
der  beiden  Geschwindigkeiten  bestimmt  der  Verfasser  so,  dass 
die  Arbeitsgeschwindigkeit  ftlr  9  =  0  möglichst  gross  wird. 
Dann  bestimmt  der  Verfasser  auf  dem  Wege  der  Rechnung  ver- 
schiedene Mechanismen,   mit   deren  Hülfe   es   möglich   ist,   den 

ermittelten  Zusammenhang  1  tga  =  2tg-^J  zwischen  a  und  g>  zu 

realisiren.  Zum  Schluss  benutzt  der  Verfasser  die  entwickelten 
Principien  zur  Construction  eines  neuen  Propellers,  der  in  seiner 
Wirksamkeit  mit  der  Schaufel  und  mit  dem  Buderrad  verglichen 
wird. 

Die  Entscheidung  der  Frage,  ob  und  in  wie  weit  der  neue 
Apparat  den  älteren  überlegen  ist,  muss  bei  der  Unsicherheit 
aller  derartiger  Theorien  der  Praxis  überlassen  werden.  Die 
mathematischen  Hülfsmittel,  welche  in  der  Abhandlung  zur  Ver- 
wendung gelangen,  gehen  nicht  über  die  Ausführung  einfacher 
Quadraturen  hinaus.  F.  K. 


Mau.     UntersachuDgen  über  die  Bewegung  des  Wassers 
in  CanSlen  and  Flüssen,    z.  f.  BauweseD.  XL.  70-102.  * 

Der  Verfasser  leitet  unter  Voraussetzungen,  die  er  selbst  nicht 
als  völlig  bewiesen  ansieht,  für  die  Geschwindigkeit  die  Formel 


r   af, 


*  Yrj 


ab,  in  welcher  A  den  Quotienten  aus  Querschnitt  und  benetztem 
Umfang  und  J  das  Gefälle  bedeutet. 
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Dann  wird  dieselbe  mit  den  vom  Captain  Canningham  1874 
und  1879  vorgenommenen  Messungen  verglichen. 

Weiter  vergleicht  der  Verfasser  seine  Formel  mit  der  Bazin'- 
schen  und  mit  der  Ganguillet- Kutter' sehen  Formel.  Schliesslich 
werden  die  von  Darcy  und  Bazin  in  ihren  Kecherches  hydrau- 
liques  mitgeteilten  Messungen  herangezogen.  F.  K. 


Möller.  Zum  Studium  des  Flussbaues.  Die  Stosskraft 
des  Wassers,  die  Festigkeit  der  Sohle,  das  Geschiebe 
und  die  Bewegung  feinerer  Sinkstoffe,     z.  f.  Baawesen. 

XL.  481-504. 

Uie  durch  den  Zusatz  des  Titels  vielleicht  entstehende  Ver- 
mutung, dass  die  Abhandlung  mathematisches  Interesse  haben 
könnte,  ist  ungerechtfertigt.  F.  K. 


O.  ToLEMiTT  u.  C.  Ruprecht.     Ueber  das  Zuschlagen 
der  Schleusen tbore  im  strömenden  Wasser,     z.  f.  Bsq- 

wesen.  XL.  131-138. 

Discussion  im  Anschluss  an  die  in  F.  d.  H.  XX.  1888.  1010 
besprochene  Abhandlung  des  Herrn  Tolkmitt.  F.  E. 


E.  Cavalli.     Sulla  perdita  di   carico  nelle  condutture 

d'aria  COmpressa.     Rom.  Acc.  L.  Bend.  (4)  VI,.  187-195. 

Der  Verfasser  versucht  eine  theoretische  Bestimmung  des 
DruckhOhenverlustes  bei  Flüssigkeitsbewegungen,  welche  unter 
Druck  erfolgen.  Grundlage  der  Untersuchung  ist  der  Gedanke, 
dass  die  bei  einem  Druckverlust  il  in  der  Längeneinheit  zur 
Ueberwindung  der  Widerstände  verwendete  Arbeit  IIQv,  wo  Si 
den  Querschnitt  und  v  die  Geschwindigkeit  bezeichnet,  gleich 
der  Summe  der  zur  Ueberwindung  der  Reibung  an  der  Gefäss- 
wand  verwendeten  Arbeit  und  der  zur  Ueberwindung  der  inneren 
Reibung  verwendeten  Arbeit  sein  mttsse.  Bezeichnet  man  mit  C 
den  Umfang  des  Querschnittes,  mit  w  die  mittlere  Geschwindig* 
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keit  an  demselben,  so  wird  der  erste  Teil  gleich 

i(a  +  fcytt?')irC 

gesetzt,  während  der  andere  gleich  Cf(y — tr)  gemacht  wird.    So 

erhält  man: 

nSiv  =  i(a+Iw")tt?C+C/'(u-fr). 

Der  Coefficient  f  wird  =  —«(1^)      ,    ß  =  nR\    C  =  2nR. 

Nach  einer  Betrachtung   über   die  Verteilungs  -  Geschwindigkeit 
ergiebt  sich 

HR  —  a  +  byw\ 
Bei  Gasen  soll  a  =  0  gesetzt   werden   dürfen.     Für  den  Coef- 
ficienten  e  setzt   der  Verfasser   einen  Ausdruck   von  der  Form 

6  =  -K-  lbywtl)(R)  und  erhält  aus  dem  für  r  angegebenen  Ausdruck 

Eliminirt  man  aus  dieser  und  der  vorher  angegebenen  Gleichung 
für  n  den  Wert  tr,  so  folgt 

ITA  =  ^^^      ,, 

l^'^hp(R)i 

aus  welcher  Formel  sich  der  Druckhöhenverlust  für  die  Länge 
L  leicht  berechnen  lässt.  F.  E. 


P.  WiLLNBR.  Die  wirtschaftlich  zweckmässigste  Ge- 
schwinciigkeit  des  Wassers  in  Druckrohren  bei  künst- 
licher Hebung.  Anordnung  von  Verteilungsleitungen 
auf  Rieselfeldern,   z.  dentsch.  log.  xxxiv.  103- 106, 150152, 1242. 

Der  Verfasser  erörtert  zunächst  die  verschiedenen  Kosten, 
welche  Anlage  und  Betrieb  einer  Leitung  verursachen  können. 
Zur  Bestimmung  der  Rohrweite  erhält  man  nach  Lösung  einer 
einfachen  Maximumsau fgabe  eine  Gleichung  fünfzehnten  Grades. 
Der  zweite  Teil  beschäftigt  sich  mit  der  günstigsten  Art,  wie 
Punkte  durch  Rohrnetze  in  Verbindung  zu  setzen  sind. 

F.  K. 
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R.  Mbhmke.      Die   wirtschafdich  zweokmäsaigate  Bohr- 
weite von  Druck  röhren  bei  künstlicher  Hebung.      z. 

deutsch.  log.  XXXIV.  1008-1011. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  einer  Vereiofacbung  der 
von  Herrn  Willner  abgeleiteten  Gleichung  und  zeigt  dann,  wie 
dieselbe  vermöge  des  von  ihm  selbst  entwickelten  logarithmisch- 
graphischen  Verfahrens  gelOst  wird.  F.  K. 


Ph.  Forchheimer.    Ueber  Bohrnetze,  z.  d«aUoh.  log.  xxxiv. 

679-681. 

Die  Abhandlung,  welche  sich  auch  an  eine  im  vorhergeheu- 
den  Bande  des  Jahrbuches  besprochene  Abhandlung  des  Ver- 
fassers [p.  975]  anschliesst,  behandelt  ähnliche  Aufgaben  wie  die 
des  Herrn  Willner  (s.  S.  971).  Die  Aufgabe,  die  günstigste  An- 
lage eines  Rohrnetzes  zu  finden,  wird  mit  der  anderen  in  Beziehung 
gesetzt,  ein  Seilpolygon  zu  finden,  in  dessen  Seiten  Kräfte  gege- 
bener Grösse  wirken.  F.  K. 


G.  Luschka.     Graphische    Darstellung    der   GefUlIsver- 
teilung  bei  Axialturbinen.     Cmling.  (2)  xxxvi.  %.i02. 

Im  Anschluss  an  die  von  Herrmann  (Aachen)  eingeschlagenen 
Untersuchungsmethoden  bestimmt  der  Verfasser  fQr  ein  gegebenes 
Geschwindigkeitsdiagramm  die  Gefällsverteilung  und  umgekehrt 
fflr  eine  gegebene  Gefällsverteilung  das  Geschwindigkeits- 
diagramm. 

Die  Arbeit  hat  ein  wesentlich  technisches  Interesse,  weshalb 
wir  bezüglich  der  Einzelheiten  auf  diese  selbst  verweisen. 

F.  K. 


J.  L.  HooRWEG.     Experimenteel  onderzoek   omtrent   de 

beweging  van  het  bloed«    Amtt.  Verband.  E.  Ac  v.  w.  XXVII. 
72  8. 

Diese  Untersuchung  tiber  die  Blutbewegung  ist  hauptsächlich 
experimentell-physikalischer  Natur.    Es  kommen  hier  aber  auch 
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einige  tbeoretische  BetrachtuBgen  vor.  Diese  beziehen  sich  auf 
den  Dniek  in  Röhren,  durch  welche  eine  Flfissigkeit  strSint,  auf 
die  Weber'Bohe  Theorie  der  Wellenbewegung  der  FlQsaigkeiten 
in  elastischen  Röhren  und  deren  Anwendung  auf  die  Biutbewe- 
gung.  G. 

K.  Keller.     Neueste  Bestimmung  der  Wassermenge  bei 
Ueberfallen  durch  H.  Bazin.    z.deut8ch.iog.xxxiy.880-886. 

Wiedergabe  der  preisgekrönten  Versuobsergebnisse  des  fran- 
zösischen Hydraulikers,  welche  sich  mitgeteilt  finden  G.  R.  1888 
und  Annales  des  Ponts  et  Ghaussöes  1890.  F.  E. 


E.  Ganguillet  aud  W.  R.  Kutter.  A  general  formula 
fer  the  uniform  flow  of  water  in  rivers  and  otber 
Channels«  Translated  from  the  German  by  Rudolph 
Hering  and  John  G.  Trautwine,  Jun.    London.  Macmiilan 

and  Go.  (1889).  [Natura  XLI.  411-412.] 


A.  DB  Caligny.     Recherches  d'hydraulique.     Beig.  Bali.  (3) 

XIX.  313-317,  503-509;  XX.  6-10. 


R.  A.  Sampson.     On  Stokes's  carrent  funetion.    Lond.  R. 

8.  Proc.  XLVIIL  46-52. 

Auszug   aus  einer  Abhandlung,    die  in  Lond.  Phil.  Trans. 
1891  erschienen  ist  Cly. 


A.  B.  Basskt.     On  tbe  effeet  of  oil  on  disturbed  water. 

Natnre  XLI.  297. 

Bringt  die  in  einem  Aufsatze  von  Hrn.  R.  Beynon  (Nature 
XLI.  205-206)  besprochenen  Thatsachen  in  Verbindung  mit 
einigen  Formeln  aus  der  „  Hydrodynamics''  des  Verfassers. 

Lp. 


974  X.AbBchDitt.    Üeduuiik. 

A.  Korn.  Ueber  die  Anwendbarkeit  combinatori8cher 
Methoden  zur  Redaction  von  Problemen  der  Hydro- 
dynamik, Elektrodynamik  und  der  magnetischen  In* 

dnetion.     Dies.  Leipzig.  43  S.  &*. 


U.  Brbme.  182  Tafeln  zur  graphischen  Berechnung 
der  Wassermengen  und  zur  Bestimmung  der  Profil- 
abme'ssungen  der  Wasserläufe  nach  der  Formel  von 
Ganguillet  und  Kutter.     Preiburg.  imp.  4«. 


O.  BiBSS.      Experimentelle    Untersuchungen    über    das 
Thomson'sche  Gesetz  der  Wellenbewegung  auf  Wasser. 

Bzoer  Rep.  XXVI.  102-135. 

Von  mathematischem  Interesse  ist  in  Abschnitt  I  die  Her- 
leitung des  ff Thomson'schen  Gesetzes*^: 

l     .    2n 


••="'»'=»I^+t'1- 


und  historisch  interessant  in  Abschnitt  V  die  chronologisch  geord- 
nete bezQgliche  Litteratnr  von  1804  bis  1889  (S.  133-135). 

Lp. 


Gapitel  5. 
Potentialtheorie. 

E.  Mathieu.     Theorie  des  Potentials  und  ihre  Anwen- 
dungen auf  Elektrostatik  und  Magnetismus.     Deutsch 

von    H.    Maser.     Berlin.  J.  Springer.  Xu.  374 S.  8^ 

Das  Buch  zerfällt  in  zwei  Teile,  deren  erster  der  Theorie 
des  Potentials  gewidmet  ist,  während  der  zweite,  etwas  umfang- 
reichere, die  Anwendungen  dieser  Theorie  auf  Elektrostatik  und 
Magnetismus  behandelt.   Die  allgemeinen  Sätze  der  Theorie  wer- 
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den  durchweg  streng  analytisch  bewiesen.  Bei  der  Ableitung 
des  Dirichlet'schen  Princips  folgt  der  Verfasser  Dirichlet^  ohne 
auf  die  gegen  dessen  Beweisverfahren  erhobenen  Bedenken  Rück- 
sicht zu  nehmen.  Eigenartig  ist  die  Herleitung  der  charakteri- 
stischen Eigenschaft  des  Flächenpotentials  mittels  Uebergangs 
von  einer  beliebig  gestalteten  Massenschicht  von  endlicher  Dicke 
zu  der  mit  Masse  belegten  Fläche.  An  die  aligemeinen  Sätze 
tlber  das  Newton'sche  Potential  knüpft  der  Verfasser  nicht  nur 
die  entsprechenden  Sätze  über  das  logarithmiscbe  Potential,  son- 
dern unterzieht  auch  das  sogenannte  calorische  Potential,  d.  h. 
die  Function,  welche  der  Gleichung  Ju  =  —  o'u  genügt,  ferner 
das  von  Lamö  eingeführte  zweite  Potential,  das  durch  die  Glei- 
chung JJu  =  0  bestimmt  wird,  endlich  das  Potential  krystalli- 
sirter  Körper,  für  welches 

ö»F       a»F       a'F  _ 

ist,  einer  eingehenden  Betrachtung.  Weiter  wird  die  Theorie 
des  Potentials  mit  derjenigen  der  Wärme  verglichen,  woran  sich 
die  Transformation  von  JY  auf  orthogonale  krummlinige  Goor- 
dinaten  schliesst.  Die  Erörterung  des  Begriffs  der  isothermen 
Flächen  und  Linien  führt  nebenbei  zur  Betrachtung  der  Enoten- 
linien  einer  Membran.  Der  erste  Teil  schliesst  mit  einem  Ca- 
pitel über  die  Anziehung  verschiedener  Körper,  welche  von 
Flächen  zweiter  Ordnung  begrenzt  werden. 

Im  zweiten  Teile  werden  zuerst  die  allgemeinen  Principien 
der  Elektrostatik  besprochen  und  dann  auf  verschiedene  specielle 
Probleme  angewandt,  insbesondere  solche,  welche  die  Elektrici- 
tätsverteilung  auf  einer  und  zwei  leitenden  Kugeln  betreffen. 
Dabei  werden  einige  die  Kugelfunctionen  betreffende  Formeln 
bewiesen,  und  es  wird  die  Bedeutung  der  Transformation  durch 
reciproke  Radien  für  gewisse  Probleme  der  mathematischen  Phy- 
sik erörtert.  Ferner  wird  auch  das  Potential  konischer  Leiter 
behandelt  und  dabei  der  Einfluss  von  Spitzen  und  Kanten  abge* 
leitet.  Im  dritten  Capitel  wird  recht  ausführlich  die  Theorie  der 
elektrischen  Polarisation  dielektrischer  Medien  dargelegt  und  auf 
die  Theorie  der  Condensatoren  angewandt.    In  gleicher  Ausfuhr- 
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lichkett  folgt  die  allgemeiDe  Theorie  des  MagDetismus,  und  daran 
Bchliessen  sieh  endlich  specielle  Probleme  der  magnetischen  In- 
daction.  Dabei  gelangen  auch  die  Eigenschaften  der  diamagne- 
tischen  Körper,  die  magnetische  Induction  krystallisirter  Körper, 
sowie  die  Theorie  des  Erdmagnetismas  zar  Besprechung.  In 
einem  kurzen,  von  dem  Uebersetzer  herrAhrenden  Anbange  wird 
die  Aufgabe  der  ElektricitAtsyerteilung  auf  zwei  Kugeln  noch 
nach  einer  anderen  Methode  als  im  Text  behandelt,  nftmlich  mit 
Anwendung  bipolarer  Coordinaten. 

Hiernach  unterscheidet  sich  das  Mathieu'sche  Buch  von  an- 
deren Lehrbfichern  der  Potentialtheorie  teils  durch  Hereinziehung 
verwandter  Probleme,  teils  durch  die  Reichhaltigkeit  der  Anwen- 
dungen. Diese  Eigenartigkeit  sowohl,  als  die  Klarheit  und 
Gründlichkeit  der  Behandlung  des  Stoffes  lassen  das  Werk  als 
durchaus  empfehlenswert  erscheinen.    Die  Uebersetzung  ist  gut 

(Vgl.  auch  das  Referat  über  das  französische  Original  in  F. 
d.  M.  XVII.  1885.  1088.)  Wn. 


H.  HovBSTADT.     Lehrbuch  der  angewandten  Potential- 
theorie.    (Kleyer's  Encyklopädie.)    Stuttgart.  J.  Maior.  vrii 

n.  320  8.  80. 

Der  Verfasser  macht  den  Versuch,  die  wichtigsten  Anwen- 
dungen der  Potentialtheorie,  insbesondei^e  die  auf  Elektrostatik, 
darzustellen,  ohne  von  den  Begriffen  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung Gebrauch  zu  machen.  Das  Potential  wird  mittels 
des  Begriffs  der  mechanischen  Arbeit  definirt;  der  mathematische 
Ausdruck  für  die  Grösse  dieser  Arbeit  aber  wird  selbst  in  dem 
einfachsten  Falle,  dem  der  Anziehung  nach  einem  festen  Cen- 
trum, nicht  abgeleitet  (wenigstens  nicht  im  Texte),  sondern  ein- 
fach dogmatisch  gelehrt.  In  ähnlicher  Weise  wird  eine  Reihe 
von  Sätzen  der  Potentialtheorie  benutzt,  ohne  dass  dieselben  be- 
wiesen werden.  Eine  derartige  Darstellung,  die  durchweg  mit 
unbewiesenen  Formeln  operirt,  mag  unter  Umständen  f&r  den 
Praktiker  von  Nutzen  sein,  einen  wissenschaftlichen  Wert  hat 
sie  nach  Ansicht  des  Referenten  nicht 
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In  einem  kurzen  (16  Seiten  umfassenden)  Anhange  benutzt 
der  Verfasser  auch  Differential-  und  Integralrechnung  und  be- 
weist einzelne  der  im  Text  benutzten  Formeln.  Es  handelt  sich 
aber  dabei  nur  um  eine  Zusammenstellung  einzelner  Zusammenhang* 
loser  Rechnungen,  die  nicht  geeignet  sind,  Ober  die  Begriffe  der 
eigentlichen  Potentialtheorie  genügende  Klarheit  zu  verbreiten; 
die  wichtigsten  Sätze  dieser  Theorie  bleiben  unbewiesen. 

Die  Anwendungen  der  Potentialtheorie  auf  Elektrostatik  um- 
fassen etwa  drei  Viertel  des  Buches.  Voran  geht  ein  Abschnitt 
über  das  Gravitationspotential  der  (als  homogene  Kugel  ange* 
nommenen)  Erde.  Den  Schluss  bilden  drei  Abschnitte  über  Con- 
tactelektricitftt,  Aber  den  elektrischen  Strom  und  das  elektro- 
magnetische Kraftfeld.  Die  hier  besprochenen  Fragen  sind  kei- 
neswegs erschöpfend  erledigt,  selbst  soweit  es  ohne  höhere  Rech- 
nung möglich  wäre.  —  Die  Darstellung  ist  durchweg  von  un- 
nötiger Breite  und  ermüdender  Weitschweifigkeit.  Die  „erläu- 
ternden Beispiele"  und  Uebungsaufgaben  enthalten  meist  nur 
Zahlenbeispiele  zu  den  vorher  besprochenen  Formeln.        Wn. 


J.  A.  BoNiFACio.     Theoria  da  func^ao  potencial   e  do 

Potential.     Porto. 

Darlegung  des  elementaren  Teils  der  Potentialtheorie. 

Tx. 

6.  A.  Maggi.     Sui  principi  della  teoria  della  funzione 

Potenziale.     Nnovo  CimeDto.  (3)  XXVII.  21-33. 

Abdruck  aus  Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XXIL  647-57  (F.  d.  M. 
XXI.  1889.  980). 

H.  PoiNCARJB.     Sur  les  ^quations  aux  d^riv^es  partielles 
de  la  physique  math^matique.    AmericBo  J.  xii.  211-294. 

In  der  Einleitung  wird  die  „Familienähnlichkeit^  aller  Pro- 
bleme der  mathematischen  Physik  gekennzeichnet  und  die  Frage 
erörtert,  welchen  Wert  in  diesem  Felde  absolute  mathematische 

Fortachr.  d.  Math.  XXII.  3.  62 
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Strenge  hat.  —  §  1  bringt  eine  nene,  sehr  einfache  Metbod? 
zum  strengen  Nachweis  des  Dirichlet'schen  Prineips.  Sie  basirt 
darauf,  1)  dass  man  positive  Massen  in  einer  Kugel  immer  in 
bestimmter  Weise  durch  Massen  auf  der  Oberfläche  ersetzen  (es 
wird  dafür  gesagt,  die  Kugel  „auskehren^)  kann  mit  der  Wir- 
kung, dass  das  Potential  fOr  jeden  äusseren  Punkt  sieh  sieb: 
ändert,  für  jeden  inneren  vermindert  wird,  2)  auf  einem  von  Bär* 
nack  aufgestellten  Gonvergenzsatze  über  unendliche  Reihen  mit 
positiven  Potentialen  als  Gliedern,  und  endlich  auf  folgendem 
neuen  Satze:  Ist  ein  Körper  K  gegeben,  so  kann  man  immer 
(auf  mannigfache  Weise)  eine  unendliche  Reihe  von  Kugeln  5.. 
£»„  Sj,  ...  finden,  sodass  jede  Kugel  ganz  ausserhalb  £"  liert 
und  jeder  Punkt  ausserhalb  K  mindestens  einer  der  Kugeln  ao* 
gehört.  Denkt  man  sich  nun  eine  Kugel  JS,  die  K  ganz  im  Is- 
nern  enthält,  ihr  Radius  sei  A,  und  auf  ihrer  Oberfläche  die 
Masse  R  gleichmässig  verteilt,  und  kehrt  nun  der  Reihe  naeb 
S„  S„  S„  S,,  S„  S„  S„  S„  S^,  ...  aus,  so  convergirt  das  Pi> 
tential  Vn  derjenigen  Verteilung,  die  man  nach  n  dieser  Opera- 
tionen hat,  in  jedem  Punkte  mit  wachsendem  n  nach  einem  be- 
stimmten Grenzwerte  K,  und  diese  Function  V  löst  das  Pro* 
blem  der  elektrostatischen  Verteilung  auf  der  Oberfläche  von  JT 
Dabei  war  zunächst  vorausgesetzt,  dass  in  jedem  Punkte  dieser 
Oberfläche  die  Tangentialebene  und  die  zwei  Hauptkrümmoogv 
radien  völlig  bestimmt  sind;  es  dürfen  aber  auch  eine  endlicLe 
Anzahl  konischer  Punkte  auf  der  Oberfläche  von  K  liegen.  Die 
Methode  lässt  sich  auch  zum  directen  Beweise  des  Dirichlefscbeo 
Princips  verwenden. 

Weiter  wird  das  Fourier'sche  Problem  der  Erkaltung  eines 
Körpers  in  Angriff  genommen.     Es  ist  eine  Function  V  zu  fiß- 

den,  die  im  Innern  eines  Körpers  der  Gleichung  -^  =  a' J^'. 

dV  , 

an  der  Oberfläche  der  Gleichung  -^  +AF  =  0  genügt;  a'  udc 

h  sind  bestimmte  positive  Constanten.  Die  Lösung,  die  gegebeQ 
wird,  lässt,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  dieselben  Einwände  wie 
Riemann's  Beweis  des  Dirichlet'schen  Princips  zu.    Es  bedeute 
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dv  das  Volamen-,  dw  das  Oberflächen-Element  des  EOrpers;  es 
werde 

A  =  J^F'dT,    C=  fPGdT, 

gesetzt,  unter  F  und  G  Functionen  von  x^  y,  z  verstanden,  die 
Integrale  über  den  ganzen  Körper  erstreckt.  Es  sei  ü^  diejenige 
Function  F,  fttr  welche  il  =  1,  J3  ein  Minimum  ist;  ü^  diejenige 
Function  F,  für  welche  A  =  l,  C  =  0  für  C  =  t/i  und  B  ein  Mi- 
nimum ist;  ü,  dasjenige  F,  wofflr  il  =  1,  C=  0  für  G  =  l/^,  U^ 

ß 
und  B  ein  Minimum  ist  u.  s.  w.;  ferner  kp  der  Wert  von  -^  für  üp. 

Es  genügt  dann  Vp  den  Gleichungen 

Jüp  +  kpUp  =  0  (im  Innern), 

8U 

!^+hUp  =  0  (an  der  Oberfläche). 

Man  hat  immer  k^i  >  kp  (für  >  kann  hier  unter  Umständen  auch 
=  eintreten),  ferner  stets  -ör^>0,  -t-^<— r-»    weiter,    wenn 

On  Kp  /• 

A  >  0  ist,  kp  >  0.  Es  zeigt  sich  weiter  fttr  A  =  0  und  damit 
auch  für  alle  A  >  0,  zuerst  bei  Körpern,  die  sich  in  eine  end- 
liche Anzahl  Parallelepipeda,  dann  weiter  bei  convexen  Körpern 
und  solchen,  die  sich  in  eine  endliche  Anzahl  convexer  zerlegen 
lassen,  dass  kp  mit  wachsendem  p  über  alle  Grenzen  wächst. 

Nun  wird  erwähnt,  dass  die  gesuchte  Function  V  im  all- 
gemeinen nicht  nach  Potenzen  von  (  entwickelt  werden  kann,  und 
es  wird  darauf  aufmerksam  gemacht,  mit  welcher  Vorsicht  bei  par- 
tiellen Differentialgleichungen  zu  verfahren  ist.  —  Für  t  ==  0  soll 

V  gegeben  sein.    Es   sei  A  =  j  V^d%  und  A^  der  Wert  von  A 

für  /  =  0,  so  ergiebt  sich  A  <:  ilj,e-^«*i'  und  damit  lim^l  =  0 


für  /  =  c»;  ferner  ist  A -j-  —B-y-  < 0,  das  B  für  F=  V  ge- 

ai  dt 

nommen.    Es  sei  Jp  =  jVVpdz   und   Jp  der  Wert  von  Jp   für 

62* 
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<=:0,  80  (findet  man  Jp  =  J^e'^'^p'.  Es  sei  F„  die Temperatar 
V  zur  Zeit  (  =  0.    Macht  man  den  Ansatz 

80  wird  Sq  =  /  ^o'^  ®^^  Minimum,  was  als  besonders  günstige 
Bestimmung  von  i4j,  i4„  ...,  Ap  betrachtet  wird,  wenn  man  all- 
gemein Am==Jm  =  /V^  Um  dt  nimmt 

Setzt  man  dann 

so  kann  man  immer  p  so  gross  wählen,  dass  in  einem  gegebe- 
nen Augenblick  5=  jR^dz  so  klein  wird,  wie  man  will;  denn 

man  findet  S<S,c'''''^+^'.  Es  convergirt  also  S  gegen  0;  von 
R  ist  dieses  nicht  bewiesen,  doch  damit  physikalisch  höchst  wahr- 
scheinlich gemacht. 

Von  den  mannigfachen  weiteren  Eigenschaften,  welche  f&r 
die  Vp  nachgewiesen  werden,  und  welche  Analoga  zu  Eigen- 
schaften von  Potentialfunctionen  darstellen,  sei  erwähnt,  was 
nicht  leicht  festzustellen  ist,  dass  diese  Functionen  im  ganzen 
Körper,  nicht  allein  im  Innern,  stetig  sind;  dabei  wird  voraus- 
gesetzt,  der  Körper  lasse  sich  in  eine  endliche  Anzahl  convexer 
Körper  zerlegen.  —  Es  wird  schliesslich  darauf  aufmerksam  ge- 
macht, dass  die  Fonrier'sche  Differentialgleichung  ja  aus  Diffe* 
renzengleichungen  hervorgegangen  ist,  welche  den  Wärmeaus- 
tausch zwischen  einer  endlichen  Anzahl  von  MolecRlen  bestim- 
men, und  dass  somit  die  Schwierigkeiten  bei  Behandlung  des 
Problems  der  Erkaltung  unter  Zugrundelegung  der  Differential- 
gleichung nur  erkünstelte  sind.  Es  wird  untersucht,  was  deo 
Functionen  U  bei  den  Differenzengleichungen  entspricht,  und 
dies  giebt  Oelegenheit,  die  Bedeutung  der  Aufgabe,  eine  quadra- 
tische Form  in  eine  Summe  von  Quadraten  zu  zerlegen,  für  die 
Physik  eingehend  zu  erörtern.  Mk. 
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G.  Kirchhoff.  Beweis  der  Existenz  des  Potentials, 
das  an  der  Grenze  des  betrachteten  Raumes  gegebene 
Werte  hat,  für  den  Fall,  dass  diese  Grenze  eine  über- 
all COnvexe   Fläche  ist.      Acta  Math.  XIV.  179-18d. 

Ein  bereits  vor  Jahren  verfasster  Aufsatz,  nach  des  Ver- 
fassers Tode  durch  Frau  Eowalevski  mitgeteilt.  Die  darin  von 
Eirchhoff  entwickelte  Methode  ist  dieselbe,  die  man  C.  Neumann 
verdankt,  und  welche  von  diesem  die  Methode  des  arithmetischen 
Mittels  genannt  ist.  Mk. 

C.  Neumann.  Ueber  einige  Fundamentalsätze  der  Poten- 
tialtheorie.   LeipK.  Her.  XLIl.  327-340. 

Die  Sätze,  dass  fBr  einen  Körper  von  endlicher  Ausdehnung 

und  einer  an  verschiedenen  Stellen  verschiedenen  Dichtigkeit  x, 

die,  absolut  genommen,  eine  gegebene  positive  Grösse  nicht  flber- 

schreitet  und  eine  integrirbare  Function  der  Coordinaten  ist,  das 

dV 
Potential  F,  ferner  -^  immer  existiren  und  in  jedem  Punkte 

stetig   sind,   ferner,   dass  bei  Voraussetzung   gewisser  weiterer 

Eigenschaften  von  x,  welche  Holder  (Beiträge  zur  Potentialtheorie, 

Inauguraldiss.  Stuttgart  1882)  bezeichnet  hat,  ^/F=  —  47rx  ist, 

ö'F      ö'F 
-3-5-,   ^  r.      stetig  sind,   werden  durch  etwas  einfachere  und 

mehr  anschauliche  Betrachtungen  als  bei  Holder  begrQndet.  Es 
werden  zunächst  ffir  die  absoluten  Beträge  gewisser,  Aber  die 
Elemente  einer  Kugel  zu  erstreckender  Summen  obere  Grenzen 
bestimmt;  nach  Absolvirung  der  darin  liegenden  elementaren 
Httlfssätze  ergeben  sich  jene  Potentialsätze  von  selber.      Mk. 


P.  MoLBNBROBK.      Ein  elementarer  Beweis   des  Green'- 

SChen   Satzes.     Wiedemann  Ann.  XL.  157-160. 

Der  Kernpunkt  ist,  dass  man  sich  einen  beliebigen  Raum 
durch  Kraftlinien  in  sehr  dünne  Röhren  zerteilt  denkt  und  die 
Green'sche  Formel  zuvörderst  für  eine  einzelne  Röhre  in  Erwä- 
gung zieht.  Mk. 
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L.  Lecornu.  Sur  une  propri^tö  des  syst^mes  de  forces 
qui  admettent  ua  potentiel.  c.  r.  oxi.  395-397. 
Berechnet  man  die  Drehungsmomente,  welche  irgend  welche 
wirkenden  Kräfte  auf  ein  unendlich  kleines  Volumenelement  V 
um  Axen  durch  dessen  Schwerpunkt  0  austtben,  so  findet  man  diese 
sämtlich  Null,  wenn  die  drei  Hauptträgheitsmomente  von  V  um 
0  gleich  sind  und  zudem  die  Kräfte  ein  Potential  haben.  Daraus 
kann  man  leicht  die  Helmholtz'schen  Sätze  Ober  Wirbelbewegan- 
gen  entnehmen.  Mk. 

M.  Gebbia.     Sq  certe  funzioni  potenziali  di  masse  diffuse 

ia  tUttO   lo  spazio  infinitO.     Palermo  Bend.  lY.  217-252. 

Es  bedeute  K  einen  Körper  oder  eine  mit  einer  einfachen 
oder  mit  einer  Doppelschicht  belegte  Fläche,  und  K  liege  ganz 
im  Endlichen;  es  sei  V  das  Potential  von  Jif.  Es  wird  das  Po- 
tential solcher  Massenverteilungen  W  über  den  ganzen  unend- 
lichen Raum  untersucht,  bei  welchen  die  Dichtigkeit  in  jedem 
Punkte  durch  V  oder  durch  eine  erste  oder  eine  zweite  Ablei- 
tung von  V  nach  den  Goordinaten  dargestellt  ist.  Es  lässt  sich 
das  Potential  von  W  dann  immer  durch  ein  Integral  über  K  aus- 
drücken. Es  möge  die  erste  der  aufgestellten  Formeln  als  Bei- 
spiel dienen.  Ist  K  ein  Körper,  Jlf  die  Gesamtmasse  von  AT,  ^ 
die  Dichtigkeit  in  einem  Elemente  dS  von  IST,  R  die  Entfemang 
von  dS  nach  dem  Punkte,  für  den  das  Potential  von  W  in  Frage 
kommt,  so  ist  dieses  Potential  oo ,  wenn  üf  ^  0  ist,  gleich 

K 

wenn  ff  =  0  ist.  —  Die  betrachteten  Potentiale  genügen  im 
ganzen  Räume  der  Poisson'schen  Gleichung.  —  Die  Resultate  des 
Aufsatzes  sollen  demnächst  in  einer  Untersuchung  über  das 
Gleichgewicht  eines  isotropen  elastischen  Körpers  Verwendung 
finden.  Mk. 

H.  Petrini.      Om  de  tili   ekvationen  J<^  =  0  hörande 
ortogonala  koordinatssy steinen.    Upsala.  Akad.  Abb.  1890. 

104  S.  80. 
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AasfQhrliche  UntersuchuDgeii  über  die  orthogonalen  Coordi- 

natensysteme  (ti,  f,  tr),    welche   einer  particulären   Lösung   der 

Gleichung 

d^       d^       d^  _ 

die  Form 

0  =  F(u,v,tD)P(u)Q(v)R(w) 

geben,   wo  F  keine  willkürliche  Constante  enthält,   P(fi),  0(t?), 

R(id)  die  Form  P(ti)  =  ii,P,(ii)+i<,P,(f*)  +  ...  haben,   während 

ilj,  Jl,, ...  willkürliche  Gonstanten  sind,  und  eine  der  Functionen 

P,  0,  R  ausserdem  eine  willkürliche  Constante  enthält.      Bdn. 


Laplace,  Ivory,  Gauss,  Chasles  und  Dirichlet,  Ueber 
die  Anziehung  homogener  Ellipsoide.  Abhandlungen. 
Herausgegeben  von  A.  Wangbrin.  (Ostwald's  Klassiker 
der  exacten  Wissenschaften.  Nr.  19).    Leipsig.  w.  Engel- 

maDD.  118  S.  80. 

Den  Inhalt  bilden  die  folgenden  Abhandlungen:  1)  F.  S.  La- 
place,  Des  attractions  des  spheroi'des  homogenes  termines  par  des 
surfaces  du  second  ordre.  1782.  Nach  M6canique  Celeste,  T.  II. 
Livre  III,  Chap.  1  (p.  3—22).  2)  James  Ivory,  aus  den  Philos. 
Trans,  of  the  Royal  Society  of  London  1809,  p.  345-372.  3) 
Carl  Friedrich  Gauss,  Theoria  attractionis  corporum  sphaeroidi- 
corum  ellipticorum  homogeneorum  methodo  nova  tractata,  Com- 
mentationes  Societatis  regiae  scientiarum  Gottingensis  recentiores. 
Vol.  II.  1813.  4)  M.  Chasles,  NeueLösung  des  Problems  der  Anziehung 
eines  heterogenen  Ellipsoids  auf  einen  äusseren  Punkt.  Liou- 
Yille  J.  V.  465-488  (1840).  5)  P.  G.  Lejeune  Dirichlet,  Ueber 
eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  vielfacher  Integrale.  Berl. 
Ber.  1839,  18-25.  —  Die  ersten  vier  Arbeiten  sind  nach  dem 
Plane  von  Ostwald's  Klassikern  in  deutscher  Uebersetzung  ver- 
öffentlicht. Für  die  Treue  derselben  sowie  für  den  correcten 
Abdruck  der  Formeln  bürgt  die  Sachkunde  des  Herausgebers, 
der  sich  auf  dem  Felde  seiner  eigenen  Arbeiten  bewegt  und  in 
den  Anmerkungen  S.  109-118  dankenswerte  historische  und  sach- 
liche Erläuterungen  bietet.  Lp. 
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F.  Hertens.     Das  Potential  einer  homogenen  Ellipse. 

MonatBh.  f.  Math.  I.  425-428. 

Der  EuDstgriff,  der  auf  überraschend  einfache  Weise  zum 
Ziele  führt,  besteht  darin,  das  über  die  Ellipsenfläche  mit  den 
Halbaxen  A,  B  erstreckte  Doppelintegral 

[r  ist  die  Entfernung  des  angezogenen  Punktes  (a,b,c)  von  einem 
Punkte  (x, y)  der  Ellipse]  durch  das  Über  den  Raum  R>0  in 
erstreckende  dreifache  Integral 

zu  ersetzen,  wo 

R  =  1-4^ — t-'V 


ist.  In  (2)  lassen  sich  die  Integrationen  nach  x  und  y  leicht 
ausführen,  und  dadurch  geht  das  dreifache  Integral  (2)  in  das 
einfache 


(3)       2ABf    _V^-^^^    _ 
über,  wo 

r  —  4-  4-  r'i' 

~    l  +  A't'   ^    1+B'<'  ^ 

ist.  Das  Integral  (3)  ist  über  alle  Werte  von  i  auszudehnen, 
für  die  1—T  positiv  ist.  Statt  dessen  braucht  man  nur  über  alle 
positiven  f,  für  die  1— T>0  ist,  zu  integriren  und  dann  zu  ver- 
doppeln.   Setzt  man  endlich  noch  /'  =  — ,   so  erhält  man   aus 

(3)  unmittelbar  den  bekannten  Ausdruck  für  das  Potential  der 
homogenen  Ellipse.  Wn. 


Gh.  Ibrügger.     Ueher  die  Anziehung  eines  homogenen 

Kugelabschnitts.    Pr.  Gymn.  Greifenberg  i.  F. 

Das  Potential  des  homogenen  Kugelabschnitts  wird  dadurch 
gewonnen,    dass   man   den   Abschnitt   durch   Ebenen,   die   der 
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Grandfiiche  parallel  sind,  in  anendlich  dünne  Scheiben  zerlegt, 
auf  die  einzelnen  Elementarscheiben  den  bekannten  Ausdruck 
f&r  das  Potential  eines  homogenen  Kreises  anwendet  und  dann 
summirt  Das  so  erhaltene  Doppelintegral  lässt  sich  durch  Ver- 
tauschung  der  Beihenfolge  der  Integration  auf  ein  einfaches 
reduciren;  und  aus  diesem  ergeben  sich  unmittelbar  die  Aus- 
drücke für  die  Anziehungscomponenten  des  Kugelabschnitts.  Die 
resultirenden  Integrale  werden  nicht  auf  ihre  einfachste  Form 
gebracht,  sondern  in  dieser  Hinsicht  wird  auf  Grube  (Zeitschr. 
f.  Math.  XIV;  vgl.  F.  d.  M.  II.  1869-1870.  758)  verwiesen.  Aus 
den  Anziehungscomponenten  des  Kugelabschnitts  werden  dann 
durch  Differentiation  nach  dem  Kugelradius  die  Componenten 
der  Anziehung  abgeleitet,  welche  die  zu  dem  Segment  gehörige 
unendlich  dünne  Kugelschale  ausübt.  Endlich  werden  die  Re- 
sultate noch  auf  specielle  Lagen  des  angezogenen  Punktes  ange- 
wandt Dabei  bestätigt  sich  eine  von  Schellbach  (Poske  Z.  III, 
vergl.  das  Beferat  unten)  gemachte  Bemerkung,  nach  welcher  der 
Teil  einer  unendlich  dünnen  Kugelschale,  der  von  einem  äusseren 
Punkte  sichtbar  ist,  diesen  Punkt  ebenso  stark  anzieht,  als  der 
unsichtbare  Teil  der  Schale. 

Wesentlich  Neues  enthält  die  Arbeit  weder  hinsichtlich  der 
Resultate  noch  hinsichtlich  der  zu  ihrer  Ableitung  benutzten  Me- 
thode. Wn. 

H.  Zöge.  Das  Potential  eines  homogenen  Kingkörpers 
mit  elliptischem  Querschnitt.  J.  fär  Math.  OYli.  148-161. 
Der  Inhalt  der  Arbeit  stimmt,  von  einigen  Aenderungen  in 
der  Darstellung  abgesehen,  mit  dem  einer  Programmabhandlung 
des  Verfassers  überein,  über  die  im  vorigen  Jahre  (F.  d.  M. 
XXI.  1889.  989)  berichtet  ist.  Wn. 


K.  Schellbach.     Ueber  die  Anziehung  einer  homogenen 
Kugeloberfläche  auf  einen  äusseren  Punkt  nach  dem 
Newton'schen  Gesetze.    Poske  z.  in.  74-76. 
Darstellung  des  üblichen  Beweises  ohne  Benutzung  der  Be- 
zeichnung und  der  Formeln  der  Infinitesimalrechnung.    Die  Be- 
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merkuDg,  „dass  in  keinem  Lehrbuche  der  Physik  die  angedea- 
teten  Gesetze  auf  eine  einfache  Weise  abgeleitet  werden^,  trifft 
nicht  mehr  zu,  seitdem  in  Thomson  und  Tait,  Theoretische  Phy- 
sik, §471,  ein  ganz  elementarer  Beweis  geliefert  ist,  der  auch 
schon  in  andere  Werke  Aufnahme  gefunden  hat.  Man  yergleiche 
Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  Kräfte,  erste  Auflage  vom 
Jahre  1870,  S.  662.  Lp. 


M.  Thiesbn.     DötermiuatioQ  de  la  Variation  de  la  pesan- 
teur  avec  la  hauteur  au  pavillon  de  Breteuil.    Travaox 

et  M6m.  da  Bar.  international  des  poids  et  mesoreB   VII.  82  S.  Folio. 

Aus  dieser  rein  experimentellen,  übrigens  sehr  interessanten 
Arbeit  kommt  f&r  das  Jahrbuch  hauptsächlich  nur  die  Note  auf 
S.  29  in  Betracht.  „Es  liegt  ein  gewisses  praktisches  Interesse 
vor,  den  Körper  von  gegebenem  Volumen  zu  kennen,  in  dessen 
Nähe  die  Aenderung  der  Anziehung  ein  Maximum  ist.  Sind  r 
und  (p  die  Polar -Coordinaten  der  Meridiancurve  dieses  Um- 
drehungs-Eörpers,  e^  und  e^  die  beiden  Abstände  des  angezoge- 
nen Punktes  vom  Goordinatenanfang,  l  eine  von  den  Abmessun- 
gen des  Körpers  abhängige  Constante,  so  folgt  nach  den  Prin- 
cipien  der  Variationsrechnung: 

_^  .  6,— rcosqp  c,  — rco8<p 

(r*+e\  —  2re^coBq>)i  (r'+cj— 2rejC08y)* 

woraus  besondere  Fälle  leicht  folgen".  So  ergiebt  sich  f^r 
tf,  =  c»,  Ä^  =0  z.  B.  ilr'+cosqp  =  0,  der  Playfair'sche  Körper 
grösster  Anziehung.  Lp. 


C.  V.  Boys.     Od  the  Cavendish  experiment.   Natare  XLi. 

165-159. 

Vergl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  1142.  Das  Experiment,  welches 
die  Gravitations-Constante  zu  bestimmen  geeignet  ist,  wurde  in- 
zwischen mit  gleichem  Erfolge  an  verschiedenen  Orten  wieder- 
holt. Lp. 
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H.  Weber,     üeber  eine  das  Potential  elektrischer  Ströme 

betreffende  Aufgabe.     Natarf.  Ges.  BremeD.  9. 


E.  Vorsteher.     Darstellung  des  Potentials  des  Ellipsoids 
durch  Lamö'sche  Functionen.    Dies.  Berlin.  50S.  8<^. 


T.  Wakelin.     The  mechanical  principles  of  a  theory  of 
gravitation  briefly  indicated.    Wellington  N.  z.  (1889.) 


Elfter  Abschnitt 

Mathematische  Physik. 

Capitel  1. 

Molecularphjsiky  Elasticität  und  Capillarität. 

A.    MolecalarphyBik. 

Mangel  B.  Bahia.     Las  unidades.    Soc.  ArgentiDea.  xxx. 

Dieser  Artikel  enthält  eine  ausf&hrliche  Erörterung  der  Wahl 
der  fundamentalen  und  der  abgeleiteten  Einheiten,  welche  man 
bei  der  Messung  physikalischer  Grössen  gebraucht.  Nach  der 
Theorie  folgt  eine  grosse  Zahl  technischer  Anwendungen. 

Tx.  (Lp.) 

C.  J.  Stoney.     On  texture  in  media,   and  on  the  non- 
existence  of  density  in  the  elemental  aether.   Phil.  Mag. 

(5)  XXIX.  467-478. 

Bei  den  gewöhnlichen  Untersuchungen  in  der  Dynamik  sind 
die  Integrationen  über  das  Innere  der  behandelten  Körper  oder 
über  ihre  Oberflächen  zu  erstrecken.  Diese  Operation  begreift 
Annahmen  in  sich,  welche  mit  dem  Vorhandenen  in  der  wirklichen 
sachlichen  Natur  nicht  übereinstimmen.  So  wird  zur  Gewinnnog 
des  Wasserdrucks  gegen  eine  Schleuse  eine  Integration  über  die 
Oberfläche  zwischen  dem  Wasser  und  der  Schleuse  ausgef&brt, 
und   diese  Integration  schliesst  die  Annahme  ein:    1)  dass  die 
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Grenze  eine  Oberfl&che  ist,  und  2)  dass  die  Elemente,  in  welche 
wir  diese  Oberfläche  zum  Zwecke  der  Integration  geteilt  vor- 
stellen, beliebig  klein  gemacht  werden  können,  ohne  dass  sie 
darum  aufhören,  dem  Gesetze  des  Druckes  in  schweren  Flüssig- 
keiten unterworfen  zu  sein.  Diese  Annahmen  werden  aber  hin- 
fällig, wenn  wir  die  Zerteilung  so  weit  fortgeführt  denken,  dass 
sie  die  Stufe  der  molecularen  Grossen  erreichen.  Die  Grenze 
zwischen  Wasser  und  Schleuse  würde  aufhören  eine  Oberfläche 
zu  sein,  es  würde  die  fortwährend  sich  verschiebende  Trennungs- 
fläche zwischen  den  beiderseitigen  Molekeln,  welche  einzeln  auf 
einander  nach  ihren  besonderen  Arten  einwirken,  in  energischer 
Bewegung  sein.  Diese  Vorgänge  sind  derartig,  dass,  wenn  un- 
messbare  Anzahlen  dieser  Einzelwirkungen  gehäuft  werden,  sie 
angenähert,  als  Ergebnis  des  ganzen  Treibens,  das  Gesetz  des 
der  Tiefe  proportionalen  Druckes  erzeugen.  Was  wir  also  als 
eine  physikalische  Eigenschaft  des  Mittels  annehmen,  ist  in  Wirk- 
lichkeit ein  Festhalten  der  Häufung  einer  umfassenden  Anzahl 
einzelner  Geschehnisse,  die  durch  eine  Art  statistischen  Processes 
zusammen  gruppirt  sind,  und  dies  kann  durch  den  Ausdruck  be- 
schrieben werden,  dass  die  dynamischen  Eigenschaften  des  Mit- 
tels von  seinem  GefQge  (texture)  herstammen,  indem  man  unter 
Gefllge  alles  begreift,  was  in  ihm  im  engsten  Umkreise  sich 
vollzieht  Die  Beziehung  dieser  Anschauung  zu  den  gewöhn- 
lichen dynamischen  Eigenschaften  der  Mittel  (Elasticität  u.  s.  w.) 
wird  betrachtet.  Der  Verfasser  unterscheidet  den  Aether  der 
Elemente  von  dem  Aether  als  Lichtträger.  Der  erstere  ist  durch- 
aus gleichf5rmig  in  allen  seinen  Teilen,  bis  Bewegungen  Unter- 
schiede in  ihm  hervorrufen,  und  in  allen  mathematischen  Unter- 
suchungen von  Bewegungen  in  demselben  muss  ein  Massenele- 
ment durch  ein  Volumenelement  ersetzt  werden;  der  Aether  der 
Elemente  ist  einfach  der  Raum  in  neuer  Anschauung.  Anderer- 
seits ist  der  Lichtäther  ein  gefügtes  Mittel,  und  der  Begriff  der 
Dichte  kann  als  Ersatz  dafür  eingeführt  werden,  dass  man  einige 
der  in  Wirklichkeit  vor  sich  gehenden  Bewegungen  einzeln  in 
Betracht  zu  ziehen  hat.  Gbs.  (Lp.) 
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E.  OvAZZA.     Sülle  superficie  d'influenza  per  le  reazioni, 
d'ostacolo  e  molecolari,  nei  sistemi  staticamente  deter- 

minati.     Torino  Attl  XXV.  342-364. 

In  einem  statischen  System  seien  als  äussere  Kräfte  nur 
parallel  gerichtete  (z.  B.  Gewichte)  vorhanden.  Legt  man  dann 
an  einer  Stelle  einen  Querschnitt  senkrecht  zur  Richtung  dieser 
Kräfte  und  denkt  sich  in  dieser  Richtung  an  jedem  Punkte  des 
Querschnitts  eine  Kraft  P  angreifend,  so  wird  die  Kraft  P  in 
jedem  Punkte  eine  bestimmte  reactio  hervorrufen,  bestehend  in 
einer  resultirenden  Kraft  und  einem  resultirenden  Kräftepaar. 
Die  Reaction  kann  eine  Widerstands-  oder  eine  Molecularreaction 
sein.  Man  denke  sich  nun  in  jedem  Punkte  des  Querschnitts 
unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  senkrecht  zu  dem  Quer- 
schnitte eine  Strecke  aufgetragen,  welche  einer  bestimmten  Com- 
ponente  proportional  ist,  so  werden  die  Endpunkte  der  Strecken 
eine  Fläche  erzeugen.  Es  giebt  zu  jedem  Querschnitte  sechs  solche 
Flächen,  drei  für  die  Componenten  der  resultirenden  Kraft  und 
drei  fQr  die  des  resultirenden  Drehmomentes.  Diese  Flächen 
nennt  der  Verfasser  superficie  d^influenza  per  le  reazioni.  In 
der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  Grundzttge  einer  Theorie 
dieser  Flächen  entwickelt  und  angegeben,  wie  man  die  Ordina- 
ten  der  Flächen  aus  bestimmten  virtuellen  Verrflokungen  finden 
kann.  Eine  Anwendung  auf  Specialfälle  wird  fQr  eine  zweite 
Note  versprochen.  Br. 

W.  Voigt,     üeber  die  innere  Reibung  der  festen  Kör- 
per,   insbesondere    der    Krystalle.     Teil  I.     Oou.  Abb. 

XXXVI.  47  s. 

Die  Arbeit  giebt  die  Grundlagen  einer  Theorie  der  bei  elasti- 
schen Deformationen  auftretenden  Widerstandskräfte  der  inneren 
Reibung.  Wie  die  elastischen  Kräfte  als  lineare  homogene  Func- 
tionen der  Verrückungen,  so  werden  die  Reibungskräfte  als  eben 
solche  Functionen  der  VerrUckungsgeschwindigkeiten  angenom- 
men, womit  nach  des  Verfassers  Ansicht  wahrscheinlich  erst  ein 
Fehler   dritter  Ordnung   begangen  wird.     Im   allgemeinen  Fall 
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Bind  die  Beibungskräfte  also  durch  36  Constanten  definirt  Die 
Reduction  dieser  Constanten  fttr  die  Symmetriebedingungen  der 
yerschiedenen  Erystallsysteme  wird  vollständig  durchgeführt  Im 
weiteren  Verlauf  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  der  Möglich- 
keit einer  experimentellen  Prüfung  der  erhaltenen  Resultate  und 
einer  experimentellen  Bestimmung  der  Constanten.  In  Frage 
würden  kommen  die  Beobachtung  der  Dämpfung  gleichförmiger, 
sehr  langsamer  Schwingungen  cylindrischer  Stäbe  oder  beliebi- 
ger, uneQdlich  kleiner  Schwingungen  unendlich  dünner  cylindri- 
scher  Stäbe.  Für  beide  Fälle  entwickelt  der  Verfasser  ent- 
sprechende Formeln.  Ea  treten  dabei  als  typisch  gewisse  homo- 
gene lineare  Functionen  der  Elasticitätsconstanten  und  ebensolche 
Functionen  der  Reibungsconstanten  auf.  Der  Verfasser  nennt 
die  einen  Elasticitätsmoduln  (im  allgemeinen  Sinne),  die  anderen 
Reibungsmoduln  und  giebt  zum  Schlüsse  eine  Zusammenstellung 
der  unabhängigen  Moduln  beider  Art  für  die  yerschiedenen  Ery- 
Stallsysteme.  Br. 

E.  BoGGio  -  Lera.  üna  relazione  fra  il  coefficiente  di 
compressibilitk  cubica,  il  peso  specifico  cd  il  peso 
atomico  dei  metalli.     Rom.  Acc.  l.  Read.  (4)  vi,.  I60-I68. 

Der  Verfasser  stellt  den  Satz  auf:  ^Der  kubische  Com- 
pressibilitätscoefficient  einer  Substanz  ist  proportional  der  in  der 
Volumeneinheit  enthaltenen  Anzahl  von  Molekeln  und  der  Aen- 
derung  der  Entfernung  zweier  auf  einander  folgenden  Molekeln 
für  die  Einheit  der  Kraft  (wenn  diese  Kraft  einen  longitudinalen 
Zug  oder  Druck  ausübt).  Ist  der  Satz  richtig,  so  muss  zwischen 
den  in  der  Ueberschrift  erwähnten  Grössen  eine  bestimmte  Be- 
ziehung bestehen.  Die  Richtigkeit  dieser  Beziehung  wird  an 
dem  vorhandenen,  dürftigen  Beobachtnngsmaterial  fttr  Glas  und 
einige  Metalle  geprüft.  Br. 

M.  Brillouin.  Principes  gön^raux  d'une  thöorie  ^lastique 
de    la  plasticitö   et   de  la  fragilitd  des   corps  solides. 

Ann.  de  TEc.  Norm.  (3)  VII.  345-360. 

Der  Verfasser  betrachtet  diejenigen  Probleme,  wo  zu  einem 
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System  elastischer  Kräfte  nicht  notwendig  ein  eindeutig  be- 
stimmtes System  von  elastischen  Verrflckangen  gehört,  obwohl 
das  Umgekehrte  natürlich  der  Fall  ist  Es  giebt  in  solchen 
Problemen  Verrückungen,  welche  in  bestimmten  Richtungen  gar 
keine  elastischen  Kräfte  hervorrufen.  FQr  die  isotropen  Körper 
werden  die  beiden  Fälle  behandelt,  wo  /u  =  0  und  wo  Sil +2^1  =  0 
ist.  Im  ersten  Falle  rufen  nur  die  VerrfickuDgen,  welche  das 
Volumen  zu  ändern  streben,  im  zweiten  nur  solche,  welche  es 
invariant  lassen,  elastische  Kräfte  hervor.  Der  erste  ist  charak- 
teristisch fBr  „plastische'*  Körper,  der  zweite  führt  auf  die 
Probleme  der  Zerbrechbarkeit,  Spaltbarkeit  u.  s.  w.  Die  Betrach- 
tungen, die  in  Wahrheit  viel  umfassender  sind,  als  sie  sich  hier 
andeuten  lassen,  und  ihre  Beziehungen  zu  den  verschiedenen 
Problemen  dauernder  Deformation  werden  entwickelt  und  aaf 
Krystalle  ausgedehnt  In  zwei  späteren  Abhandlungen  sollen 
insbesondere  die  Probleme  der  Krystallspaltbarkeit  und  der 
Brechbarkeit  behandelt  werden.  Er. 


E.  Blasius.     Beitrag  zur  geometrischen  Krystallographie. 

Wiedemann  Ann.  XLI.  538-564. 

In  der  Absicht,  die  bisherigen  vereinzelten  Verwertungen 
der  Geometrie  der  Lage  für  die  Krystallographie  auf  eine  ge- 
meinsame Grundlage  zu  stellen,  entwickelt  der  Verfasser  die 
allgemeinsten  Eigenschaften  eines  „krystallographischen  Netzes", 
d.  h.  eines  Möbius'schen  Netzes,  dem  als  eine  Ebene  die  nnend- 
lieh  ferne  angehört.  Aus  diesem  Netze  werden  dann  nkrystallo- 
graphische  Ebenenbündel,  Ebenenbtischel  und  StrahlenbQschel^ 
definirt  und  mit  solchen  Hülfsmitteln  in  rein  synthetischer  Weise 
eine  Reihe  von  allgemeinen  Sätzen  der  geometrischen  Krystallo- 
graphie abgeleitet.  Die  Methode  wird  schliesslich  fUr  alle  Unter- 
suchungen in  dieser  Disciplin  empfohlen.  Br. 


K.  Fuchs.     Ueber  die  Entstehung  organischer  Cylinder- 

gebilde.     Wien.  Ber.  XCIX.  967-1006. 
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Den  Gegenstand  der  Untersuchung  bilden  die  beim  Wachsen 
organischer  Gebilde  auftretenden  Spannungen  und  ihr  Einfluss 
auf  die  Intensitäten  des  Wachstums  an  verschiedenen  Stellen. 
Unter  einfachen  Annahmen  ttber  die  Wachstumsfunction  wird 
die  mathematische  Grundlage  entwickelt  und  auf  eine  Reihe  der 
einfachsten  Fftile,  insbesondere  auf  Gylindergebilde  angewandt. 

Br. 


O.  WiBDBBURG.     Ueber    die    Hydrodiffusion.      WiedemaDs 

ADD.  XLL  675-711. 

Die  Fick'sohe  Diffnsionstheorie,  welche  auf  der  Annahme 
beruht,  dass  die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Querschnittseinheit 
diffundirende  Salzmenge  von  der  Concentration  an  der  gedachten 
Stelle  unabhängig  und  nur  dem  Gonoentrationsgefälle  propor- 
tional sei,  stellt  bekanntlich  die  Beobachtungen  nicht  genügend 
dar.  Der  Verfasser  erweitert  deshalb  die  Theorie  unter  der 
Annahme,  dass  die  diffundirende  Menge  ausserdem  noch  einer  linea- 
ren Function  der  Concentration  selbst  proportional  sei.  Die  drei 
Fälle,  in  denen  sich  das  Problem  (zum  Teil  auch  nur  näherungs- 
weise)  integriren  lässt,  geben  Lösungen,  welche  den  Fick'schen 
ganz  entsprechend  gebaut  sind.  Nur  treten  statt  einer  Diffu- 
sions-Constante  deren  zwei  auf,  zu  denen  sich  als  dritte  der 
Temperatur- Coefficient  gesellt.  Es  folgt  eine  eingehende  Be- 
schreibung der  Versuche,  die  der  Verfasser  zur  Prüfung  seiner 
Theorie  mit  Ealiumbichromat  und  Eupfersulfat  vorgenommen 
hat.  Die  Ergebnisse  dieser  Versuche  werden  durch  die  Formel 
befriedigend  dargestellt.  Auch  einige  frühere  Versuche  anderer 
werden  discutirt.  Zum  Schluss  wird  gezeigt,  dass  die  von  Kernst 
aufgestellte  Formel  den  Beobachtungen  nicht  gerecht  wird. 

Br. 


£.  RiECKE.     Moleculartheorie  der  Diffusion  und  elektro* 
lytischen  Leitung.     Gott.  N.  i890.  ö09-517. 

Der  Verfasser  giebt  auf  Grund  der  kinetischen  Theorie  der 
Lösnngen    eine  Anzahl   von  Formeln   für  die  in  Betracht  kom- 

Foruchr.  d.  Math.  XZII.  3.  63 
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menden  Grössen.  Die  Concentration  der  Lösangen  wird  dabei 
als  so  gering  angenommen,  dass  die  Zuoammenstösse  der  Mo- 
lekeln des  gelösten  Stoffes  mit  ihresgleichen  gegen  die  Zosammen- 
stosse  mit  den  Molekeln  des  Lösungsmittels  za  vernachlässigen 
sind.  Ebenso  muss  das  Volumen  der  in  der  Volumeneinheit  ent- 
haltenen Molekeln  gegen  diese  Volumeneinheit  selbst  zu  vernach- 
lässigen sein.  Br. 

Ch.  !1£d.  Guillaumb.      Sur    la    tfa^orie  des  dissolutions. 

Almeida  J.  (2)  IX.  91-97. 

Man  nehme  an,  eine  Lösung  sei  gerade  coneentrirt  genug, 
damit  die  Wirkungssphären  der  aufgelösten  Molekeln  sich  be- 
rQhren  können;  diese  Molekeln  werden  in  Wirklichkeit  sich  so 
stellen,  dass  sie  die  Bedingung  erfüllen.  Wir  werden  dann 
sagen,  die  Lösung  sei  in  „kritischer  Concentration*'.  FQgt  man 
eine  gewisse  Menge  des  Auflösungsmittels  hinzu,  so  werden  die 
aufgelösten  Molekeln  in  gewissem  Masse  frei. 

Aus  dieser  Begriffsbestimmung  werden  einige  Folgerungen 
abgeleitet.  Lp. 

Ph.  A.  Guys.     Le  coefficient  eritique  et  la  Constitution 
mol^culaire  des  corps  au  point  eritique.     Almeida  J.  c^) 

IX.  312-326. 

Es  sei  fi  das  Brechungsverhältnis,   d  die  Dichtigkeit  eines 

fi'— 1    1 
Stoffs,  Ä  =    »  ,  o'"3"i   *  d*^8  Molecularge wicht,   *  die  Tempe- 
ratur in  Graden  Celsius,   n  der  Druck,   so  nennt  der  Verfasser 
das  Verhältnis 

n 

wo  V  eine  Constante  bedeutet,  den  „kritischen  Coefficienten^. 
Durch  Betrachtungen,  welche  verschiedenen  Gebieten  der  Physik 
und  Chemie  entlehnt  sind,  zeigt  der  Verf.,  dass  das  Govolumen 
b  der  Flüssigkeitsgleichung  dem  molecularen  Brecbungsvermögen 
proportional  ist.    Wenn  man  berücksichtigt,  dass  in  der  Grund- 
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gleichuog  des  Hrn.  van  der  Waals 

(p+-J)(«'-*)  =  «(i+«0 

diese  Constante  b  dem  vierfachen  Volumen  gleich  ist,  das  von 
den  sphärisch  vorausgesetzten  Gasmolekeln  unter  der  Druck- 
und  Volumeneinheit  bei  0°  eingenommen  wird,  so  kann  man, 
da  unter  diesen  Bedingungen  alle  Gase  dieselbe  Anzahl  von 
Molekeln  enthalten,  auch  sagen,  die  Constante  b  sei  dem  wahren 
Molecularvolumen  eines  sphärisch  vorausgesetzten  Molekels  pro- 
portional. Dies  wird  durch  theoretische  Ueberlegungen  und 
durch  Vergleiche  mit  den  Daten  der  Experimente  erläutert. 
Bemerkenswert  erscheint  auch  der  Satz:  „Der  kritische  GoeflS- 
cient  eines  Körpers  ist  gleich  der  Summe  der  kritischen  Coeffi- 
cienten  der  Atome,  welche  sein  Molekel  ausmachen,  in  manchen 
Fällen  vermehrt  um  Coefficienten,  die  von  der  Katur  der  Ver- 
bindungen der  Atome  unter  einander  abhängen^.  Lp. 


P.  De  Hkbn.  Determination  des  variations  que  le  coef- 
ficient  de  diffusion  öprouve  avec  la  temp^rature  pour 
des  liquides  diffdrents  de  Teau.     B6lg.Boli.(3)Xlx.  197-206. 


A.  W.  ROCKER.      The   physics    and    chemistry    of    tbe 
^Cballenger^  expedition.    Natare  XLI.  361-364,  416-417. 

P.  G.  Tait.     Physical  properties  of  water.   Nature  XLI.  416. 

Während  der  erste  Artikel  eine  Recension  des  Werkes  ent- 
hält, das  unter  dem  Titel  „Report  on  the  scientific  results  of 
the  exploring  vbyage  of  H.  M.  8.  Challenger  1873- 1876.  Phy- 
sics and  chemistry^  Vol.  II  erschienen  ist,  und  in  welchem  Hr. 
Tait  den  Artikel  Über  die  Zusammendrttckbarkeit  des  Wassers 
geliefert  hatte,  bewegen  sich  die  beiden  folgenden  Aufsätze. in 
Angriffen  und  Verteidigung  des  Hrn.  Tait  und  seines  Recensenten. 

Lp. 

63* 
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C.  Bakus.     The  change  of  tfae  order  of  absolate  viscosity 
encountered   on  passing  from  fluid  to  solid.    Phil.  Mag. 

(5)  XXIX.  337-355. 

Die  Arbeit  ist  hauptsächlich  experimentell;  sie  enthält  zwei 
Methoden  zum  Vergleiche  des  zähen  Verhaltens  der  festen  und 
flüssigen  Körper.  Gbs.  (Lp.) 

H.  Lamb.     On   a  certain  tbeory  of  elastic  after  -  strain. 

Katars  XLI.  463. 

Kritik  des  Versuchs,  den  Hr.  K.  Pearson  in  Lond.  M.  S. 
Proc.  1889  zu  einer  mathematischen  Theorie  der  elastischen 
Nachwirkung  gemacht  hat.  Lp. 


B.    Elasticitätstheorie. 

ti,  Mathibu.  Theorie  de  T^lasticit^  des  corps  solides. 
Ire  Partie:  Consid^rations  g^nörales  sur  l'älasticitö. 
Emploi  des  coordonn^es  curvilignes.  Probl^mes  rela- 
tifs  ä  l'^quilibre  d'^lasticitd.  Plaques  vibrantes.  II<» 
Partie:  Mouvements  vibratoires  des  corps  solides. 
J^uilibre  d'dlasticitä  des  lames  courbes  et  da  prisrae 

rectangle.     Paris.  Gauthier-Villars  et  Fils.  VIII  -h  219,  IV -+-1848.  4». 

Ausführliche  Anzeige  beider  Teile  in  Darboux  Bull.  (2)  XIV. 
161-164  und  XV.  198-202  von  Hrn.  P.  Duhem.  „Wir  wünschen, 
dass  unsere  Uebersicht  trotz  ihrer  Unvollkommenheiten  die  her- 
vorragenden Eigenschaften  dieses  Buches  in  eine  gelungene 
Beleuchtung  gebracht  habe:  die  Eleganz,  mit  welcher  die  Prin- 
cipien  gemäss  den  Lamö'schen  Ideen  aufgestellt  sind;  besonders 
die  Vollendung  der  drei  Capitel  über  die  Torsion  und  die  Bie- 
gung der  Prismen  y  über  die  Stäbe,  die  Platten  und  die  Mem- 
brane; alles,  was  de  Saint- Venant,  KirchhojBT,  Clebsch  und  Bous- 
sinesq  seit  fünfzig  Jahren  an  Ausgezeichnetem  geschrieben  haben, 
findet  man  in  dieser  völlig  klaren  und  eleganten  Darstellung  ge- 
drängt beisammen.    Die  beiden  Teile  des  Buches  von  £.  Mathieo 
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bilden  das  im  weitesten  Sinne  abgefasste  Lehrbuch  der  Elastici- 
tätstheorie,  welches  man  bis  jetzt  besitzt.^ 

Als  Bestandteile  des  von  dem  Verfasser  geplanten  Traitä  de 
Physique  math^matique  bilden  sie  dessen  VI.  und  VII.  Band. 
„Warum",  klagt  Hr.  Duhem,  „musste  dieses  mit  solcher  Schaffens- 
kraft unternommene  und  fortgefQhrte  Werk  unvollendet  bleiben? 
Die  Elasticitfttstheorie  der  festen  Körper  forderte  als  natürliche 
Folge  eine  Elasticitätstheorie  des  Äethers,  in  der  die  Verkettung 
der  Gesetze  der  Optik  darzulegen  war  gemäss  den  Principien, 
die  Yon  Fresnel  festgelegt  und  in  bewundernswerter  Einheit  und 
Harmonie  von  F.  E.  Neumann,  MacCulIagh,  Green,  Lamö  und 
G.  Kirchhoff  entwickelt  sind.  In  dem  Augenblicke,  als  £.  Ma- 
thieu  die  Abfassung  dieses  Werkes  begann,  hat  der  Tod  ihn 
dahin  gerafft,  und  er  hat  mit  Schmerz  sein  zu  wenig  vorgeschrit- 
tenes Werk  verlassen  mQssen,  so  dass  die  Veröffentlichung  un- 
möglich ist^.  Lp. 

E.  Glinzer.  Grundriss  der  Festigkeitslehre.  Zum  Ge- 
brauche an  Handwerkerschulen,  insbesondere  Bau- 
gewerk-  und  Maschinenbauschulen,  sowie  zum  Selbst- 
unterricht.   Dresden.  G.  Kühtmann.  VJII-|-12dS.  8<>. 

Entsprechend  den  Kreisen,  f&r  welche  das  vorliegende  Werk- 
chen berechnet  ist,  verzichtet  der  Verfasser  auf  die  Anwendung 
der  höheren  Mathematik.  Deshalb  kann  er  die  wichtigsten  Sätze 
der  Festigkeitslehre  auch  nur  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  ent- 
wickeln, während  er  die  darüber  hinausgehenden  Sätze  bloss  dog- 
matisch anzugeben  vermag. 

Zug-  und  Druckfestigkeit,  Schubfestigkeit  und  Drehungs- 
festigkeit werden  abgeleitet.  Bezüglich  der  letzteren  ist  zu  be- 
merken, dass  von  der  Deformation  des  Querschnittes,  welche 
mit  der  Torsion  bei  allen  nicht  kreisförmigen  Querschnitten 
verbunden  ist,  abgesehen  wird,  ein  Verfahren,  das  nach  neueren 
Untersuchungen  nicht  ganz  gerechtfertigt  erscheint. 

Die  Knickfestigkeit  lässt  sich,  ohne  die  höhere  Mathematik 
heranzuziehen,  nicht  ableiten-,   der  Verfasser  giebt  daher,   nach 
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einem  nicht  ganz  einwandfreien  Versuch  einer  angenäherten  Be- 
stimmung, die  Euler'sche  Formel  ohne  Beweis  an. 

Trotz  dieser  Mängel,  welche  mehr  der  Natur  der  Sache  als 
der  fehlenden  Geschicklichkeit  des  Verfassers  zugeschrieben  wer- 
den müssen,  dOrfte  das  Werk  fttr  seinen  Zweck  um  so  mehr 
geeignet  sein,  als  es  eine  grosse  Zahl  gut  gewählter  Beispiele 
enthält.  F.  K, 

E.  IsE.     Sulla  deformazione  elastica  di  un  oorpo  isotrope. 

Atti  dell'  Aocademia  PontoDiaDa.  XX.  241-260. 

Die  Deformation  eines  elastischen  Körpers  kann  als  eine 
eindeutige  Correspondenz: 

qPiC^n  ^>J  ^v  5n  Sj»  Si)  =  0,     qp,(a?,,  ir„  a?„  $i,  Sv  ^i)  =  0, 

ausgelegt  werden,  wobei  x^y  a;„  x^  die  ursprünglichen,  |j,  ^,  {, 
die  veränderten  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  des  EOrpers 
bezeichnen.  Sind  die  obigen  Gleichungen  linear,  so  hat  man 
eine  „affine^  Correspondenz;  im  allgemeinen  Falle  heisst  die 
Deformation: 

+(-|^),l.=0  (i=l,2,3), 

wo  (f)^  den  Wert  von  /  für  a?j  =  x^^\  a?,  =  a?<"),  a?,  =  xj»), 
f,  =5?^  ^,  =  iy^  ?,  =  Si"^  bezeichnet,  die  Jm  Punkte 
{xf\  4"),  irC"))  tangentiale  Affinität".  Die  „osculirende  Affinität* 
wird  analog  definirt.  —  Die  vorliegende  Abhandlung  ist  der 
Untersuchung  der  Affinität  überhaupt,  und  insbesondere  der  zu 
einer  beliebigen  Deformation  tangentialen  Affinität  gewidmet. 

Vi. 

E.  Fadova.     II  Potenziale  delle  forze  elastiche  di  mezzi 

isotropi.    Yen.  Ist.  Atti  (7)  I.  445-451. 

In  seiner  Abhandlung  „La  teoria  di  Maxwell  negli  spazi 
ourvi"  (Rom.  Acc.  L.  Rend.  V,,  F.  d.  M.  XXL  1017)  hatte  der  Ver- 
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fasser  in  Anlehnung  an  die  Vorgänge  in  ebenen  Bäumen  auch 
für  gekrflmmte  Räume  als  isotrop  diejenigen  Medien  definirt,  bei 
welchen  das  Potential  durch  eine  Vertauschung  der  Goordinaten 
seine  Form  nicht  ändert. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  auch  für  Räume  constanter  posi- 
tiver oder  negativer  Erfimmung  diese  Definition  der  analytische 
Ausdruck  für  die  gewöhnlich  zu  Grunde  gelegte  Definition  der 
Isotropie  ist,  dass  eine  unendlich  kleine  Kugel  durch  verschie- 
dene, bezüglich  der  Intensität  äquivalente  Eraftsysteme  in  gleiche 
Ellipsoide  verwandelt  wird.  F.  E. 


E.  Padova.     Estensione  del  problema  di  De  St.  Venant 

Rom.  Acc.  L.  Bend.  (i)  VI,.  95-102. 

Mit  Benutzung  des  Ausdrucks  für  das  elastische  Potential, 
welchen  der  Verfasser  in  seiner  Abhandlung  „La  teoria  di  Maxwell 
negli  spazi  curvi*"  gegeben,  leitet  der  Verfasser  zunächst  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  Gleichgewichts  eines  Eörpers  für  beliebige 
Goordinaten  ab  und  fuhrt  dann  die  Entwickelung  unter  speciellen 
Voraussetzungen  tlber  die  Form  des  Linienelementes  weiter  durch. 

Zunächst  wird  angenommen 

(d$y  =  (dx,y+(dx,y+p(dx,)\ 

wo  p  allein  von  x^  und  x^  abhängen  soll ;  dann  kann  p  entweder 
den  Wert  1  oder  x^  annehmen,  vorausgesetzt,  dass  die  Goordi- 
naten passend  gewählt  werden.  Die  Auffindung  der  Verrückun- 
gen kommt  in  dem  zweiten  Fall  darauf  hinaus,  die  Gleichung 

9/1     dn\        ^   (  ^     ^^  ^  I     ^'     =  0 
ÖJ?,  ^  x\    dx^  J       dx^  \  x\     9x,  J       x\ 

zu  integriren.  Vorausgesetzt  ist,  dass  nur  auf  die  Oberflächen 
x^  =  const.  Eräfte  wirken,  und  zwar  auch  nur  solche,  deren 
Normalcomponente  gleich  Null  ist. 

Dann  betrachtet  der  Verfasser  den  Fall  eines  schiefen  Gylin- 
ders,  bei  welchem  das  Linienelement  die  Form 

(ßfy  =  {dx;y  +  {dx;)^+(dx;)^+2(M%a(dx,dx,  +  dx^dx;) 
hat.    Hier  kommt  es   darauf  an,   eine  Function  Si  zu  finden, 
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welche  der  Gleichung: 

genügt  und  am  Rande  vorgeschriebene  Werte  annimmt 

Die  Rechnung,   vermittelst   deren  der  Verfasser  zu   seinen 
Resultaten  gelangt,  gestattet  leider  keinen  Auszug.         F.  K. 


G.  Appelroth.  Einige  Anwendungen  eines  dem  Green'- 
schen  ähnlichen  Satzes  auf  die  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes elastischer  Körper.  Arbeiten  der  phys.  Seeiion  der 
Kaiserl.  Gesellschaft  für  Freunde  der  Naturkunde.  Moskan.  III.  Hft.2. 
U-17.  (Rassisch.) 

Es  werden  fttr  isotrope  elastische  Körper  die  Gleichang: 


(wo 


'  ~    dx\     r     )       r(A+/u)   ' 


d   (  x—x,  \ 


ist  und  Xn^  Yni  ZL   entsprechende  Spannungen  sind)   und    zwei 
andere  ihr  conjugirte  Gleichungen  abgeleitet.  Bb. 

C.  SoMiGLiANA.     Formole  generali  per  la  rappresentazione 
di  un   campo  di   forza   per  inezzo  di  forze  elastiche. 

Lomb.  Ist.  Read.  (2)  XXIII.  874-882. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  einer  früher  gegebenen  Dar- 
stellung für  die  Yerrückung  an  einer  Stelle  im  Innern  eines  end- 
lichen Gebietes  durch  die  auf  dieses  Gebiet  wirkenden  Kräfte 
und  die  an  der  Oberfläche  stattfindenden  Verrückungen  (Annali 
di  Mat.  XVII,.  F.  d.  M.  XXI.  1014)   und  erörtert  zunächst  die 
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BediDguDgen,  unter  welchen  die  in  Frage  stehenden  Formeln 
auf  den  unendliehen  Raum  ausgedehnt  werden  können. 

Er  untersucht  dann  den  Fall,  dass  das  elastische  Gleichgewicht 
durch  Kräfte  aufrecht  erhalten  wird,  welche  von  Massen  innerhalb 
gewisser  Körper  er,,  a,,  ...,  a«  ausgeübt  werden,  und  durch  Ober- 
flächenkräfte, welche  an  a,,  a,, ...,  an,  sowie  an  anderen  Flächen 
Tj,  r„  ...,  r,„  angebracht  sind.  Die  letzteren  werden  als  nicht 
geschlossene  Flächen  gedacht  und  dann  so  fortgesetzt,  dass  sie 
den  ganzen  Raum  in  zwei  Teile  zerlegen,  von  denen  der  eine 
die  Flächen  a  völlig  umschliesst. 

Indem  er  nun  zunächst  fQr  einen  Punkt  die  VerrQckung  dar- 
stellt und  die  oben  erwähnten  allgemeinen  Formeln  auf  den 
Raum  anwendet,  in  welchem  der  Punkt  liegt,  und  dann  weiter 
einen  Ausdruck  hinzuftlgt,  welcher  verschwindet,  erhält  er  eine 
für  Punkte  beider  Räume  gleichmässig  geltende  Formel  fttr  die 
Verrflckung.  Aus  dieser  werden  die  Gomponenten  der  Deforma- 
tion abgeleitet  und  mit  deren  Hülfe  dann  die  Gomponenten  der 
elastischen  Kräfte  bestimmt.  So  gelangt  man  schliesslich  zu  den 
Ausdrücken  für  die  elastischen  Kräfte,  durch  welche  die  Wirksam- 
keit Newton'scher  Attractionskräfte  dargestellt  werden  kann. 

Zum  Schluss  wendet  der  Verfasser  seine  Aufmerksamkeit 
den  Verhältnissen  an  den  Unstetigkeitsflächen  zu.  F.  K. 


Silvio  Canevazzi.      Contribato    alla   teoria    dei  sistemi 

elastici.     Bologna  Mem.  (4)  X.  673-686. 

Die  hier  entwickelten  Sätze  nehmen  ihren  Ausgangspunkt 
von  dem  Betti'schen  Theorem.  Letzteres  besagt  bekanntlich  Fol- 
gendes: Sind  P;,  P;,  ...,  Fn  und  PJ',  P;',  ...,  Pi;  zwei  Kraft- 
systeme, von  denen  das  eine  die  Angriffspunkte  in  Richtung  der 
Kräfte  des  zweiten  Systems  um  d[^  d',,  ...,  dn  verschiebt,  wäh- 
rend d'/»  ^a'?  •••»  ^n  die  Verschiebungen  bedeuten,  welche  die 
Angriffspunkte  in  Richtung  der  ersten  Kräfte  durch  das  zweite 
System  erfahren,  so  ist: 

^•P'd"  =  2P"d'. 
Sind  Tpq  und  T^  die  Spannungen ,   welche  in  den  Stäben   ent- 
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stehen,  welche  den  p^°  und  9^^°  Knotenpunkt  verbinden,  Jl^und 
Ipq  die  zugehörigen  Verlängerungen  der  Stäbe,  so  ist 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  hat: 

Es  möge  sich  jetzt  das  eine  Kraftsystem  auf  eine  Einzelkraft  P^ 
reduciren,  welche  den  Wert(l)  hat,  dann  möge  Vpq  =  (T^j,  wer- 
den.   Die  obige  Gleichung  reducirt  sich  auf 


d'i=  2, 


(pq) 


EpqApq 


Nun  kann  aber  T'^  offenbar  gleich  2Pi(Tpq)i  geschrieben  wer- 
den, und  wir  erhalten: 

\.'pq)i\Tp<i)^h>q 


<JJf=  SiPi'S 


Epq  Apg 


Um  jetzt  die  Horizontalcomponenten  des  Auflagerdrucks  zu  be- 
rechnen, welcher  in  einem  festen  Knotenpunkte  entsteht,  berechnet 
man  zunächst  ftlr  eine  Einheitskraft  dieser  Richtung  die  Grössen 
{Tpg)B  und  erhält  dann  die  Verschiebung,  die  in  Richtung  dieser 
Grösse  durch  das  gegebene  Kraftsystem  entstehen  würde: 

Ob  —  ^itiZ = — -7 • 

rjpqApq 

Durch  die  Reaction  Q  gegen  diese  Horizontalcomponente  ent- 
steht aber  nach  entgegengesetzter  Richtung  die  Verschiebung: 


Epq  Apq 


Man  hat  also 


V  P  V    '\'^P9)i(Tp<i)B    i 
^^i'i^^  c»       A  ^pq 


0_»  ^pqApq __   V  p.  K. 


Epq  Apq 


Dann  bestimmt  der  Verfasser  auf  dieselbe  Weise  die  Spannung 
in  einem  überzähligen  Stabe. 

Zum  Schluss  dehnt  er  seine  Auseinandersetzungen  auf  voll* 
wandige  Träger  aus.  F.  K. 


r 
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E.  FoNTANEAU.      Sur    r^quilibre    d'ölasticit^    des  Corps 

isotropes.     Asboc.  Fran^.  Limoges  XIX.  49-69. 

Der  Verf.  giebt  in  den  Verhandlungen  der  Gesellschaft 
S.  146  den  Inhalt  seiner  Arbeit  in  folgenden  Worten  an:  ^Der 
wesentliche  Zweck  dieser  Arbeit  ist  der,  die  partiellen  Differen- 
tialgleichangen  der  Elasticität  in  einem  besonderen  Falle  zu  inte- 
griren,  wenn  die  elementare  Rotation  mit  einer  der  Haupt-Dila- 
tationen in  der  Richtung  zusammenfallt.  Um  jedoch  das  Pro- 
blem in  Gleichung  zu  bringen  und  um  es  zu  discutiren,  hat  Hr. 
Fontaneau  die  Theorie,  deren  er  sich  bedient,  darlegen  müssen, 
weil  sie  nicht  veröffentlicht  ist  Wenn  es  ihm  gestattet  ist,  die 
Aufmerksamkeit  auf  einige  Punkte  dieser  Arbeit  zu  lenken,  so 
möchte  er  den  Satz  hervorheben,  welcher  es  ermöglicht,  die  bei- 
den Aufgaben  des  elastischen  Gleichgewichts  einer  sphärischen 
Enveloppe  auf  eine  einzige  zurückzuführen,  und  ferner  die  Me- 
thode, welche  benutzt  ist,  um  den  Bedingungen  an  der  Ober- 
fläche zu  genügen.^  Lp. 

E.  Fontaneau.     Sur  l'^quilibre   d'älasticit^  d'une  enve- 
loppe sph^rique.      Noav.  Add.  (3)  IX.  455-471. 

Es  handelt  sich  um  das  elastische  Gleichgewicht  einer  Kugel- 
schale, wenn  entweder  an  der  Oberfläche  Verrückungen  oder 
die  Druckkräfte  gegeben  sind. 

Zunächst  werden  die  Beziehungen  zwischen  den  auf  zwei 
verschiedene  Goordinatensysteme  bezogenen  Ableitungen  der  Ver- 
rUckungen  nach  den  Coordinaten  einerseits  und  den  neun  Rich- 
tungscosinus andererseits  aufgestellt. 

Dann  werden  die  Componenten  der  Verrflckung  m,  v,  tr 
durch  gewisse  Hülfsfunctionen  ß,,  J2,,  J2,  ausgedrückt,  welche 
einer  einfachen  Potentialgleichung  genügen.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Functionen  ii  homogene  Functionen  der  Coor- 
dinaten sind,  lassen  sich  dann  umgekehrt  die  £i  auch  durch  die 
f/,  o,  to  ausdrücken.    Jetzt  wird   das  zweite  Coordinatensjstem  / 

so  gewählt,   dass  die  eine  Richtung  zusammenfällt  mit  dem  Ra- 
diusvector  eines  Punktes;  dann  erhält  man  die  Function  Si  aus- 
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gedrückt  durch  die  Verrttckangen  ti,  o,  ti?,  die  räumliehea  Polar- 
coordinaten  r,  ^,  q>  und  die  Ableitungen  der  ersteren  nach  den 
letzteren.  Unter  der  Voraussetzung  der  Homogeneität  lassen  sich 
die  Ableitungen  nach  r  noch  ersetzen  durch  die  fi,  v,  w  selbst, 
sodass  die  fraglichen  Functionen  ii  an  der  Oberfläche  durch  die 
ti,  17,  w  bestimmt  sind.  Um  nun  die  Lösung  des  Problems  f&r 
beliebige  u^  o,  w  zu  haben,  hat  man  die  letzteren  nur  nach  Kugel- 
functionen  zu  entwickeln  und  dann  die  Si  aus  einzelnen  Gliedern 
zusammenzusetzen. 

Um  die  zweite  Aufgabe  zu  lösen,  leitet  der  Verfasser  zu- 
nächst für  die  mit  dem  Radius  multiplicirten  Gomponenten  der 
auf  ein  Eugelflächenelement  wirkenden  elastischen  Kraft  Differen- 
tialgleichungen ab,  welche  ganz  ähnlich  denen  ftlr  die  Gompo- 
nenten der  Verrückung  sind.  Man  kann  also  zu  ihrer  Bestim- 
mung das  bei  der  ersten  Aufgabe  eingeschlagene  Verfahren  an- 
wenden. Nachdem  die  in  Frage  stehenden  Grössen  gefunden 
sind,  lassen  sich,  wie  der  Verfasser  zeigt,  auch  die  Verrflckungs- 
componenten  finden.  F.  E. 

A.  B.  Basset.     On  tbe  extension  and  flexure  of  a  thin 

elastic  plane   plate.      London  M.  S.  Proc.  XXI.  33-51. 

Die  meisten  Theorien  gebogener  Platten  setzen  voraus,  dass 
die  Flächenelemente,  welche  der  Mittelebene  der  Platte  parallel 
sind,  keinen  Druck  erleiden.  Dass,  genau  genommen,  diese  Vor- 
aussetzung nicht  immer  zutrifft,  ist  klar;  sie  wird  z.  B.  offenbar 
dann  unrichtig,  wenn  auf  die  Oberflächen  der  Platte  ELräfte  wir- 
ken. Der  Verfasser  legt  seiner  Betrachtung  die  Annahme  zu 
Grunde,  dass  die  in  Frage  stehenden  Gomponenten  mit  abneh- 
mender Dicke  der  Platte  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ord- 
nung werden,  und  dass  ferner  diese  Grössen  eben  so  wie  alle 
anderen  in  Frage  kommenden  Grössen  sich  nach  Potenzen  des 
Abstandes  von  der  Mittelebene  entwickeln  lassen. 

Der  Verfasser  denkt  sich  nun  durch  zwei  Paare  paralleler 
Ebenen,  welche  zu  einander  und  zu  der  Mittelebene  senkrecht 
stehen,  aus  der  Platte  ein  elementares  rechtwinkliges  Parallel- 
epipedon  geschnitten.     Die  Druckkräfte,   welche  an   einer   der 
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Seiteofläcben  wirken,  lassen  sich  zu  drei  Einzelkräften,  deren 
Richtungen  parallel  den  Seitenkanten  sind,  und  zu  zwei  Kräfte- 
paaren vereinigen,  deren  Axen  parallel  denjenigen  Linien  sind, 
in  welchen  die  vier  Seitenebenen  des  Parallelepipedons  die  Mit- 
telebene schneiden.  Das  dritte  Kräftepaar,  dessen  Axe  senkrecht 
zu  der  Mittelebene  steht,  kommt  deshalb  nicht  in  Betracht,  weil 
zwei  der  Seitenkanten  Differentiale  sind. 

Durch  diese  Grössen  und  durch  die  Componenten  der  äusseren 
Kräfte  kann  man  dann  die  fünf  Integrale 

— A  -A  -A 

— A  — A 

ausdrQcken,  wo  ti',  e\  w*  die  Componenten  der  Verrückung  eines 
Punktes  sind,  der  sich  im  Abstände  h!  von  der  Mitte  der  Platte 
befindet,  und  2h  die  Dicke  der  Platte  bezeichnet. 

Die  gemachten  Voraussetzungen  liefern  nun  für  die  obigen 
Integrale  die  Werte: 

dt*     '    '  öx '  dw 

wo  /r  =  a,  -f-  (^8  =  -ö — l"Ä  ~   '^*   **°^   ^^^^  jöt^*   *^lle  Grössen 

auf  die  Mittelplatte  beziehen. 

Ferner  kann  man  die  vier  oben  erwähnten  Kräftepaare 
ebenfalls  durch  to  ausdrücken.  Ist  das  geschehen,  so  erhält 
man  durch  Elimination  der  beiden  auf  der  Mittelebene  senk- 
recht stehenden  Componenten  der  Druckresultanten  eine  Differen- 
tialgleichung ftlr  u>. 

Dann  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  den  Grenzbedin- 
gungen, wo  besonders  die  Bedeutung  der  von  Kirchhoff  entdeck- 
ten Thatsache,  dass  nicht,  wie  Poisson  angenommen  hatte,  drei, 
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BODdern  nur  zwei  GrenzbedingungeD  zu  erfüllen  sind,   erläutert 
wird. 

Nun  berechnet  der  Verfasser  das  elastische  Potential  und 
leitet  daraus  die  noch  fehlenden  Gomponeoten  der  auf  die  Sei- 
tenflächen des  Parallelepipedons  wirkenden  Kräfte  ab.     F.  E. 


Ä.  B.   Basset.     On  the  extension  and  flexure  of  cylin- 
drical  and  spherical  tbin  elastic  shells,   Lood.  Phil.  Trans. 

CLXXXI.  433-480. 

Die  verschiedenartigen  Theorien  dQnner  elastischer  Schalen, 
welche  bis  jetzt  ersonnen  wurden,  sind  in  einer  kürzlich  erschie- 
nenen Arbeit  von  Hrn.  Love  besprochen  worden  (Lond.  Phil. 
Trans.  CLXXIX.  491-546,  F.  d.  M.  XX.  1888.  1075),  und  es 
scheint,  dass  die  meisten,  wenn  nicht  alle,  auf  der  Annahme  be-  I 
ruhen,  dass  die  drei  mit  R,  S,  T  gewöhnlich  bezeichneten  Zwangs- 
kräfte Null  sind-,  wie  jedoch  der  Verfasser  jQogst  ermittelt  hat, 
genQgt  eine  nur  oberflächliche  Prüfung  des  Gegenstandes  f&r  den 
Nachweis,  dass  diese  Annahme  nicht  in  Strenge  genau  sein 
kann.  Indessen  kann  bewiesen  werden,  dass,  wenn  die  äusseren 
Flächen  einer  dünnen  Schale  nicht  einem  Drucke  oder  tangen- 
tialen Zwange  unterliegen^  diese  Zwangskräfte  von  Grössen  ab- 
hängen, die  dem  Quadrate  der  Dicke  proportional  sind,  und 
jedesmal,  wenn  dies  der  Fall  ist,  dQrfen  sie  bei  der  Berechnung 
des  Ausdrucks  fQr  die  von  der  Deformation  herrührende  poten- 
tielle Energie  als  verschwindend  behandelt  werden,  weil  sie  der 
fünften  Potenz  der  Dicke  proportionale  Glieder  zur  Folge  haben, 
die  also  vernachlässigt  werden  dürfen.  In  dem  vorliegenden 
Aufsatze  wird  auch  durch  eine  indirecte  Methode  gezeigt,  dass 
ein  ähnlicher  Satz  in  dem  Falle  cylindrischer  und  sphärischer 
Schalen  gilt,  und  dass  daher  die  Hypothese  des  Hrn.  Love,  ob- 
schon  als  eine  Annahme  nicht  genügend,  zu  richtigen  Ergebnissen 
führt.  Ein  allgemeiner  Ausdruck  für  die  von  einer  Deformation 
herrührende  potentielle  Energie  in  krummlinigen  Coordinaten  ist 
auch  von  Hrn.  Love  erhalten  worden,  und  die  Bewegungsglei- 
chungen nebst  den  Grenzbedingungen  sind  hieraus  mittels  des 
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Prineips  der  virtttellen  Arbeit  hergeleitet  worden.  Wenn  dieser 
Ausdruck  und  die  Gleichungen,  zu  denen  er  fOhrt,  richtig  wären, 
80  würde  jede  neue  Theorie  dUnner  Schalen  unnötig  sein;  allein 
obgleich  diejenigen  Teile  der  Arbeit  des  Hrn.  Love,  welche  von 
der  Dicke  der  Schale  abhängen,  zweifellos  richtig  sind,  so  ist  der 
Verfasser  doch  aus  Gründen,  die  in  der  Abhandlung  beigebracht 
werden,  der  Ansicht,  dass  die  vom  Kubus  der  Dieke  abhängen- 
den Glieder  nicht  genau  richtig  sind.  Gly.  (Lp.) 


A.  B.  Basset.     On  the  radial  vibrations  of  a  cylindrical 

elastic   shell.     London  M.  S.  Proc.  XXI.  53-58. 

Bei  der  gewöhnlichen  Behandlung  der  Biegung  elastischer 
Platten  und  Schalen  werden  die  Druckcomponenten  für  die  der 
Mittelfläche  parallelen  Elemente  gleich  Null  gesetzt.  Die  Zu- 
lässigkeit  dieser  Annahme  nachzuweisen,  ist  um  so  wOnschens- 
werter,  als  ohne  diese  Annahme  die  Aussichten  auf  eine  befrie- 
digende Theorie  der  Schwingungen  von  Platten  und  Glocken 
ziemlich  gering  sind. 

Eine  strenge  Lösung  erhält  man  offenbar,  wenn  man  von 
den  allgemeinen  Gleichungen  der  Elasticitätstheorie  ausgeht;  die- 
sem Vorgehen  stellen  sich  jedoch  so  grosse  mathematische  Schwie- 
rigkeiten in  den  Weg,  dass  im  allgemeinen  auch  dieses  Ver- 
fahren aussichtslos  erscheint. 

Einer  der  wenigen  Fälle,  in  denen  diese  Behandlung  zum 
Ziele  ftthrt,  ist  derjenige  radialer  Schwingungen  eines  cylindri- 
sehen  Körpers.  Hr.  Basset  behandelt  ihn  zunächst  auf  die  eben 
bezeichnete  Weise,  dann  so,  wie  es  bei  der  Theorie  dünner 
Schalen  geschieht.  Beidemal  ergeben  sich  dieselben  Schwin- 
gungszahlen.    F.  K. 

H.  Lamb.     On  the  flexure  of  an  elastic  plate.     Lood.  M. 

S.  Proc.  XXI.  70-90. 

Hr.  Lamb  geht  bei  seiner  Behandlung  des  in  Frage  stehen- 
den Problems  von  folgenden  Gesichtspunkten  aus.  Für  die  all- 
gemeine Gestalt  der  Platte,   namentlich  ihrer  Mittelfläche,   wird 
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Dicht  die  Art,  wie  die  Einzelkräfte  und  Eräftepaare  ein  Gebiet 
von  den  Dimensionen  der  Plattendicke,  ein  sogenanntes  Element, 
angreifen,  von  Bedeutung  sein,  sondern  nur  ihre  Orösse.  So 
wird  z.  B.  ein  Druck  auf  einer  Seite  der  Platte  keinen  wesent- 
lich anderen  Effect  hervorbringen,  als  ein  Zug  auf  der  anderen 
Seite. 

Der  Verfasser  betrachtet  nun  zweierlei  verschiedene  Defor- 
mationen eines  Plattenelementes.  Die  erste  ist  die  von  Eirchhoff 
betrachtete,  deren  wesentliche  Annahmen  die  sind,  dass  erstlich  die 
Mittelfläche  keine  Ausdehnung  erleidet,  dass  zweitens  die  Linien, 
welche  vor  der  Deformation  auf  der  Mittelebene  senkrecht  stan- 
den, auch  nach  der  Deformation  diese  Eigenschaft  behalten,  und 
dass  drittens  ein  Flächenelement,  welches  der  Mittelebene  parallel 
ist,  keinen  Zug  oder  Druck  erleidet. 

Bei  der  anderen  Deformation  werden  die  VerrQckungen  in 
Richtung  der  drei  Axen  durch 

dargestellt.  Bei  ihr  haben  die  Eräfte,  welche  auf  einen  zur 
Mittelfläche  senkrecht  stehenden  Schnitt  wirken,  die  Richtung 
der  Normale  der  Platte. 

Ftlr  beide  werden  die  Gomponenten  und  Momente  der  äusseren 
Eräfte  bestimmt,  welche  den  mit  den  Deformationen  verbundenen 
elastischen  Eräften  das  Gleichgewicht  halten.  Durch  Superposi- 
tion  beider  kann  man  es  erreichen,  einer  äusseren  Normalkraft 
und  zwei  Eräftepaaren,  deren  Axen  parallel  der  a;-Axe  und  der 
y-Axe  sind,  das  Gleichgewicht  zu  halten. 

Durch  eine  geeignete  mathematische  Behandlung  gelangt 
dann  der  Verfasser  zu  der  gewöhnlichen  Beziehung  zwischen  der 
ErQmmung  der  Mittelebene  einerseits  und  den  in  Frage  stehen- 
den äusseren  Eräften  andererseits. 

Nun  wendet  sich  der  Verfasser  den  Grenzbedingungen  zu. 
Am  Rande  der  Platte  werden  sich  die  Verhältnisse  insofern  än- 
dern, als  dort  auch  nicht  mehr  näherungsweise  die  Bedingungen 
erfüllt  sind,  welche  im  Innern  vorausgesetzt  wurden.  Namentlich 
wird   hier  ein  Linienelement,    das  ursprünglich  zur  Hittdebene 
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senkrecht  war,  nach  der  Deformation  diese  Eigenschaft  nicht 
mehr  haben.  Andererseits  werden  sich  diese  Abweichungen  auf 
ein  Gebiet  beschränken,  dessen  Breite  nicht  allzu  gross  im  Ver- 
gleich zur  Dicke  der  Platte  ist.  Wesentlich  ist  nun,  dass  an 
dem  Normalsehnitte,  welcher  zum  Rande  senkrecht  steht,  sich  eine 
Kraft  von  der  Richtung  der  Flächennormale  geltend  macht,  die 
nicht  nach  der  Längeneinheit  gemessen  werden  kann,  die  viel- 
mehr für  eine  unendlich  kleine  Länge  einen  endlichen  Wert  lie- 
fert. Fuhrt  man  diese  in  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  ein 
Grenzelement  der  Platte  ein,  so  erhält  man  drei  Gleichungen. 
Eliminirt  man  nun  die  eben  erwähnte  unbekannte  Kraft,  so  er- 
hält man  die  beiden  Grenzbedingungen  von  Kirchhoff. 

Als  erstes  Beispiel  zur  Erläuterung  der  allgemeinen  Ent- 
wickelung  behandelt  der  Verfasser  die  gleichmässige  antiklastische 
Krümmung,  dann  Schwingungen,  welche  sich  auf  einem  von  zwei 
parallelen  Geraden  begrenzten  Bande  fortpflanzen.  Endlich  stellt 
er  Betrachtungen  über  rechteckige  Platten  an,  welche  darin  gipfeln, 
dass  in  der  Nähe  der  Ecke  die  Abweichung  der  deformirten  Platte 
von  der  Ebene  durch  Grössen  von  der  vierten  Ordnung  gegeben 
wird. 

Zum  Schluss  behandelt  der  Verfasser  noch  ein  Problem  von 
den  Grundgleichungen  der  Elasticitätstheorie  aus.  Es  ergiebt 
sich,  dass,  wenn  der  Körper  in  eine  dünne  Platte  übergeht,  es 
thatsächlich  für  die  Deformation  gleichgültig  ist,  ob  die  äussere 
Kraft  über  die  Dicke  der  Platte  gleichmässig  verteilt  ist,  oder 
ob  sie  nur  auf  die  Oberflächen  wirkt.  F.  K. 


H.  Lamb.     On  tbe  deformatiou  of  an  elastic  shell. 

LoDd.  M.  S.  Proc.  XXI.  119-146. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Deformationen  gekrümmter 
Flächen  nach  denselben  Principien  wie  die  der  Platten.  Es  wer- 
den wieder  zunä'*h8t  zwei  specielle  Deformationen  und  die  mit 
ihnen  verbundenen  elastischen  Kräfte  bestimmt.  Dann  werden 
die  äusseren  Kräfte  hergeleitet,  welche  den  genannten  elasti- 
schen Kräften  das  Gleichgewicht  halten.  Hiemach  werden  die 
Grenzbedingungen  aufgestellt.    Es  versteht  sich  wohl  von  selbst, 

Fortaehr.  d.  Math.  XXII.  3.  64 
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daB8  die  Rechnangen  f&r  den  vorliegenden  Fall  erheblich  com- 
plicirter  sind  als  für  ebene  Platten. 

Zur  Erläuterung  wird  dann  zunächst  die  Eugelschale  heran- 
gezogen, eingehender  wird  die  cylindrische  Schale  behandelt. 
Zur  Darlegung  der  an  den  freien  Kanten  einer  offenen  cylindri- 
sehen  Schale  gQltigen  Verhältnisse  wird  ein  specielles  Beispiel 
behandelt.  F.  K. 

H.  Lamb.     On  the  deformation  of  an  elastic  shell. 

Natare  XLI.  549. 

Auszug  aus  einer,  der  Lond.  M.  S.  yorgetragenen  Arbeit. 
(Vergl.  das  Referat  S.  1009.)  Lp. 


H.  ScHOENTJES.  Sur  las  d^formations  qua  fönt  naitre, 
dans  un  h^misph^ra  creux  m^tallique,  le  choc  et  la 
pression  d'un  corps  dur.  Beig.  Bnli.  (3)  XX.  295-305. 

G.  VanderMensbrügghe.     Rapport,  ibid.  237. 

Die  Deformationen  haben  eine  grössere  Regelmässigkeit,  als 
man  es  von  vorn  herein  vermutet  hätte.  Mn.  (Lp.) 


C.  Chrbb.     On  the  longitudinal  vibrations  of  aelotropic 
bars   with  one  axis   of  material  symmetrj.      Quart  J. 

XXIV.  340-358. 

Im  Anschluss  an  frtthere  Untersuchungen  [Quart.  J.  XXI. 
287,  Quart.  J.  XXIII.  317;  F.  d.  M.  XXI.  1060]  behandelt  der 
Verfasser  in  der  vorliegenden  Abhandlung  die  Longitudinal- 
Schwingungen  eines  Stabes  mit  kreisförmigem  Querschnitte,  dessen 
Axe  zusammenfällt  mit  einer  Symmetrieaxe  der  Substanz,  aus 
welcher  der  Stab  gefertigt  ist.  Dann  erleidet  jedes  Teilehen 
neben  der  Verrflckung  w  in  Richtung  der  Axe  eine  Verrflckung 
Ur  in  Richtung  seines  Abstandes  von  der  letzteren. 

Die  Differentialgleichungen  für  beide  werden  zunächst  auf- 
gestellt und  dann  Lösungen  von  der  Form: 

Ur  =  rip(r)co8(pa— a)co8Ä<, 
tu  =  y  (r)  cos  (pa—a)  cos  A/ 
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ermittelt,  wobei  die  Funetionen  q>(r)  und  \p{r)  nach  Potenzen  von 
r  entwickelt  werden.  Ausser  den  Constanten  p,  o,  k  treten  in 
diesen  Functionen  zwei  willk&rliche  Constanten  a^  und  a,  linear 
und  homogen  auf. 

Die  beiden  Oberflächenbedingungen,  welche  zu  erfüllen  sind, 
liefern  zwei  homogene  lineare  Relationen  zwischen  a^  und  a„  aus 
denen  man  durch  Elimination  eine  Beziehung  zwischen  k  und  p  er- 
hält Die  Constante  p  ergiebt  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  Enden 
des  Stabes  von  der  Länge  /.    Ist  ein  Ende  frei,  das  andere  fest, 

1  n 

so  muss  p  =  -T-  (2i  4- 1)  ^  sein,  hingegen  muss  bei  zwei  freien 

oder  festen  Enden  p  =— 2t7csein.  Mit  de  Saint- Venant's  Bezeich- 
nung  der  Elasticitätsconstanten  erhält  man  in  zweiter  Näherung: 

resü  r  ^  ^^^^^^  1 

f  .   .  w  1 ,  ,  ,  L  des  Stabes  J 

^  =  ^(f)l'-T(f )'■'•!■ 

Ur  =  a^rpjjcos  fc<  COS  (p»—a), 

to  =  a^(\ — ir*p'jj)co8Ar/cos(p»—a). 

F.  K. 

L.  üiviNiNi.      Intorno   a  ud  caso  di  piccole  oscillazioni 
d'una  superficie.    Batt.  G.  xxviii.  375-379. 

Die  Entwickelungen  beruhen  auf  der  Annahme,  dass  jedes 
Linienelement  eine  normale  Zugkraft  erleidet,  welche  eine  ganze 
lineare  Function  der  an  derselben  Stelle  herrschenden  Flächen- 
dilatation ist.  Der  Verfasser  gelangt  auf  diese  Weise  zu  Diffe- 
rentialgleichungen für  Transyersalschwingungen,  welche  mit  denen 
von  Membranen  übereinstimmen.  F.  K. 


W.  Voigt.  Bestimmung  der  Elasticitätsconstanten  für 
Kalkspat.  Unter  Benutzung  der  Biegungsbeobach- 
tungen  von    Baumgarten.      Wiedemano  Ado.  XXXIX.  412-431. 

64* 
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W.  Voigt.     Einige  Bemerkungen  über  die  Gleitfl&chen 

des    Kalkspats.       WiedemaDO  Aon.  ZXXIX.  432-439. 

Bericht  F.  d.  H.  XXI.  1889.  1038. 


W.  Voigt.     Bestimmung  der  Elasticitätsconstanten   des 

brasilianischen  Turmalines.     Wiedemann  Ann.   XLI.  712-724; 
Gott.  Nachr.  1890.  279-295. 

Der  mathematische,  auf  rhomboedrisch-hemiedrische  Erystalle 
bezflgliche  Teil  der  Abhandlung  ist  in  früheren  Abhandlangen 
des  Verfassers  enthalten.  F.  K. 


H.  Resal.  Sur  le  mouvement  d'un  prisme,  reposant 
sur  deux  appuis,  soumis  ä  Taction  d'une  force  nor- 
male variable  suivant  une  loi  particuli&re,  appliquee 
en  un  point  dötermind  de  la  fibre  mojenne.    C.  R.  ex. 

1157-1160. 

Die  Differentialgleichung  der  Aufgabe 

dt'     ""  Öx* 

wird  mit  Httlfe  der  Substitution  y  =  ITL  auf  die  Integration  der 
beiden  Differentialgleichungen 

1    rf*r  a*    d'X 


T    dt^    ""        X     dt*    ""*"'' 

^ = — 

zurückgeführt,  und  es  wird  gezeigt,  wie  die  Integrationsconstan- 
ten  durch  acht  Gleichungen  von  gegebener  Form  bestimmt  wer- 
den können.  Lp. 

A.  M.  WoRTHiNQTON.     Bourdon's  pressure  gauge.     Natuw 

XLI.  296. 

A.  6.  Gre£Nhill.      Bourdon's    pressure    gauge.      Naton 

XLI.  517-518. 

Lord  Raylbigh.     The  Bourdon  gauge.    Natare  XLII.  197. 

Das  Princip  des  Bourdon'schen  Druckmessers  wurde  sufilllig 
entdeckt  (Institution  of  Civil  Engineers  XI.  14.  1851).    Eine  ele- 
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mentare  Erläuterung  der  Theorie  wurde  von  Lord  Bayleigh  in 
Lond.  R.  S.  Proc.  1888  gegeben.  Eine  mathematische  Theorie  von 
Hill  in  Mess.  (2)  I.  (F.  d.  M.  III.  1871.  503)  ist  nicht  einwands- 
frei.  Die  yon  Hrn.  Worthington  versuchte  Erklärung  findet  nicht 
die  Billigung  des  Herrn  Greenhill,  welcher  der  Meinung  ist,  dass 
vorläufig  die  Aufstellung  einer  quantitativen  Formel  aussichts- 
los  ist.  Lp. 

K.  Pearson.     Od  Wöbler's  experiments  on  alternating 

Stress.     Mesa.  (2)  XX.  21-37. 

Es  ist  lange  bekannt  gewesen,  dass  elastische  Körper,  welche 
lange  wiederholten  Vibrationen  oder  schnellen  Wechseln  von 
Zwangskräften  unterworfen  werden,  zuletzt  unter  weit  geringeren 
Belastungen  zusammenzubrechen  scheinen,  als  den  statischen  Zer- 
brechungs- Belastungen  entspricht.  Die  praktische  Wichtigkeit 
dieser  anscheinenden  Ermüdung  des  Materials  hat  zu  den  Ver- 
suchen von  Fairbairn,  Wöhler  und  Bauschinger  geführt.  Die 
sorgfältigen  Ergebnisse  Wöhler's  haben  bei  vielen  Schriftstellern 
über  die  Stärke  der  Materialien  die  Annahme  gewisser  Gesetze, 
unter  dem  Namen  der  Wöhler'schen,  für  die  sichere  Grenze  der 
Belastungen  bei  Materialien  veranlasst,  die  Schwingungen  unter* 
worfen  sind.  Diese  Gesetze  besagen,  dass  eine  moleculare  Aen- 
derung  in  einem  Material  sich  vollzieht,  welches  einem  wieder- 
holten Zwange  unterworfen  wird,  eine  Aenderung,  welche  in 
demselben,  einem  continuirlichen  Zwange  von  gleicher  Grösse 
unterworfenen  Materiale  nicht  stattfinden  würde.  Hr.  Pearson 
widerspricht  der  Meinung,  dass  irgend  eine  deutliche  moleculare 
Aenderung  geschieht,  die  einer  Vibration  oder  wiederholten  Be- 
lastung eigentümlich  wäre.  Er  glaubt,  dass  in  jedem  Falle,  bei 
welchem  eine  geringere  Last  als  die  statische  ein  Material  zer- 
stört und  diese  Zerstörung  molecularen  Aenderungen  zugeschrie- 
ben wird,  bei  näherem  Zusehen  die  Kinetik  des  Problems  in  Wahr- 
heit im  Körper  einen  weit  höheren  Zwang  ergeben  wird  als  eine 
statische  Last  derselben  Grösse,  und  dass  dies  sogar  in  denjeni- 
gen Fällen  geschieht,  bei  welchen  nichts  von  der  Art  eines  Im- 
pulses vorhanden  ist.    In   dem  vorliegenden  Aufsatze  erforscht 
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er  die  Wirkung  der  Trägheit  des  Hebels  in  Wöhler's  Apparat 
und  zeigt,  dass  diese  von  Bedeutung  sein  kann.  Noch  andere 
mathematische  Untersuchungen  bezüglich  des  Gegenstandes  dieneo 
zur  Stütze  seiner  Ansichten.  61r.  (Lp.) 


J.  H.  MiCHBLL.     On  the  stability  of  a  beni  and  twisted 

wire.      Mess.  (2)  XIX.  181-184. 

Wenn  ein  Draht  von  isotropem  Querschnitt,  der  in  natflr- 
liebem  Zustande  gerade  ist,  gedrillt  wird,  und  wenn  man  die 
beiden  Enden  so  verbindet,  dass  eine  continuirliche  Curve  ent- 
steht, so  ist  der  Kreis  eine  stabile  Gleichgewichtsform  für  einen 
unterhalb  eines  gewissen  Wertes  liegenden  Betrag  der  Drillung. 
In  diesem  Aufsatze  untersucht  der  Verfasser  die  allgemeineo 
wesentlichen  Gleichungen  der  Vibration  eines  gespannten  Drahtes 
und  wendet  sie  auf  die  Bestimmung  der  Grenzen  der  Stabilität 
in  dem  obigen  Falle  an.  GIr.  (Lp.) 


J.    PeRRY.      On    twisted   Strips.    Phil  Mag.  (5)  XXIX.  244-247. 

6.  H.  Bryan.      On    the    deformation  of  twisted   strips. 

Phil.  Mag.  (5)  XXX.  476-480.  ^ 

Ein  gerader  Metallstreifen,  welchem  durch  Anwendung  eines 
Drillmomentes  ein  ständiges  gedrilltes  Aussehen  gegeben  veordeo 
war,  wobei  die  Axe  eine  Gerade  blieb,  zeigte,  wenn  er  einem 
Zuge  in  der  Richtung  der  Axe  unterzogen  wurde,  eine  Entdril- 
lung  (untwisting),  welche  mit  Bezug  auf  die  Längsdehnung  gross 
war.  In  der  ersten  Arbeit  werden  zwei  Formeln  als  Ausdrficke 
für  den  Betrag  der  Entdrillung  vorgeschlagen.  Nimmt  man  b 
und  t  bezw.  als  die  Breite  und  Dicke  des  Streifens,  g>  als  die 
ständige  Drillung  auf  die  Längeneinheit,  N  die  Starrheit  und  6 
den  Entdrillungswinkel  auf  die  Längeneinheit,  wenn  der  Zug  r 

ist,   so  giebt  die  erste  Formel  6  =        \  ,   die  zweite 


0  = 


4M' 
3«?  (  1  1 


Nt^  (  2arctgiqp6         q>b 
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Ist  q>b  sehr  klein,  so  fällt  die  zweite  mit  der  ersten  zusammen. 
In  der  zweiten  Arbeit  wird  eine  befriedigendere  Lösung  ge- 
sucht, indem  man  die  Aufgabe  als  einen  besonderen  Fall  der 
Deformation  einer  dünnen  Platte  betrachtet.  Braucht  man  2a, 
2A,  n  bezw.  statt  6,  f,  N  und  bezeichnet  den  Young'schen  Modu- 
lus  mit  Ej  so  ist  der  f&r  6  gefundene  Wert 

ß  ^  «P 

16Äa'(^Ea^+-^.-^) 

Ist  (iq>  sehr  klein,  so  wird  dies  gleich  traqp/lGnA',  übereinstimmend 
mit  dem  ersten  Werte  in  Hrn.  Perry's  Note.  Beim  Anwachsen 
von  g>  erreicht  jedoch  6  bald  ein  Maximum,  nämlich  wenn 


acp  =  Af 


15 


2(1+^)  ' 

WO  n  Poisson's  Verhältniszahl  ist.  Ist  also  h/a  klein,  so  tritt 
der  Maximalwert  von  6  innerhalb  der  Grenzen  auf,  fDr  welche 
die  Annäherung  gilt.  6bs.  (Lp.) 

K.  Pearson.     Note  on  Clapeyron^s  theorem  of  the  three 

momentS.     Mobs.  (2)  XIX.  129-135. 

In  den  Comptes  Rendus  für  1857  (XLV.  1076-80)  hat  Cla- 
peyron  eine  Beziehung  zwischen  den  Momenten  in  drei  auf  einan- 
der folgenden  Stutzpunkten  eines  continuirlichen  Balkens  ge- 
geben, wenn  stetige  gleichförmige  Lasten  auf  den  beiden  Spann- 
weiten verteilt  sind.  Dieses  Ergebnis  ist  durch  Heppel  und  Wey- 
rauch verallgemeinert  worden,  aber  unter  der  Annahme,  dass  die 
Stützen  starr  sind.  In  den  meisten  wirklichen  Fällen  sind  in- 
dessen die  Stützen  Metallsäulen,  welche  ebenso  elastisch  sind 
wie  der  continuirliche  Träger  selbst.  Der  Zweck  der  Note  ist 
die  Erforschung  der  Wandelungen,  die  somit  einzuführen  sind. 

Glr.  (Lp.) 

J.    Weyrauch.      Zur    Vereinfachung    der    Berechnung 
durchgehender    Träger.     Hannov.  Zeitechr.  XXXVL  201-206. 

Die  Berechnung  von  Trägern  bleibt  namentlich  deshalb  trotz 
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gewisser  Vereinfachungen  so  umständlich,  weil  man  meistens  eine 
sehr  grosse  Zahl  von  Belastungsfällen  zu  berQcksichtigen  bat. 
Der  Verfasser  zeigt  an  einem  concreten  Fall  eines  Trägers  Ton 
vier  Oeffnungen,  dass  man  an  Stelle  der  nach  dem  sonst  fibliehen 
Verfahren  zu  berOcksichtigenden  13  Belastungsfälle  mit  der  Be- 
rücksichtigung von  sechs  Fällen  hinreichend  genaue  Resultate  er- 
zielt.    F.  K. 

A.  Ramisch.     Versuch  einer   neuen  Theorie  der  excen- 
trischen  Zug-  und  Druckbelastuug.     Pr.  Reaisch.  mit  Fach- 

klassen.  Aachen. 

Der  Verfasser  hebt  mit  Nachdruck  hervor,  was  nie  bezwei- 
felt wurde,  dass  bei  vollkommen  centrischer  Belastung  eines 
Stabes  nie  eine  Durchbiegung  stattfinden  könne,  wie  lang  der- 
selbe auch  sein  möge,  und  fährt  dann  fort:  „Wir  erwähnen  diesen 
Fall  ausführlich,  weil  die  Theorie  der  Zerknickungsfestigkeit 
darauf  basirt,  dass  bei  Stäben,  die  im  Verhältnis  zu  den  Dimen- 
sionen der  Querschnitte  sehr  lang  sind,  doch  Durchbiegung  statt- 
finden könne,  und  weil  dieselbe  dann  hieraus  durch  Anwendung 
unpassender  Formeln  unrichtige  Resultate  erzielt".  Diese  Kritik 
ist  ungerechtfertigt  und  entspringt  aus  einer  unrichtigen  Auffassung 
der  in  Frage  stehenden  Methode. 

Die  eigene  Methode  des  Verfassers,  die  Gestalt  eines  durch 
excentrische  Belastung  deformirten  Stabes  zu  finden,  ist  unrich- 
tig. Sie  beruht  nämlich  auf  der  irrigen  Annahme,  dass  die  so- 
genannte neutrale  Linie  eine  äquidistante  Curve  zur  Schwer- 
pun^tslinie  ist.  Dabei  ist  unter  neutraler  Linie  die  Curve  ver- 
standen, welche  die  Querschnitte  in  solchen  Punkten  schneidet, 
deren  Fasernelemente  weder  Contraction  noch  Dilatation  er- 
fahren haben.  F.  K. 

Bertrand  de  Fontviolant.     Sur  la  statique  graphique 
des  arcs  ^lastiques.    C  R.  ex.  697-700. 

Hr.  Maurice  Levy  hat  unter  Vernachlässigung  der  durch  die 
Längsspannung  und  durch  die  Querkrafl;  hervorgerufenen  Defor- 
mationen, welche  allerdings  klein  sind  gegen  die  durch  das  Bie- 
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guDgsmoment  bedingten  Formänderungen,  die  Theorie  der  elasti- 
schen Bogen  auf  Sätze  gegründet,  welche  sowohl  graphisch  als 
analytisch  entwickelt  werden  können.  Das  Fundament  dieser 
Theorie  besteht  in  der  Einführung  fictiver  Kräfte,  welche  längs 
der  mittleren  Faser  des  Bogens  angreifen. 

Die  vorliegende  Note  giebt  an,  wie  diese  fictiven  Kräfte 
modificirt  werden  müssen,  damit  man  auch  die  oben  vernach- 
lässigten Deformationen  berücksichtigen  kann.  F.  K. 


Bertrand  de  Fontviolant.     Memoire    sur   la    statique 
grapbique  des  arcs  älastiques.    M6in.  de  la  soc.  des  log.  civ. 

1890.  I.  402-450. 

AusfUhrHche  Abhandlung,    über  welche  ein  Referat  in  den 
C.  R.  gegeben  wurde,  welches  oben  besprochen  ist,         F.  K. 


G.  G.  Ferria.     Sulla  stabilita  delle  völte  caricate  colla 
regola  di  Schwedler.     Torino  Atti  xxv.  510-518. 

Unter  Schwedler'scher  Belastung  versteht  der  Verfasser  eine 
solche,  bei  welcher  die  Druck(Stütz)linie  mit  der  Mittellinie  des 
Gewölbes  zusammenfällt.  Bei  Kreisbogen  ist  dies  der  Fall,  wenn 
zwischen  der  Belastungshöhe  z  und  dem  Winkel  g>,  welchen  die 
Tangente  mit  der  Horizontale  einschliesst,  die  Gleichung 

j5  =  z^sec'f) 
besteht.     Dabei  ist   das  Material   als    unelastisch  vorausgesetzt. 
Der  Verfasser  untersucht  mit  Hülfe  des  Princips  von  Castigliano, 
wie   sich    die  Druckverteilung  gestaltet,    falls  das  Material  als 
elastisch  angesehen  wird.  F.  K. 


F.  KöTTBR.     Beitrag  zur  Lehre  vom  Pachwerk.    Centralbl. 

d.  Bauverw.  X.  71.  [P.  d.  M.  XVIII.  1886.] 

Im  VI.  Bande  des  C.Bl.  der  Bauverwaltung  hatte  Hr.  Forch- 
heimer  den  bemerkenswerten  Satz  bewiesen:  Für  ein  Fachwerk, 
welches  eine  Stoffverteilung  gleichmässiger  Beanspruchung  zu- 
lässt,  wird  bei  dieser  Verteilung  sowohl  die  Einsenkung  als  auch 
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die  Meistbeanspruchung  ein  Minimum.  Demnach  ist  unter  der 
angegebenen  Voraussetzung  diejenige  Verteilung  zugleich  die 
günstigte,  bei  welcher  die  Einsenkung  ein  Minimum  wird. 

Dieser  Satz  wird  in  der  vorliegenden  Note  unter  Benutzung 
des  Princips  von  Castigliano  bewiesen.  F.  E. 


Ä.  Ritter,      lieber  die  Fortpflanzung   der  Spannungen 
in  elastischen  Körpern,     z.  deatscb.  log.  xxxiv.  i%-202, 

254-256,  1268-1273,  1298-1303. 

Wird  auf  einen  einerseits  gestützten,  ursprünglich  im  span- 
nungslosen Zustand  befindlichen  Stab  ein  am  freien  Ende  an- 
greifender Druck  ausgeübt,  so  werden  zunächst  die  diesem  Ende 
nächstliegenden  Teile  eine  Stauchung  erleiden  und  eine  ge- 
wisse  constante  Geschwindigkeit  annehmen,  während  die  am  ge- 
stutzten Ende  befindlichen  Teile  anfangs  noch  in  ihrem  ursprüng- 
lichen Zustande  verharren.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
der  durch  den  Druck  hervorgerufene  Zustand  sich  fortpflanzt,  ist 
gleich  der  Geschwindigkeit,  welche  die  einzelnen  Teile  anneh- 
men. Wenn  nun  die  Stauchung  und  Geschwindigkeit  auch  das 
gestützte  Ende  ergreift,  macht  sich  dort  zunächst,  weil  das  ge- 
stützte Ende  einer  Bewegung  nicht  fähig  ist,  eine  entgegenge- 
setzte Geschwindigkeit  geltend,  welche  bewirkt,  dass,  vom  £nde 
ausgehend,  nach  und  nach  der  ganze  Stab  zur  Ruhe  gelangt.  In 
dem  Moment,  wo  das  der  Fall  ist,  hat  aber  der  ganze  Stab  eine 
Stauchung,  die  doppelt  so  gross  ist  wie  diejenige,  welcher  durch 
den  am  Ende  wirkenden  Druck  das  Gleichgewicht  gehalten  wer- 
den kann.  Deshalb  gerät  jetzt  das  freie  Ende  des  Stabes  nach 
entgegengesetzter  Bichtung  in  Bewegung  und  die  Stauchung  wird 
zur  Hälfte  ausgeglichen.  Dieser  Process  pflanzt  sich  wieder  durch 
den  Stab  fort  und  bewirkt,  am  gestützten  Ende  angelangt,  das 
Fortschreiten  einer,  dieser  neuen  entgegengesetzten  Geschwindig- 
keit, welche,  indem  sie  im  Stabe  selbst  fortschreitet,  allmählich  die 
erstere  auslöscht,  wobei  dann  noch  der  Rest  der  Stauchung  ver- 
nichtet wird.  Nach  einer  bestimmten  Zeit  wird  sich  also  der  ur- 
sprüngliche Zustand  wieder  hergestellt  haben,  und  das  Spiel  be- 
ginnt von  neuem. 
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Diesen  Vorgang  und  andere  ähnliche,  z.  B.  die  Fortpflanzung 
von  Torsionsspannungen,  die  Fortpflanzung  der  Druckänderuugen 
in  atmosphärischer  Luft,  die  Zustandänderung  der  Luft  bei  ste- 
tigem Wachsen  der  Kolbengeschwindigkeit,  unterzieht  der  Ver- 
fasser einer  eingehenden  Betrachtung.  Unsere  Meinung  fiber  die 
Abhandlung  bringen  wir  am  besten  zum  Ausdruck,  wenn  wir  die 
eigenen  Worte  des  Verfassers  hierhersetzen:  „Auf  alle  Fälle 
empfiehlt  sich  diese  Theorie  durch  die  Anschaulichkeit  des  Bil- 
des, welches  sie  von  der  Fortpflanzung  der  Spannungsänderung 
im  Innern  der  elastischen  Körper  liefert^.  F.  K. 


Fr.  Engbssbr.      Ueber    zusammengesetzte    Druck-    und 

Biegungsfestigkeit.     Z.  deatscb.  log.  XXXIV.  731-736. 

Wenn  ein  gerader  Stab  durch  excentrischen  Druck  belastet 
wird,  so  ergiebt  sich  eine  Ausbiegung.  Bei  frei  drehbaren  Stab- 
enden ergiebt  sich  die  grösste  Ausbiegung  in  der  Mitte  auf: 

a,  =  a:cosy-j^, 

und  dort  finden  die  grössten  Druck-  und  Zugspannungen  statt: 

P  (.  ,    a.e\        Pf.,    ae  J~Pl'~\ 


o,  = 


-^-(-l  +  ^:co8j/^), 


oder  wenn  wir  die  Euler'sche  Knickbelastung  — r, —  =  P^   ein- 


führen 


P  /^  .    ae  n  ^fT\ 


Ist   nun    die  zulässige  Druckspannung  /r,   so    erhalten  wir   die 
Druckbelastung  aus: 


t  =  i(l  +  ^:c.|-y;0. 


Bezeichnet  man  noch  mit  ft^  ^i^  Knickfestigkeit,  d.  h«  den  Wert 
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Ptl^i  SO  erh&It  man  nach  einigen  Rechnungen 

In  derselben  bedeutet  a  einen  gewissen  Coefficienten.    Man  kann 
die  Formel  auch  so  schreiben: 


+  «+-11- 


oder  mit 


*o 


W    =    — , 


e 

F.k 


Setzt  man  nun  *.  =  -^— — r^,    wo  j?  ein  Coefficient  und  X  die 

specifische  Länge,    d.  h.    das  Verhältnis    von  Länge   und  Träg- 
heitsradius ist,  so  erhält  man 

F.k 


P,  = 


l  +  rjV  +  a+~ 


und  zwar  nicht  nur  innerhalb  der  Grenzen,  innerhalb  deren  Pro- 
portionalität zwischen  Spannung  und  Dilatation  erfüllt  ist. 

Der  Verfasser  entwickelt  weiter  eine  Formel  f&r  die  zu- 
lässige Druckbelastung,  wenn  eine  horizontal  gerichtete  Kraft 
H  =  yP  angreift.    Nennt  man  a  die  grösste  durch  das  Moment 

Hl  Hl 

~^r-  hervorgerufene  Spannung  a  =  -^^^ — ,   so   erhält   man   auf 

ähnliche  Vi^eise  wie  vorher 


P.   = 


'.O-i) 


•+t(«+:)-T 


k  ^        w 

Zum  Schluss  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  dem  Sicherheits- 
grade.  F.  K. 
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Fr.  Engessbr.     Ueber  Mittelgelenkbalken.   HaDoov.  Zeitsehr. 

XXXVI.  405-410. 

Der  Verfasser  unterzieht  zunächst  den  gewöhnlichen  Fach- 
werkträger, den  Mittelgelenkbalken  und  den  Dreigelenkbogen  mit 
Zugstange  einer  allgemeinen  vergleichenden  Betrachtung  und 
gelangt  zu  dem  Resultat,  dass  der  erste  vor  den  anderen  vom 
rein  technischen  Standpunkte  aus  den  Vorzug  verdient,  und  dass 
also  die  anderen  nur  dann  anzuwenden  seien,  wenn  ästhetische 
Mcksichten  dafQr  sprechen.  Dann  zeigt  der  Verfasser  durch 
Discussion  einer  Trägerform,  welche  den  Mittelgelenkbalken  und 
den  Dreigelenkbogen  als  SpecialiUlIe  umschliesst,  dass  die  Be- 
rechnung eines  solchen  Trägers  sich  leicht  bewerkstelligen  lässt, 
sobald  man  nur  einen  entsprechenden  Dreigelenkbogen  berechnet 
hat.  Die  letztere  Aufgabe  lässt  sich  aber  verhältnismässig  ein- 
fach lösen.  F.  K. 


E.  Sasse.     Stehende   Molecalarwellen  in  Constructions- 

teilen.      Deatsche  Baaztg.  XXIV.  479. 

Bei  ungleichmässigen  Spannungen  entstehen  Wellen,  welche 
man  z.  B.  bei  einem  gebogenen  Glasstttck  im  polarisirten  Licht 
nachweisen  kann.  F.  K. 

Marloh.    Die  Bestimmung  der  Biegungslinien  von  Fach- 
werksträgern.    Z.  f.  BauweseD.  XL.  514-520. 

Entwickelt  für  die  Träger  mit  Verticalen  Obersichtliche  For- 
meln zur  theoretischen  Bestimmung  der  Durchbiegung.     F.  E. 


B.  Land.    Beziehungen  zwischen  Kräfte-  und  Seilpolygon. 

Centralbl.  der  Baaverw.  X.  94,  192. 

Behandelt  die  Aufgabe,  durch  drei  Punkte  einen  Seilzug  zu 
legen.  F.  K. 

H.  Mcller- Breslau.     Zur  Berechnung  des  Zweigelenk- 

bogens.      Centralbl.  der  Baaverw.  X.  254. 
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Fr.  Engbssbr.     Zur  Berechnung  des  Zweigelen kbogens. 

Gentralbl.  der  Banyerw.  X.  294-295. 

Herr  Mttller-Breslau   hebt  hervor,   dass  die  Formel  fttr  den 

Horizontalschub  H  = j^. — —  von  Hrn.  Engesser  herröhre,  und 

dass  nur  die  von  ihm  selbst  gegebene  Ableitung  eine  strengere 
sei.  In  dieser  Formel  ist  noch  nicht  die  eintretende  Verkürzung 
in  Rechnung  gezogen;  um  ihr  Rechnung  zu  tragen,  muss  man 
einen  Factor  hinzufügen,    welcher  sich   bei   sehr  flachen  Bogen 

auf  1/1+  ü-ftJ  reducirt  (f  Pfeilhöhe,  h  die  Dicke  des  Bogens). 

Ein  anderes  von  Hm.  Engesser  herrührendes  Gesetz  besagt,  dass 
die  Kräfte  in  den  Schrägstäben  sich  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der 
Längen  verhalten.  Dasselbe  ist  ebenfalls  nur  ein  angenähertes. 
Herr  Müller-Breslau  giebt  genauere  Formeln  fQr  diese  Kräfte  an. 
Herr  Engesser  entwickelt  ebenfalls  ein  Verfahren  fdr  die 
Berücksichtigung  der  Verkürzung  bei  der  Bestimmung  des  Hori- 
zontalschubes;  ferner  giebt  er  eine  Bestimmung  des  Querschnitts 
für  vollwandige  Träger.  F.  K. 


Hanssn.       Ueber    die    Berechnung    der    Durchbiegung 
eiserner  Balkenbrücken.    Deatsobe  Baaztg.  xxiv.  54-58. 

Mit  Hülfe  bekannter  Regeln  der  Festigkeitslehre  behandelt 
der  Verfasser  die  durch  den  Titel  hinreichend  bezeichnete  Auf- 
gabe.   Die  Ausführung  bietet  keinen  Anlass  zu  einem  Referat 

F.  K. 

N.  DB  Ti:DESCO.     Sur  la  r^sistance  des  mat^riaux.     Essai 
de   m^thode    ^lämentaire    aux    ponts    rigides    et  aux 

ponts   articul^S.    M^m.  de  la  Soc.  des  log.  oiv.  1890.  I.  278. 

Bestimmt  für  einen  Träger  des  Systems  Warren  die  stattfin- 
denden Spannungen;  derUebergang  zu  dem  Falle,  dass  bei  un- 
veränderter Länge  die  Zahl  der  Felder  unendlich  gross  wird, 
liefert  die  Beanspruchungen  für  einen  Vollträger.  F.  K. 
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Z.  Zur  Frage  der  Durchbiegungsmeasungen  und  des 
Einflasses  der  Fahrgeschwindigkeit  auf  die  Bean- 
spruchung eiserner  Brücken.     Centralbl.  derBanverw.  X.  317. 

Fr.  Kick.     Dasselbe,     ebenda.  4oo. 

H.  Zimmermann.     Dasselbe,     ebenda.  432. 

Fr.    EnGBSSER.      Dasselbe,      ebenda.  432. 

Bei  Versuchen,  die  mit  der  Brflcke  über  die  Dordogne  bei 
Cubzac  vorgenoiDmen  wurden,  hatte  man  eine  Abnahme  der 
Durchbiegung  mit  zunehmender  Fahrgeschwindigkeit  beobachtet. 
Herr  Kick  versucht  die  Erscheinung  zu  erklären.  Herr  Zimmer- 
mann und  Herr  Engesser  weisen  nach,  dass  der  Einfluss  der 
Fahrgeschwindigkeit  nicht  so  bedeutend  sein  könnte,  wie  die 
Versuche  vermuten  lassen,  und  kommen  daher  zu  dem  Resultat, 
dass  dieselben  irrig  sein  müssten.  F.  K. 


Fr.  Engksser.     üeber  die  Festigkeitsverhältnisse  einiger 
neuerer  Eisenbahn-Oberbausysteme.     Centralbl.    der  Bau- 

verw.  X.  312-314. 

Es  wird   kurz   f&r  das  Moment  der  Schiene  bezflglich   der 
senkrechten  Lasten  die  Formel 

M,  =  P/ (0,226  {^4- ^^^V-) 

ctvj 
abgeleitet,   wo  i//  =  -pttt^  E  der  Elasticitätsmodul,  /  das  Träg- 
heitsmoment, /  der  Abstand  der  Querschwellen,  C  die  Bettungs- 
constante,  P  der  grösste  Raddruck  ist.    Es  muss  hervorgehoben 
werden,  dass  die  Begründung  nicht  frei  von  Willkür  ist. 

F.  K. 


H.  Zimmermann.     Einfluss  der  Biegung  auf  die  Abnutzung 
an  den  Stützflächen  der  Eisenbahnschienen.     Centralbl. 

der  Banverw.  X.  437-438. 

Der  Verfasser  behandelt  zur  Erläuterung  der  im  Titel   be- 
zeichneten Verhältnisse  die  Aufgabe  eines  durch  eine  Einzellast 
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bean^prachten  Trägers,  von  welchem  zunächst  angenommen  vrird, 
dass  er  frei  aufliegt.  Es  werden  erst  die  Neigungen  der  Quer- 
schnitte gegen  die  Verticale  bestimmt,  und  aus  ihnen  wird  die  Ver- 
schiebung des  Trägers  abgeleitet;  indem  man  nun  nach  dem  Ab- 
stände der  Last  von  der  Mitte  differentiirt,  erhält  man  die  Äenderung 
der  Verschiebung.  Den  Widerstand  der  Stütze  und  damit  den 
Einfluss  der  Reibung  kann  man  bestimmen.  Es  ist  klar,  dass  bei 
einer  Bewegung  der  Last  sich  dasjenige  Ende  des  Trägers  bewegt, 
welches  den  kleinsten  StQtzendruck  erfährt,  auf  dieses  kommt 
also  die  ganze  Äenderung  der  Verschiebung.  Hiernach  kann 
man  die  Arbeit  berechnen,  welche  zur  Ueberwindung  der  Rei- 
bung gebraucht  wird.  Der  Verfasser  behandelt  dann  noch  den 
Fall  eines  einseitig  befestigten  Trägers.  F.  K. 


Bedaux.  Position  d'un  train  sur  une  poutre  k  deux 
appuis  simples,  portant  une  charge  permanente  uni- 
forme,  donnant  le  moment  fl^chissant  maximum  sous 

un   essieu   d^termin^.     Le  Gönie  civil.  XVIL  (1890)  381. 

Die  im   Titel   hinreichend    gekennzeichnete   Aufgabe    wird 
durch  Rechnung  und  Zeichnung  gelöst.  F.   K« 


Seipp.     Die  räumliche  Mitteldrucklinie  und  über  Druck- 
verteilung in  Gewölbstutzen.    Civiling.  XXXVI.  565-590. 

Der  Verfasser  zeigt  an  der  Hand  eines  concreten  Beiapiele&f 
wie  bei  einem  Gewölbe  die  Druckverteilung  zu  bestimmen  sei, 
wenn  ausser  der  verticalen  Belastung  eine  horizontale  an  der 
Stirnseite  des  Gewölbes  angreifende  Kraft  zu  berQcksichtigen  ist 
Die  Methode  ist  im  wesentlichen  rechnerisch,  jedoch  kommt  auch 
das  geometrisch-graphische  Verfahren  zur  Anwendung.  Bezüg- 
lich der  Einzelheiten  muss  auf  die  Abhandlung  selbst  verwiesen 
werden.  F.  K* 

H.  MüRAOKO.    üeber  die  totale  Formänderung  der  Metall- 
platten beim  Abschleifen  einer  Seite,     civiliog.    xxxvi. 

125-134y  Abdruck  aus  Japan  Journal. 
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In  Wiedemann's  Annaleii  XXII.  249  hatte  der  Verfasser 
angegeben,  dass  dünne  Platten  durch  Schleifen  auf  der  bearbeite- 
ten Seite  convex  werden. 

Er  teilt  gegenwärtig  zunächst  Versuche  mit,  aus  welchen  her- 
vorgeht, dass  der  Zusammenhang  zwischen  der  Dicke  a  und  dem 
Krümmungsradius  r  durch  die  Formel 

r  =  Aa"" 
verhältnismässig  gut  dargestellt  wird. 

Durch  eine  „provisorische^  Betrachtung  sucht  der  Verfasser 
sodann,  da  ihm  eine  allgemeine  Theorie  noch  nicht  gelungen  ist, 
einen  Zusammenhang  zwischen  der  Erscheinung  und  den  Gon- 
stanten  der  Elastieität  abzuleiten.  F.  K. 


A.  G.  Grbbnhill.     The  scientific  principles  involved  in 

making  big  gans.      Natare  XLII.  304-309,  331-334,  378-381. 

Eine  zusammenfassende  Darstellung  der  Theorie  fttr  die  Gon- 
struction  der  modernen  Riesengeschütze.  Im  letzten  Paragraphen 
äussert  sich  der  Verfasser  über  die  Drahtkanonen  mit  folgenden 
Worten : 

Wir  haben  nun  die  Theorie  des  Drahtgeschfitzes  beendigt, 
insofern  die  Umfangstärke  in  Betracht  kommt,  und  wegen  ihrer 
experimentellen  Bestätigung  kann  ein  interessanter  Artikel  „On 
winding  and  dismantling  an  experimental  wire-wound  gun  cylin- 
der*^  vom  Lieutenant  W.  Grozier  (Washington,  Juni  1886)  Aus- 
kunft geben.  Gemäss  neueren  Berichten  ist  jüngst  in  Amerika 
ein  zehnzölliges  GeschQtz  vom  Hauptmann  Grozier  nach  Ent- 
würfen construirt  worden,  die  auf  seinen  Versuchsergebnissen 
beruhen. 

Die  Theorie  der  Längsspannungen  im  Drahtgeschütze  ist 
nicht  berührt  worden,  weil  es  noch  ein  Streitpunkt  ist,  ob  das 
Rohr  allein  die  Längsspannung  auszuhalten  hat,  oder  ob  letztere 
teilweise  vom  Aussenmantel  zu  tragen  ist,  da  ja  die  Drahtum- 
wickelung,  ausser  in  Ganet's  Doppelkegel-System,  offenbar  un- 
fähig ist,  irgend  einen  Widerstand  in  dieser  Richtung  zu  leisten. 

Das  Princip  des  Hrn.  Longridge,  ein  Rohr  mit  Draht  zu 
verstärken,  der  mit  passend  geänderter  Spannung  herumgewun- 

Fortaehr.  d.  Haib.  XXII.  3.  65 
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den  wird,  dQrfte  sieb  im  Frieden  und  im  Kriege  als  nfltzlich  er- 
weisen. Er  kann  als  Beweis  anführen,  dass  ein  naeh  diesem 
Principe  verstärktes  Geschütz,  das  9,2 -zöllige  Geschütz,  wegen 
seiner  grossen  Stärke  gewählt  wurde,  die  äusserste  Tragweite 
der  modernen  Artillerie  im  Jahre  1888  zu  ermitteln,  mit  den  so- 
genannten „jubilee  rounds^;  hierbei  erreichte  man  bei  einem 
Abgangswinkel  von  etwa  40°  eine  Schussweite  von  21000  Yards 
oder  12  (cDglischen),  Meilen,  während  das  Geschoss  380  Pfund 
wog  und  die  Mündungsgeschwindigkeit  etwa  2360  Fuss  in  der 
Secunde  betrug. 

Es  wird  kein  Anspruch  auf  Originalität  in  der  oben  ge- 
gebenen Theorie  erhoben,  und  wir  fürchten,  dass  dem  richtigen 
Forscher  nicht  immer  in  gebührender  Weise  das  Verdienst  zage- 
schrieben  ist;  allein  der  Versuch  ist  gemacht  worden,  die  wesent- 
lichen Punkte  der  Theorie  in  einer  möglichst  einfachen  Form  ' 
darzustellen  mit  der  geringsten  Benutzung  algebraischer  Formeln. 
Ueber  den  Gegenstand  ist  in  den  letzten  Jahren  so  viel  geacbrie« 
ben  worden,  dass  der  Leser  durch  die  Mannigfaltigkeit  der  Be- 
zeichnung und  Behandlung  verwirrt  sein  dürfte,  und  es  ist  zu 
hoffen,  dass  die  hier  dargestellte  graphische  Methode  den  Theo- 
retiker befähigen  mag,  seine  Ergebnisse  dem  Geschütz-Fabrikan- 
ten in  einer  verständlicheren  und  überzeugenderen  Form  mitzu- 
teilen. Lp. 

6.  Hartig.     Torsionelasticität  von  Faserbändern.  Civiiiog. 

XXXVI.  359. 

Die  Abhandlung  hat  im  wesentlichen  praktisches  Interesse. 

F.  K. 

Bräüler.      Ziegelsteingewölbe    aus    verzahnten  Ringen. 

Ceotralbl.  der  Baaverw.  X.  263-264. 

Der  analytische  Teil  der  Berechnung  erscheint  unrichtig,  zum 
mindesten  ungenau.  F.  E. 
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C.    Capillaritat. 
Lord  Raylbigh.    On  the  theory  of  surface  forces.  Phil.  Mag. 

(5)  XXX.  285-298,  456-475. 

Lord  Raylbigh.     On  tbe  tension  of  water  surfaces,  clean 
and  contaminated,  investigated  by  the  method  of  ripples. 

Phil.  Mag.  (5)  XXX.  386-400. 

Die  ersten  beiden  Aufsätze  geben  eine  kritische  Uebersicht 
über  die  Theorie  der  Oberflächenkräfte  mit  besonderer  Beziehung 
auf  die  Leistungen  von  Young  und  Laplace.  Sie  lassen  nicht 
gut  einen  Auszug  zu;  der  Ref.  begnügt  sich  daher  damit,  auf 
diese  Abhandlungen  zu  verweisen,  weil  sie  viel  enthalten,  was 
in  Betrefif  der  Ansprüche  Young's  auf  diesem  Gebiete  nicht  all- 
gemein bekannt  ist,  und  ausserdem  manche  bedeutsame  Winke 
des  Verfassers  für  eine  befriedigendere  Theorie  vorkommen. 
Die  letzte  Arbeit  ist  fast  ganz  experimeutell.  Eine  gute  Anzeige 
derselben  steht  in  Wiedemann's  Beiblättern  für  1891. 

Gbs.  (Lp.) 

Lord  Ratleigh.      On    the    tension    of  recently   formed 

liquid   SUrfaces.    Nature  XLI.  566-568. 

Auszug  aus  einem  Vortrage  vor  der  Lond.  R.  S.         Lp. 


E.  Gossart.      Mesnre   des  tensions    superficielles   dans 
les  liquides  en  cal^faction  (methode  des  larges  gouttes). 

Ann.  de  Ghim.  et  Phys.  (6)  XIX.  173-265,  Almeida  J.  (2)  IX.  209-219. 

Wenn  man  einen  grossen  Quecksilbertropfen,  der  auf  einer 
Glasplatte  ruht,  mit  einem  Tropfen  einer  beliebigen  Flüssigkeit 
vergleicht,  die  auf  eine  sehr  heisse  Metallplatte  geworfen  ist 
(„Flüssigkeit  in  Calefaction'^),  so  wird  man  zu  den  folgenden 
Bemerkungen  geflQhrt:  1)  Das  GalefactioDS-Phänomen  bildet  einen 
besonderen  Fall  der  Capillar-Erscheinungen;  denn  die  Gestalten 
der  beiden  Tropfen  sind  dieselben  und  müssen  es  sein.  2)  Der 
caleficirte  Tropfen  muss  sogar  einige  vorteilhafte  Besonderheiten 

65* 
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darbieten.  3)  Die  Methode  der  grossen  Tropfen  liefert  sehr  be- 
quem ihre  Oberflächenspannung  unter  Umständen,  bei  denen  die 
anderen  Verfahrungsarten  eine  ziemlich  heikle  Anwendung  ge- 
statten. Mit  einem  Worte,  die  Calefactionspbänomene,  welche  w 
geistreich  von  Boutigny  erforscht  sind,  haben  in  dem  doppelt 
mangelhaften  Ausdrucke  des  „sphäroidalen  Zustandes"  ein  schlech- 
tes Kennwort  erhalten.  Sie  bieten  uns  weder  einen  vierten  Zu- 
stand der  Materie,  noch  eine  sphärische  oder  selbst  im  allge- 
meinen sphäroidale  Gestalt.  Was  sie  einzig  unter  dem  Gesichts- 
punkte der  Gapillaritätsgesetze  von  dem  Quecksilbertropfen  z.  B. 
unterscheidet,  ist  jene  Eigenschaft  der  Tangente  an  ihrem  Meri- 
dian- oder  Transversal-Schnitte,  alle  stetig  veränderlichen  Nei- 
gungen zwischen  zwei  horizontalen  Geraden  anzunehmen,  welche 
die  ganze  Dicke  des  Tropfens  enthalten.  Der  Zweck  der  Arbeit 
ist  der  Beweis  dieser  Eigenschaft  und  ihre  Anwendung  auf  die 
Messung  der  Oberflächenspannung.  Die  vier  Teile  sind :  I.  Theo- 
retische Darstellung.  II.  Experimentelle  Bestätigungen.  III.  Aus- 
dehnung der  Methode  auf  die  Temperaturänderungen.  IV.  An- 
wendungen. Lp. 

G.  VanderMbnsbrugghb.    Sur  la  propriötö  caract^ristique 
de  la  surface  commune  ä  deux  liquides  soumis  k  leur 

affinitä   mutuelle.     Belg.  Bnll.  (3)  XX.  32-37,  253-264. 

Wenn  die  Verwandtschaft  (affinitä)  der  beiden  Flflssigkeiteo 
die  Summe  ihrer  Oberflächenspannungen  übertrifft,  so  strebt  die 
Resultante  der  an  der  Berührungsfläche  vorhandenen  Vorgänge 
(actions)  nach  einer  Vergrösserung  dieser  Oberfläche.  Jene  Be- 
sultante  kann  „Ausdehnungskraft^  heissen.  Zahlreiche  Versuche 
oder  Beobachtungen  zur  Bestätigung  dieses  Gesetzes. 

Mn.  (Lp.) 

G.  VanderMensbrugghb.      Sur   la  condensation   de    la 
vapeur  d'eau  dans  les  espaces  capillaires.    Beig.  Ball.  (3) 

XIX.  101-110. 

Der  Wasserdampf  verdichtet  sich  nach  einer  Formel  von  Sir 
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William  Thomson  leichter  auf  den  Körpern,  die  unendlich  viele 
capiliare  Hohlräume  besitzen.  Dieses  Princip  erklärt  eine  Menge 
von  Erscheinungen,  insbesondere  die  Bildung  der  Nebel  und 
Wolken,  wenn  in  der  Atmosphäre  feste  Partikel  sind,  welche  als 
Verdichtungskerne  dienen.  Mn.  (Lp.) 


K.  Fuchs.      Ueber    die  Bewegungen   suspendirter   Teil- 
chen   in    der  Mischungsscbicht   zweier   Flüssigkeiten. 

Exner  Rep.  XXVI.  42-49. 

K.  Fuchs.       Die    Molecularkräfte    in    der    Endosmose. 

Exner  Rep.  XXVI.  358-363. 

K.  Fuchs.     Randwinkel  und  Kanten winkel.      Exner  Rep. 

XXVI.  419-425. 

K.  Fuchs,     üeber    den   Einfluss    der  Schwere    auf    die 

Mischung  zweier  Flüssigkeiten.    Exner  Rep.  xxvi.  507-512. 

K.  Fuchs,     üeber  teilweise  Mischungen.  Exner  Rep.  xxvi. 

664-703. 

Fortsetzung  der  Betrachtungen,  über  welche  in  F.  d.  M.  XX. 
1888.  1092,  XXI.  1889.  1008  berichtet  ist,  und  welche  alle  die 
theoretische  Begründung  von  solchen  Erscheinungen  bezwecken, 
die  durch  die  Molecularkräfte  in  den  Flüssigkeiten  hervor- 
gerufen werden.  In  Folge  der  Zersplitterung  in  eine  Reihe  ein- 
zelner Artikel  und  des  Mangels  einheitlicher  Zielpunkte  ist  es 
unmöglich,  über  jeden  Aufsatz  insbesondere  oder  über  die  Ge- 
samtheit aller  im  Zusammenhang  zu  berichten.  Lp. 


Gapitel  2. 

Akustik  und  Optik. 
A.    Akustik. 
GoUY.     Sur  la  propagation  anomale  des  ondes  sonores. 

0.  R.  CXI.  910-912. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
longitudinaler  Eugelwellen  in  der  Nähe  des  Gentrums  nicht  con- 
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staut  ist,  sondern  sich  erst  mit  wachsendem  r  asymptotisch  dem 
für  ebene  Wellen  gültigen  Werte  nähert  F.  K. 


P,  Drude.  Ueber  die  Reflexion  und  Brechung  ebener 
Schallwellen  an  der  Grenze  zweier  isotropen  mit  in- 
nerer Reibung  behafteter  Medien.     WiedemanD  Ann.    XLI. 

759-769. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  den  Differentialgleichungen  der 
unendlich  kleinen  Bewegungen  in  Medien  mit  Reibung.  Danach 
werden  die  an  der  Grenze  zweier  solcher  Medien  zu  erfftllenden 
Grenzbedingungen  formulirt.  Mit  Rücksicht  auf  dieselben  wird 
dann  die  Reflexion  und  Brechung  an  der  Grenze  zweier  reiben- 
den Medien  untersucht.  Bei  Medien  mit  geringer  innerer  Rei- 
bung übt  dieselbe  auf  die  in  Frage  stehende  Erscheinung  keinen 
merklichen  Einfluss  aus;  hingegen  wird  bei  Substanzen  mit  star- 
ker innerer  Reibung  der  Einfluss  der  Reibung  ein  so  starker,  dass 
die  Reflexion  und  Brechung  vielleicht  dazu  dienen  können,  die 
Reibung  ziffernmässig  zu  bestimmen.  F.  E. 


W.  Voigt.     Zur  Theorie  der  Schwingungen  gestrichener 

Saiten.      Gott.  Nachr.  1890.  502-505. 

Durch  directe  Messung  mittels  des  Vibrationsmikroskops 
hatte  Herr  von  Uelmholtz  festgestellt,  dass  jeder  Punkt  einer  ge- 
strichenen Saite  in  der  Weise  schwingt,  dass  für 

0<l<2:,    y  =  ft  +  h, 
und  für 

a:<'<r,  y  =  p(T-o+Ä 

gesetzt  werden  kann.  Hierbei  sind  h  und  Z  Functionen  von  x,  f 
und  g  Grössen,  welche  durch  die  Gleichung: 

verbunden  sind.  Aus  Vergleich  mit  der  trigonometrischen  Ent- 
wickelung  für  die  Schwingungen  einer  beiderseits  eingespannten 
Saite  von  der  Länge  L  hatte  Herr  von  Helmholtz  gefolgert 

8P(L— j;)  _  8Px        ^_    4P(L—x) 

1  —         i^Y        '     ^ ""    LT  '      '^  ~  L»         ' 
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-WO  P  die  Amplitude  in  der  Mitte  und  p  an  der  Stelle  x  ist. 
Herr  Voigt  hebt  hervor,  dass  die  Lösung  nicht  der  Differential- 
gleichung f&r  die  Saitenschwingung  genügt,  was  darin  seinen 
Grund  habe,  dass  stillschweigend  fUr  alle  Punkte  dieselbe  Phase 
angenommen  sei.  Der  Verfasser  sucht  diesen  Uebelstand  zu  be- 
seitigen, indem  er  setzt  für 

für 

wo  Iq  die  Phase  ist  und  somit  eine  Function  von  x.  Durch  das 
von  Herrn  von  Helmholtz  angewandte  Verfahren  ergiebt  sich  jetzt 

A  —  _^  xT 

f  und  g  behalten  ihre  von  Hrn.  von  Helmholtz  bestimmten  Werte; 
endlich: 

Man  hat  also  für 

xT        ^  ^  xT  8P(L-x)t 


2L  ^  ^  2L'     ^  L,T 

dagegen  für 

xT  (2L—x)T  _    8Px(T-'2i) 

2L  ^    ^         2L        '     y  -  2LT 

Zum  Schluss  verweist  Hr.  Voigt  auf  eine  Abhandlung  in  den 
Ber.  der  Naturf.-Ges.  in  Freiburg  VII.  500.  1880,  in  welcher 
Hr.  Lindemann,  wenn  auch  auf  anderem  Wege,  zu  demselben 
Resultate  gelangt.  F.  K. 

Lord  Ratleigh.     On  bells.    Phil.  Mag.  (5)  xxix.  i-i7. 

Eine  vollständige  theoretische  Untersuchung  über  die  Schwin- 
gungen von  Glocken  wird  natürlich  nicht  beabsichtigt;  aber  ge- 
wisse aligemeine  Principien  werden  festgestellt,  und  ein  Bericht 
wird  erstattet  über  eine  experimentelle  Prüfung  mehrerer  Kir- 
chenglocken, bei  deren  Verlauf  einige  merkwürdige  Thatsachen 
sich  zeigten.  In  praxi  werden  die  Glocken  als  symmetrisch  um 
eine  Axe  angesehen,  und  wenn  die  Symmetrie  vollkommen  ist,  so 
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hat  das  System  der  Knotenmeridiane  (d.  h.  derjenigen,  bei  denen 
keine  Bewegung  senkrecht  gegen  die  Oberfläche  stattfindet)  keine 
feste  Lage  und  kann  sich  so  verlegen,  dass  es  der  Stelle  ange- 
passt  ist,    wo  ein  normaler  Schlag  abgegeben  wird.     In  Wirk- 
lichkeit  ist  jedoch    die  Symmetrie  selten  so  vollkommen,    und 
theoretisch  macht  die  geringste  Abweichung  von  der  Symmetrie 
im    allgemeinen    die  Lagen   der  Enotensysteme  bestimmt.     FQr 
jede  Anzahl  n  von  Cyklen  giebt  es  eine  erste  bestimmte  Schwin- 
gungsart  mit  2n  Knoten  und  2n  dazwischen  liegenden  Bäocbeo, 
und   eine   zweite   bestimmte  Art,    bei  welcher  die  Knoten    und 
Bäuche   der   ersten  Art   die  Rollen   tauschen;   ferner    sind    die 
Schwingungszahlen  in  beiden  Arten  ein  wenig  verschieden.    Ein 
Schlag  kann  also  einen  Ton  des  einen,  oder  einen  des  zweiten 
Systems  erzeugen,   oder  einen  des  einen  und  des  anderen,    in 
welchem  Falle  Stösse  vernommen  werden.   Verschiedene  Zablen- 
ergebnisse  werden  mitgeteilt;  doch  ist  es  vielleicht  besonders  er- 
wähnenswert, dass  in  dem  Falle  der  Kirchenglocken  der  f&nfle 
Ton  (zu  fi  =  4  gehörig)  immer  derjenige  war,    welcher  mit  der 
angeblichen  Höhe  des  Glockentons  stimmte,  und  dass  Intervalle 
vorkommen  (z.  B.  die  falsche  Octave),  welche  für  gewöhnlich  als 
unleidlich  angesehen  wären.     Der  Satz,    dass  die  Schwingungs- 
zahlen ähnlicher  Körper,   welche  aus  ähnlichem  Stoffe  bestehen, 
sich    umgekehrt  wie   die  linearen  Dimensionen  verbalten,    wird 
auch  mit  Rücksicht  auf  die  Thatsache  angezogen,   dass  Glocken 
diesem  Principe  der  Aehnlichkeit  sich  nicht  fügen.     Gbs.  (Lp.) 

W.  Voigt,     üeber  den  Zusammenklang  zweier  einfachen 

Töne.     Wiedemann  Aod.  XL.  652-6G0;  Gott.  Nachr.  159-167. 

Ausser  den  von  Hrn.  von  Helmholtz  beobachteten  Summen* 
und  Differenztönen  hatte  Hr.  König  beim  Zusammentönen  zweier 
Töne  mit  den  Schwingungszahlen  n^'>n^  auch  Töne  mit  den 
Schwingungszahlen 

n^-^vUj^     und     (»'  +  l)Wi--»3 
beobachtet. 

Der  Verfasser  untersucht,  um  die  Erscheinung  mathematisch 
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zu  erklären,  die  aus  zwei  Schwingungen  zusammengesetzte  Be- 
wegung und  erörtert  die  Bedingungen,  unter  welchen  die  von 
Hrn.  von  Helmholtz  und  Hrn.  König  beobachteten  Erscheinungen 
zu  Stande  kommen.  F.  K. 


B.    Theoretische  Optik. 

Th.    PrESTON.      The   tbeory    of  light.     Loodon.    Macmillan  and 
Co.  XVI -h  465  S. 

Dieses  Buch  hilft  einem  entschiedenen  Mangel  unter  den 
englischen  Lehrbüchern  ab,  indem  es  in  praktischer  Weise  das 
ganze  Gebiet  der  Optik  vorführt.  In  mancher  Hinsicht  wäre 
es  noch  besser  ausgefallen,  wenn  es  von  Seiten  des  Lesers  ein 
ausgebildeteres  mathematisches  Rüstzeug  vorausgesetzt  hätte.  An- 
dererseits hat  jedoch  die  geschickte  Benutzung  graphischer  Me- 
thoden das  Buch  bedeutend  brauchbarer  für  den  Durchschnitts- 
leser gemacht,  und  der  Abschnitt  in  dem  Gapitel  über  Diffrac- 
tion,  in  welchem  graphische  Methoden  angewandt  werden,  ist 
eine  fast  hinreichende  Entschädigung  für  den  Mangel  an  Be- 
quemlichkeit bei  der  Ableitung  von  Formeln,  welche  durch  den 
Gebrauch  der  höheren  Mathematik  sich  einstellen  würden.  Ein 
Abriss  der  Hertz'scben  Versuche  nebst  der  mathematischen  Theorie 
des  elektrischen  Vibrators  und  der  Ausbreitung  elektromagneti- 
scher Wellen  ist  in  dem  Werke  enthalten.  Ein  Student,  der 
dieses  Lehrbuch  gut  durchgearbeitet  hat,  dürfte,  falls  er  die  nöti- 
gen mathematischen  Kenntnisse  besitzt,  in  der  Lage  sein,  die 
schwierigeren  Abhandlungen  in  Angriff  zu  nehmen,  welche  in 
den  wissenschaftlichen  Zeitschriften  erscheinen.  Mannigfache  Be- 
züge auf  derartige  Arbeiten  werden  in  dem  Werke  genommen, 
und  obgleich  sie  nicht  erschöpfend  sind,  werden  sie  sich  doch 
als  nützlich  erweisen.  Gbs.  (Lp.) 

0.  Wiener.    Stehende  Licbtwellen  und  die  Schwingungs- 
nchtung  polarisirten  Lichtes.    Wiedemann  ado.  XL.  203-243. 
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beanspruchten  Trägers,  von  welchem  zunächst  angenommen  wird, 
dass  er  frei  aufliegt.  Es  werden  erst  die  Neigungen  der  Quer- 
schnitte gegen  die  Verticale  bestimmt,  und  aus  ihnen  wird  die  Ver- 
schiebung des  Trägers  abgeleitet;  indem  man  nun  nach  dem  Ab- 
stände der  Last  von  der  Mitte  differentiirt,  erhält  man  die  Aenderung 
der  Verschiebung.  Den  Widerstand  der  Stütze  und  damit  den 
Einfluss  der  Reibung  kann  man  bestimmen.  Es  ist  klar,  dass  bei 
einer  Bewegung  der  Last  sich  dasjenige  Ende  des  Trägers  bewegt, 
welches  den  kleinsten  Sttttzendruck  erfährt,  auf  dieses  kommt 
also  die  ganze  Aenderung  der  Verschiebung.  Hiernach  kann 
man  die  Arbeit  berechnen,  welche  zur  Ueberwindung  der  Rei- 
bung gebraucht  wird.  Der  Verfasser  behandelt  dann  noch  den 
Fall  eines  einseitig  befestigten  Trägers.  F.  E. 


BsDAUX.  Position  d'un  train  sur  une  poutre  k  deux 
appuis  simples,  portant  une  cbarge  permanente  uni- 
forme, donnant  le  moment  fldchissant  maximum  sons 
un  essieu  d^terminä.    Le  Gönie  ci?ii.  xvn.  (1890)  381. 

Die  im   Titel   hinreichend    gekennzeichnete   Aufgabe   wird 
durch  Rechnung  und  Zeichnung  gelöst.  F.  K. 


Seipp.     Die  räumliche  Mitteldrucklinie  und  über  Druck- 
verteilung in  Gewölbstützen.   CivUing.  xxxvi.  565-590. 

Der  Verfasser  zeigt  an  der  Hand  eines  concreten  Beispieles, 
wie  bei  einem  Gewölbe  die  Druckverteilung  zu  bestimmen  sei, 
wenn  ausser  der  verticalen  Belastung  eine  horizontale  an  der 
Stirnseite  des  Gewölbes  angreifende  Kraft  zu  berflcksichtigen  ist 
Die  Methode  ist  im  wesentlichen  rechnerisch,  jedoch  kommt  auch 
das  geometrisch-graphische  Verfahren  zur  Anwendung.  Bezog* 
lieh  der  Einzelheiten  muss  auf  die  Abhandlung  selbst  verwiesen 
werden.  F.  K. 

H.  MuRAOEO.    Ueber  die  totale  Formänderung  der  Metall- 
platten beim  Abschleifen  einer  Seite.     CiviUng.    xxxvi. 

125-134,  Abdrack  aus  Japan  Journal. 
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In  Wiedemann's  Annalen  XXII.  249  hatte  der  Verfasser 
angegeben,  dass  dünne  Platten  durch  Schleifen  auf  der  bearbeite- 
ten Seite  convex  werden. 

Er  teilt  gegenwärtig  zunächst  Versuche  mit,  aus  welchen  her- 
vorgeht, dass  der  Zusammenhang  zwischen  der  Dicke  a  und  dem 
Krümmungsradius  r  durch  die  Formel 

r  =  ila' 
verhältnismässig  gut  dargestellt  wird. 

Durch  eine  „provisorische**  Betrachtung  sucht  der  Verfasser 
sodann,  da  ihm  eine  allgemeine  Theorie  noch  nicht  gelungen  ist, 
einen  Zusammenhang  zwischen  der  Erscheinung  und  den  Gon- 
stanten  der  Elastieität  abzuleiten.  F.  K. 


A.  6.  Grebmhill.     The  scientific  principles  involved  in 

making  big  gans.      Natore  XLII.  304-309,  331-334,  378-381. 

Eine  zusammenfassende  Darstellung  der  Theorie  für  die  Gon- 
struction  der  modernen  RiesengeschQtze.  Im  letzten  Paragraphen 
äussert  sich  der  Verfasser  ttber  die  Drahtkanonen  mit  folgenden 
Worten : 

Wir  haben  nun  die  Theorie  des  Drahtgeschfltzes  beendigt, 
insofern  die  Umfangstärke  in  Betracht  kommt,  und  wegen  ihrer 
experimentellen  Bestätigung  kann  ein  interessanter  Artikel  „On 
winding  and  dismantling  an  experimental  wire-wound  gun  cylin- 
der"  vom  Lieutenant  W.  Grozier  (Washington,  Juni  1886)  Aus- 
kunft geben.  Gemäss  neueren  Berichten  ist  jüngst  in  Amerika 
ein  zehnzölliges  GeschOtz  vom  Hauptmann  Grozier  nach  Ent- 
würfen construirt  worden,  die  auf  seinen  Versuchsergebnissen 
beruhen. 

Die  Theorie  der  Längsspannungen  im  Drahtgeschütze  ist 
nicht  berührt  worden,  weil  es  noch  ein  Streitpunkt  ist,  ob  das 
Rohr  allein  die  Längsspannung  auszuhalten  hat,  oder  ob  letztere 
teilweise  vom  Aussenmantel  zu  tragen  ist,  da  ja  die  Drahtum- 
Wickelung,  ausser  in  Ganet's  Doppelkegel-System,  offenbar  un- 
fähig ist,  irgend  einen  Widerstand  in  dieser  Richtung  zu  leisten. 

Das  Princip  des  Hrn.  Longridge,  ein  Rohr  mit  Draht  zu 
verstärken,  der  mit  passend  geänderter  Spannung  herumgewun- 

Fortsebr.  d.  Math.  XXII.  3.  65 
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den  wird,  dQrfte  sich  im  Frieden  und  im  Kriege  als  ntttzlich  er- 
weisen. Er  kann  als  Beweis  anführen,  dass  ein  nach  diesem 
Principe  verstärktes  Geschütz,  das  9,2-zölIige  Geschtttz,  wegen 
seiner  grossen  Stärke  gewählt  wurde,  die  änsserste  Tragweite 
der  modernen  Artillerie  im  Jahre  1888  zu  ermitteln,  mit  den  so- 
genannten „jubilee  rounds'^;  hierbei  erreichte  man  bei  einem 
Abgangswinkel  von  etwa  40°  eine  Schussweite  von  21000  Yards 
oder  12  (englischen).  Meilen,  während  das  Geschoss  380  Pfund 
wog  und  die  MOndungsgeschwindigkeit  etwa  2360  Fuss  in  der 
Secunde  betrug. 

Es  wird  kein  Anspruch  auf  Originalität  in  der  oben  ge- 
gebenen Theorie  erhoben,  und  wir  f&rchten,  dass  dem  richtigeo 
Forscher  nicht  immer  in  gebührcDder  Weise  das  Verdienst  zuge- 
schrieben ist;  allein  der  Versuch  ist  gemacht  worden,  die  wesent- 
lichen Punkte  der  Theorie  in  einer  möglichst  einfachen  Form 
darzustellen  mit  der  geringsten  Benutzung  algebraischer  PormelD.  ■ 
lieber  den  Gegenstand  ist  in  den  letzten  Jahren  so  viel  geschrie- 
ben worden,  dass  der  Leser  durch  die  Mannigfaltigkeit  der  Be- 
zeichnung und  Behandlung  verwirrt  sein  dürfte,  und  es  ist  zq 
hoffen,  dass  die  hier  dargestellte  graphische  Methode  den  Theo- 
retiker befähigen  mag,  seine  Ergebnisse  dem  Geschfitz-Fabrikan- 
ten  in  einer  verständlicheren  und  überzeugenderen  Form  mitzu- 
teilen. Lp. 

G.  Hartig.     Torsionelasticität  von  FaserbKndern.  Civiliog. 

XXXVI.  359. 

Die  Abhandlung  hat  im  wesentlichen  praktisches  Intere^e. 

F.  K. 

Bräülkr.      Ziegelsteingewölbe    aus    verzahnten   Ringen. 

Ceotralbl.  der  Bauverw.  X.  263-264. 

Der  analytische  Teil  der  Berechnung  erscheint  unrichtig,  lum 
mindesten  ungenau.  p.  K. 
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C.    Capillarität. 
Lord  Raylbigh.    On  the  theory  of  surface  forces.  Phil.  Mag. 

(5)  XXX.  285-298,  456-475. 

Lord  Ratlbigh.     On  the  tension  of  water  surfaces,  clean 
and  contaminated,  investigated  by  the  method  of  ripples. 

Phil.  Mag.  (5)  XXX.  386-400. 

Die  ersten  beiden  Aufsätze  geben  eine  kritische  Uebersicht 
über  die  Theorie  der  Oberflächenkräfte  mit  besonderer  Beziehung 
auf  die  Leistungen  von  Young  und  Laplace.  Sie  lassen  nicht 
gut  einen  Auszug  zu;  der  Ref.  begnügt  sich  daher  damit,  auf 
diese  Abbandlungen  zu  verweisen,  weil  sie  viel  enthalten,  was 
in  Betrefif  der  Ansprüche  Young's  auf  diesem  Gebiete  nicht  all- 
gemein bekannt  ist,  und  ausserdem  manche  bedeutsame  Winke 
des  Verfassers  für  eine  befriedigendere  Theorie  vorkommen. 
Die  letzte  Arbeit  ist  fast  ganz  experimentell.  Eine  gute  Anzeige 
derselben  steht  in  Wiedemann's  Beiblättern  für  1891. 

6bs.  (Lp.) 

Lord  Rayleigh.      On    the    tension    of  recently   formed 

liquid    SUrfaCeS.    Natare  XLI.  566-568. 

Auszug  aus  einem  Vortrage  vor  der  Lond.  R.  S.         Lp. 

E.  Gossart.      Mesure   des  tensions    superficielles    dans 
les  liquides  en  caldfaction  (methode  des  larges  gouttes). 

Ann.  de  Ghim.  et  Phys.  (6)  XIX.  173-265,  Almeida  J.  (2)  IX.  209-219. 

Wenn  man  einen  grossen  Quecksilbertropfen,  der  auf  einer 
Glasplatte  ruht,  mit  einem  Tropfen  einer  beliebigen  Flüssigkeit 
vergleicht,  die  auf  eine  sehr  heisse  Metallplatte  geworfen  ist 
(„Flüssigkeit  in  Calefaction*'),  so  wird  man  zu  den  folgenden 
Bemerkungen  geführt:  1)  Das  Calefactions-Phänomen  bildet  einen 
besonderen  Fall  der  Capillar-Brscheinungen;  denn  die  Gestalten 
der  beiden  Tropfen  sind  dieselben  und  müssen  es  sein.  2)  Der 
caleficirte  Tropfen  muss  sogar  einige  vorteilhafte  Besonderheiten 

65* 
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darbieten.  3)  Die  Methode  der  grossen  Tropfen  liefert  sehr  be- 
quem ihre  Oberflächenspannung  unter  Umständen,  bei  denen  die 
anderen  Verfahrungsarten  eine  ziemlich  heikle  Anwendung  ge- 
statten. Mit  einem  Worte,  die  Calefactionsphänomene,  welche  so 
geistreich  von  Boutigny  erforscht  sind,  haben  in  dem  doppelt 
mangelhaften  Ausdrucke  des  „sphäroidalen  Zustandes'^  ein  schlech- 
tes  Kennwort  erhalten.  Sie  bieten  uns  weder  einen  vierten  Zu- 
stand der  Materie,  noch  eine  sphärische  oder  selbst  im  allge- 
meinen sphäroidale  Gestalt.  Was  sie  einzig  unter  dem  Oesichts- 
punkte  der  Gapillaritätsgesetze  yon  dem  Quecksilbertropfen  x.  B. 
unterscheidet,  ist  jene  Eigenschaft  der  Tangente  an  ihrem  Meri- 
dian- oder  Transversal-Schnitte,  alle  stetig  veränderlichen  Nei- 
gungen zwischen  zwei  horizontalen  Geraden  anzunehmen,  welche 
die  ganze  Dicke  des  Tropfens  enthalten.  Der  Zweck  der  Arbeit 
ist  der  Beweis  dieser  Eigenschaft  und  ihre  Anwendung  aaf  die 
Messung  der  Oberflächenspannung.  Die  vier  Teile  sind:  I.  Theo- 
retische Darstellung.  II.  Experimentelle  Bestätigungen.  III.  Aus- 
dehnung der  Methode  auf  die  Temperaturänderungen.  IV.  An- 
wendungen. Lp. 

G.  VandbrMensbrugghe.  Sur  la  propri^tö  caractäristique 
de  la  surface  commune  k  deux  liquides  soumis  k  leur 
affinit^  mutuelle.     Belg.  BuIL  (3)  XX.  32-37,  253-264. 

Wenn  die  Verwandtschaft  (affinitä)  der  beiden  FlQssigkeiten 
die  Summe  ihrer  Oberflächenspannungen  Übertrifft,  so  strebt  die 
Resultante  der  an  der  Berührungsfläche  vorhandenen  Vorgänge 
(actions)  nach  einer  Vergrösserung  dieser  Oberfläche.  Jene  ße- 
sultante  kann  „  Ausdehnungskraft^  heissen.  Zahlreiche  Versuche 
oder  Beobachtungen  zur  Bestätigung  dieses  Gesetzes. 

Mn.  (Lp.) 

6.  VanderMensbrugghb.      Sur   la  condensation   de    la 
vapeur  d'eau  dans  lea  espaces  capillaires.    Belg.  boU.  (3) 

XIX.  101-110. 

Der  Wasserdampf  verdichtet  sich  nach  einer  Formel  von  Sir 
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William  Thomson  leichter  auf  den  Körpern,  die  unendlich  viele 
capillare  Hohlräume  besitzen.  Dieses  Princip  erklärt  eine  Menge 
von  Erscheinungen,  insbesondere  die  Bildung  der  Nebel  und 
Wolken,  wenn  in  der  Atmosphäre  feste  Partikel  sind,  welche  als 
Verdichtungskerne  dienen.  Mn.  (Lp.) 


K.  Fuces.      üeber    die  Bewegungen   suspendirter   Teil- 
chen   in    der  Mischungsscbicht  zweier    Flüssigkeiten. 

ExDer  Rep.  XXVI.  42-49. 

K.  Fuchs.       Die    Molecularkräfte    in    der    Endosmose. 

Exner  Rep.  XXVI.  358-363. 

K.  Fuchs.     Randwinkel  und  Kantenwinkel.      Ezoer  Rep. 

XXVI.  419-425. 

K.  Fuchs,     üeber    den   Einfluss    der  Schwere    auf    die 

Mischung  zweier  Flüssigkeiten.   Exoer  Rep.  xxvi.  507-512. 

K.  Fuchs.     Ueber  teilweise  Mischungen.  Exner  Rep.  xxvi. 

664-703. 

Fortsetzung  der  Betrachtungen,  über  welche  in  F.  d.  M.  XX. 
1888.  1092,  XXI.  1889.  1008  berichtet  ist,  und  welche  alle  die 
theoretische  Begründung  von  solchen  Erscheinungen  bezwecken, 
die  durch  die  Molecularkräfte  in  den  Flüssigkeiten  hervor- 
gerufen werden.  In  Folge  der  Zersplitterung  in  eine  Reihe  ein- 
zelner Artikel  und  des  Mangels  einheitlicher  Zielpunkte  ist  es 
unmöglich,  über  jeden  Aufsatz  insbesondere  oder  über  die  Ge- 
samtheit aller  im  Zusammenhang  zu  berichten.  Lp. 


Capitel  2. 
Akustik  und  Optik. 

A.    Akustik. 
GoUT.     Sur  la  propagation  anomale  des  ondes  sonores. 

0.  R.  OXI.  910-912. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
longitudinaler  Eugelwellen  in  der  Nähe  des  Centrums  nicht  con- 
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staut  ist,  sondern  sich  erst  mit  wachsendem  r  asymptotisch  dem 
fQr  ebene  Wellen  gültigen  Werte  nähert.  F.  K. 


P,  Drude.  Ueber  die  Reflexion  und  Brechung  ebener 
Schallwellen  an  der  Grenze  zweier  isotropen  mit  in- 
nerer Reibung  behafteter  Medien.     Wiedemann  Ann.   xll 

759-769. 

Der  Verfasser  gebt  aus  von  den  Differentialgleichungen  der 
unendlich  kleinen  Bewegungen  in  Medien  mit  Reibung.  Danach 
werden  die  an  der  Grenze  zweier  solcher  Medien  zu  erfailenden 
Grenzbedingungen  formulirt.  Mit  Rücksicht  auf  dieselben  wird 
dann  die  Reflexion  und  Brechung  an  der  Grenze  zweier  reiben- 
den Medien  untersucht.  Bei  Medien  mit  geringer  innerer  Rei- 
bung übt  dieselbe  auf  die  in  Frage  stehende  Erscheinung  keinen 
merklichen  Einfluss  aus;  hingegen  wird  bei  Substanzen  mit  star- 
ker innerer  Reibung  der  Einfluss  der  Reibung  ein  so  starker,  dass 
die  Reflexion  und  Brechung  vielleicht  dazu  dienen  können,  die 
Reibung  ziffernmässig  zu  bestimmen.  F.  E. 


W.  Voigt.     Zur  Theorie  der  Schwingungen  gestrichener 

Saiten.      Qott.  Nachr.  1890.  502-605. 

Durch  directe  Messung  mittels  des  Vibrationsmikroskops 
hatte  Herr  von  Helmholtz  festgestellt,  dass  jeder  Punkt  einer  ge- 
strichenen Saite  in  der  Weise  schwingt,  dass  für 

0<<<3:,    y==ft  +  h, 
und  für 

a:</<'r,    y  =  p(T-0  +  A 

gesetzt  werden  kann.    Hierbei  sind  h  und  Z  Functionen  von  x,  f 

und  g  Grössen,  welche  durch  die  Gleichung: 

verbunden  sind.  Aus  Vergleich  mit  der  trigonometrischen  Ent- 
Wickelung  für  die  Schwingungen  einer  beiderseits  eingespannten 
Saite  von  der  Länge  L  hatte  Herr  von  Helmholtz  gefolgert 

8P(L— j;)  _  8Px  _    4tP(L—x) 


Gapitel  2.    Akastik  und  Optik.  1031 

WO  P  die  Amplitade  in  der  Mitte  and  p  an  der  Stelle  x  ist. 
Herr  Voigt  hebt  hervor,  dass  die  Lösung  niebt  der  Differential- 
gleichung für  die  Saitenschwiogung  genügt,  was  darin  seinen 
Grund  habe,  dass  stillschweigend  fQr  alle  Punkte  dieselbe  Phase 
angenommen  sei.  Der  Verfasser  sucht  diesen  Uebelstand  zu  be- 
seitigen, indem  er  setzt  für 

für 

wo  /q  die  Phase  ist  und  somit  eine  Function  von  x.  Durch  das 
von  Herrn  von  Helmholtz  angewandte  Verfahren  ergiebt  sich  jetzt 

%  X  _         ^^ 


T         L  '      *»  ""        2L  ' 
f  und  g  behalten  ihre  von  Hrn.  von  Helmholtz  bestimmten  Werte; 
endlich : 

h  =  —p  = ^^^i^ -' 

Man  hat  also  für 


V 


2L  ^    ^  2L'    ^  ~         L,T 


dagegen  für 


xT  (2L'-x)T  _    8Pa;(T-2Q 

2L  ^    ^         2L        '    y  -  2LT 

Zum  Schluss  verweist  Hr.  Voigt  auf  eine  Abhandlung  in  den 
Ber.  der  Naturf.-Ges.  in  Freiburg  VII.  500.  1880,  in  welcher 
Hr.  Lindemann,  wenn  auch  auf  anderem  Wege,  zu  demselben 
Resultate  gelangt.  F.  K. 

Lord  Rayleigh.     On  bells.    Phii.  Mag.  (5)  xxix.  i-i7. 

Eine  vollständige  theoretische  Untersuchung  über  die  Schwin- 
gungen von  Glocken  wird  natürlich  nicht  beabsichtigt;  aber  ge- 
wisse aligemeine  Principien  werden  festgestellt,  und  ein  Bericht 
wird  erstattet  über  eine  experimentelle  Prüfung  mehrerer  Kir- 
chenglocken, bei  deren  Verlauf  einige  merkwürdige  Thatsachen 
sich  zeigten.  In  praxi  werden  die  Glocken  als  symmetrisch  um 
eine  Axe  angesehen,  und  wenn  die  Symmetrie  vollkommen  ist,  so 


1040  Xf*  AbsehDitt.    Mathematisobo  Physik. 

die  mittels  dieser  Methode  berechneten  Zahlen  ftlr  n  stimmen 
mit  den  Beobachtungen  viel  besser  ttberein,  als  bei  der  Anwen- 
dung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

Im  zweiten  Abschnitt  rechtfertigt  der  Verfasser  die  Einfdh- 
ruDg  des  Gliedes  cP  (des  sogenannten  Briof  sehen  Termes)  in  die 
Dispersionsformel  (1).  Messungen  von  Mouton  und  Langley,  die 
den  Brechungsexponenten  der  ultraroten  Strahlen  in  Quarz 
und  Steinsalz  betreffen,  seien  durch  eine  Formel,  in  der  jenes 
Glied  fehlt,  nicht  darstellbar.  Er  berechnet  dann  verschiedene 
Beobachtungen  nach  Formel  (1)  resp.  nach  der  durch  Hinzufügung 
des  Gliedes  dir*  erweiterten  Formel  (1)  und  legt  sich  die  Frage 
vor:  welches  Glied  muss  man  in  der  Differentialgleichung  der 
einfachen  Schwingungen 

^"^^        dt'  ~  ^  dx' 

rechts  einführen,  um  einen  Terme  l^P^'n^-^  in  der  Dispersions- 
formel  zu  erhalten?  Es  ergiebt  sich,  dass  zu  diesem  Zwecke 
auf  der  rechten  Seite  von  (2)  ein  Summand  von  der  Form 

dx9dtP-9 

hinzutreten  muss.  Den  Briot'schen  Term  der  Dispersionsformel 
erhält  man  daher,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  ein 
Glied  von  der  Form  G.u  hinzufügt,  wo  G  eine  Gonstante  ist. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  dem  Einfluss  dea  Briot'- 
schen Termes  der  Dispersionsformel  auf  die  Doppelbrechung. 
Um  diesen  Einfluss  zu  ermitteln,  wird  folgendes  Verfahren  ein- 
geschlagen: die  Differentialgleichungen  für  die  Lichtbewegung  in 
einem  Krystall  seien  ohne  Berücksichtigung  der  Dispersion: 

^"^^       "äP"-^'    "ö^-^»'   "äP"-^»' 

wo  JP,  Fj,  F,  von  den  zweiten  partiellen  Ableitungen  der  f,  ij,  Z 
nach  den  Coordinaten  abhängen,  und  zwar  in  verschiedener  Weise, 
je  nach  der  zu  Grunde  gelegten  Theorie.  Bei  Berücksicbtignnf 
des  Gliedes  cl^  der  Dispersionsformel,  und  zwar  dieses  Glieds 
allein,  sind  die  Gleichungen  (3)  nach  dem  oben  Gesagten  durch 
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folgende  zu  ersetzen: 

(4)  -|'^  =  F-G.|,     ^  =  F_H.,,     ^  =  F,-ir.£. 

Fflr  die  Functionen  F,  F^y  F,  werden  nun  zunächst  diejeni- 
gen Ausdrücke  gesetzt,  welche  Lama  in  seiner  Elasticitätstheorie 
ableitet,  und  die  bekanntlich  zu  der  Neumann'schen  Anschauung 
ttber  die  Lage  der  Polarisationsebene  führen.  Es  wird  unter- 
sucht, welche  Modification  die  aus  (3)  sich  ergebenden  Gesetze 
der  Doppelbrechung  durch  Hinzufttgung  der  Glieder  Gl. |  etc.  er- 
fahren. Bei  einaxigen  Krystallen  ergeben  sich  aus  (4)  für  die  Qua- 
drate der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  ordentlichen  und 
ausserordentlichen  Strahles  Ausdrücke  von  folgender  Form: 

|r:  =  a'+(c'cos'd  +  cJsin»*)r, 
W  \^i  ^  a'cos'd-f-aJsin*^  +  c./*, 

falls  ^  der  Neigungswinkel  der  Wellennormale  gegen  die  Axe 
ist.  Hiemach  müsste  der  Briot'sche  Term  der  Dispersionsformel 
sich  für  den  ordentlichen  Strahl  mit  ^  ändern,  während  derselbe 
Term  für  den  ausserordentlichen  Strahl  von  ^  unabhängig  wäre. 
Wenn  man  dagegen  für  die  Functionen  F,  F^,  F,  die  Ausdrücke 
von  Boussinesq  zu  Grunde  legt,  so  ergiebt  sich,  dass  der  Briot'sche 
Term  für  den  ordentlichen  Strahl  von  ^  unabhängig  ist,  für  den 
ausserordentlichen  Strahl  aber  sich  mit  &  ändert;  und  zu  dem 
gleichen  Ergebnis  führen  die  Ausdrücke,  aus  welchen  Poincarä 
in  seiner  „Theorie  mathämatique  de  la  lumiere*^  die  Fresnel'sche 
Theorie  der  Doppelbrechung  ableitet  Uebrigens  folgert  der  Ver- 
fasser auch  aus  rein  geometrischen  Ueberlegungen,  dass  man  auf 
Grund  der  Fresnerschen  und  der  Neumann'schen  Anschauung 
über  die  Lage  der  Polarisationsebene  hinsichtlich  der  Abhängig- 
keit des  Briot'schen  Dispersionstermes  von  dem  Winkel  ^  zu 
entgegengesetzten  Resultaten  gelangt.  Nun  ergiebt  sich  aus 
Messungen,  die  Mascart  am  Kalkspat  angestellt  hat,  dass  bei 
diesem  Erystall  die  Gonstanten  der  Formel  (1)  folgende  Werte 
haben:  für  den  ordentlichen  Strahl  ist  a  =  0,37138,  c  =  0,00346; 
für  den  ausserordentlichen  dagegen  wird  c  unmerklich,  während 
a  =  0,45800  ist.  Wäre  die  Neumann'sche  Anschauung  über  die 
Schwingungsrichtung  des  polarisirten  Lichtes  zutreffend,  so  müsste 

Fortiohr.  d.  Math.  XXU.  3.  66 
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— 1^  für  den  ordentlichen  Strahl  bei  Veränderungen  des  Winkels 

^  schon  Aenderungen  in  der  dritten  Decimale  erfahren,  w&hrend 
doch  die  besten  Beobachtangen  ergeben,  dass  die  Aendemngen 

von  ~T  höchstens  eine  Einheit  in  der  fünften  Decimale  betragren. 
fi 

Der  Verfasser  schliesst  daraus,  dass  durch  seine  Discussion  die 
Unhaltbarkeit  der  Neumann'schen  Grundanschauung  bewiesen, 
und  dass  nur  die  FresneFsche  Vorstellung  mit  den  Beobacbtan- 
gen  verträglich  sei.  Referent  kann  diesen  Beweis  nicht  f&r  stich- 
haltig ansehen.  Schon  der  Umstand,  dass  allein  der  Einfluss 
des  Briot'schen  Termes  auf  die  Doppelbrechung  untersucht  ist, 
während  die  zu  den  Gleichungen  (3)  in  Folge  des  Gliedes  bl-- 
hinzutretenden  Terme  ganz  übergangen  werden,  giebt  zu  erheb- 
lichen Zweifeln  an  der  Richtigkeit  der  obigen  Schlussfolg^erong 
Anlass.  Abgesehen  davon  aber,  ist  nach  des  Referenten  Ansicht 
das  Verfahren  des  Verfassers  an  sich  nicht  geeignet,  zu  einer 
Entscheidung  über  die  Frage  zu  führen.  Denn  das  Verfahren 
besteht  im  Grunde  darin,  zu  den  theoretischen  Formeln  (3)  rein 
empirische  Glieder  hinzuzufügen  (eine  andere  Bedeutung  haben 
die  Terme  G|  etc.  nicht).  Aus  solchen  rein  empirischen  Gliedern 
aber  kann  man  überhaupt  keinen  bindenden  Rückschluss  auf  die 
Grundlagen  ziehen,  auf  denen  die  theoretischen  Formeln  beruhen. 

Der  vierte  Teil  der  Arbeit  enthält  eine  ausführliche  Beschrei- 
bung eigener  Versuche  des  Verfassers  über  die  Dispersion  des 
Kalkspats  nebst  genauer  Discussion  über  die  Grösse  der  mög- 
lichen BeobachtUDgsfehler.  Diese  Messungen,  die  sich  nicht  nur 
auf  den  sichtbaren,  sondern  auch  auf  den  ultraroten  Teil  des 
Spectrums  beziehen,  sind  hauptsächlich  zu  dem  Zwecke  ange- 
stellt, die  Grösse  des  Factors  c  der  Formel  (1)  sowohl  für  den 
ordentlichen  als  den  ausserordentlichen  Strahl  genauer  festzu- 
stellen, als  es  die  Mascarfschen  Beobachtungen  gestatten.  Aus 
den  neuen  Beobachtungen,  auf  die  näher  einzugehen  hier  zu  weit 
führen  würde,  wird  derselbe  Schluss  gezogen  wie  oben,  ein 
Schluss,  den,  wie  gesagt,  der  Referent  als  beweisend  nicht  an- 
erkennen kann. 
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Nebenbei  spricht  der  Verfasser  die  Ansicht  aus,  dass  es 
durch  Discussion  des  Briot'schen  Gliedes  der  Dispersionsformel 
fttr  den  ausserordentlichen  Strahl  vielleicht  möglich  sein  werde, 
zu  entscheiden,  ob  die  Schwingungen  dieses  Strahles  genau  oder 
nur  angenähert  transversal  sind,  ob  also  der  Aether  incompressibel 
ist  oder  nicht  Er  gelangt  jedoch  hinsichtlich  dieser  Frage  zu 
keinem  definitiven  Resultat.  Uebrigens  würden  sich  hier  diesel- 
ben Einwendungen  erheben  lassen,  die  oben  dargelegt  sind. 

Wn. 


H.  Kayser    und    C.  Runge.      Ceber    die    Spectren    der 

Alkalien.    Wiedemann  Ana.  XLI.  302-320. 

In  Verfolg  ihrer  früheren  Untersuchungen  teilen  die  Verf. 
nun  ihre  Messungen  und  Rechnungen  für  die  Linien  von  Li,  Na^ 
ÜT,  Rby  Cs  mit;  in  der  Kenntnis  der  Wellenlängen  sind  sie  um 
eine  Decimale  weiter  gekommen;  es  hat  sich  ergeben,  dass  die 
Spectren  aller  Alkalien  in  durchaus  analoger  Weise  gebaut  sind, 
dass  sich  jedes  schon  dem  Aussehen  nach  in  Haupt-  und  Neben- 
serien zerfallen  lässt,  und  dass  innerhalb  jeder  Serie  das  Gesetz 
t-^  =  A+  Btir^  +  0»~*  Wr  eine  Reihe  aufeinander  folgender 
ganzer  Zahlen  n  mit  der  Beobachtung  ausgezeichnet  überein- 
stimmt. R.  M. 


C.  Runge.     On  a  method  of  discriminating  real   from 
accidental  coincidences  between  the  lines  of  different 

Spectra.     Phil.  Mag.  (5)  XXIX.  462466. 

Einwürfe  gegen  gewisse  Folgerungen  von  Hrn.  Love  über 
diesen  Gegenstand.    (Phil.  Mag.  (5)  XXV.)  6bs.  (Lp.) 


GouY.  Rechercbes  th^oriques  et  exp^rimentales  sur  la 
vitesse  de  la  lumi^re.  Premiere  partie:  Rayons  de 
direction  constante.     Ann.  chim.  et  phys.  (6)  XVI.  262-288. 
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£.  KoBALD.  Ueber  Mac-Cullagh's  Differentialgleichungen 
für  LicbtschwinguDgen  in  zweiaxigen  Kryatallen  and 
deren  Verallgemeinerung.    Wien.  Ber.  xoix.  826-845. 

Die  von  Lama  in  seiner  Elasticitätstheorie  abgeleiteten  und 
nach  ihm  benannten  Differentialgleichungen  fOr  die  Licbtbewe- 
gung  in  krystailinischen  Medien  rühren,  wie  der  Verfasser  be- 
merkt, eigentlich  von  Mac-Cullagh  her.  Zwar  giebt  Hac-CuUagh 
in  einem  Briefe  an  Brewster  (Phil.  Mag.  VIII.  1835)  nur  die 
Ausdrtlcke  f&r  die  in  der  Theorie  der  Elaaticit&t  betrachteten 
Druckcomponenten  an;  doch  weist  eine  in  dem  Briefe  enthaltene 
Bemerkung  über  die  genau  transversale  Richtung  der  Schwin- 
gungen darauf  hin,  dass  er  schon  damals  im  Besitz  jener  Diffe- 
rentialgleichungen war;  und  deshalb  bezeichnet  der  Verfasser 
dieselben  als  Mac-GuUagh'sche.  An  die  in  Bede  stehenden  Glei- 
chungen werden  nun  verschiedene  Bemerkungen  und  Erörterun- 
gen geknttpft,  die  folgende  Punkte  betreffen.  1)  Wie  Eirchhoff 
gezeigt  hat  (Abh.  d.  Berl.  Akad.  1876,  vgl.  F.  d.  M.  VIII.  647) 
führt  der  Green'sche  Ausdruck  für  das  Potential  der  elastischen 
Kräfte  bei  Ausschluss  longitudinaler  Wellen  zu  denselben  Diffe- 
rentialgleichungen wie  die  Mac-GuUagh'sche  Eräftefunction.  Der 
Beweis  dafür  wird  vereinfacht. 

2)  Bei  der  Lamö'schen  Ableitung  der  Gleichungen  tritt  die 
Schwierigkeit  auf,  dass  man,  um  nicht  zu  unzulässigen  Folgerun- 
gen zu  gelangen,  aus  der  Erfahrung  die  Thatsache  entnehmen 
muss,  dass  jeder  gegebenen  Fortpflanzungsrichtung  einer  Welle 
zwei  Polarisationsrichtungen  entsprechen.  Es  wird  gezeigt,  dass 
diese  Schwierigkeit  nicht  besteht,  wenn  man  annimmt,  dass  den 
inneren  Kräften  des  betrachteten  Mediums  ein  Potential  zukommt 
Umgekehrt  soll  jene  Thatsache  ein  Beweis  dafür  sein,  dass  die 
durch  die  Aenderung  der  relativen  Lage  der  Aetherteilchen  ge- 
weckten Elasticitätskräfte  ein  Potential  besitzen. 

3)  Die  Mac-CuUagh'schen  Gleichungen  lassen  sich,  wenn 
man  die  Schwingungscomponenten  als  Differentialquotienten  dreier 
neuen  Functionen  ausdrückt,  auf  die  Form  bringen,  die  in  den 
Gleichungen  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  auftritt 
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4)  Ffir  den  Fall  einaxiger  Medien  werden  diejenigen  Inte- 
grale der  Mae-Gullagh'schen  Gleichungen  aufgestellt,  die  von 
einem  Erregungscentrum  aus  fortschreitende  Wellen  darstellen. 

5)  Dass  die  Lam^'schen  Lösungen  der  allgemeinen  Glei- 
chungen fttr  zweiaxige  Medien  in  den  optischen  Axen  unbestimmt 
werden,  berechtigt  nach  des  Verfassers  Ansicht  nicht  zu  dem 
von  Frau  y.  Eowalevski  gezogenen  Schlüsse,  dass  diese  Lösun- 
gen eine  physikalisch  unmögliche  Bewegung  repräsentiren.  Eine 
solche  Unbestimmtheit  liege  in  der  Natur  der  Sache. 

6)  Es  werden  die  Mac-GuUagh'schen  Gleichungen  auf  n- Varia- 
bein ausgedehnt  und  diejenigen  Lösungen  der  verallgemeinerten 
Gleichungen  bestimmt,  welche  ebenen  transversalen  Wellen  ent- 
sprechen. Die  Rechnung  gestaltet  sich  analog  wie  fttr  drei  Va- 
riabein. Zu  jeder  Fortpflanzungsrichtung  gehören  n— 1  Werte 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit;  dieselben  sind  die  Wurzeln 
einer  Gleichung  (fi—l)^°  Grades.  Letztere  Gleichung  erhält  die 
der  Fresnerschen   Gleichung   analoge  Form   nur   dann,    wenn 

man  zwischen  den      ^  ^ — —    Constanten,    die  in  den  Differen- 

tialgleichungen  auftreten,  gewisse  Relationen  annimmt.      Wn. 


Issalt.  Memoire  sur  une  double  s^rie  de  surfaces 
noüvelles  comprises  entre  les  deux  nappes  de  la  sur- 
face  de  l'onde  de  Fresnel  et  sur  les  cdnes  isochro- 
matiques  circonscrits  ä  ces  surfaces.    Bordeaaz  M^m.  (3)  V. 

251-275. 

Die  Arbeit  ist  mehr  von  geometrischem  als  physikalischem 
Interesse.  Der  Verfasser  schreibt  zwar  seinen  Resultaten  auch 
eine  physikalische  Bedeutung  zu,  ohne  dies  aber  irgend  wie  zu 
begründen. 

Es   handelt  sich   um  die  Untersuchung   der  Gestalten   der 
Flächen,  die  in  der  Flächenschar 
(1)       {a'x'  +  6'y'  +  c'0(^'  +  »'  +  *') 

enthalten  sind.    Für  j  =.^n  geht  (1)  in  die  Fresnersche  Wellen- 
fläche über.    Füry<^7v  dagegen  repräsentirt  (1)  eine  Fläche,  die 
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ganz  zwischen  den  beiden  Mänteln  der  Fresnerschen  Wellenfläche 
liegt  und  in  Folge  dessen  Hittelfläclie  der  gebrochenen  Wellen 
genannt  wird.  Auch  diese  Mittelfläche  besteht  aus  zwei  Mänteln, 
die  aber  nicht  in  einzelnen  Punkten,  sondern  längs  Tier  ge- 
schlossener Gurren  zusammenhängen.  Innerhalb  der  beiden  Kegel, 
welche  jene  Gurven  mit  dem  Anfangspunkte  verbinden,  liegt  kein 
reeller  Flächenpunkt.  Jene  Gurven  begrenzen  also  Oeffnungen 
der  Fläche.  Wird  j  =  ^n^  so  ziehen  sich  die  Gurven  in  die 
vier  singulären  Punkte  der  Wellenfläche,  die  vorerwähnten  Kegel 
in  die  Radien  nach  den  singulären  Punkten  zusammen.  Der 
äusserste  Wert,  den  der  Winkel  j  noch  annehmen  kann,  ist  der 
spitze  Winkel  zwischen  den  gleichen  conjugirten  Durchmessern 
in  demjenigen  Hauptschnitte  eines  Ellipsoids  mit  den  Axen  a,  b,  c, 
welchem  die  grösste  und  kleinste  dieser  Axen  angehören. 

Nachdem  die  Schnitte  der  Fläche  (1)  mit  den  Coordinaten- 
ebenen  für  die  verschiedenen  möglichen  Fälle  discutirt  sind,  wird 
der  geometrische  Ort  derjenigen  Gurveu  bestimmt,  längs  deren 
die  beiden  Mäntel  der  verschiedenen  Flächen  (1)  zusammenhän- 
gen; es  ergiebt  sich  dafür  die  Fläche 

(2)        (a'a:'  +  6y  +  cV)(a:'+y'+*')  =  a^b'c\ 

Wichtiger  noch  als  diese  Fläche  sind  die  schon  oben  erwähnten 
Kegel,  welche  die  singulären  Gurven  mit  dem  Anfangspunkte 
verbinden.  Diese  Kegel  werden  als  „isochromatische**  Flächen 
bezeichnet;  doch  hat  diese  Bezeichnung  nach  Ansicht  des  Refe- 
renten keinerlei  physikalische  Bedeutung,  da  die  Flächen  (1) 
keine  eigentlichen  Wellenflächen  sind.  Die  Schnitte  der  verschie- 
denen isochromatischen  Kegel  mit  den  drei  Goordinatenebenen 
ergeben  Scharen  von  Gurven,  die  mit  den  isochromatischen  Gurven 
zweiaxiger  Krystalle  eine  gewisse  Aehnlichkeit  haben.  Diese 
Gurvenscharen  werden  eingehend  untersucht,  wobei  auch  die 
Fälle  a  =  b  und  b  =  c  ihre  Erledigung  finden. 

Zum  Schluss  wird  kurz  angedeutet,  wie  man  die  die  Flächen- 
schar (1)  betreffende  Untersuchung  auf  die  allgemeineren  Scharen 

ilf,Ä'-(]V,fisini  +  ^,cosl)  +  l  =  0, 
i»,Ä'+WÄcost— JV,sinf)+l   =0 


Capitel  2.    A^stik  nnd  Optik.  1047 

ausdehnen  kann.  Hierin  ist  J!'  =  a;'-f-y'-f  ss^,  Jif,  und  iV,  sind 
g^ewisse  homogene  Functionen  zweiter  Ordnung,  N^  ist  eine  ho- 
mogene Function  erster  Ordnung  der  Goordinaten,  i  der  variable 
Parameter.  Zur  expliciten  Darstellung  der  Resultate  gelangt  der 
Verf.  fQr  den  allgemeinen  Fall  nicht.  Wn. 


F.  PocKELS.     üeber  die  durch  einseitigen  Druck  hervor- 
gerufene Doppelbrechung  regulärer  Krystalle,  speciell 

von   Steinsalz   und   Sylvin.     Wiedemann  Add.  XXXIX.  440-469. 

In   einer  im  vorigen  Jahrgang  besprochenen  Arbeit  (F.  d. 

M.  XXI.  1889.  1073)  hatte  der  Verfasser  allgemein  den  Einfluss 

* 

elastischer  Deformationen  auf  das  optische  Verhalten  krystallini- 
scher  Körper  untersucht.  In  dem  vorliegenden  Aufsatz  werden 
die  Ergebnisse  der  allgemeinen  Theorie  auf  Erystalle  des  regu- 
lären Systems  angewandt.  Bei  diesen  hängt  die  durch  elastische 
Deformationen  bewirkte  Aenderung  der  Lichtgeschwindigkeit  von 
drei  der  Substanz  eigentümlichen  Gonstanten  ab.  Sieht  man 
jedoch  von  der  absoluten  Aenderung  der  Lichtgeschwindigkeit 
ab,  so  kommen  nur  zwei  jener  drei  Gonstanten  in  Frage,  und 
zwar  bestimmen  dieselben  die  Stärke  der  Doppelbrechung  für 
zwei  Prismen,  deren  Längsaxen  einer  Würfel-  bezw.  einer  Ok- 
taedernormale parallel  sind,  und  welche  die  gleiche  Längs-  und 
Querdilatation  erlitten  haben.  Handelt  es  sich  indessen  nicht  um 
gleichförmige  Deformation,  sondern  nur  um  einseitigen  Druck  von 
beliebiger  Richtung,  so  ist  für  die  Lage  der  optischen  Axen 
allein  das  Verhältnis  jener  beiden  Gonstanten,  multiplicirt  mit 
einem  analogen,  von  den  Elasticitätsconstanten  abhängigen  Ver- 
hältnis,  massgebend;   das  Product  der  eben  erwähnten   beiden 

Quotienten   sei  = Um    die    eigentümlichen    Verhältnisse, 

welche  bei  regulären,  durch  einseitigen  Druck  doppelt  brechend 
gemachten   Krystallen   auftreten   können,   völlig   zu   übersehen, 

braucht  man  nur  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Lage  der  optischen 

h 
Axen  mit  der  Druckrichtung  sowie  mit  der  Grösse  von   —   an- 
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dert.    Je  nachdem 

l)A>i,     2)0<A<1,     3)0>-^>-l, 

oder  endlich 

ist,  ergeben  sich  andere  Endformeln.  Diese  Formeln  werden  fllr 
die  einzelnen  Fälle  abgeleitet  und  eingehend  discatirt.  Der 
Uebersichtlichkeit  wegen  beschränkt  der  Verfasser  dabei  die 
Druckrichtung  auf  die  Symmetrieebenen. 

Zur  Prüfung  der  Ergebnisse  der  Theorie  hat  der  Verfasser 
am  Steinsalz  und  Sylvin  Messungen  über  die  relative  Verzöge- 
rung *fttr  verschiedene  Beobachtungsrichtungen  angestellt     Fflr 

die  erste  dieser  Substanzen  ist  0  <  —  <  1 1  für  die  zweite  ist 

a 

b  b 

—  <— 1.    [Der  Fall  0>  —  >—l    tritt    beim    Flussspat    ein, 

während  man  dem  Fall  —  >>  1  bisher  noch  nirgends   begegnet 

ist.]  Die  Abweichungen  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung 
übersteigen  nicht  die  Grenzen  der  Beobachtungsfehler.       Wn« 


J.  Larmor.     Rotatory  polarization ,    illustrated    by    the 
vibrations  of  a  gyrostatically  loaded  chain.   Lond.  M.  s. 

Proc.  XXI.  423-432. 

Um  die  Fortpflanzung  von  Wellen  in  einem  Medium,  das 
die  Polarisationsebene  dreht,  an  einem  mechanischen  Modell  zu 
erläutern,  hat  Sir  W.  Thomson  in  den  Proc.  Lond.  Math.  Soc. 
VI  (1875)  die  Bewegung  einer  gespannten  Kette  untersucht,  an 
deren  einzelnen  Gliedern  Schwungräder  angebracht  sind,  die 
mit  constanter  Winkel  -  Geschwindigkeit  um  ihre  Axen  rotiren. 
Während  Thomson  nur  den  Fall  betrachtet,  dass  die  Axen  der 
Räder  sämtlich  zur  Längsaxe  der  Kette  senkrecht  stehen,  wird 
in  der  vorliegenden  Arbeit  der  allgemeinere  Fall  behandelt,  in 
dem  die  (in  der  Ruhelage  parallelen)  Axen  gegen  die  Längs- 
richtung  der   Kette   beliebig   geneigt   sind.     Zunächst    werden 


Gapitel  2.    Akustik  and  Optik.  1049 

unter  Berficksichtigung  der  ursprfinglich  vorhandenen  Rotation 
die  sechs  Bewegangsgleichungen  ffir  jedes  Glied  der  Kette  auf- 
gestellt und  daraus  die  entsprechenden  Gleichungen  f&r  den  Fall 
abgeleitet,  dass  die  Kette  aus  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Gliedern  besteht,  d.  h.  dass  die  Kette  in  einen  biegsamen  Faden 
tibergeht.  Die  sechs  so  gewonnenen  Gleichungen  enthalten  noch 
die  ficti ven  Kräfte, .  welche  die  Verbindung  der  einzelnen  Glieder 
ersetzen ;  nach  Elimination  dieser  Kräfte  bleiben  noch  drei  Glei- 
chungen für  die  Bewegung  der  Kette  ttbrig.  Nimmt  man  au, 
dass  der  Querschnitt  der  Kette  sehr  klein  ist,  und  abstrabirt 
von  den  Torsionsschwingungen,  so  ergeben  sich  fQr  die  trans- 
versale Bewegung  zwei  Gleichuugen  von  folgender  Form: 

Existiren  neben  den  transversalen  Schwingungen  der  Kette  noch 
Torsionsschwingungen,  so  kommt  zu  den  Gleichungen  (a)  noch 
eine  dritte  Gleichung  hinzu;  ausserdem  aber  ist  dann  auf  den 
rechten  Seiten  von  (a)  noch  ein  vom  Torsionswinkel  abhängiger 
Term  hinzuzufügen.  Wenn  endlich  die  Dimensionen  des  Quer- 
schnitts nicht  sehr  klein  sind,  treten  auf  den  linken  Seiten  der 
Gleichungen  (a)  noch  Glieder  von  der  Form 

d^x_  d*y 

hinzu. 

Der  Verfasser  leitet  zunächst  aus  der  allgemeinsten  Form 
seiner  Gleichungen  den  Wert  für  die  Geschwindigkeit  ab,  mit 
der  irgend  welche  Wellen  die  Kette  durchlaufen.  Es  ergiebt 
sich  dafür  eine  Gleichung  dritten  Grades,  die  discutirt  und  auf 
specielle  Fälle  augewandt  wird.  Sodann  betrachtet  er  trans- 
versale Wellen,  die  den  Gleichungen  (a)  genfigen,  und  löst  fol- 
gende Aufgabe:  Die  ganze  Kette  bestehe  aus  drei  Teilen;  nur 
ffir  den  mittleren  Teil  sollen  die  Gleichungen  (a)  gelten,  wäh- 
rend für  die  beiden  anderen  Teile  die  Constante  c  gleich  Null 
ist  (d.  h.  diese  Teile  sollen  nur  Schwingungen  von  der  Art  aus- 
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führen,  wie  gewöhDÜche  gespannte  Saiten).  Eine  transversale 
Welle,  die  in  dem  einen  Endstück  entsteht,  pflanzt  sich  darch 
das  mittlere  Stock  bis  zum  dritten  Teile  der  Kette  fort.  Für 
den  Uebergang  vom  ersten  zum  zweiten,  sowie  für  den  vom 
zweiten  zum  dritten  Teile  gelten  die  Bedingungen  der  Elasti- 
citätstheorie:  Gleichheit  der  Verrfickungen  und  Gleichheit  des 
Drucks  zu  beiden  Seiten  des  trennenden  Querschnitts.  Es  soll 
der  Verlauf  der  Welle  durch  die  Kette  ermittelt  werden.  Die 
Aufgabe  lässt  sich  mittels  einfacher  Rechnungen  lösen,  ond  es 
ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  einfallende  Welle  geradlinig  pola- 
risirt  war,  die  austretende  (im  dritten  Teile)  elliptisch  polarisirt 
ist.  Die  betrachtete  Bewegung  bildet  eine  hübsche  und  ver- 
hältnismässig einfache  Erläuterung  zu  dem  Durchgang  von  Licht- 
wellen durch  drehende  Medien.  Wn. 


MoNNORT.     Pouvoir  rotatoire  et  double  r^fraction.  Aimeida 

J.  (2)  IX.  277-287. 

Die  Theorie  der  gleichzeitigen  Wirkungen  des  Drehung^- 
Vermögens  und  der  Doppelbrechung  ist  von  Hrn.  Gouy  aufg^e- 
stellt  worden.  Der  Verf.  wendet  diese  Theorie  auf  die  Erforschung 
der  Umwandlung  einer  geradlinigen  Schwingung  an,  welche 
durch  eine  mit  dem  Drehungsvermogen  behaftete,  doppeltbrechende 
Platte  senkrecht  hindurchgeht.  Der  einfachste  Fall,  der  einzige, 
den  er  prüft,  ist  derjenige,  bei  welchem  die  Schwingung  des 
Einfallsstrahles  parallel  oder  senkrecht  zum  Hauptschnitt  der 
Platte  ist.  Die  Schwingung  des  austretenden  Strahles  ist  im 
allgemeinen  elliptisch;  sie  wird  durch  den  Winkel  a  ihrer  grossen 
Axe  mit  der  Richtung  der  Einfalisschwingung  und  durch  das 
Verhältnis  K  ihrer  beiden  Axen  bestimmt.  Die  Frage  ist  schon 
von  Hrn.  Wiener  behandelt  worden  (Wiedemann  Ann.  XXXV, 
F.  d.  M.  XX.  1888.  1010),  der  durch  geometrische  Betrachtungen 
den  Ausdruck  für  tg2a  ermittelt  hat.  Man  kann  jedoch  mit 
Benutzung  der  gewöhnlichen  analytischen  Methode  diesen  Aus- 
druck gewinnen,  ebenso  auch  den  für  das  Verhältnis  der  Axen 
und  danach  die  vollständige  Discussion  durchführen.         Lp. 
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H.  ScHOENTjBS.  Projet  d'exp^riences  destin^es  k  v^rifier 
si  la  lumi^re  polaris^e,  dont  le  plan  de  polarisation 
oscille,  exerce  une  influence  sur  le  champ  magn^tique. 

Belg.  Bali.  (3)  XIX.  444-468. 

P.  De  Heen,  C.  Lagränge.    Rapports,    ibid.  319.321,  321-328. 

Der  zweite  Berichter  hebt  die  Gründe  hervor,  welche  es 
gestatten,  die  Cauchy'sche  Theorie  des  Lichtes  beizubehalten, 
selbst  wenn  die  vorgeschlagenen  Versuche  gelingen. 

Mn.  (Lp.) 

F.  H.  Wehner.  Ueber  die  Reflexion  und  Brechung  des 
Lichtes    an    der    Grenze    unkiystallinischer    Medien. 

Hoppe  Arcb.  (2)  IX.  337-374. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  das  Problem  der  Reflexion 
auf  einem  von  Herrn  VonderMühll  vorgeschlagenen  Wege  durch- 
geführt (Math.  Ann.  XXVII;  vgl.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  996). 
Zunächst  betrachtet  der  Verfasser  den  Uebergang  des  Lichtes 
von  einem  homogenen  Medium  zu  einem  andern  auf  Grund  der 
vollständigen,  durch  die  Elasticitätstheorie  geforderten  Grenz- 
bedingungen, während  über  das  Verhältnis  der  Dichtigkeiten 
wie  über  die  Beziehung  zwischen  den  Elasticitätsconstanten  bei- 
der Medien  keinerlei  Annahmen  gemacht  werden.  Der  Umstand, 
dass  die  sich  ergebenden  Formeln  wegen  der  darin  auftretenden 
longitudinalen  Wellen  mit  der  Erfahrung  nicht  in  Ueberein- 
Stimmung  gebracht  werden  können,  führt  auf  die  Annahme,  dass 
zwischen  den  beiden  Medien  nicht  ein  plötzlicher,  sondern  ein 
allmählicher  Uebergang  stattfindet,  vermittelt  durch  unendlich 
viele,  unendlich  dünne  homogene  Schichten.  Der  Einfluss  dieser 
Uebergangsschicht  wird  nun  genau  in  derselben  Weise  behan- 
delt, wie  in  einer  früheren  Arbeit  des  Herrn  VonderMühll  (Math. 
Ann.  V,  vgl.  F.  d.  M.  IV.  1872.  521);  die  auf  die  Schwingungen 
senkrecht  zur  Einfallsebene  bezüglichen  Formeln  werden  auch 
einfach  jener  Von  der Mühirschen  Arbeit  entnommen,  während  für 
die  Schwingungen  in  der  Einfallsebene  sich  hier  andere  Formeln 
ergeben.     Der  Grund  dafHr  liegt  in  dem  Umstände,   dass   hier 


1052  XI.  Abschnitt.    MatfaemaÜBche  Physik. 

nicht  der  Aether  als  incompressibel  angenoimnen ,  vielmehr  die 
Möglichkeit  longitadinaler  Wellen  zugelassen  wird.  Jedoch  wird, 
um  die  Rechnung  mit  der  Erfahrung  in  Uebereinstimmong  zu 
bringen,  die  Bedingung  eingeführt,  dass  longitudinale  Schwin- 
gungen zwar  in  der  Uebergangsschicht  existiren,  nicht  aber  im 
ersten  und  letzten  Medium  in  endlicher  Entfernung  von  jener 
Schicht.  Die  sich  ergebenden  Formeln  sind  recht  complicirt  and 
wenig  übersichtlich.  Ihre  Anpassung  an  die  Beobachtaogen 
stösst  ebenso,  wie  dies  bei  den  VonderMflhirscben  Formeln  der 
Fall  ist,  auf  grosse  Schwierigkeiten.  Die  Bedingungen ,  die  er- 
fallt  werden  müssen,  wenn  die  Formeln  der  Erfahrung  ent- 
sprechen sollen,  lassen  eine  einfache  Deutung  nicht  zu. 

Wn. 

P.  Drudb.     Das  Verhalten   der  AbsorptionscoefficienteD 

von    Kry stallen.    Wiedemann  Ado.  XL.  665-680. 

Wenn  Licht  senkrecht  auf  eine  Krystallplatte  fällt,   so  be- 
stimmen   sich  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  w  und  der  Ab- 

sorptionscoefficient  --   aus   einer   quadratischen  Gleichung   mit 

complexen  Coefficienten,  der  die  Grösse 

\  1  —  13«  -^ 

genügt.  Zerlegt  man  diese  Gleichung,  die  der  Verfasser  einer 
früheren  Arbeit  entnimmt  (cf.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1086)  in  einen 
reellen  und  einen  rein  imaginären  Teil,  so  erhält  man  2  Glei- 
chungen zur  Berechnung  von  w  und  x.  Die  Rechnung  giebt  aber 
keine  anschauliche  Vorstellung  davon,  wie  jene  beiden  Grössen 
von  der  Lage  der  Wellennormale  gegen  die  Erystallaxen  abhän- 
gen. Diese  Vorstellung  etwas  deutlicher  zu  gestalten,  ist  der 
Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes.    Zunächst  wird  gezeigt,  wie 

1  X 

man,  wenn  ß  bekannt  ist,  —  und   —  leicht   durch  eine  geo- 

'  '    CO  Cd 

metrische  Construction  ermitteln  kann.  Ein  einfacher  Ausdruck 
für  ß'  ferner  ergiebt  sich,  wenn  die  quadratische  Gleichung  fÄr 
ß'  in  zwei  Factoren  zerföllt,  was  bei  einaxigen  Erystallen  der 
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Fall  ist,  sowie  bei  rhombischen  Erystallen  dann,  wenn  die 
Wellennormale  in  eine  Symmetrieebene  fällt.  Bei  einaxigen  Ery- 
stallen gelingt  es  daher,  durch  eine  einfache  Gonstruction  an- 
schaulich zu  machen,  welche  Veränderungen  die  Absorption  in 
den  FresneFschen  Gesetzen  ffir  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des  ausserordentlichen  Strahles  hervorruft.  (Der  ordentliche  Strahl 
hat  constante  Absorption  und  constante  Geschwindigkeit). 

Eine  ähnliche  Gonstruction  gilt  fOr  die  drei  Symmetrieebenen 
rhombischer  Krystalle.  Die  weitere  Untersuchung  dieser  Erystalle 
wird  aber  nicht  allgemein  durchgeführt,  sondern  nur  unter  der 
Annahme,  dass  die  Absorption  gering  ist.  In  diesem  Falle  bleiben 
die  FresneFschen  Gesetze  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  un- 
geändert.  Es  existiren  also  nur  zwei  Axen  gleicher  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit, während  bei  sehr  starker  Absorption  un- 
endlich viele  derartige  Axen  existiren  können.  Was  die  Absorp- 
tion betrifft,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Grösse  —   auf   der 

Richtung  der  Wellennormale  aufträgt,  eine  Fläche  mit  zwei 
Schalen.  Diese  Fläche  unterscheidet  sich  aber  dadurch  von  der 
Wellenfläche,  dass  die  beiden  Schalen  nicht  nur  in  einzelnen 
Punkten  zusammenhängen,  sondern  längs  gewisser  Curvenstücke, 
die  aber  nicht  geschlossen  sind.  Von  jeder  der  drei  Symmetrie- 
ebenen wird  die  in  Rede  stehende  Fläche  in  einem  Ereise  und 
einer  Art  von  Oval  geschnitten;  in  letzterem  liegen  die  Richtun- 
gen des  grössten  und  kleinsten  Radius  schief  zu  einander.  In 
einer  der  drei  Symmetrieebenen  schneiden  sich  der  Ereis  und 
das  Oval  in  vier  Pnnkten,  von  denen  je  zwei  einander  diame- 
tral gegenüberliegen.  In  dieser  Ebene  existiren  also  zwei  Axen 
gleicher  Absorption,  und  an  diese  schliessen  sich  ausserhalb  der 
Symmetrieebene  unendlich  viele  andere  Axen  gleicher  Absorption 
an;  diese  Axen  verbinden  den  Mittelpunkt  der  Fläche  mit  der 
oben  erwähnten  Gurve,  längs  deren  die  beiden  Schalen  der  Fläche 
zusammenhängen. 

Zum  Schluss  bespricht  der  Verfasser  eine  von  Becquerel 
Aber  die  Absorption  von  Erystallen  aufgestellte  empirische  For- 
mel.  Dieselbe  führt  zu  anderen  Ergebnissen,  als  die  theoretische 
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Untersuchung  des  Herrn  Drude.  Aber  wenn  die  Becquerersche 
Formel  auch  die  Beobachtungen  von  Becquerel  selbst  gut  dar- 
stellt, so  widersprechen  ihr  doch  andere  Beobachtungen,  nament- 
lich solche  von  Elamsay.  Eine  Entscheidung  kann  nur  durch 
weitere  Experimente  herbeigeführt  werden.  Wn. 


P.  Drudb.     Bestimmung   der  optischen  Constanten   der 

Metalle.     WiedemaDo  Ann.  XXXIX.  481-554. 

In  der  wesentlich  experimentellen  Arbeit  werden  zunächst 
die  verschiedenen  Methoden  zur  Bestimmung  der  optischen  Con- 
stanten der  Metalle  besprochen,  sowie  die  Umstände,  welche  stö- 
rend auf  die  Beobachtungen  einwirken.  In  dieser  Hinsicht  kom- 
men hauptsächlich  die  verunreinigenden  Oberflächenschichten  in 
Betracht.  Die  Wirkung  derselben  auf  das  reflectirte  Licht  ist 
vom  Verfasser  in  einer  früheren  Arbeit  untersucht  (F.  d.  M.  XXI. 
1889.  1077);  die  dort  abgeleiteten  Formeln  werden  hier  durch 
die  specielle  Annahme  vereinfacht,  dass  das  Absorptionsvermögen 
der  Oberflächenschicbt  gegenüber  dem  des  Metalls  zu  vernach- 
lässigen ist.  Sodann  wird  eingehend  erörtert,  wie  die  Beobach- 
tungen über  das  reflectirte  Licht  anzustellen  sind,  um  die  opti- 
schen Constanten  des  Metalls  möglichst  genau  zu  ermitteln;  die 
zur  Berechnung  dieser  Constanten  dienenden  Formeln  entnimmt 
der  Verf.  früheren  Arbeiten  (vergl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1086; 
XX.  1888.  1114). 

Weiter  folgt  die  Mitteilung  der  Beobachtungen  selbst,  die 
sich  auf  die  Bestimmung  des  Brechungs-  und  Absorptionscoeffi- 
cienten  verschiedener  Metalle,  auf  ihre  Dispersion,  endlich  auf 
die  Abhängigkeit  der  Constanten  von  der  Temperatur  beziehen. 
Von  den  Ergebnissen  seien  hier  folgende  erwähnt:  Kupfer  ist 
für  Natriumlicht  das  durchsichtigste  aller  Metalle  (Absorptions- 
coefficient  2,6),  Zink  das  undurchsichtigste  (Abs.  5,5).  Ferner 
hat  Silber  den  kleinsten  Brechungsexponenten  (n  =  0,18),  Anti- 
mon den  grössten  (n  =  3,04),  nach  ihm  kommt  Stahl:  Die  Her- 
stellungsart und  der  Härtezustand  hat  auf  die  optischen  Eigen- 
schaften  keinen  merkbaren  Einfluss.  —  Nur  Blei,   Gold   und 
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Eapfer  besitzen  normale  Dispersion  des  Brechungsvermögens 
zwischen  rotem  und  gelben  Lichte,  alle  ttbrigen  Metalle  haben 
anomale  Dispersion.  —  Die  optischen  Gonstanten  ändern  sich  nur 
wenig  mit  der  Temperatur. 

Auch  die  Metallreflexion  in  Flüssigkeiten  hat  der  Verf.  der 
Untersuchung  unterzogen;  seine  Messungen  sowohl  wie  die 
früherer  Beobachter  geben  Abweichungen  von  der  Theorie  in 
demselben  Sinne.  Diese  Abweichungen  lassen  sich  ungezwungen 
durch  die  Annahme  von  Oberflächenschichten  erklären.  Zum 
Schluss  vergleicht  Herr  Drude  seine  Beobachtungen  mit  denen 
anderer  Autoren  und  prüft  das  Kundt'sche  Gesetz  sowie  einige 
Relationen  der  elektromagnetischen  Lichttheorie;  zu  einer  defini* 
tiven  Entscheidung  darüber,  ob  jenes  Gesetz  und  diese  Rela- 
tionen der  Wirklichkeit  entsprechen,  kommt  er  jedoch  nicht. 

Wn. 

E.  Cesaro.  Sur  la  courbe  repräsentative  des  ph^no- 
mfenes  de  diflFraction.  0.  R.  CX.  1119-1122. 
Zur  Discussion  der  durch  eine  geradlinig  begrenzte  Oeff- 
nung  oder  einen  Schirm  bei  divergirend  auffallenden  Strahlen 
erzeugten  Beugungserscheinungen  hat  Herr  Cornu  (Journ.  d. 
phys.  III,  vgl.  F.  d.  M.  VI.  1874.  659)  diejenige  Curve  benutzt, 
deren  rechtwinklige  Coordinaten,  durch  den  Bogen  t?  ausgedrtlckt, 
gleich  den  FresnePschen  Integralen  sind: 

X  =/'co8(-^)dt>,      y  =f\m(-^)dt. 

0  0 

Diese,  Elothoide  genannte,  Curve  bildet  eine  doppelte  Spirale 
mit  zwei  asymptotischen  Punkten  und  einem  Wendepunkte  im 
Anfangspunkte.  Der  Krümmungsradius  in  einem  beliebigen  Cur- 
venpunkte  ist  dem  vom  Anfangspunkte  an  gerechneten  Bogen 
umgekehrt  proportional.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  nun 
für  diejenige  Sehne  dieser  Curve,  welche  die  Punkte  0,  und  9, 
verbindet,  der  Wert  abgeleitet: 

r  ^  0  öl« — _- 
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Verschiebt  man  den  Bogen  f,— fi  auf  der  Carve,  während  seine 
Länge  constant  bleibt,  so  folgt 

wo  ^   der  Winkel  ist,   den  die  Tangenten  in  den  Endpunkten 

des  Bogens  bilden,  während  0  den  Winkel  bezeichnet,  den  die 

zum  Bogen  gehörige  Sehne  mit  der  Tangente  im  Punkte  v^  ein- 

schliesst,  und  wo  endlich  <b  =  do,  =  dr,  ist.    Die  Maxima  und 

Minima  von  fi,  von  denen  die  Lage  der  Diffractionsstreifen  bei 

einer  sehr  hohen   rechteckigen  Oeffnung  abhängt,   treten    ein, 

wenn 

»  =  2nn    oder    »  =  2nn  +  20 

ist.  Herr  Poincar6  hat  in  seiner  y,Tb6orie  math6matiqne  de  la 
Inmiöre^  (Paris  1890)  nur  die  Diffractionsstreifen  betrachtet, 
welche  der  Bedingung  ^  =  2nn  entsprechen.  Die  der  Bedin- 
gung &  =  2nn  +  26  entsprechenden  Werte  von  &  lassen  sieh  f&r 
kleine  n  durch  Reihenentwickelung  des  in  R  auftretenden  Inte- 
grals ermitteln,  während  für  grössere  n  der  Wert  von  id-  nahezu 
mit  den  Wurzeln  der  Gleichung  tg  x  =  d;  übereinstimmt 

Wn. 

A.  Grimpen.      Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  durch  eine 
kreisförmige  Oeffnung  erzeugten  Beugangserscheinun- 

gen.     DiBB.  Kiel.  33  8.  8». 

Schwerd  leitet  in  seinem  klassischen  Werke  über  die  Beu- 
gungserscheinungen (Mannheim  1835)  die  Formel  für  die  Inten- 
sität des  an  einer  kreisförmigen  Oeffnung  (bei  parallel  einfallen- 
den Strahlen)  gebeugten  Lichtes  dadurch  her,  dass  er  den  Kreis 
durch  ein  Vieleck  mit  grosser  Seitenzahl  ersetzt  und  dasselbe 
durch  parallele  Sehnen  in  trapezförmige  Zonen  zerlegt  Dadurch 
gelangt  er  zu  einer  wenig  übersichtlichen  Endformel,  die  dne 
leichte  optische  Deutung  ohne  Anwendung  numerischer  Rechnun- 
gen kaum  gestattet.  Der  Verfasser  der  vorliegenden  Dissertation 
glaubt,  dass  dieser  Mangel  an  Einfachheit  in  den  Resultaten  yon 
der  Zerlegung  des  Vielecks  in  Trapeze  herrührt  Er  ändert 
daher  die  Schwerd'sche  Ableitung  dahin  ab,   dass  er  das  Viel- 
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eek,  dessen  Seitenzahl  als  gerade  angenommen  wird,  durch  nach 
den  Ecken  gezogene  Radien  in  eongruente  Dreiecke  zerlegt,  für 
die  Intensität  des  an  einer  dreieckigen  Oeffnung  gebeugten  Lich- 
tes die  von  Schwerd  abgeleitete  Formel  benutzt  und  dann  sum- 
mirt.  Die  Rechnung  gestaltet  sich  ziemlich  weitläufig,  wenn  sie 
auch  übersichtlich  bleibt.  Das  Resultat,  das  eingehend  discutirt 
wird,  hat  eine  Form,  die  unmittelbar  den  Uebergang  von  dem 
regulären  Vieleck  zum  Kreise  gestattet,  und  ftthrt  auf  den  be* 
kannten,  von  der  Bessel'schen  Function  /,  abhängenden  Ausdruck 
ftlr  die  Intensität.  Zum  Schluss  wird  auch  der  Schwerd'sche 
Ausdruck  für  das  Beugungsbild  eines  regulären  Polygons  umge- 
formt und  daraus  ebenfalls  das  Resultat  für  den  Kreis  abgelei- 
tet. Dann  folgen  noch  einige  auf  die  Berechnung  der  Bessel'- 
schen  Functionen  bezügliche  Bemerkungen.  —  Die  Ableitung  des 
Resultats  mittels  der  Integralrechnung  ist  jedenfalls  dem  hier 
mitgeteilten,  zwar  elementaren,  aber  doch  sehr  weitläufigen  Be- 
weise bei  weitem  vorzuziehen.  Wn. 


P.  Garbe.     Sur  les  franges  des  r^seaux  parallMes. 

Almeida  J.  (2)  IX.  47-55. 

Einige  Bemerkungen  über  die  Fransen,  welche  entstehen, 
wenn  Sonnenstrahlen  durch  das  System  zweier  identischen  Gitter 
mit  parallel  gestellten  Strichen  gehen,  und  welche  als  „Diffrac- 
tionsfransen''  und  „Interferenzfransen''  eine  getrennte  Besprechung 
erhalten.  Lp. 

Hurion.     Diffraction  par  un  ^cran  circulaire.     Almeida  J. 

(2)  IX.  55-57. 

Die  von  Fresnel  durch  eine  einfache  Ueberlegung  erklärte 
Entstehung  eines  centralen  weissen  Fleckes  bei  der  Di£Fractions* 
Erscheinung  hinter  einem  kleinen  kreisförmigen  Schirme  wird 
rechnerisch  erläutert.  Lp. 

J.  MacA  de  LipiNAY.      Sur    les    franges    d'interf^rence 
prodnites  par  des  sources  lumineuses  etendues.      G.  R. 

CIX.  137-189.  (1889.) 

FortMhr.  d.  Math.  XXII.  3.  *  67 
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J.  Mace  DB  Lepinay.     Sur  la  localisation   des   franges 
d*interfdrence  des  lames  minces  isotropes.      G.  R.    cix. 

893-895.  (1889.) 

An  der  Hand  einfacher  Ueberlegungen  wird  gezeigt,  dass 
es  im  allgemeinen  unmöglich  ist,  mit  einer  aasgedehnten  Licht- 
quelle deutliche  Interferenzstreifen  zu  erzeugen,  dass  dies  aber 
stets  gelingt,  wenn  ein  Schirm  mit  einer  sehr  schmalen  Oeffnung 
vor  die  Lichtquelle  gesetzt  wird.  Je  nach  der  Orientining  dieser 
Oeffnung  ist  der  Ort,  an  dem  die  Interferenz  zu  Stande  kommt, 
ein  anderer  und  anderer.  Der  Verfasser  fQhrt  dies  speciell  tür 
ein  keilförmiges  Blättchen  durch. 

Im  Anfange  der  Arbeit  findet  sich  eine  gegen  eine  Arbeit 
des  Referenten  gerichtete  Bemerkung,  die  wohl  nur  auf  einem 
Missverstftndnis  beruhen  kann.  Der  Verfasser  meint  nämlich, 
die  sogenannte  Interferenzfläche  der  Newton*schen  Ringe  existire 
nicht  Richtig  an  diesem  Ausspruch  ist,  dass  eine  Fläche,  auf 
der  die  Ringe  in  ihrem  ganzen  Verlauf  vollkommen  deutlich 
wären,  nicht  existirt.  Aber  das  hat  Referent  auch  nie  behauptet; 
er  hat  wiederholt  hervorgehoben,  dass  vollkommene  Deutlichkeit 
aller  Teile  eines  Ringes  nirgends  möglich  sei.  Trotzdem  aber 
kann  man  fragen:  an  welchem  Orte  des  Raumes  erscheinen  ohne 
Begrenzung  der  Lichtquelle  die  Ringe  möglichst  deutlich?  Und 
die  Beantwortung  dieser  berechtigten  Frage  fQhrt  auf  die  vom 
Referenten  gefundene  Interferenzfläche.  Wn. 


J.  MäC£  de  Lepinay  et  Ch,  Fabry.     Throne  de  la  visi- 
bilitd  des  franges  d'interfdrence.    C.  R.  ox.  895-898. 

J.  Mace  de  Lepinay  et  Ch.  Fabry.     Sur  quelques  cas 
particuliers    de    visibilit^    des    franges   d'interfärence. 

C.  R.  CX.  997-1000. 
Eine  Interferenzerscheinung  werde  mittels  eines  Mikroskopes 
beobachtet,  dessen  Axe  in  sich  verschiebbar  ist,  aber  stets  längs 
einer  im  Räume  festen  Linie  liegt.  Jlf  sei  ein  Punkt  dieser  festen 
Linie,  die  zur  «-Axe  eines  Coordinatensystems  genommen  wird, 
und  auf  M  sei  das  Mikroskop  eingestellt.     Von  M  aus  gelangen 
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nun  unendlich  viele  interferirende  Strahlenpaare  in  das  Instru- 
ment; eines  dieser  Paare  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  einer 
seiner  Strahlen  mit  der  Js-Axe  zusammenfällt,  und  fflr  dieses  Paar 
sei  dg  die  Wegdifferenz.  Dann  lässt  sich  die  Wegdifferenz  d 
eines  andern  Paares,  falls  nur  der  Axe  nahe  Strahlen  in  Betracht 
kommen,  so  darstellen: 

(1)  d  =  d,+(p-4)p+((?-4)?. 

falls  D  der  Abstand  des  Punktes  M  vom  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  ist,  während  p,  q  die  Coordinaten  des  Punktes  sind, 
in  dem  einer  der  interferirenden  Strahlen  die  a;y-Ebene  trifft. 
F,  0,  Aj  B  sind  Gonstanten,  die  von  der  Beschaffenheit  des  Inter- 
ferenzapparates wie  von  der  Richtung  der  s-Axe  abhängen.  Da- 
mit nun  die  Interferenz  vollkommen  deutlich  werde,  müsste 
J  =  do  sein.  Das  giebt  eine  Gleichung,  die  man  für  beliebige 
Werte  von  p,  q  im  allgemeinen  nicht  erfüllen  kann.  Bei  einer 
ausgedehnten  Lichtquelle  kann  man  daher  völlig  deutliche  Inter- 
ferenzstreifen im  allgemeinen  nicht  erhalten;  wohl  aber  ist  dies 
möglich,  wenn  zwischen  p  und  q  noch  eine  lineare  Relation  existirt; 
und  in  diesem  Falle  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  d  =  Jq  die 
2-Coordinate  D  des  Punktes,  für  welchen  die  Deutlichkeit  eintritt. 
Eine  solche  Relation  zwischen  p  und  q  erhält  man,  wenn  man  die 
Lichtquelle  durch  eine  schmale  Oeffnung  begrenzt. 

Es  wird  weiter  gefragt,  wann  die  Streifen  auch  ohne  eine 
solche  Begrenzung  deutlich  erscheinen.     Das  tritt  ein,  wenn 

(2)         •p'  =  -Q  =  »*' 

und  man  siebt  dann  die  Streifen  an  dem  Orte  D  =^  m  unter 
allen  Umständen  deutlich.  Wird  ausser  der  Relation  (2)  noch 
die  Gleichung 

(3)  Fp  +  (?9  =  0 
erfüllt  (und  dazu  ist  wieder  die  Begrenzung  der  Lichtquelle  durch 
eine  schmale  Oeffnung  erforderlich),  so  wird  D  unbestimmt;  die 
Interferenzerscheinung  ist  nicht  nur  an  einem  Orte,  sondern 
überall  vollkommen  deutlich.  Deutliche  Sichtbarkeit  der  Streifen 
ohne  Begrenzung  der  Lichtquelle  hat  also  stets  zur  Folge,  dass 

67' 
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bei  Einschaltung  einer  geeignet   orientirt^n  schmalen   Oeffnnng 
die  Streifen  überall  deutlich  sichtbar  sind.  Wo. 


J.  Mac£  de   L:äpiNAT.      Sur   la   localisation    des    franges 
d'interfdrence  des  lames   minces  isotropes.       Almeida  J 

(2)  IX.  121-135,  180-185. 

Der  Inhalt  ist  in  den  vorangehenden  Berichten  enthalten. 

Lp. 

Ch.  Fabry«     Visibilitd  p^riodique  des  ph^nom^nes  d'inter- 
f^rence  lorsque  la  source  äclairante  est  limit^.      c.r 

CXI.  600-602. 

Ch.  Fabry.     Visibilitö    p^riodique    des    franges    d'inter- 
f^rence.    c  R.  oxi,  788-790. 

Der  Verfasser  sacht  die  Deutlichkeit  einer  Interferenzerschei 
nung  für  den  Fall  zu  bestimmen,  dass  vor  die  Lichtquelle  ein 
ebener  Schirm  mit  einer  schmalen  Oeffnung  gestellt  ist  Die  lo- 
terferenzerscheinung  werde  in  einer  Ebene  P'  beobachtet.  Irgend 
ein  Punkt  ilf'  von  P'  empfängt  von  jedem  Punkte  M  der  Schirm- 
Öffnung  zwei  interferirende  Strahlen,  deren  Wegdifferenz  ^  sich, 
wenn  man  von  Gliedern  höherer  Ordnung  absieht,  auf  die  Form 
bringen  lässt: 

Darin  sind  x,  y  die  Coordinaten  von  üf,  bezogen  auf  ein  In  der 
Ebene  des  Schirmes  liegendes  Coordinatensystem ;  J^  ist  der 
Wert,  den  J  für  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  hat;  letzterer 
Punkt  wird  als  in  der  Schirmöffnung  liegend  angenommen.  Durch 
zweckmässige  Wahl  der  Axen  kann  man  stets  erreichen,  dass 
der  Coefficient  von  y  verschwindet,  also 

(1)        J  =  ^o  +  aaj 

wird.     Die  durch  die  Interferenz  des  betrachteten  Strahlenpaare« 

entstehende  Intensität  ist  proportional    l  +  cos2fi-=-,  und  durch 

Integration  über  die  Fläche  der  Oeffnung  ergiebt  sieb,   daas  die 
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Gesamtintensität  im  Punkte  M'  proportional  ist  einem  Ausdrucke 
der  Form 

(2)         l  +  Kco8(27r-^  +  y). 

Die  Buchstaben  F,  q>  haben  dabei  folgende  Bedeutung.  Man 
bilde  die  über  die  Fläche  S  der  Oeffnung  zu  erstreckenden  In- 
tegrale 

(3)       F^ffs\n{2n-^)dxdy,     G  ^  ffto^{2n-^)dxdy, 

80  ist  

(4)       F=liJ:i^,     tgiip=^. 

Aus  (2)  ergiebt  sich  einmal  die  Lage  der  hellen  und  dunklen 
Streifen,  sodann  aber  auch  die  Deutlichkeit  der  Interferenzerschei- 
nung, da  2  F  die  Intensitätsdifferenz  der  hellsten  und  dunkelsten 
Stellen  ist.  F  heisst  der  Deutlichkeitscoefficient  (coefficient  de 
visibilitä)  der  Interferenzstreifen. 

Die  Integrale  F,  G  sind  dieselben,   die  bei  den  durch  die 
Schirmöffnung  erzeugten  Diffractionserscheinungen  auftreten;   ihr 

« 

Wert  hängt  einerseits  von  der  Form  und  Grösse  der  Oeffnung, 
andererseits  von  der  Lage  der  Beobachtungsebene  P'  ab;  denn 
die  Lage  von  P'  bestimmt  den  Wert  von  a.  Durch  Aenderung 
der  Lage  von  P'  sowie  durch  Aenderung  der  Gestalt  der  Schirm- 
öffnung kann  man  die  Interferenzstreifen  mehr  oder  weniger 
deutlich  machen;  und  zwar  werden  sich  im  allgemeinen  perio- 
dische Aenderungen  von  V  ergeben.  Wendet  man  die  allge- 
meinen Formeln  auf  eine  rechteckige  Oeffnung  an,  von  der  zwei 
Seiten  der  y-Axe  parallel  sind,  so  wird 

aa 

sinTT-x— 

(5)        v  =  0,     F=- 


aa 
n 


l 

falls  a  die  Breite  des  Rechtecks  ist.  Eingehend  wird  erörtert, 
wie  sich  der  Ausdruck  (5)  von  F  mit  a,  mit  or,  endlich  mit  X 
ändert.  Zum  Schluss  wird  der  Fall,  dass  die  rechteckige  Oeff- 
nung gegen  die  y-Axe  geneigt  ist,  der  Betrachtung  unterzogen. 

Wn. 
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A.  W.  Flüx.     The  form  of  Newton's  rings.    Phil.  Mag.  (5) 

XXIX.  217-243. 

A.  Wangerin.     Observations  on  a  paper  by  Mr.    Flnx 
„On  the  shape  of  Newton's  rings**.      Phil.  Mag.  (5)  xxx. 

439-440. 

In  der  Einleitung  zu  seiner  Abhandlung  giebt  Hr.  Flax  an, 
dass  die  analytischen  Methoden  derselben  grösstenteils  aas  einem 
Artikel  von  Hrn.  Wangerin  in  Wiedemann's  Annalen  XII  stammen, 
und  dass  die  durch  ihn  erzielten  Ergebnisse  in  allen  Beziehun- 
gen mit  denen  seines  Vorgängers  identisch  sind.  Er  fügt  hinzu, 
dass  er  von  einigen  Aenderungen  an  den  Wangerin*schen  Me- 
thoden, welche  in  späteren  Artikeln  entwickelt  sind,  Nutzen  zu 
ziehen  sich  bemüht  und  versucht  habe,  sie  so  umzuwandeln  und 
zu  verknüpfen,  dass  daraus  eine  Methode  fliesse,  welche  ihm  be- 
friedigend erscheine.  Hr.  Wangerin  stellt  in  einer  Zaschrifl  an 
die  Herausgeber  des  Phil.  Mag.  fest,  dass  alles,  was  Hr.  Flui 
bezüglich  der  Newton'schen  Ringe  in  reflectirtem  Lichte  bei- 
bringt,  vollständig  von  dem  Inhalte  seiner  Untersuchung  gedeckt 
wird  mit  Ausnahme  eines  unwichtigen  Ergebnisses;  dass  ferner 
der  Beweis  des  Hrn.  F.,  abgesehen  von  einer  verschiedenen  An- 
ordnung des  Stoffes,  nichts  enthält,  was  nicht  wörtlich  oder  dem 
Sinne  nach  aus  der  oben  angeführten  Abhandlung  oder  aas  einer 
anderen  von  ihm  über  denselben  Gegenstand  entnommen  ist.  In 
einem  unwesentlichen  Punkte  nur  unterscheidet  sich  die  Fassun«: 
des  Hrn.  F.  von  der  des  Hrn.  W.,  ohne  jedoch  zu  irgend  wel- 
chen neuen  Ergebnissen  zu  führen.  Gbs.  (Lp.) 


A.  Wangerin.     Bemerkungen  zu  einer  Arbeit  des  Herrn 
A.   W.  Flux:     ^üeber    die    Form    der    Newton'schen 

Ringe*.     Wiedemann  Ann.  XL.  738-743. 

Der  Verfasser  bespricht  die  einzelnen  Abschnitte  der  Arbeit 
des  Herrn  Flux  (siehe  das  vorstehende  Referat)  und  vergleieht 
den  Inhalt  derselben  mit  dem  seiner  eigenen  Arbeiten  über  dieses 
Gegenstand  (vgl.  F.  d.  M.  XIII.  1881.  759;  XV.  1883.  923).  Es 
ergiebt  sich,   dass  die  Uebereinstimmung   beider  Arbeiten    sieh 
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nicht  nur  auf  die  Resultate  erstreckt  (Herr  Flux  ist  zu  keinem 
einzigen  Resultate  gelangt,  das  nicht  schon  yom  Verfasser  aus- 
gesprochen wäre),  sondern  auch  auf  die  Einzelheiten  der  Rech- 
nung, ja  auf  den  grössten  Teil  der  Bezeichnungen  und  sogar  auf 
die  Figuren.  Die  Flux'sche  Arbeit  ist  deshalb  lediglich  als  eine 
Reproduction  zu  bezeichnen,  welche  weder  die  Theorie  weiter- 
führt, noch  die  Methode  der  Ableitung  in  irgend  einer  Beziehung 
verbessert.  Dies  festzustellen,  ist  der  Verfasser  durch  eine  Be- 
merkung des  Herrn  Flux  veranlasst,  die  den  Anschein  zu  er- 
wecken geeignet  ist,  die  Flux^sche  Arbeit  habe  die  Theorie  erst 
zu  einem  befriedigenden  Abschluss  gebracht. 

Auch  das,  was  Herr  Flux  über  die  Ringe  im  durchgehenden 
Lichte  beibringt,  besteht  in  blosser  Reproduction  von  Rechnungen, 
die  Herr  Gumlich  (cf.  F.  d.  M.  XVII.  1885,  1009)  in  engem 
Anschluss  an  die  Arbeiten  des  Verfassers  durchgeführt  hat 

Wn. 

Fr.  Pockkls.  üeber  Interferenzerscheinungen,  welche 
Zwillingsplatten  optisch  einaxiger  Krystalle  im  con- 
vergenten     homogenen     polarisirten     Lichte     zeigen. 

Gott.  Nachr.  1890.  259-278. 

Es  handelt  sich  um  die  Berechnung  und  Discussion  derjeni- 
gen Interferenzerscheinungen,  welche  man  in  einem  Polarisations- 
apparate bei  Anwendung  von  convergentem  homogenem  Lichte  an 
einer  Gombination  von  zwei  planparallelen,  aus  einem  einaxigen 
Erystall  unter  gleicher  Neigung  gegen  die  optische  Axe  geschnit- 
tenen Platten  beobachtet,  falls  dieselben  so  ttber  einander  gelegt 
sind,  dass  ihre  Hauptschnitte  zusammenfallen,  die  optischen  Axen 
aber  in  entgegengesetztem  Sinne  gegen  die  gemeinsame  Platten- 
normale geneigt  sind,  so  dass  die  Gombination  eine  künstliche 
Zwillingsplatte  darstellt.  Die  in  Rede  stehenden  Interferenzer- 
scheinungen  sind  bereits  von  Langberg  (Pogg.  Ann.  Erg.  Bd.  I, 
1842),  Ohm  (Abb.  d.  Bayr.  Akad.  VII.  1859),  van  der  Willigen 
(Pogg.  Ann.  Jublb.  1874),  Bertin  (Ann.  der  chim.  (6)  II.  1884) 
untersucht  Die  genannten  Autoren  haben  die  vier  Systeme 
von  Curven  gleichen  Gangunterschiedes,   welche  in  Platten   der 
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betrachteten  Art  auftreten  können,  berechnet  Doch  fehlte  bbhe^ 
noch  eine  Untersuchung  darüber,  in  welcher  Weise  sieh  jen^i 
Curvensysteme  scheinbar  ttberlagern,  bezw.  sich  gegenseitig  unter 
brechen,  und  unter  welchen  Umständen  oder  in  welchen  Teikc 
das  eine  oder  das  andere  Curvensystem  allein  auftritt  Der  A&>- 
f&llang  dieser  Lücke  ist  die  vorliegende  Arbeit  gewidmet  Die 
Berechnung  selbst  geschieht  nach  bekannten  Methoden;  we$en: 
lieh  ist  die  Berücksichtigung  der  Veränderung,  welche  die  Läse 
der  Schwingungsrichtung  innerhalb  des  Gesichtsfeldes  ertlhrt 
Die  eingehende  Discussion  führt  zu  einer  Seihe  bemerkenswerter 
Resultate,  auf  deren  Mitteilung  hier  verzichtet  werden  moä». 
Einige  schematische  Figuren,  die  der  Arbeit  beigegeben  siel 
dienen  zur  Erläuterung  der  gegenseitigen  Lage  der  einzeloen 
Curvensysteme  resp.  der  dunklen  Flecke.  Wu. 


E.  LoMMEL.      Die  Curven   gleicher  Lichtstärke   in  den 
Axenbildern    doppelbrechender    Krystalle.      wiedeBUü 

Ann.  XXXIX.  258-266. 

Abdruck  einer  Arbeit  aus  den  Münchener  Berichten  Bd.  XIX 
über  die  F.  d.  M.  XXL  1889.  1089  berichtet  ist.  Wo. 


F.  Lippich.     Zur  Theorie  des  Halbschatten- Polarimeters. 

Wien.  Ber.  XOIX.  695-724. 


H.  Ekama.     Mani^re  d'obtenir  la   constante  a^  dans  la 
thöorie  d^Airy  de  l'arc-en-ciel    Aimoida  J.  (2;  ix.  »T-ny 

Ableitung  dieser  Constante  (vergl.  Boitel  und  Mascart,  F.  d. 
M.  XX.  1888.  1126,  XXI,  1889.  1088)  durch  ein  neues  Schlos^ 
verfahren.  Lp. 

A.  CoRNU.     Sur  le  halo  des  lames    äpaisses,    ou  halo 
photographique,  et  les  moyens  de  le  faire  disparaitre* 

Almeida  J.  (2)  IX.  270-277. 

Jeder   Punkt  0    einer    lichtempfindlichen   Glasplatte  wird, 
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wenn  er  belichtet  ist,  eine  nach  allen  Richtungen  Strahlen  aus- 
sendende Lichtquelle;  diese  Strahlen  werden  von  der  Rückseite 
der  Glasplatte  reflectirt,  und  zwar  total  reflectirt,  sobald  ihr  Ein- 
fallswinkel grösser  ist  als  der  Grenzwinkel  für  den  Uebergang 
aus  Glas  in  Luft.  Diese  Erklärung  der  Erscheinung  wird  durch 
den  Versuch  bestätigt.  Lp. 

J.  C.  McCoNNBL.     The  theory  of  fog^bows.    Phil.  Mag.  (5) 

XXIX.  453-461. 

Airy's  Theorie  der  Bildung  flberzähliger  Bogen  der  Sonne 
innerhalb  des  gewöhnlichen  Regenbogens  wird  in  diesem  Artikel 
auf  eine  Reihe  von  Beobachtungen,  die  Omond  auf  dem  Ben  Nevis 
gemacht  hat,  angewandt  und  erhält  aus  der  Untersuchung  eine 
Bestätigung.  Gbs.  (Lp.) 


W.  Grosse.     Die  Lehre  von  der  Interferenz  und  Pola- 
risation des  Lichtes  im  Unterricht.    Poske  z.  iii.  I7i-177, 

269-277. 


C.    Geometrische  Optik. 
£.  LoMMEL.     Selbstschatten  einer  Flamme.    WiedemaDo  Ann. 

XLI.  135-139,  Münch.  Ber.  XX.  5-10. 

Stellt  man  der  Schmalseite  der  Flamme  eines  Flachbrenners 
ein  weisses  Papierblatt  gegenüber,  so  gewahrt  man  auf  der  er- 
leuchteten Fläche  einen  schmalen  dunkleren  Streifen,  sowohl  im 
reflectirten  als  im  durchscheinenden  Licht.  Die  Erscheinung  ist 
um  so  auffallender,  da  die  Flamme  auf  der  Schmalseite  für  die 
Flächeneinheit  eine  grössere  Leuchtkraft  besitzt;  sie  erklärt  sich 
aber  aus  der  vom  Verf  schon  (Wiedemann  Ann.  X)  mitgeteilten 
Formel  fQr  die  ausgestrahlte  Lichtmenge.  Es  sind  die  in  der 
Flamme  schwebenden  glQhenden  Russteilchen,  welche  das  eigene 
Licht  am  Durchgange  hindern  und  in  dieser  Richtung  die  dickste 
Schicht  bilden.  R.  M. 
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H.  Maurbr.      Ueber  die  Theorie  des  Winkelspiegels. 

Hoppe  Arch.  (2)  IX.  1-17. 

Der  Verf.  hat  seine  Theorie  ausgearbeitet,  ohne  die  umfang- 
reiche Litteratur  dieses  Gegenstandes  (F.  d.  M.  XYII.  1885.  1010) 
za  kennen.  Die  Gruppirung  seiner  Resultate  ist  eigenartig; 
er  stellt  die  folgende,  alle  Fälle  umfassende  Formel  auf: 

n  =  2p  +  i{2-[y-9)]-[a-y-y]|  +  [g)]-l, 
wo  a  den  WinkelabStand  der  Spiegel,  y  den  Winkelabstand  des 
leuchtenden  Punktes  von  einem  der  Spiegel,  n  die  Bilderzahl 
bezeichnet,  ferner  die  ganze  Zahl  p  aus  der  Gleichung  n=p.a-{-ip, 
O^qxZa  zu  bestimmen  ist,  und  wo  endlich  unter  [«]  der  Wert 
+  1,  —1,  0  zu  verstehen  ist,  je  nachdem  a?>0,  ir<0,  «  =  0  ist. 
In  gewissen  Fällen  wird  die  geschweifte  Klammer  ungerade; 
wir  verweisen  darüber  auf  die  Abhandlung  selbst  und  erw&bnen 
nur  noch,  dass  der  Verf.  auch  ausgedehnte  Objecte  berficksich- 
tigt,  und  dass  er  von  den  geometrisch  möglichen  Bildern  auch 
die  von  einem  gegebenen  Orte  aus  sichtbaren  Bilder  bestimmt 
(vergl.  Koppe,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  1110).  B.  M. 

C.  JuEL.      Om^Konstruktion    af  anamorfotiske  Billeder. 

Nyt.  Tides.  lA.  21-25. 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  man  die  sogenannten  anamorpho- 
sischen  Bilder  für  einen  Cylinderspiegel  und  einen  Kegelspiegei 
zu  construiren  hat.  V. 


E.  Grimskhl.     Ueber  Perspective.    Poske  z.  III.  177-180. 

Zusammenstellung  der  „  Ursachen  für  die  Möglichkeit,  einen 
Körper  oder  das  Bild  des  Körpers  körperlich  zu  sehen". 

Lp. 

E.  Oehler.    Ableitung  der  Formel  für  sphärische  Spiegel 
und  Linsen.    Poske  z.  Iii.  36. 

Ableitungen,  die  sich  durch  Kürze  empfehlen.  Lp. 
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F.  Meisbl.  Ellipsoidiscbe  Isophoten.  Versuch  einer 
allgemeineren  Theorie  der  Helligkeitsverteilung  auf 
körperlichen  Oberflächen.    Bzner  Rep.  xxvi.  58-64. 

Die  natürlich  vorkommenden  Körper  liegen  in  Bezug  auf 
ihr  Reflexionsvermögen  zwischen  den  Grenzen  des  vollständig 
spiegelnden  (unsichtbaren)  Körpers  und  des  vollständig  licht- 
zerstreuenden Körpers,  für  welchen  das  Lambert'sche  Gesetz 
der  Helligkeit  gilt.  Denkt  man  sich  die  Helligkeiten,  unter 
welchen  ein  in  beliebiger  Richtung  bestrahltes  Flächenelement 
in  allen  möglichen  Richtungen  erscheint,  auf  diesen  Richtungen 
selbst  aufgetragen,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Strecken  eine 
Fläche,  die  „Helligkeitsfläche^,  bei  Zugrundelegung  des  Lambert'- 
schen  Gesetzes  eine  Halbkugel;  die  hiernach  gefundenen  Iso- 
photen bezeichnet  daher  der  Verf.  als  „sphärische  Isophoten". 
Um  dem  eben  ausgesprochenen  Erfordernisse  zu  genügen,  ersetzt 
er  die  Halbkugel  durch  ein  halbes  Ellipsoid.  Indem  der  be- 
trachtete Flächenpunkt  als  Coordinatenanfang  gewählt  wird,  er- 
mittelt man  die  Mittelpunktsgleichung  eines  Ellipsoids,  dessen 
grösste  Halbaxe  dem  Cosinus  des  Einfallswinkels  a  proportional 
ist  und  in  die  Richtung  des  nach  dem  gewöhnlichen  Spiegelungs- 
gesetze reflectirten  Strahls  fällt,  und  dessen  eine  Hauptebene  mit 
der  Einfallsebene  zusammenfällt.  Der  nach  dem  Auge  gerichtete 
Fahrstrahl  dieses  Ellipsoids  giebt  sodann  die  verhältnismässige 
Helligkeit  an.  Dadurch  dass  zwei  nicht  näher  definirte  Constanten 
gleich  genommen  werden,  geht  das  dreiaxige  Ellipsoid  in  eine 
Umdrehungsfläche  über.  Die  Rechnungen  werden  für  eine  be- 
leuchtete Kugel  durchgeführt  und  durch  Abbildung  auf  einer 
„Normalkugel"  zur  Anschauung  gebracht,  welche  in  derselben 
Weise  zur  Aufsuchung  der  ellipsoidischen  Isophoten  dienen  soll, 
wie  die  gewöhnliche  Normalkugel  zur  Bestimmung  der  gewöhn- 
lichen, sphärischen.  Lp. 

P.  PizzETTi.     SuUe  trajettorie  dei  raggi  luminosi,    Ateneo 

Lignre.  IV -V.    Sep.-Abdr.  24  S. 

Von   einem  optischen  Mittel  werde   angenommen,   dass   in 
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jedem  Punkte  der  Brechongsindez  n  =  f(t«,  0,  tr)  eine  endliche 
continuirliche,  eindeutige  und  differentiirbare  Function  der  allge- 
meinen Goordinaten  u,  o,  ir  dieses  Punktes  sei;  die  Trajectorie 
des  dieses  Mittel  von  A  nach  B  durchsetzenden  Strahles  ist  dann 

durch  die  Bedingung  d/  neb  =  0   bestimmt.     Hieraus   ergeben 

sich  zwei  Differentialgleichungen,  von  denen  der  Verf.  zunächst 
zeigt,  dass  ihre  Integration  sich  auf  Quadraturen  reducirt  in  dem 
Falle,  wo  die  Flächen  u  =  const,  v  =  const,  u>  =  const  eine 
specielle  Art  dreifach  orthogonaler  Flächen  bilden.  Der  Satz, 
dass  die  Schmiegungsebene  der  Trsgectorie  stets  Normalebene 
der  zugehörigen  Fläche  n  =  const  ist,  ist  bekannt;  es  folget 
daraus,  dass  sämtliche  Trajectorien  dann  und  nur  dann  ebene 
Curven  sind,  wenn  die  Flächen  n  =  const.  concentrische  Kugeln 
sind. 

Wenn  ein  System  von  Trajectorien  eine  gewisse  Oberfläche 
normal  verlässt,  so  giebt  es  eine  unendliche  Schar  anderer  zu 
ihnen    normaler   Flächen;    zwischen    zwei    dieser    Flächen    hat 

/ndt  längs  jeder  der  Trajectorien  denselben  Wert;  wenn  diese 

Flächen  die  Bedingung  n  =  const.  erfQllen  sollen,  mttssen  sie 
ein  System  paralleler  Flächen  sein,  die  Lichtstrahlen  also  gerad- 
linig verlaufen. 

Wenn  die  Flächen  n  =  const.  Botationsflächen  mit  gemein- 
samer Axe  sind,  lässt  sich  die  Differentialgleichung  in  eine  Form 
bringen,  welche  von  n  unabhängig  ist;  dabei  lässt  sich  der 
Winkel,  den  die  Schmiegungsebene  mit  der  Meridianebene  bildet, 
mit  Vorteil  zur  Integration  einführen,  besonders  im  Falle  der 
cylindrischen  und  sphärischen  Flächen.  B.  M. 


M.  Thiesen.     Beiträge  zur  Dioptrik.    Beri.  Her.  1890.  799-8I8. 

Der  Verf.  sucht  das  Wesen  der  Gauss'sohen  Theorie  fÄr  den 
Durchgang  der  Strahlen  durch  ein  „  Diopter""  darin,  dass  dieselbe 
von  der  näheren  Zusammensetzung  des  Diopters  und  von  dem 
Gange  des  Lichtes  in  demselben  absieht,  dass.  sie  die  wahre  Er- 
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scbeinang  durch  eine  andere  ersetzt,  welche  mit  jener  an  den 
der  Beobachtung  zugänglichen  Stellen  zusanimenflLllt.  Unter 
diesem  Gesichtspunkte  ergiebt  sich  eine  Verallgemeinerung  auf 
ein  beliebiges  axenloses  System.  Welches  auch  die  Gesetze  der 
Umformung  eines  StrahlenbQndels  in  ein  anderes  sind,  es  muss 
eine  Function  von  6  Variabeln  (den  je  3  Bestimmungsgrössen  des 
ein-  und  des  austretenden  Strahls)  geben,  welche  das  Diopter 
in  seiner  Wirkungsweise  als  Ganzes  charakterisirt.  In  dem  vor- 
liegenden Falle  (wie  schon  bei  Hamilton)  erweist  sich  dazu  ge- 
eignet die  Zeit,  welche  das  Licht  braucht,  um  von  einem  Punkte 
der  einen  Grenzfläche  zu  einem  Punkte  der  anderen  Grenzfläche 

zu  gelangen,  d.  h.   jnds.     Bezeichnen    wir   mit   T,,    den  Wert 

dieses  Integrals,  ausgedehnt  von  einem  Punkte  der  Fläche  (1) 
zu  einem  Punkte  der  Fläche  (2),  und  analog  T„,  so  liefern  die 
Principien  der  Variationsrechnung  eine  einfache  Vorschrift,  wie 
aus  Tj,  und  T,,  die  Charakteristik  T,,  abgeleitet  werden  kann. 
Der  Verf.  erläutert  seine  Grundsätze  zunächst  an  solchen 
Dioptern,  welche  eine  Axe  haben  und  in  welchen  die  Strahlen 
mit  der  Axe  so  kleine  Winkel  bilden,  dass  sich  die  Charakte- 
ristik nach  Potenzen  dieser  Winkel  entwickeln  lässt.  Behält 
man  alsdann  nur  die  ersten  Potenzen  bei,  so  erhält  man  die  be- 
kannten Gesetze  der  Gauss'schen  Dioptrik. 

Der  fQr  die  Praxis  besonders  wichtige  Fall  ist  dabei  der, 
wo  (bei  der  Beschränkung  auf  eine  brechende  Fläche  (2))  die 
Grenzflächen  (1)  und  (3)  conjugirt  sind,  d.  h.  wo  das  in  (1)  vor- 
handene  Object  ein  geometrisch  ähnliches  Bild  in  (3)  hat.  Er  ist 
für  unsere  Theorie  ein  Ausnahmefall;  denn  die  Charakteristik 
degenerirt  alsdann,  und  hierin  sieht  der  Verf.  den  Grund,  dass 
ihre  wichtige  Rolle  bis  jetzt  nicht  erkannt  wurde. 

Der  Verf.  teilt  auch  die  Resultate  mit,  welche  die  BerQck- 
sichtigung  der  zweiten  Potenzen  ergeben.  Der  Ausnahmefall 
verdient  wieder  das  Hauptinteresse;  es  zeigt  sich  aber,  dass  in 
zweiter  Näherung  eine  scharfe,  geometrisch  ähnliche  Abbildung 
der  Flächen  (1)  und  (3)  nur  dann  stattfindet,  wenn  5  Grössen 
@,  %^  ®,  $,  3  sämtlich  verschwinden.     Der  Verf.  nennt  sie  die 
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Abbildungsfehler.  Der  ®-Fehler  ist  der  ErQmmangsfehler,  der 
zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann,  wenn  die  Bildfläche 
eine  andere  Erümmung  bekommt,  der  ^-Fehler  bedeutet  einen 
Mangel  an  Proportionalität  in  den  Dimensionen,  die  drei  flbiigen 
Fehler  bewirken,  dass  ein  Punkt  nicht  als  Punkt,  sondern  als 
Fläche  abgebildet  wird. 

Der  Verf.  behandelt   natürlich   in  beiden  Näherungen  auch 

den  Fall,  wo  ein  Diopter  12  auf  beiden  Seiten  von  isotropen 
Medien  begrenzt  wird,  in  denen  die  conjugirten  Ebenen  (0)  and 
(3)  liegen,  und  berechnet  die  5  Fehler  dieses  Linsensystems;  es 
ergiebt  sich  hieraus  eine  Discussion  über  die  Brauchbarkeit  des 
Systems.  Dass  es  unmöglich  ist,  ein  körperliches  Object  scharf 
abzubilden,  schliesst  man  leicht;  die  Möglichkeit,  eine  Ebene 
fehlerfrei  abzubilden,  ist  von  Herrn  Abbe  (ohne  Beweis)  verneint 
worden,  der  Verf.  glaubt  die  Frage  bejahen  zu  müssen. 

R.  M. 

K.  ScHBLLBACH.       Beiträge     zur    geometrischen    Optik. 
Neue  Folge.    Poske  z.  iii.  12-15. 

§  1.  Zur  Brechung  des  Lichtes.  Bemerkungen  zur  Auflösung 
der  Gleichung  vierten  Grades  bei  der  Aufgabe:  den  Punkt  der 
Grenzebene  zweier  Medien  zu  suchen,  durch  welchen  der  yon 
einem  gegebenen  Punkte  des  einen  Mediums  zu  einem  gegebenen 
Punkte  des  zweiten  gebrochene  Strahl  hindurchgeht.  §2.  Brechung 
yon  Eugelwellen.  Geometrische  Erläuterungen,  aus  denen  her- 
vorgeht, dass  „nicht  etwa  eine  kugelförmige  Lichtwelle,  die  auf 
eine  Ebene  einfällt,  in  dem  brechenden  Medium  ebenfalls  als 
Kugel  fortschreitet"*.  Insbesondere  wird  die  Eonchoide  in  die 
Betrachtung  hineingezogen.  §  3.  Brechung  des  Lichts  in  einer 
Glaslinse.  FQr  Linsen,  die  von  sphärischen  Flächen  begrenzt 
sind  und  die  Dicke  d  haben,  wird  die  Formel  in  der  Form  auf- 
gestellt: 

ar  a'  r' 


+  -::r-r  =  <«, 


a—r        a — r 

wo  r  und  r'    statt  r/(fi— 1)   und  r7(n  — 1)   gesetzt  ist     Hieran 
schliessen  sich  einige  Umformungen  und  Constructionen.     Lp. 
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M.  Koppe.     Das  Minimum  der  Ablenkung  beim  Prisma. 

PoBke  Z.  III.  76-78. 

Kritik  des  von  Hrn.  W.  Hess  in  Wiedemann's  Ann.  XXXVI 
(F.  d.  M.  XXI.  1889.  1109)  gegebenen  Beweises  nebst  Bemer- 
kungen ttber  die  Verwendbarkeit  des  a.  a.  0.  aufgestellten  Satzes 
zu  einer  einfachen  Gonstruetion  des  Strahlenweges  u.  a.  m. 

Lp. 

A.  W.  Gravelaar.     Das  Minimum  der  Ablenkung  beim 

Prisma.     Poske  z.  III.  246-247. 

G.  G.  MOllbr.     Der  Satz  vom  Minimum  der  Ablenkung 
beim  Prisma.     Poske  z.  III.  247-248. 


H.  BöKLEN.     Brechung  der  Lichtstrahlen  an  von  Kugel- 
flächen begrenzten  Medien.    Bokieo  Mitt.  in.  77-94. 

Bedeutet  bei  einem  auf  eine  beliebige  krumme  Fläche  fallen- 
den Strahl  a  den  Einfallswinkel,  ß  den  Brechungswinkel,  a  die 
Entfernung  des  leuchtenden  Punktes,  b  diejenige  des  Bildes,  r 
den  Krümmungsradius  am  Einfallspunkte,  so  gilt  die  Formel: 

cos'a    .     ficos*/?  1  ,  .  ^. 

-\ r— ^--  =  — (— coso  +  ncos/J). 


ab  r 

Die  Ableitung  dieser  Grundformel  stellt  der  Verf.  an  die  Spitze 
seiner  dankenswerten  Studie  und  erläutert  an  der  Hand  derselben 
die  Constructionen  von  Jakob  Bernoulli  (1693),  Beusch(1857),  Cornu 
(1863).  Im  Anschluss  daran  behandelt  er  in  grosser  Vollständig- 
keit die  graphische  Darstellung  und  Berechnung  der  kaustischen 
Linien  am  Kreise  für  den  Fall  der  Parallelstrahlen;  es  folgen 
die  Quetelet'schen  Sätze  (1826)  und  die  Bernoulli'schen  Aufgaben 
über  die  Evolventen  dieser  kaustischen  Linien  und  endlich  das 
Problem  der  Rectification  derselben,  Tachirnhansen  (1682),  Leib- 
niz  (1689).  B.  M. 

------  I     ■       I  I 

H.  Haktl.     Der  Gang  eines  Lichtstrabis  in  einer  Glas- 
kugel.    PoBke  Z.  III.  135-136. 

Unter  Bezugnahme   auf  die   im   vorangehenden   Jahrgange 


1072  XI.  Absohnitt.    Mathematische  Physik. 

(F.  d.  M.  XXI.  1113)  von  E.  Schellbach  wieder  yeroffentlichte 
Weierstrass'sche  ConstrnctioD  giebt  der  Verfasser  ein  Verfahren 
an,  das  wesentliche  Vorteile  für  den  Fall  bietet,  dass  der  Gang 
eines  einzigen  Lichtstrahles  unter  BerQcksichtigung  der  stattfin- 
denden teilweisen  Reflexionen  verzeichnet  werden  soll.        Lp. 


M.  Mandl.      üeber    eine    allgemeine    Linsengleichung. 

Wien.  Ber.  XCIX.  574-578. 

Die  durch  Einführung  der  Gauss'schen  Hauptpunkte  eines 
Linsensystems  erzielte  Vereinfachung  in  den  Formeln  für  die 
Berechnung  der  Bildweite  bleibt  auch  bestehen,  wenn  man  als 
Ausgangspunkte  der  Entfernungsmessung  zwei  beliebige  conju- 
girte  Punkte  wählt.  Der  Verf.  hebt  hierzu  jenes  Paar  Punkte 
heraus,  bei  denen  Bild-  und  Gegenstandsweite,  von  den  brechen- 
den Flächen  aus  gerechnet,  gleich  sind,  und  weist  nach,  dass 
zwei  solche  Punkte  stets  reell  vorhanden  sind,  und  dass  sie  nie 
ins  Unendliche  rücken  können,  was  bei  den  Hauptpunkten  be- 
kanntlich eintreten  kann.  R.  H. 


6.  Vanni.     1)  Sopra   una  nuova  formnla  relativa   alle 

lenti  grosse.     Rom.  Acc  L.  Reod.  (4)  YI,.  510-513. 

2)  Sopra    un    nuovo    metodo    di   misura  delle    distanze 
focali  nelle  lenti  o  nei  sistemi  convergenti.    Ibid.  565-568. 

In  der  ersten  Note  wird  die  Formel:  FJd-\'FJf  =  1  ent- 
wickelt, in  der  zur|Messung  der  vier  Längen  zwei  beliebige  con- 
jugirte  Punkte  als  Anfangspunkte  dienen;  wenn  der  Scheitel  der 
einen  brechenden  Fläche  einer  dieser  Anfangspunkte  ist,  so  kann 
man  sich  dieser  Relation  zur  experimentellen  Bestimmung  der 
Gauss'schen  Brennweite  F  =  yF\TF^  bedienen. 

Die  andere  Mitteilung  benutzt  die  bekannte  Formel  p.g  =  l^; 
lautet  sie  in  zweifach  veränderter  Objectstellung 

(p  +  AX9-c!)  =  F>    resp.    (p-A,)(^  +  dJ  =  f-, 
so  kann  man    durch  Beobachtung  von  A,  A,,  d,  (J^    die    drei 
Unbekannten  p,  q,  F  berechnen.  R,  M. 
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R.  Getschmann.     Ueber  Linsen  von  sehr  grosser  Dicke. 
Eine  Berichtigung  und  Erweiterung.     Bxner  Rep.  xxvi. 

247-256. 

Der  Aufsatz  bezieht  sich  auf  die  Definition,  welche  Hr.  Fer- 
raris am  Schiasse  des  Artikels  34  seiner  ^Fundaraentaleigen- 
Schäften  der  dioptrischen  Instrumente"  von  convergenten  und 
divergenten  Systemen  aufgestellt  hat,  und  welche  nach  dem  Ver- 
fasser ,,nicht  dem  entspricht,  was  man  ganz  allgemein  unter 
diesen  Worten  versteht,  und  was  Ferraris  selbst  wohl  auch  im 
Auge  gehabt  hat".  Lp. 

G.  FüCBTBAüER.      Zur    Construction    der    LinsenformeL 

Einer  Rep.  XXVI.  340-844. 

Bemerkungen  zur  geometrischen  Darstellung  der  Linsen- 
formel: 

Lp. 
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C.  Neumann.     Neue  Sätze  über  das  elektrostatische  und 
magnetische  Potential.     Leipz.  Ber.  XLil.  88-129. 

1)  „Elektrisches  Potential^.  Zunächst  leitet  der  Verf.  einige 
Sätze  über  die  innere  potentielle  Energie  eines  elektrischen 
Systems  ab,  welche,  obwohl  sie  bekannt  sind,  zur  Vergleiehung 
mit  dem  Folgenden  hier  angeführt  werden  mögen.  Es  sei  ein 
System  von  beliebig  bewegten  Körpern  gegeben,  teils  Leitern 
(^entweder  abgeleitet  oder  isolirt  und  geladen),  teils  Isolatoren. 
W  bezeichne  die  innere  potentielle  Energie  (das  Selbstpotential) 
des  Systems,  P*  das  Potential .  des  Körpers  s  auf  alle  andern, 
O'  sein  Selbstpotential,  V  das  Gesamtpotential  in  einem  beliebi- 
g^en  Punkte,  F,  seinen  constanten  Wert  auf  dem  Körper  «,  dessen 
Ladung  £«   sei;    ferner   bezeichne  dW  die  Aenderung   von  W 

Fortochr.  d.  Math.  XXII.  3.  68 
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durch  eine  blosse  unendlich  kleine  Bewegung  ohne  Aenderung 
der  elektrischen  Verteilung  (wobei  die  Bewegung  als  so  langsam 
angenommen  wird,  dass  beständig  elektrisches  Gleichgewicht  be- 
steht); d^W  die  Aenderung  durch  blosse  Aenderung  des  elektri- 
schen Zustandes,  d'tW  der  von  dem  Leiter  st  herrührende  Teil 
von  d'FF,  dlV  =  dW'\'d^W  die  ganze  Aenderung.     Dann  ist 

und  ffir  einen  Leiter 

(a)  P'  +  2(?'  =  E.F„ 

(b)  diP'  +  dO'  =  0, 
woraus 

(c)        idP'-d;P  =  id(E,FO 
und 

(1)        d*,W=  d;P'  +  d(?*  =  0. 

Da  letztere  Gleichung  für  Isolatoren  wie  für  Leiter  gilt,  so  folgt 

(la)        d'W  =  0,      dW=dW, 
mithin  ist  die  ponderomotorische  Arbeit 

(Ib)        ,4  =  -dlF=  -dW'. 

Ist  z.  B.  P  das  Potential  eines  Leiters  auf  ein  unveränderliches 
Feld,  so  ist  nach  (c) 

JdP~d'P=  Jrf(EK)    oder    ^dP-dP-f  *P  =  irf(Er), 

folglich 

dP=:idiEr+P). 

Ist  also  der  Leiter  entweder  abgeleitet,  oder  isolirt  und  geladen, 
so  ist 

(d)       dP  =  idP,    A  =  —idP, 

d.  b.  die  ponderomotorische  Arbeit  ist  halb  so  gross,  als  wenn 
sich  während  der  Bewegung  der  elektrische  Zustand  des  Leiters 
nicht  änderte. 

2)  „Magnetisches  Potential*',  a)  In  ganz  analoger  Weise 
leitet  der  Verfasser  eine  Lösuog  der  vielfach  behandelten  und 
noch  immer  streitigen  Frage  nach  der  inneren  potentiellen  Energie 
eines   magnetischen  Systems  ab.    Es  sei   ein  System  von   teils 
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temporären,  teils  permaneDten  Magneten  gegeben;  die  gesamte 
Magnetkraft  sei  a,  die  von  dem  Magbeten  s  herrührende  o*,  die 
aller  Qbrigen  a^,  ihre  Axen-Componenten  a«,  Oy,  a,  etc.,  m  das 
magnetische  Moment  der  Volumeneinheit,  m^e  etc.  seine  Gomponen- 
ten;  dt^  ein  Volumenelement  des  Magneten  s]  F',  (^,  W  seien  die 
analogen  Grössen  wie  oben,  also 

Die  Bewegung  geschehe  wieder  so  langsam,  dass  beständig 
magnetisches  Oleichgewicht  stattfindet,  dass  also  für  einen  tem- 
porären Magneten 

(3)        mar  =  xof-B  etc., 

wo  nach  Eirchhoff  x  ==  ^(jn)  eine  Function  von  m  ist;  ferner 
sei  f&r  einen  temporären  Magneten  s 

Für  einen  temporären  Magneten  ist 

=  ^\jmff/d%,  =  i«,— ?„ 

oder 

(a)        iP'+((?'  +  9,)  =  iÄ.. 
Setzen  wir  ferner  zur  Abkürzung 

so  ist  nach  (2) 

dQ'  =  i/fdv.dr'.  [(dm.  -^  +  •••)  +  (ämi^  +  .-)] 
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also 

(b)      ä'.P'+äO'  =  -ßa{än.,+.-)är,  =  -/^rfc.  =  -^. 

Aus  (a)  and  (b)  folgt 

(c)        ^dP'-^d:?'  =  idR.  =  i/^  dT^ 

und  nach  (2)  und  (b)  ist 

(5)      d;  If'  =  diP-  +  dO'  =  — rf«,. 
Die  Gleichungen  (a),  (b),  (c),  (5)   entsprechen  den  obigea  Glei- 
chungen (a),  (b),  (c),  (1)  fQr   ein   elektrisches  System.     Setzen 
wir  nun 

(6)        W=W'  +  2q.^iSP'  +  I(Q'  +  q.% 

wo  sich  das  2  auf  sämtliche  temporäre  und  permanente  Mag'nete 
bezieht,  so  ist  nach  (5)  für  einen  temporären  und  natttrlich  auch 
für  einen  permanenten  Magneten 

(7)      d[W  =  0, 
also 

(7  a)      d'W^  =  0,    dW=zdW. 
Da  hiernach  die  ponderomotorische  Arbeit  A  =  —dW  =  — dW 
ist,   so  ist  W  als  die  innere  potentielle  Energie  des  Systems  zu 
bezeichnen.     Nach  (6)  und  (a)  lässt  sich  W  auch  schreiben: 

(6a)  W  =  iIB,  +  Pp,+  W^, 
wo  das  3  sich  auf  alle  temporären  Magnete  bezieht,  P^  das  Po- 
tential der  permanenten  auf  die  temporären  Magnete  und  W^  die 
dem  W  analoge  Grösse  fQr  die  permanenten  Magnete  bezeichnet 
(Der  Ausdruck  W  in  Gleichung  (6)  ist  identisch  mit  dem  von 
Duhem  —  vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1123  — als  das  innere  thermo- 
dynamische  Potential  eines  magnetischen  Systems  bezeichneten 
Ausdruck.     D.  Ref.) 

b)    Ist  nur  ein  temporärer  Magnet  a   und  ein  permanenter 
Magnet  b  vorhanden,  so  ist  nach  Gleichung  (6a) 

(8)       H'  =  iÄa  +  iF«6+(?*+7»- 
In  diesem  Falle  geht  Gleichung  (c)  Qber  in 

idPa.-d'Paö^idRa    odcr     i^Po^- dP«*  +  iJPo»  =^  i<*Ä-, 
d.  h. 

(9)       A  =  -  dPaö  ==  -id(P^  +  Ra). 
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Bewegt  sich  also  der  Körper  a  aus  dem  UDendlichen  in  eine 
bestimmte  Stelle  des  Feldes  und  maguetisirt  sich  dabei,  so  ist 
die  ganze  an  ihm  vom  Felde  geleistete  ponderomotorische  Arbeit, 
welche  zugleich  die  yon  sämtlichen  inneren  Kräften  des  Systems 
geleistete  Arbeit  (Magnetisirungsarbeit)  ist, 

u 

(Uebereinstimmend  mit  dem  von  Adler,  Wien.  Ber.  C,  1891,  auf- 
gestellten Ausdruck.  D.  Ref.)  Kann  x  als  constant  betrachtet 
werden,  so  ist  Ra  =  0,  also 

A   =    — ^Pab^ 

d.  h.  halb  so  gross,  als  wenn  der  Magnet  a  ein  permanenter 
wäre,  entsprechend  der  Gleichung  (d)  für  ein  elektrisches  System. 

Lbg. 

A.  Big  HI.      Sulla  forze  elemeutari  elettromagnetiche  ed 

elettrodiDamiche.    II.     Bologna  Mem.  (5)  I.  139-187. 

In  einer  früheren  Abhandlung  (vergl.  F.  d.  M.  XXI.  1889. 1124) 
hatte  der  Verfasser  das  allgemeinste  Gesetz  für  die  ponderomo- 
torische Wirkung  zwischen  zwei  Stromelementen  sowie  zwischen 
einem  Stromelement  und  einem  Magnetpol,  welches  der  Bedin- 
gung der  Aequivalenz  eines  Elementarstroras  mit  einem  magne- 
tischen MolecQl  genügt,  unter  der  Voraussetzung  aufgestellt,  dass 
die  Kraft  eines  Stromelements  auf  ein  anderes  an  letzterem  an- 
greift. Diese  Voraussetzung  lässt  er  in  der  vorliegenden  Unter- 
suchung fallen,  indem  er  mit  Eorteweg  (J.  für  Math.  XG,  F.  d. 
M.  XII.  IgSO*  782)  auch  Kräftepaare  als  wirkend  annimmt 

1)  Für  die  Wirkung  zwischen  zwei  Stromelementen  werden 
folgende  Hypothesen  zu  Grunde  gelegt: 

a)  Die  Wirkung  ist  proportional  mit  i%'dsds\  kehrt  also  bei 
Umkehrung  des  einen  oder  andern  Stromes  ihre  Richtung  um. 

b)  Die  Wirkung  ist  nur  abhängig  von  der  relativen  Lage 
der  zwei  Stromelemente. 

c)  Die  Stromelemente  können  durch  ihre  Componenten  er- 
setzt werden.    Um  nun  die  Wirkung  von  ds  auf  ds'  zu  bestim* 
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men,  seien  0  und  0'  ihre  Mittelpunkte,  00'  =  r;  wir  nehmen  ff 
zum  Goordinatenanfang,  die  Richtung  00'  zur  positiven  rr'-Axe,  die 
Ebene  (ds^r)  zur  x'z'-Ehene ;  ferner  sei  < (cte ,  r)  =  ^,  < ((i*',  r) = &\ 
der  Winkel  der  Ebenen  (ds\r)  und  ({b,r)  =  9>,  die  Axencompo- 
nenten  von  ds  und  ds'  (du^  die)  und  (dti\  dv',  dte?'),  die  auf  r 
senkrechte  Componente  von  ds'  sei  dt'.  Durch  die  Hypothesen 
(a)  und  (b)  werden  gewisse  Kräfte  und  Kräftepaare  ausgeschlossen, 
sodass  nur  folgende  an  0'  wirkende  Kräfte  und  folgende  Kräfte- 
paare  ttbrig  bleiben: 

a)  Die  Wirkung  von  du  auf  du'  giebt  eine  nach  x'  gerichtete 
Kraft  =  Aii'dudu'^  wo  it,  ebenso  wie  die  folgenden  0,  C,  . . ., 
eine  unbekannte  Function  von  r  ist,  welche  ftlr  r  =  ex?  Ter- 
schwindet. 

b)  (dw^dw')  giebt  eine  Kraft  nach  x'^  =  Bii'dwdw'. 

c)  (dtCjdu')  giebt  eine  Kraft  nach  s\  =  Cii'dwdu'y  and  ein    4 
Kräftepaar  nach  y',  =  — Pii'dtodu'. 

d)  ((/tf^  d<')  giebt  eine  Kraft  nach  dt'^  =  DU' du  dt' ^  and  ein 
Kräftepaar,  dessen  Axe  a  auf  der  Ebene  (ds',  r)  senkrecht  steht, 
=  NW  du  dt'. 

e)  (c^fT,  dl?')  giebt  ein  Kräftepaar  nach  x\  =  Qtt'dcrdv'. 

Wir  haben  also  folgende  in  0'  angreifende  Kräfte: 

Kgf  =  tt'd*dÄ'[/<C08i*C08^'+ ßsin^sin^'cosg)], 

K,f  =  ü'dÄdÄ'.Csin^cos^,     Kn  =  M'd«d«M>co8^sin^' 

und  folgende  Kräftepaare: 

P^f  =  tt'(/«d«'.Qsin^Bin^'co89),        Pyt  =  — ii'  dsds'.PsinS^cos^', 

Pa  =  ü'iiÄds'.Arcos^Bin^'. 

Hieraus  ergeben  sich  folgende  Componenten  den;  in  O'  an- 
greifenden Kraft  und  des  Kräftepaares  in  Beziehung  auf  drei  be- 
liebige rechtwinklige  Axen  (a?,  y,«),  wenn  wir  die  Richtungscosinus 

von  r  mit  r^  = ,  Ty,  r,  bezeichnen,  die  Richtungscosinus 

von  ds  und  d«'  mit  (a^y  opy,  er,)  und  (a',,  ay,  ai): 

..;  .    .  ,    =  (ilco8^co8^'-f  Ä8in^8in^'cosy)r, 

+  Cco8^'(a;p— cos  ^r;p)  +  I> cos  i^(oi  — cos  ^'r,)  etc, 
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p 

.., /^ .  ,    =  — Pcos y  (oyr,~a,ry)  +  (? sin ^sin*' sin qp.Ta. 

+  JVco8^(ayr,  —  «iry)  etc., 

oder  wenn  wir  statt  q>'  den  <  (d$,  d$')  =  e  einführen  mittels  der 

Gleichnngen 

sin^sin^cos^)  =  cos«  — cos  ^  cos  ^', 

sin^sin^sin^^.r^B  =  (cfyO,  — ofiofy)  +  cos  d(ryai—r,aj) 

+  cos5^' (ayr,  —  a,ry), 

X 

..;  .    .  ,    =  (il— B— C— I>)cos^cos^'.r^  +  ffco86.ra5 

4-Cco8y.a^  +  Dcos^.al;  etc., 


0) 


^^ 2ds^    ^  ((?-/^)cosy(oyr,~of,ry) 


+  (iV— 0)co8^(ofyr,  —  a\,ry)  —  OC^yOri  —  a^a^)  etc. 

2)  Für  die  Wirkung  zwischen  einem  Stromelement  ds  und 
einem  Magnetpol  m'  werden  die  den  obigen  analogen  Hypothesen 
aufgestellt,  dass  dieselbe  proportional  m'ids  und  nur  von  der 
relativen  Lage  abhängig  ist,  und  dass  sich  das  Stromelement 
durch  seine  Componenten  ersetzen  lässt.  Für  die  Wirkung  von 
ds  auf  m'  nehmen  wir  m'  zum  Coordinatenanfang,  Om'  zur 
a?'-Axe,  die  Ebene  (ds^r)  zur  a?V- Ebene  und  zerlegen  d«  wieder 
in  die  Componenten  du  und  dw  nach  x'  und  js';  wir  haben  dann 
folgende  in  m'  angreifende  Kräfte  und  folgende  Kräftepaare: 

a)  du  giebt  eine  Kraft  nach  a'j  =  Em'idu, 

b)  dw  giebt  zwei  Kräfte  nach  y'  und  s',  =  —t^'idw  und 
Gm!idw^  und  zwei  Kräftepaare  nach  y'  und  «',  =  —  Jm'te/fr  und 
Lmüdw. 

Es  ist  also 

JiT^,  =  tn!%ds.EQ0%9j     Kyi  =  — m'tdx.Fsin^,    /f,;  =  fn'td«.(?sin^, 
P^,  =  0,    Pyi  =  —  m'trfj.Jsin^,     P,/  :;=  fit't(i#.L8ini9'. 

Daraus  ergeben  sich  folgende  Componenten  der  in  m!  angebrach- 
ten Kraft  und  des  Kräftepaares  nach  drei  beliebigen  Axen: 


(II) 


X 

^,^^    =  (E-G)Qos&.r^'-F(ayr,—a,ry)'{'Gaj,  etc., 

p 
^f^^^    =  —  tcost^.r^— y(ayr,— of,ry)-f-/-a,  etc. 
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Ebenso  ergeben  sich  für  die  Wirkung  eines  Pols  m  auf  ein 
Stromelement  ds'  die  Gomponenten  der  in  0'  angebrachten  Kraft 
und  des  Kräftepaars 


(IIa) 


r 


3)  Aus  den  Gleichungen  (IIa)  ergeben  sich  für  die  Wirkung 
eines  magnetischen  MolecQls  vom  Moment  fi  auf  ein  Stromele- 
ment  d$'  folgende  Gomponenten  der  in  O'  angebrachten  Kraft 
und  des  Kräftepaares,  wenn  wir  den  Mittelpunkt  0  des  mag^neti- 
sehen  MolecQls  zum  Coordinatenanfang,  00'  zur  a;-Axe,  die  Ebene 
durch  00'  und  die  Axe  des  MolecQls  zur  ar;s-Ebene  nehmen  and 
den  Winkel  zwischen  der  Axe  des  MolecQls  und  der  x-Axe  mit 
l  bezeichnen: 


(0 


cosiloiH siDAcTy sinAa! 


Hi'dt' 


dr 


^^ 


jurd«  r  dr  ^        dr  ' 


(fz       _ 


1  ^j 


fni'ds 


E'^G'    .    ,    ,        dF         ,    ,      dG' 


dr 


dr 


(2) 


jui  d«            r             "  '     r  ' 

T-^-  .    = smAo^ ^r-cosAay-f-^j^cosAai, 


^'^ —  =  — sinAa; 


dr 


dr 


df        s    ,       dV        ,    , 
cosAaL ;— cosAa;. 


fii'ds'    ""    r   " '       dr  — -»       dr 

Dagegen  folgt  aus  den  Gleichungen  (I),  wenn  man  an  Stelle  des 
magnetischen  MolecQls  einen  auf  der  Axe  desselben  senkrechten 
Kreisstrom  vom  Moment  /u  setzt: 


(la) 


fii'dt'  ~v 
J$S—  —  ( 

Hi'dt'  ~\ 


— r — +-dr>"'*"* 


yi 


B—C 


~^—  +  -^  jsin  la'.  +  —^  cosi«; 


^ 


C—B 


\  fti'ds' 


cos  X  Oy. 
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(2  a) 


tp.      _    2(P-0) 


C08Jloi  +  ^ ^^sinlo;, 


fit' ds*  r 


A^« 


cosAa^, 

t/;,  fP—N       dP\  .    .    ,       P-Q        .    , 

V  ds  ^    r  dr  y  r 


Für  die  Wirkung  eines  Stromelementes  ds  auf  ein  magnetisches 
Moleeül  vom  Moment  ju'  ergeben  sieh  aus  (II)  folgende  Compo- 
nenten  der  im  Mittelpunkte  0'  des  MolecQls  angebrachten  Kraft 
und  des  Eräftepaares,  wenn  wir  0  zum  Anfangspunkte,  00' 
zur  «-Axe,   die  Ebene  durch  00'  und  die  magnetische  Axe  zur 


^AS-Ebene  nehmen:  Für  die  Eraftcomponenten 


^'ids 


etc.  gelten 


die  Ausdrücke  (1),  worin  nur  statt  der  gestrichenen  Buchstaben 
die  ungestrichenen  zu  setzen  und  die  Vorzeichen  umzukehren 
sind.  Zur  Berechnung  der  Eräftepaare  müssen  die  aus  der  Ver- 
legung der  Eräfte  aus  den  Polen  in  den  Mittelpunkt  0'  sich  er- 
gebenden Eräftepaare  hinzugefügt  werden ;  dadurch  ergiebt  sich 


(4) 


V; 


fi'ids 
fi'ids 


=  -(g+— )8iniay4-(F— — )sinAa,, 
=  (e-\ )  sin  Atta, +  (-^ Fjcos  Aay 


-(-^  +  G)eo9ka., 


t^: 


ft'ida 


= 8inilo,  +  (-j—  ■\-(*JC0Bla„ 


+  (-^ — F)(iosla,. 


Ersetzt  man  den  Magneten  durch  einen  Strom,   so  erhält   man 
aus  den  Gleichungen  (I) 


r     (pi  /  A—B—C       dB\  .   , 


(3a) 


A—C-D 


'idt         ^         r 


dD\  .    . 


B—D 


eoaXa,, 


g>'.     _   B-D 


.  h'*ds 


cos  AOy. 
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4"  C -T-J  sin  Aa„ 


fi'ids 


tff'.  ( N-P    ,    dN       .      _\  .    , 

Soll  nun  das  magnetische  Molecttl  dem  Elementarstrom  äqui- 
valent sein,  so  giebt  die  Identificirung  der  Gleichungen  (1}  and 
(2)  mit  (la)  und  (2a)  eine  Reihe  von  Gleichungen,  aus  denen 
schliesslich  folgt: 

(5) 


E'  =  C  =  J'  =  L'  =  0,     F'  =  ^ 

r 


(6) 


a)  B-C  = 
c)  />  =  <?, 


-j-,     b)  A-C-D-r-r-  =  -y. 


dr 


dQ 


d)N-Q-r^=0, 


WO  c'  eine  Constante  ist.  Die  Gleichungen  (5)  drQcken  aus, 
dass  die  Kraft  eines  Pols  auf  ein  Stromelement  an  letzterem  an- 
greift und  nach  dem  Biof  sehen  Gesetz  erfolgt.  Analog  giebt  die 
Identificirung  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  mit  (3a)  und  (4a) 
folgende  Endgleichungen : 

(7)         B  =  G  =  /  =  0,     F  =  ^,     L  =  f, 

r  r 


(8) 


c)  N-Q  =  rD, 


dQ 


d)P-Q-r^='~Or. 


Die  Gleichungen  (7)  drQcken  aus,  dass  die  Kraft  eines  Strom- 
elements auf  einen  Pol  am  Stromelement  angreift  und  nach  dem 
Biot'schen  Gesetz  erfolgt. 

4)   Aus   den  Gleichungen  (5)-(8)   ergeben  sich  schliesslich 
folgende  Gleichungen: 

(A)     E=E'  =  G  =  G'  =  y=J'  =  L'=0,     f  =  F'  = 


.» ) 


L  = 


c 
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welche  das  Biot'sche  Gesetz  ausdrücken,  und 

r'   '      dr^     dr*  '  r^   ^    dr  ^ 

dQ 


(B) 


P=Q,     N^Q  +  r"^^ 


dr 

Diese  Bedingungsgleichungen  genügen  dem  Princip  der  Reaction, 
wonach  die  in  einen  beliebigen  Punkt  verlegten  Eraftcompo- 
nenten  des  Systems  sowie  die  Eräftepaare  die  Summe  0  geben 
müssen.  In  den  Gleichungen  (B)  drücken  die  Glieder  mit  der 
Constante  c  eine  Eraft  aus,  welche  im  Mittelpunkte  des  afficirten 
Stromelements  angreift  und  dem  Ampöre'schen  Gesetz  entspricht; 
bezeichnen  wir  in  Beziehung  auf  beliebige  Axen  die  Componenten 
der  im  Mittelpunkte  von  di^  angreifenden  Eraft  von  d$  auf  dt' 
mit  Xa+Xj  etc.,  wo  Xa  die  Ampöre'sche  Eraft  ist,  und  die  Com- 
ponenten des  Er&ftepaars  mit  P^g  etc.,  so  wird  nach  (I)  und  (B), 
wenn  wir 

dr  ^,        dr  dr  dr  d^r 

cos^  =  — T-  ,     cos*'  =  -r-, ,     cos«  =  —  -r-Tf—^ -j-j-t 
ds^  ds  ds  ds  dsds' 

setzen, 

X,       ^fd^dr±^dQ  J^\ 

ii'dsds'  ""  V  dr'  ds  ds'  "^  dr  dsda'J^       ^ 

dO  (dr  dx       dr dx\  _    d'  ,  , 


(9) 


dr  N  ds'  ds        ds  ds'  ^      dsds' 

'^^^dsds'       ds  ds'y 
Verlegen  wir  die  Eraft  in  den  willkürlichen  Goordinatenanfang, 
so    kommt    das    von    der   Zusatzkraft    herrührende    Eräftepaar 
y'Z^ — z'Yj   hinzu,    und    das   neue  von  Q  abhängige  Eräftepaar 
wird 

Diese  Form  der  von  der  unbekannten  Eraft  Q  abhängigen  Zu- 
satzkräfte und  Eräftepaare  zeigt,   dass  dieselben  verschwinden, 
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wenn  einer  der  zwei  Stromkreise  gesehlosseii  ist  Ffir  swei 
nicht  geschlossene  Stromleiter  erhalten  wir,  wenn  wir  den  An- 
fangs- und  Endpunkt  von  s  mit  1  und  2,  den  von  s'  mit  3  und 
4  bezeichnen: 

^    =    (?.4(^  -^4)-0u(^.-^4)-(?«(^,-^.)+0..(^l-^,)l 
P' 

7^=  <?,4(»4»f— *4y.) — • 

Hiernach  besteht  die  Zusatzkraft  von  s  auf  «'  aus  vier  von  den 
Enden  von  s  ausgebenden  und  an  den  Enden  von  s'  angreifen- 
den Kräften  =  Qr^  wo  r  die  Entfernung  der  betreffenden  Enden 
bezeichnet;  und  zwar  sind  die  Kräfte  anziehende  zwischen  zwei 
Eintritts-  oder  zwei  Austrittsstellen  des  Stroms,  abstossende  zwi- 
schen einer  Eintritts-  und  einer  Austrittsstelle. 

Das  Resultat  der  Untersuchung  ist  also  folgendes:  Durch 
die  Bedingung  der  Aequivalenz  der  ponderomotorischen  Wir- 
kungen eines  Elementarstroms  und  eines  magnetischen  Moleefik 
auf  Qin  Stromelement  und  umgekehrt  ist  die  Wirkung  zwischen 
einem  Stromelement  und  einem  Magnetpol  vollkommen  bestimmt 
als  eine  an  dem  Stromelement  angreifende  und  nach  dem  Biof- 
sehen  Gesetz  erfolgende  Kraft.  Dagegen  ergiebt  sich  die  pon- 
deromotorische  Wirkung  zwischen  zwei  Stromelementen  als  eine 
Summe  zweier  Teile,  von  denen  der  erste  eine  durch  das  affi- 
cirte  Stromelement  gehende  und  dem  Amp^re'schen  Gesetz  fol- 
gende Kraft  ist,  während  der  zweite  nur  zwischen  zwei  nicht 
geschlossenen  Stromleitern  vorhanden  ist  und  aus  vier  Er&ften 
zwischen  den  Stromenden  besteht,  welche  gleich  einer  unbe- 
kannten Function  der  Entfernung  sind.  Lbg. 


H.  PoiNGAR]^.     Sur  la  loi  älectrodynamique  de  Weber. 

C.  R.  CX.  825-829. 

1)  Der  Verf.  berichtigt  zunächst  ein  von  Maxwell  bei  Ab- 
leitung des  Inductionsgesetzes  aus  dem  Weber'schen  Grand- 
gesetz (Maxwell,  Elektricität  und  Magnetismus,  II,  S.  602)  be- 
gangenes Versehen,   durch   welches  Maxwell   ftlr  die   in  einem 
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Leiter  «'  durch  einen  Strom  t  inducirte  elektromotorische  Kraft 
den  Ausdruck  findet: 

(1)         E^ _  =  _._-«_, 

wo 

ist,   und    wo   das  Zeichen  d  sich  auf  die  Bewegung  der  Leiter 
iiezieht,  während  der  richtige  Wert  ist: 

(3)     E  =  -'-^  +  Ji, 

WO 

welcher  nur  fttr  zwei  geschlossene  Leiter  mit  dem  Ausdruck  (1) 
übereinstimmt. 

2)  Weiter  bemerkt  der  Verf.,  dass  nach  dem  Weber'schen 
Grundgesetz  die  Arbeit  der  ponderomotorischen  Kräfte 

(4)  Ap  =  Ü'SM  =  d(iVM) 
sei,  und  findet  es  auffällig,  dass  hiernach  die  ponderomotorischen 
Kräfte  zweier  nicht  geschlossenen  Ströme  nach  Weber  ein  Po- 
tential besitzen,  was  doch  nach  der  Ampere'schen  Formel,  auf 
welche  das  Weber'sche  Grundgesetz  führt,  bekanntlich  nicht  der 
Fall  ist;  er  glaubt  diesen  anscheinenden  Widerspruch  dadurch 
erklären  zu  können,  dass  das  Weber'sche  Grundgesetz  nur  unter 
der  Annahme  einer  gleichförmigen  Strömungsgeschwindigkeit 
der  Elektricitäten  zu  der  Amp^re'schen  Formel  führe,  eine  An- 
nahme, welche  für  nicht  geschlossene  Ströme  unzulässig  sei. 
[Diese  durch  die  Gleichungen  (2)  und  (4)  ausgesprochene  Be- 
hauptung des  Verfs.,  welche  derselbe  auch  in  seinem  Buche 
„Elektricitat  und  Optik«,  II,  1892  (S.  35)  wiederholt,  ist,  soviel 
ich  sehe,  unrichtig,  und  damit  fällt  auch  jener  vermeintliche 
Widerspruch,  welcher  sich  durch  die  angeführte  Erklärung  un- 
möglich würde  beseitigen  lassen.  Setzen  wir  nämlich  für  zwei 
Stromelemente 

(5)         Q  =  ~ii'dsds''  —  ^^, 
^  ''  r  ds  ds 


j  » 
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80  ergiebt  sich  aus  dem  Weber'schen  Grundgesetz  oder  aos  der 
Ampere'schen  Formel 

(6,  .,  =  ^+<.^.4^(i*|)+^(i-*^0] 

und  nicht  Ap  =  dQ,  wie  der  Verf.  behauptet.  Wie  sich  aus  der 
angezogenen  Stelle  seines  Buches  ergiebt,  ist  der  Verf.  zu  diesem 
irrtümlichen  Wert  durch  die  Erwägung  gekommen,  dass  nach 
dem  Weber'schen  Grundgesetz  das  System  zweier  Elektricitäts- 
teilchen  e,  e'  bekanntlich  eine  innere  potentielle  Energie 

^*''        '^  2c'  r  W«; 

besitzt,  d.  h.  dass  die  in  der  Zeit  dt  von  den  gegenseitigen 
Krftften  geleistete  Arbeit 

ist,  und  dass  man  durch  Summation  der  Werte  von  P  fQr  die 
vier  in  den  zwei  Stromelementen  sich  bewegenden  Elektricitäts- 
teilchen  den  Ausdruck  Q  in  Gleichung  (5)  erhält.  Diese  Summe 
besitzt  aber  gar  nicht  den  Charakter  eines  Potentials,  weder  fQr 
die  ponderomotorische  noch  für  die  gesamte  ponderomotorische 
und  elektromotorische  Arbeit  in  den  zwei  Stromelementen,  weil 
aus  Gleichung  (8)  durchaus  nicht  für  die  Gesamtarbeit  die  Glei- 
chung A  =  ^-j-dt  folgt,   da  die  auf  die  vier  Elektricit&tsteil- 

chen  bezügliche  Summe  2-^  dt  nicht  =  dt-^SP  ist;    denn    io 

letzterem  Ausdruck  bezieht  sich  das  Zeichen  -rr  nur  auf  die  Äen- 

at 

derung  durch  Bewegung  der  Leiter  und  durch  Aenderung  der 
Intensität,  d.  h.  der  Strömungsgeschwindigkeit,  dagegen  in 
ersterem  auch  auf  die  Strömungsgeschwindigkeiten  selbst  Be- 
zeichnet man  mit  d,  d\  d"  die  Aenderung  durch  Bewegung  der 
Leiter,  Intensitätsänderung  und  Strömung,  so  ist 

rfP      dP       dTP       dTP 

di'^  dt'^   dt"^    dt  ' 

und  wenn  man  dies  für  die  vier  Elektricitätsteilohen  summirt, 
so  erhält  man 
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di        dt'  dt         dt  ' 

^^)    ^-W=  -''''^'IdsiTW-diJ+P^TTs^^^^^ 

die  Gesamtarbeit  der  ponderomotorischen  und  elektromotorischen 
Kräfte  ist  also 

(10)         A^-'dQ-d'O^S^  dt 

und  die  Arbeit  der  ponderomotorischen  Kräfte  nach  Gleichung  (6) 

(10a)        A,  =  d0^2^dt, 

woraus  sich  die  Arbeit  der  elektromotorischen  Kräfte 

A-Ap  =  —2dO-d'Q 

ergiebt,  übereinstimmend  mit  dem  directen  Resultat  des  Weber'- 
schen  Grundgesetzes.  Dass  der  Gleichung  (10)  zufolge  das 
System  zweier  nicht  geschlossenen  Ströme  nach  dem  Weber'schen 
Grundgesetz  keine  £nergiefunction  in  dem  Sinne  besitzt,  dass 
der  Zustand  des  Systems  lediglich  durch  die  Lage  der  Leiter 
und  durch  die  Stromstärke  bestimmt  wäre,  darüber  vergleiche: 
Lorberg,  Bemerkung  zu  dem  Aufsatz  von  Riecke  „Ueber  die 
elektrischen  Elementargesetze^,  Wiedemann  Ann.  XIL  1881. 
D.  Ref.] 

3)  Schliesslich  macht  der  Verf.  darauf  aufmerksam,  dass, 
wenn  die  Gleichung  (1)  in  jedem  Falle,  für  ungeschlossene  wie 
für  geschlossene  Leiter,  gültig  ist,  die  durch  eine  unendlich  kleine 
Stromstärke  di  bei  einer  unendlich  kleinen  Bewegung  von  s  in 
s'  inducirte  elektromotorische  Kraft  mit  derjenigen  identisch  ist, 
welche  inducirt  wird,  wenn  der  Strom  di  in  der  ersten  Lage 
von  s  verschwindet  und  in  der  zweiten  wiederentsteht;  dazu 
muss  nämlich  nach  Gleichung  (1)  sein 

welche  Gleichung  in  der  That  erfüllt  ist.  Dieser  allerdings 
sehr  wahrscheinlichen  Hypothese  genügt  nach  Gleichung  (3)  das 
Weber'sche  Grundgesetz  nicht.  Lbg. 
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F.  S.  Provknzali.     Sülle  reUzioni  fra  le  propriet^  ottiche 
dei  corpi  e  la  loro  conducibilitä  per  Telettrico.        E^m. 

Acc.  P.  d.  N.  L.  Mem.  VI.  7-23. 

Die  Abhandlung  sucht  die  Wahrscheinliehkeit  der  Hypothese 
von  Secchi  zu  begründen,  da88  die  transversalen  Sehwingangen 
des  Aethers  Licht  erzeugen,  seine  Verdichtung  und  Verdfinnung 
Spannungselektricität  und  seine  Strömung  nach  Art  einer  FlQssig- 
keit  elektrische  Ströme.  Danach  ergeben  sich  also  die  Bezie- 
hungen zwischen  den  optischen  Eigenschaften  der  Körper  und 
ihrer  elektrischen  Leitungsfähigkeit  aus  der  verschiedenen  Be- 
weglichkeit des  Aethers  in  den  verschiedenen  Körpern.  Die 
durchsichtigen  Körper  (sostanze  vitree)  pflanzen  vorwiegend 
transversale  Schwingungen  fort,  polarisiren  daher  das  Lieht 
geradlinig  und  sind  Nichtleiter;  die  Metalle  pflanzen  vorwiegend 
longitudinale  Schwingungen  fort,  sind  daher  gute  Leiter,  aber 
undurchsichtig,  und  polarisiren  das  Licht  elliptisch  (d.  h.  in  viel 
höherem  Masse  als  die  durchsichtigen  Körper).  Diese  Ver- 
schiedenheit hängt  nicht  nur  von  der  chemischen  Beschaffenheit, 

m 

sondern  vor  allem  von  der  molecularen  Structur   ab   (Beispiel: 

4  _ 

amorphe  und  krystallisirte  Kohle).  Die  durchsichtigen  Körper 
sind  wegen  ihrer  grossen  Elasticität  geeignet,  die  sehr  schnellen 
transversalen  Schwingungen  des  Aethers  zu  unterstützen;  aber 
wegen  ihrer  grossen  Starrheit  sind  die  Ausweichungen  ihrer 
MolecQle  in  so  enge  Grenzen  eingeschlossen,  dass  sich  dieselben 
ihre  Bewegungen  nur  in  geringem  Masse  mitteilen  und  noch 
weniger  ihre  Aetherhflllen  gegen  einander  austauschen  können, 
weshalb  sie  schlechte  Leiter  der  Wärme  und  Elektricität  sind. 
Die  MolecQle  der  Metalle  dagegen  können  wegen  ihrer  geringen 
Elasticität  die  schnellen  transversalen  Schwingungen  des  Aethers 
nicht  unterstatzen;  dagegen  in  Folge  ihrer  grossen  Beweglich- 
keit verwandeln  sie  dieselben  in  Wärmeschwingungen,  und  in 
Folge  der  damit  zusammenhängenden  grossen  Beweglichkeit 
ihrer  Aetherhüllen  tauschen  sie  letztere  aus,  d.  h.  leiten  die 
Elektricität.  Lbg. 
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R.  SissiNGH.     Metingen  over  Kerr's  verschijnsel  bij  mag- 
netisatie    evenwijdig    aan    het   spiegelend    oppervlak. 

Amst.  Verh.  K.  Ac.  v.  W.  XXVIII.  64  S. 

Diese  AbhandluDg  trägt  in  der  Hauptsache  einen  experimen- 
tellen Charakter.  Sie  enthält  die  Resultate  einer  vom  Verfasser 
unternommenen  Untersuchung  über  die  Eerr'sche  Erscheinung 
bei  einer  Magnetisirung  parallel  der  spiegelnden  Oberfläche; 
dazu  hat  der  Verfasser  viele  Messungen  angestellt,  so  dass  die  Be- 
schreibung der  hierzu  benutzten  Instrumente  sowie  auch  die  aus- 
fahrliche  Besprechung  der  erzielten  Resultate  den  grössten  Teil 
der  Abhandlung  bilden.  Die  theoretischen  Betrachtungen  be- 
ziehen sich  auf  die  Intensität  des  Lichtes  polarisirter  Strahlen 
und  auf  die  von  Lorentz  und  Loghem  dargestellte  MaxwelFsche 
Lichttheorie.  Zumal  ward  dabei  bestimmt,  in  wie  weit  die  Re- 
sultate dieser  theoretischen  Betrachtungen  mit  denen  des  Experi- 
ments stimmen.  Diese  Untersuchung  wird  später  vervollständigt 
durch  eine  andere  über  die  Beziehung  zwischen  der  Amplitude 
und  Phase  der  magnetischen  Lichtcomponente  bei  Polar-  und 
Aequatorial- Reflexion.  6. 


H.  FoiNCARjfe.     Contribution  ä  la  th^orie  des  exp6riences 
de  M .  Hertz,   c.  B.  oxi.  322-326. 

1)  Der  Verf.  berichtigt  zunächst  ein  von  Hertz  bei  Berech- 
nung der  Schwingungsdauer  seines  Erregers  gemachtes  Versehen, 
welches  später  auch  von  Hertz  anerkannt  worden  ist  (vgl.  Hertz, 
Untersuchungen    über   die   Ausbreitung   der  elektrischen  Kraft, 

Leipzig  1892,  S.  287) ,  und  wodurch  die  Schwingungsdauer  j/^- 
mal  zu  gross  geworden  ist.  Da  Hertz  durch  Anwendung  dieses 
unrichtigen  Wertes  mittels  der  beobachteten  Wellenlänge  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  der  Luft  gleich  der  Lichtge- 
schwindigkeit e  fand,  so  wUrde  der  richtige  Wert  o]/2  sein. 
Der  Verf.  glaubt  nicht,  dass  dieser  Widerspruch  mit  der  Max- 
weirschen  Theorie   sich    aus    der  Ungenauigkeit  des   nach    der 

Formel  t  =  2nyCL   berechneten  Wertes   der  Schwingungsdauer 

Fortschr.  d.  Math.  XXII.  3.  69 
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erklären  lasse,   sondern  vermutet   eher  einen  Mangel  der  Mai 
weirschen  Theorie. 

2)  Der  Verf.  giebt  weiter  (ohne  Beweis)  eine  Methode  an, 
um  die  verschiedenen  möglichen  Schwingungsperioden  7\,  7,,  ... 
eines  Erregers,  nach  wachsender  Grösse  geordnet,  fOr  den  Fall 
zu  berechnen,  dass  der  Erreger  sich  in  einem  von  leitenden  Wän- 
den  eingeschlossenen  und  von  einem  Dielektricum  mit  der  Die- 
Jektricitäts-Constante  1  erfQllten  Räume   befindet,   sodass    keine 

Dämpfung  eintritt.    Setzt  man  nämlich  Vi  =^  -=-,  so  kann  man 

in  diesem  Falle  die  Gomponenten  der  Magnetkraft  a  für  die 
Schwingungsdauer  Ti  setzen: 

(1)      a^  =  a^co8(vi0  etc., 

wo  die  ai  blosse  Functionen   der  Coordinaten  sind.     Es  seies 

nun  Kgy  ffy.  Kg  drei  Functionen  der  Coordinaten,  welehe  inner- 
halb des  Dielektricums  nebst  ihren  ersten  Dififerentialquotientea 
endlich  und  continuirlich  sind,  der  Gleichung 

rf^a?    .    dKy        dKs   _  ^ 
dx  dy  dz 

genügen   und  an   den  Grenzen  des  Dielektricums  (d.  h.  an  den 

Wänden  des  Zimmers  und  an  der  Oberfläche  des  Erregers)  die 

Bedingung  erfttllen,  dass  der  Vector  AT  tangential  zur  Oberfläche 

ist.    Dann  besitzt  die  Grösse 


(2)      «='    ■"» 


/[(^-^)'+-]* 


f(Kl  +  'Odt 


v^ 


offenbar  ein  Minimum;  dieses  ist  ^m  =  — fi  ^^   ^  ^^®  Liehtge- 

schwindigkeit  bezeichnet,  und  die  ihm  entsprechenden  Werte  vod 
Kx  etc.  sind  die  a^,  Oy,  a,  in  Gleichung  (1).  (Der  Beweis  folgt 
daraus,  dass  die  Minimums-Bedingung*  ist  AKx  =  —Qm^x  etc.; 
dies  sind  aber  die  Differentialgleichungen  fflr  a^  etc.,  wenn  mao 

(lfn=  —j  setzt;  für  das  absolute  Minimum  muss  also  Qm  =  — i 
sein.    D.  Ref.)    Unterwirft  man  die  Functionen  Kg  ete.   ausser 


/< 
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den  obigen  Bedingungen  noch  der  Bedingung 

\a'^K^  +  a'yKy-{-a[K,)dT  =  0, 
80    ist  das  Minimum  von  q,   welches  offenbar  grösser  als   das 
vorige  ist,  =  — |-,    und    der    entsprechende   Wert    von    ÜTa-    ist 

X 

=  al\  fügt  man  die  Bedingung 

\alK:,  +  —)dt  -  0 


/' 


»? 


hinzu,  Bo  erh&lt  man  das  Minimum  von  ^  =  — f  und    den    ent- 

X 

sprechenden  Wert  AT,  =  aj,  u.  s.  w.  Lbg. 


R.  CoLLET.      Rechercbes    th^oriques    et   expdrimentales 
sur  la  bobine  de  Babmkorff.    0.  B.  GX.  700-70d. 

Es  seien  i  und  J  die  Intensität  des  primären  und  secundären 
Oeffnungsstromes,  M  der  gegenseitige  Inductionscoefficient,  l  und 
L  die  Selbstinductions-Goefficienten,   r  und  R  die  Widerstände. 

Wegen  des  grossen  Wertes  von  L  erreicht  --tt-    niemals    einen 

sehr  grossen  Wert;   man  kann  daher  Jtf-^ vernachlässigen,  also 

den  primären  Strom  von  dem  secundären  unabhängig  annehmen. 
Ist  der  primäre  Strom  in  Folge  eines  in  ihn  eingeschalteten  Gon- 
densators  periodisch,  so  kann  man  setzen,  wenn  %  seine  Schwin- 

gungsdauer,  =  q  ist : 

t  =  ile-*'sin(g<-f  y). 
FQr  den  secundären  Strom  ist 

setzt  man  hierin  den  obigen  Wert  von  i,  welcher  eine  gegebene 
Function  von  (  ist,  so  giebt  die  Integration,  da  J  =  0  ist 
für  <  =  0: 

(l)       J  =  — ae   ^  +«""'"(flCO89*  +  6sinqf0- 

G9* 
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Der  secundäre  Strom  beeteht  also  aus  einem  abnehmenden,  nicht 
periodischen  Strome  und  aus  einem  periodischen  Strome  mit  ab- 
nehmender Amplitude.  Die  Beobachtung  bestätigte  diese  Folge- 
rung; der  Strom  ging  durch  eine  mit  schwarzem  Papier,  in  wel- 
chem sich  ein  schmaler  Spalt  befand,  bedeckte  Geissler'sehe 
Röhre;  in  einem  rotirenden  Spiegel  zeigten  sich  helle  Streifen, 
getrennt  durch  Zwischenräume,  welche  bei  einem  kleinen  Ruhm- 

korff  vollständig  dunkel,  bei  einem  grösseren,  wo  -=-  einen  klei- 
neren Wert  hatte,  sehr  lichtschwach  waren,  und  welche  weiter- 
hin zu  einem  homogenen  Lichtbande  verschmolzen.  Lb 


g- 


P.  Janet.      Extension   des  thdorfemes  relatifs  h  la  con- 
servation  des  flux  de  force  et  d'induotion  magn^tiqnes. 

C.  R.  ex.  336-339. 

Enthält  nur  den  schon  von  Maxwell  aufgestellten  und  be- 
wiesenen Satz,  dass  für  jeden  magnetischen  Inductionsfaden  das 
Product  adq  durch  den  ganzen  Raum  constant  ist,  wo  a  die 
magnetische  Induction,  dq  den  Querschnitt  des  Fadens  bezeichnet. 

Lbg. 

P.  Janet.    Snr  Taimantation  transversale  des  conductenrs 

magndtiques.    C.  R.  CX.  453-455,  Almeida  J.  (2)  IX.  497-507. 

Unter  „aimantation  transversale''  versteht  der  Verfasser  die 
Magnetisirung  eines  Leiters  durch  einen  ihn  durchfliessenden 
Strom.  Bezeichnen  u^ij  m^,  a^  die  o^-Componente  der  Stromdich- 
tigkeit,  des  inducirten  magnetischen  Moments  und  der  Hagnet- 
kraft des  Stroms,  m»,  a»  die  Componenten  nach  der  äusseren 
Normale  des  Leiters,  ii  das  Potential  des  inducirten  Magnetis- 
mus, so  ist  bekanntlich 

dF,        dFy  _.         /*«;., 
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Ist  die  magDetische  Susceptibilität  %  constaDt,  so  folgt  hieraus 
Aß  =  0, 

(1)   ß=y'^«-7-  =  v""-r-v-d^T-' 

(welche  Gleichuog  tlbrigens  schon  von  Kirchhoff  aufgestellt  wor- 
den ist.  D.  Ref.)  Der  Verf.  wendet  diese  Formel  auf  einen  be- 
liebigen unendlichen  Cylinder  an,  dessen  Axe  parallel  der  2-Axe 



gleich  P  setzt, 

d?  dP  ^ 

also  a  ist  gleich  der  Newton'schen  Anziehungskraft  des  mit  der 
Dichtigkeit  1  erfQllten  Gylinders  und  steht  auf  derselben  senk- 
recht. Da  die  Potentiale  in  Gleichung  (1)  blosse  Functionen 
von  X  und  y  sind,  so  kann  man  sie  in  bekannter  Weise  als 
logarithmische  Potentiale  einer  auf  dem  Rande  s  des  Querschnitts 
des  Cylinders  ausgebreiteten  Belegung  darstellen,  wodurch,  wenn 
man  mit  q  die  Entfernung  des  betrachteten  Punktes  des  Quer- 
schnitts von  einem  Randpunkte  bezeichnet,  Gleichung  (1)  über- 
geht in 

(2)       ß  =  -2xfal,\ogQds^  +  ^""/-^  '^S^^'- 

Der  Verf.  wendet  diese  Formel  auf  einen  elliptischen  Cylinder 
an.  [Die  ausftlhrliche  Arbeit  des  Verfassers  ist  in  den  Annales 
de  Fenseignement  supirieur  de  Grenoble  IL  1 — 93  (1890)  unter 
dem  Titel  erschienen:  Etüde  thäorique  et  exp^rimentale  sur  Tai- 
mantation  transversale  des  conducteurs  magn^tiques.  Vergl.  das 
ausführliche  Referat  in  Darboux  Bull,  (iß)  XV,.  162-166.    Red.] 

Lbg. 

E,  Hoppe.     Methode  zur  Prüfung  der  homogenen  Mag- 
netisirung  eines  Magnetstabes.    Hamb.  Mitt.  ii.  i05-iio. 

Bewegt  sich  ein  Magnetpol  von  der  Stärke  m  in  der  Nähe 
eines  geschlossenen  linearen  Leiters,  und  bezeichnet  a  irgend 
eine  durch  den  Leiter  begrenzte  Fläche, 
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r 
a«  =  — m 


dn 

die  nach  der  Normale  n  von  a  gerichtete  Eraftcomponente  des 
Pols,  80  ist  bekanntlieh  die  darch  eine  Bewegung  ron  m  im 
Leiter  inducirte  elektromotorische  Kraft : 

dl 

„         d   r    .         d  r""  r   ,         dv 
^  =  —dtJ  «-^^  =  '^'diJ-d^^''  =  '"^' 

wo  V  das  magnetische  Potential  des  Leiters  am  Orte  des  Pols 
ist.  Ist  also  -y  der  Widerstand  des  Leiters,  so  ist  der  Inte- 
gralstrom, während  sich  der  Pol  von  einem  Ponkte  0  nach  einem 
Punkte  1  bewegt: 

(1)       J  =  IpEdt  =  Am(K,— KJ. 

u 
Macht  der  Pol  einen  vollständigen  Umlauf  um  die  Stromcurve 
und  zurtlck  zum  Anfangspunkte  in  der  Richtung  von  der  Südseite 
zur  Nordseite  der  Stromfläche  a,  indem  er  einmal  durch  die 
Stromfläche  hindurchgeht,  so  ist  bekanntlich  Y^^Y^  =  47r;  und 
bei  einer  Spirale  von  n  Windungen,  wenn  der  Pol  einmal  aussen 
herum  und  durch  die  ganze  Spirale  hindurch  zum  Anfangspunkte 
zurQck  geht,  Y^—V^  =  ii.4;j.  Der  Verf.  bemerkt  nuu  weiter: 
„Bewegt  sich  m  auf  einer  geschlossenen  Bahn,  welche  die  Strom- 
fläche nicht  oder  gleich  oft  von  der  Nordseite  zur  Südseite  wie 
umgekehrt  schneidet,  so  ist  K,  — K^  =0;  daraus  wird  häufig  ge- 
schlossen, dass  dann  auch  J  =  0  sei,  dies  ist  jedoch  nur  unter 
besonderen  Bedingungen  der  Fall.  Ist  in  eiiiem  Punkte  a  der 
Bahn  Y  ein  Maximum,  in  einem  anderen  Punkte  b  ein  Minimum, 
so  ist  beim  Uebergang  des  Pols  von  a  zu  6: 

(2)  J,  =Am(r,-Ka) 

und  beim  Uebergang  von  6  nach  a  zurück  durch  den  Rest  der 
Bahn: 

(3)  J,  =  Am(Ka-FO. 

Würden  beide  Bewegungen  zugleich  ausgeführt,  so  wäre/,  -f  J,=0; 
finden  sie  aber  hinter  einander  statt,  so  ist  diese  Summation  un- 
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statthaft^.  (Diese  BemerkuDg  ist  in  der  yorstehenden  Form  un- 
richtig oder  wenigstens  unverständlich.  Man  kann  entweder  jeden 
der  zwei  Integralströme  für  sich  beobachten,  oder  ihre  Summe, 
'mag  diese  nun  gleichzeitig  durch  zwei  Pole  erzeugt  werden,  oder 
durch  denselben  Pol  in  zwei  auf  einander  folgenden  Zeiten,  falls 
man  den  geeigneten  Messapparat  anwendet  und  die  ganze  Zeit 
hinreichend  kurz  ist;  und  diese  Summe  ist  unter  allen  Umstdn- 
den  Null,  falls  die  Bahn  den  Leiter  nicht  umkreist  Wahrschein- 
lich hat  der  Verf.  die  Beobachtung  mit  dem  Dynamometer  im 
Auge  gehabt.  Dass  hier  zwei  nach  einander  verlaufende  ent- 
gegengesetzte Stromstösse  sich  in  ihren  Wirkungen  nicht  auf- 
heben, ist  aber  allbekannt  und  rechtfertigt  den  obigen  Ausdruck 
einer    „häufig'^    entgegengesetzten    Ansicht    nicht.      Hier    wird 

eben  nicht  der  Integralstrom    fjdt^  sondern  die  Grösse   1  J^  dt 

beobachtet.  Es  folgt  weiter  eine  Ableitung  eines  bekannten 
Satzes  Ober  Maximum-  und  Minimum-Punkte  von  V  im  Räume, 
dessen  Zusammenhang  mit  dem  Gegenstand  des  Aufsatzes  nicht 
ersichtlich  ist,  sowie  eine  unrichtige  Formel  fQr  die  inducirende 
Wirkung  eines  in  der  Spirale  befindlichen  Eisenkerns.  D.  Ref.) 
Der  in  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  ausgesprochene  Fall 
tritt  z.  B.  ein,  wenn  ein  Magnet  um  die  Axe  rotirt,  welche  mit 
seiner  magnetischen  Axe  einen  Winkel  bildet  und  welche  die 
Axe  eines  Kreisstroms  oder  einer  Spirale  senkrecht  schneidet. 
Denkt  man  sich  den  ganzen  Magnetismus  in  der  magnetischen 
Axe  concentrirt,  so  hat  jeder  Magnetpol  die  Maximums-Lage  a 
und  die  Minimums- Lage  b  in  den  zwei  Momenten,  wo  er  die 
durch  die  Drehungsaxe  und  die  Axe  der  Spirale  gelegte  Ebene 
passirt.  Lbg. 

J.  Haubnbr.      Ueber  Strombrechiing  in  flächenförmigen 

Leitern.     Monatsh.  für  Math.  I.  247-274,  357-370. 

1)  Es  werde  «  ^  ^  +  t^  gesetzt;  die  is-Ebene  bestehe  aus 
zwei  Teilen  I  und  II  vom  specifischen  Leitungsvermögen  |i,  und 
^i^\  das  Potential  sei  I/,  die  titromfunctiou  K,  also  die  Gleichung 
der  Niveaulinien  U  =  const.,   die   der  Stromlinien   Y  =  const.; 
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dann  ist  bekanntlich 

(1)      If  =t/+tF  =  A*). 
Bezeichnen  wir  die  Werte  von  U  und  V  in  den  Teilen  I  und  II 
mit  [/j,  U^  und  V^^  F„  so  muss  an  der  Trennungslinie  die  Glei* 

chung 

(2)      17.  =  U, 

stattfinden.  Die  durch  ein  beliebiges  Linienelement  ds,  dessen 
Normale  dn  sei,  in  der  Zeiteinheit  fliessende  Elektricitätsmenge 

ist   = — u— ;— d«  =  — u-r— d*:   da  nun   durch   ein    beliebigem 
'^  dn  ds       '  ° 

Stück  s  der  Trennungslinie  in  beiden  Teilen  dieselbe  Elektriei- 

tätsmenge  fliessen  muss,  so  ist  die  zweite  an  der  Trennungslinie 

/dV 
-j—  ds  =  ii(V  —  F^)    in 

beiden  Teilen  denselben  Wert  hat,  also  ^,  ^j— /",  F,  ==  const., 
oder  da  man  die  Gonstante  gleich  Null  setzen  kann, 

(3)      (i,  F.  =  (,,  K,. 

Das  Problem  der  Strömung  in  einer  aus  zwei  Teilen  von  ver- 
schiedenem Leitungsvermögen  bestehenden  Ebene  reducirt  sich 
also  auf  die  Auffindang  zweier  logarithmisch  unendlichen  Func- 
tionen fFj  =f^(z)j  W^  =  f^(z,),  deren  reelle  und  imaginäre  Teile 
an  der  Trennungslinie  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  genügen. 
Ist  k  der  specifische  Widerstand  des  Stoffes,   d  die  Dicke 

der  Platte,  also  ^  =  — ,  so  ist  der  Widerstand  eines  durch  zwei 

Niveaulinien  und  zwei  Stromlinien  begrenzten  Flächenelements, 
dessen  Dimensionen  parallel  der  Strömung  und  senkrecht  za  der- 
selben l  und  ß  sind, 

Benutzt  man  nun  das  Princip  der  Abbildung,  wonach,  wenn  man 
die  s-Ebene  auf  der  ss'-Ebeue  durch  eine  Function  2'  =  g>(z)  ab- 
bildet, U  und  F  auch  Potential  und  Stromfunction  in  dem  ent- 
sprechenden Punkte  der  s'-Ebene  sind,  so  haben,  da  bei  der  Ab- 
bildung -—  uDgeändert  bleibt,  zwei  entsprechende  Elemente  bei- 
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der  Stromnetze  denaelben  Widerstand,  folglich  auch  je  zwei  ent- 
sprechende endliche  Flächenstttcke.  Ist  also  das  Stück  der 
;s- Ebene  durch  zwei  Niveaulinien  U  =  W  und  t/  =  ü'  und  zwei 
Stromlinien  V  =  V^  und  V  =  V^  begrenzt,  und  bildet  man  die 
2-Ebene  auf  der  H'-Ebene  ab,  so  wird  das  entsprechende  Flächen- 
stück ein  Kechteck  von  der  Länge  U^  —  (/'  und  der  Breite 
V^ — F';  sein  Widerstand  ist  also 

wo  £  die  durch  das  FlächenstUck  in  der  Zeiteinheit  strömende 
Elektricitätsmenge  bezeichnet. 

2)  Der  einfachste  Fall  ist  der,  wo  die  Trennungslinie  mit 
der  x-Axe  zusammenfällt  und  sich  im  Teil  I  zwei  Elektroden 
Sp  2,  befinden,  durch  welche  die  Elektricitätsmenge  E  ein-  resp. 
ausströmt.    Setzt  man 

und  sind  z\  und  i\  die  conjugirten  Punkte  zu  z^  und  ;&,,  so  ist 

f  w,  =  .4-.  ^-fiog-"--^  +  o log  '"-;-l 


Ih',=^-, 


(l-o)log 


z  — ». 


2;i/«,  -^    °  a— Sj 

Setzt  man  s— z,  =  r,  e^>  etc.,  so  sind  in  I  die  Niveaulinien  und 
Stromlinien 

-T-Ctt)  =  const.,      q,-q,^^a{(p\-q>';)  =  const., 

in  II 

r 
— L  =  const.,     g>i-'<P2  =  const. 

Sie  sind  also  im  Teil  II  dieselben  zwei  Ereisbüschel,  als  ob  die 
ganze  Ebene  dasselbe  Leitungsvermögen  hätte.  Da  der  Kreis 
durch  die  Punkte  «n^,,  is',,V^  sowohl  in  I,  als  auch  in  II  eine 
Stromlinie  ist,  so  geben  die  Gleichungen  (5)  auch  die  Strömung 
in  einer  aus  zwei  Hälften  vom  Leitungsvermögen  /u,  und  /u,  be- 
stehenden Kreisfläche,  an  deren  Rande  im  Teil  I  die  Elektroden 
liegen.    Durch  Inversion  um  ein  in  I  liegendes  Inversionscentrum 
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gehen  die  zwei  Halbebenen  in  den  Innenranm  eines  Kreises  vom 
LeituDgsvermögen  fi,  und  in  den  Anssenraum  vom  Leitungsver- 
mögen  /u^  Ober. 

3)  Die  js- Ebene  bestehe  aus  einem  von  zwei  parallelen  Ge- 
raden 1  und  2,  X  =  S^^  X  =  —  f,  begrenzten  Streifen  I  vom 
Leitungsvermögen  /u,,  und  aus  den  zwei  daranstossenden  Halb- 
ebenen II  und  III  vom  Leitungsvermögen  /u,  (die  positive  Halb- 
ebene) und  fi,;  die  Elektroden  a  und  ß  mögen  in  I  liegen,  und 
ihre  conjugirten  Punkte  seien  o'  und  ß\  und  es  sei 

Benutzt  man  das  Princip  der  Spiegelung,  und  bezeichnet  die 
Bilder  von  a  in  Bezug  auf  die  Geraden  1  und  2  mit  a\  und  a\j 
das  Bild  von  al^i  in  1  mit  ai,  das  Bild  von  a«.i  in  2  mit 
al,  so  ist,  wenn  man  $i  +  ^s  =  <^  setzt, 

,ßx      \ain  =  a  -h  2nd,     aj^+i  =  -  a'+  2^^  -f  2nd, 
^""^      1  aj,  =  a  -  2ficJ,     aj,+i  =  -  a^-  2f,-  2iia, 

und  den  Bedingungen  (2)  und  (3)  wird  genOgt  durch 

-^  fr.  =  ^ -log^-^  -j(aa)Mog(^-^^-^) 

Hell  a  — pin-fl  »««i  * P2«+l 


(7) 


2^H^,  =  ^,-(l+a)i(«a')-log|:^ 


^      „,       „,      ,.  ,  .,^,--^  "-»»-/SJ 


m 

00 


—  (l+a)a'^log 


»— al«+i 


»»ü  * — /^'^H-l 


2^  ir.  =  ^.-(1  +a')Iico'Ylog!^ 


E  *  nsdU  * — ßu 

-(1+O<yllog 


•  -       Ä-ai,^., 


«au  * — ßin-^l 

Durch  Inversion  mit  dem  Nullpunkte  als  Inversionscentrum  gehen 
II  und  III  in  Kreisflächen  tlber,  welche  sich  im  Nullpunkte  be- 
rühren, I  in  den  Aussenraum. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (7)  statt  der  W^  welehe  die 

Form  ^ilrtlog r^  haben,  Functionen  von  der  Form: 
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S  Anlog 


e*-6*»  ' 


welche  für  ä  =  a«  +  2mni(w  =  0, 1, ...,  oo)  logarithmisch  unend- 
lich werden,  80  zerfällt  die  ganze  Ebene  in  zur  x-Axe  parallele 
Streifen  von  der  Breite  2/r,  in  denen  sich  die  zwei  Elektroden 
of,  ß  sowie  die  Werte  der  W  periodisch  wiederholen.  Die  Werte 
der  tV  in  dem  Streifen  zwischen  y  =  0  und  y  =  2n  geben  auch 
die  Strömung  in  einer  beiderseits  unendlichen  Cylinderfläche  vom 
Umfang  27r,  deren  Punkte  durch  den  Abstand  x  von  der  Ebene 
a;  =  0  und  durch  die  Bogenlänge  ^,  von  der  Cylinderseite  y  =  0 
aus  gerechnet,  bestimmt  sind,  welche  aus  einem  Teil  I  zwischen 
den  Ebenen  a;  =  —  f„  a?  =  §j  vom  Leitungsvermögen  ju,  und  den 
zwei  daran  grenzenden  Teilen  vom  Leitungsvermögen  ju,  und  ju, 
besteht,  und  auf  welcher  sich  in  dem  Teil  I  zwei  Elektroden  a, 
ß  befinden.  Auf  die  Strömung  in  dem  Teil  I  des  Streifens  (0,2fr) 
lässt  sich  auch  durch  eine  doppelte  Transformation  die  Strömung 
in  einer  Ebene  zurückfahren,  welche  aus  dem  Innenraume  einer 
Ellipse  vom  Leitungsvermögen  jUj  und  dem  Aussenraume  vom 
Leitungsvermögen  jti,  besteht,  wenn  beide  Elektroden  sich  ent- 
weder innerhalb  oder  ausserhalb  der  Ellipse  befinden. 

Schliesslich  werden  auch  noch  die  den  Formeln  (7)  analogen 
Formeln  aufgestellt  für  den  Fall,  wo  sich  die  zwei  Elektroden, 
statt  in  dem  Teil  I,  in  II  oder  III  befinden.  Lbg. 


G.  Adlbr.     Ueber  die  Veränderung  der  elektrostatischen 
KraftwirkuDgen  durch  eine  leitende  Wand.     Wien.  Der. 

XCIX.  61-88;  Bzner  Bep.  XXVI.  449-472. 

1)  Auf  einen  elektrischen  Massenpunkt  e  wirke  ein  anderer 
elektrischer  Massenpunkt  me  (wo  m  positiv  oder  negativ  sein 
kann);  senkrecht  zur  Verbindungslinie  und  auf  derselben  Seite 
beider  Massenpunkte  befinde  sich  eine  abgeleitete  unendliche  lei- 
tende Ebene.  Die  auf  dieser  entstehende  Influenz-Elektricität 
wirkt  bekanntlich  auf  e  wie  die  zwei  elektrischen  Bilder  — e  und 
— me  in  Bezug  auf  die  Ebene;  bezeichnet  also  r  die  Entfernung 
zwischen  e  und  me,  d  die  Entfernung  des  Punktes  me  von  der 


1100  XI.  Abschoitt.    Mathematische  Physik. 

Wand,  so  ist  die  Gesamtkraft  auf  e,  in  der  ursprünglichen  (d.  h. 
bei  fehlender  Wand  stattfindenden)  Richtung  gerechnet,  wenn  e 
zwischen  me  und  der  Wand  liegt, 

(1)  K  =  me*[^  + -^^±-^  +  ^  .^^l 
und  wenn  tne  zwischen  e  und  der  Wand  liegt, 

(2)  K  =  mc»  [-^r  -  -JßöTry  ~  4m"  "(d+ö^ J " 

Im  ersten  Falle  giebt  es  bei  negativem  Werte  von  m  und  im 
zweiten  Falle  bei  positivem  Werte  von  m  einen  Wert  r^  von 
r,  für  welchen  K  =  0  ist,  wo  also  die  ursprüngliche  Anziehung, 
resp.  Abstossung  in  eine  Abstossung,  resp.  Anziehung  übergeht. 
Im  zweiten  Falle  und  für  m  >  0  giebt  es  in  der  Zone  der  An- 
Ziehung  r  =^  r^  bis  r  =  ex  einen  Punkt,  wo  die  Anziehung  ein 
Maximum  ist.  Im  ersten  Falle  und  für  m  <  0  =  ^m*  findet  in 
der  Zone  der  Anziehung  r  =  r^  bis  r  =  0  Verstärkung  der  ur- 
sprünglichen Anziehung  statt,  wenn  m'  >  1  ist,  und  das  Ver- 
hältnis dieser  Verstärkung  zur  ursprünglichen  Anziehung  hat  in 
einem  bestimmten  Punkte  ein  Maximum. 

2)  Eine  abgeleitete  Kugel  C  vom  Radius  q  befinde  sich 
zwischen  einem  elektrischen  Massenpunkte  e  und  einer  abgeleite- 
ten unendlichen  Ebene  £;  e  und  der  Mittelpunkt  m  von  C  liegen 
auf  einem  Lote  auf  £;  die  Entfernung  des  Punktes  e  von  der 
Ebene  und  von  m  sei  f  und  c.  Construirt  man  die  Bilder  b\, 
b]  von  6  in  C  und  £,  hiervon  wieder  die  Bilder  6,,  6^  in  E  und 
Cetc,  so  wird  bekanntlich  die  Influenz  auf  £  durch  e  und  sämt- 
liche Bilder  b^i  die  Influenz  auf  C  durch  e  und  sämtliche  Bilder 
b'i  bewirkt.  Bezeichnen  6i,  bl  die  Bilder  von  62-i  und  6^^i  in 
C  und  £,  fn  die  Entfernung  zwischen  6j^  und  m  (positiv  gerech- 
net, wenn  bk  zwischen  m  und  £  liegt),  p„  die  Ladung  von  Kj 
ferner 

(3)    fo  =  -c,   /;  =  -  ^-,   Po  =  c,   Pi  =  -  -^-, 

so  ergiebt  sich  leicht  für  n>  l 

r\.,\     r  __  P'  „    —  _     iE^r? 


CapitelS.    Elektricität  und  MagnetisniUB.  1101 

Die  Gesamtkraft  auf  C  rührt  von.  der  Wirkung  von  e  und  Bämt- 
licben  Bildern  bi  auf  sämtliche  Bilder  bi  her;  diese  Doppelreihe 
vermeidet  der  Verf.  durch  Anwendung  eines  von  ihm  früher  auf- 
gestellten Satzes  (vgl.  F.  d.  M.  1887.  1116),  welcher  folgender- 
massen  lautet. 

„Ein  System  Q  teils  isolirter  und  geladener,  teils  abgeleite- 
ter Gonductoren  (unter  denen  sich  auch  feste  elektrische  Massen 
befinden  können)  gebe  vor,  resp.  nach  dem  Hineinbringen  eines 
isolirten  oder  abgeleiteten  Conductors  C^  aus  dem  Unendlichen 
in  das  Feld  das  Potential  F°,  resp.  K,  deren  Werte  FJ  und  F, 
auf  C^  seien;  e^  sei  die  schliessliche  Flächendichtigkeit  von  C,, 
£j  seine  Ladung,  falls  er  isolirt  ist,  g)^  das  Potential  auf  ihm, 
wenn  er  sich  im  Unendlichen  befindet;  dann  ist  der  Zuwachs 
der  potentiellen  Energie  des  Systems  C+C*,  durch  Einbringen 
von  C,  in  das  Feld 

Für  den  vorliegenden  Fall  ist  also  der  Zuwachs  der  Energie 
des  Systems  durch  Einbringen  der  Kugel  C  in  das  Feld,  wenn 
a^  die  Fläche  von  C  bezeichnet: 

wo  FJ  nur  von  e  und  seinem  Bilde  — e  in  E  herrührt.  Sind  also 
r  und  fj  die  Entfernung  eines  Flächenelements  Ja^  von  e  und 
—  c,  so  ist 

also 

(4)       W,  =  ^/^  da, - ,}/-V äa,  =^i K- F_,), 

WO  Vg  und  F_e  die  Potentiale  der  Kugel  am  Orte  von  e  und  —  c 
bezeichnen;   und  die  Kraft  auf  C  nach  der  Richtung  von  c   ist 

(4.)      .=  -iE._. 

Ve  und  V^e  rühren  aber  von  den  Bildern  6i  her,  es  ist  also. 
(5)      K- F_,  =  i  p, (-1^  .-  .        \      .  ). 

11=1  ^C-\-fn  Jf  —  C—fn    / 


1102  ^I*  AbBohnitt.    Mathematische  Physik. 

Die  Gonvergenz  jeder  dieser  zwei  Reihen  ergiebt  sich  aas  den 
Recursionsformeln  (3a). 

Schliesslich  zeigt  der  Verf.  noch  durch  numerische  Ausrech- 
nung fQr  specielle  Fälle,  dass  die  Anwesenheit  der  Wand  immer 
eine  Schwächung  der  ursprünglichen  Anziehung  des  Massenpanktes 
auf  die  Kugel  zur  Folge  hat.  Lbg. 


G.  Adler,     lieber  eine  Consequenz  der  Poisson-Mosotti'- 

sehen   Theorie.     Wien.  Ber.  XGIX.  1044-1049. 

Wendet  man  nach  Mosotti  die  Poisson'sche  Theorie  der 
Magnetisirung  auf  die  Dielektrica  an,  und  setzt  m,  =  ka^  etc., 
wo  ntg  und  Ox  die  fl;-Componenten  des  dielektrischen  Moments 
und  der  elektrischen  Kraft  bezeichnen,  ferner  das  Verhältnis 
des  dielektrischen  Volumens  zum  Gesamtvolumen 

so  ist  bekanntlich 

3     9 


(2)        *  = 


4fi  1 — g 

Dadurch  bestimmt  sich  die  in  der  Theorie  der  Deformation  durch 
ElektrisiruDg  vorkommende  Gonstante 

'•  =  •§  =  -»!  = -'O+T'). 

was  für  schwach  polarisirende  Media  in  k^  =  —k  Obergeht.  Dies 
stimmt  für  Gase  mit  den  Beobachtungen  von  Boltzmann  Aber- 
ein;  nach  diesen  kann  man  nämlich  die  Dielektrioit&ts-Constaote 
beim  Druck  p: 

K  =  1+471*  =  1+lp 

setzen,  wo  l  eine  Gonstante  bezeichnet;  aus  pt  =  Const  folgt 
aber 

,,         dk            dk           k  *r-l 

dv             dp          An'^  An 

(Der  Wert  von  k  hängt,  auch  bei  Annahme  kugelförmiger  Mole- 
cüle,  von  der  Gestalt  desjenigen  Volumens  ab,  welches  man  um 
ein  Molecül  herum  ausschliesst,  um  die  polarisirende  Kraft  zu 
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erhalten.    Setzt  maQ  diese  Kraft  allgemein 

ß»  =  a«  +  47jAm,, 
wo  z.  B.  A  =  ^  oder  1  oder  0  ist,  je  nachdem  man  dieses  Vo- 
lumen mit  Poisson  als  eine  Kngel,  oder  mit  Maxwell  als  einen 
unendlich  abgeplatteten  Cylinder,  oder  als  einen  unendlich  ver- 
längerten Cylinder  annimmt,  so  wird 

also  fflr  schwach  polarisirende  Medien  immer  k!  =  — Ar.     D.  Ref.) 

Lbg. 


P.  CzBRMAK.     Ein  Beitrag  zur  Construction  der  Niveau- 
linien.   Wien.  Ber.  XCIX.  511-520. 

Für  das  aus  einem  oder  zwei  elektrischen  Punkten  be- 
stehende Feld  wird  die  Construction  der  Niveaulinien  in  einer 
durch  die  Punkte  gehenden  Ebene  angegeben.  Lbg. 


H.  HfiRXZ.  Ueber  die  Grundgleichungen  der  Elektro- 
dynamik für  ruhende  Körper.  Gott.  Nachr.  106-149;  Wiede- 
maoD  Aon.  XL.  577-624. 

Der  Verf.  verfolgt  in  vorliegender  Abhandlung  den  Zweck, 
die  Mazweirschen  Orundgleichungen  auf  ihre  einfachste  Form 
zurückzuführen  und  namentlich  aus  denselben  den  Begriff  der 
elektrischen  Verschiebung  sowie  des  aus  der  Vorstellung  von 
Fernkrftften  hervorgegangenen  Vectorpotentials  zu  entfernen  und 
durch  die  Kräfte  selbst,  welche  in  jedem  Punkte  nur  durch  den 
Zustand  der  nächsten  Umgebung  bestimmt  sind,  zu  ersetzen. 
(Zur  Abkürzung  und  besseren  Uebersichtlichkeit  bezeichne  ich 
im  folgenden  die  Componenten  eines  Vectors  o  mit  v^^  Vy,  v«, 
und  schreibe  von  den  fttr  jede  der  drei  Componenten  geltenden 
Gleichungen  immer  nur  die  auf  die  x-Componente  bezügliche 
hin.    Das  Axensystem  ist  als  rechtshändig  vorausgesetzt.  D.  Ref.) 

1)  „Die  Orundgleichungen."  Die  elektrische  Kraft  E  und 
die  Magnetkraft  a  wird  definirt  als  die  mechanische  Kraft  auf 
einen   bestimmten   elektrisirten    Körper    oder   einen   Magnetpol, 
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welcher  sich  entweder  im  freien  Aether  oder  in  einer  unendlich 
kleinen,  der  Kraftrichtung  parallelen,  unendlich  gestreckten  cylin- 
drischen  Höhlung  des  ponderabeln  Mediums  befindet  Die  hier- 
bei noch  unbestimmt  bleibende  Erafteinheit  wird  im  freien  Aether 
so  definirt,  dass  die  Energie  der  Volumeneinheit  ist: 

(1)  W=^E'  +  ^a\ 

Als  die  Grundgleichungen  im  freien  Aether  nimmt  der  Verf. 

(2a)     -^^;'  =  ^5-rf«,       (2b)^4^=^i^-$% 
^     ^  dt  dz         dy  ^      ^     "^        dt  dz  dy 

wo  A  eine  innere  Constante  des  Aethers  ist  (die  reciproke  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit einer  Störung).  In  einem  ponderabeln 
Medium  wird  die  Energie  gesetzt: 

(3)         W=lE'  +  l^a\ 

wo  K  die  Dielektricitäts- Constante,  /u  die  Magnetisirungs  -  Con- 
stante (magnetische  Permeabilität)  des  Mediums  heisst;  dadurch 
wird  E  in  elektrostatischem,  a  in  magnetischem  Mass  gemessen. 
Sollen  nun  die  Grundgleichungen,  wenn  £  und  a  in  den  vorigen 
Einheiten  gemessen  werden,  sich  von  denen  im  Aether  nur  darch 

eine  andere  Constante  A^Kfi  statt  A  unterscheiden,  so  mfissen 
dieselben  sein 

_  A    ^^^_  >_  ^ff ^^'^  Äff  ^^  _  ^y_  __  ff^ 

^  dt   '"   dz         rfy   '  dt   ^   dz         dy" 

Da  aber  in  einem  Leiter  eine  sich  selbst  überlassene  elektrische 
Kraft  rasch  verschwindet,  so  werden  als  die  allgemeinen  Glei- 
chungen genommen 

C4b,       A(Hi^+U,)E.=  '^-'^, 

WO  k  die  (elektrostatisch  gemessene)  Leitungsfähigkeit  des  Me- 

diums  heisst:   —  -j    ist   eine   neue  Constante   des  Mediums  (die 

„Relaxationszeit''  nach  Cohn).  In  einem  krystallinisohen  Mediora 
treten  an  Stelle  von  fia^,  KE^^  kE^  lineare  Functionen  der  Kraft- 
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componenten ;  setzt  man 

wo  a  und  p  die  magnetische  und  elektrische  Polarisation  („In- 
duction**  nach  Maxwell),  Ug  die  a;-Componente  der  Dichtigkeit 
des  Leitungsstroms  beissen,   do  gehen  die  Gleichungen  über  in 

(5b)        .(i|L+4^.)=^_^. 

Als  „Grenzbedingungen^  an  der  Trennungsfläche  zweier  yer- 
schiedenen  Medien  nimmt  der  Verf.  die  an,  dass  die  Gleichungen 
(5a)  und  (5b)  auch  in  einer  unendlich  dünnen  Uebergangsschicht 
gelten,  ohne  dass  die  Grössen  hier  unendlich  werden;  ist  also 
die  Trennungsflflehe  parallel  der  d?y -Ebene,  so  müssen  hier  die 
Differentialquotienten  nach  s  endlich,  also  £«,  £y,  a«,  Oy  con- 
tinuirlich  sein;  die  dritte  der  Gleichungen  (5a)  und  (5b)  giebt 

dann  --jf  und  -^  +  4frt/«  continuirlich.     Bezeichnen   wir   also 
at  ai 

mit  fi  die  Normale  der  Trennungsfläche,  mit  $  eine  beliebige 
der  Trennungsfläche  parallele  Richtung,  so  sind  die  Grenz- 
bedingungen: 

(6)        E.,a^^,^  +  ^nun 
continuirlich.     Die  Energie  der  Volumeneinheit  ist 

und  aus  den  Gleichungen  (5)  folgt,  wenn  a  die  Oberfläche  eines 
beliebigen  Volumens  t,  n  ihre  nach  aussen  gerichtete  Normale 
bezeichnet, 

^y  IfdT  =  -f{E,Ug  +  ^^^)dt 

+  4;^y  K^y«'— ^»«y)  cos  na;-}-  •'•]<'<'» 
wo  der  erste  Teil  rechts  die  erzeugte  Wärme  ist 

FortMbr.  d.  Math.  XXII.  8.  '0 
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2)  „Elektricitätß-  und  Magnetismus-Menge«.  Aus  den  Glei- 
chungen (5)  und  den  Orenzbedingungen  (6)  folgt  fflr  ein  be- 
liebiges Volumen  t  mit  der  Oberfläche  u,  deren  äussere  Nor- 
male n  ist: 

Setzen  wir  also  die  über  eine  beliebige  geschlossene  Fläche  aus- 
gedehnten Integrale 

4n 


{^'  =  rnf"''^-LA^^-> 


(7) 


+  hf^'^-^'^^> 


..=^/Ma  =  ,V(% +••)''' 


+  Lf^'-P'^^ 


WO  aj,  al  und  p^,  p?  die  Werte  an  einer  Trennungsfläche  9  zweier 
verschiedenen  Medien  sind,  deren  Normale  v  ist,  und  nennen 
9Rw  und  @»  die  in  dem  Räume  r  enthaltene  „wahre  Magnetismas- 
und  Elektricitäts-Menge^,  so  gehen  die  vorstehenden  Oleicbnnges 
über  in 


(7  a) 


dt 


d.  h.:  durch  rein  elektrodynamische  Vorgänge  ändert  sich  die 
wahre  Maguetismusmenge  Oberhaupt  nicht,  die  wahre  Elektri- 
citätsmenge  nur  durch  in  den  Raum  eintretende  Leitangsströme. 
Nach  Gleichung  (7)  können  wir  @w  aus  einer  Raumdicbtigkeit 


« 


4cn^  dx 
und  aus  einer  Flächendichtigkeit 

auf  den  Discontinuitäts-FIächen  bestehend  annehmen.     Da«  AnA- 
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löge  gilt  f&r  3kv]   in  einem  „temporären'  Magneten  aber  mnss 
nach  Gleichung  (7a)  SR«,  =  0  sein,  also  Bowohl  die  Raumdichtig- 

keit  4/r«„  =  -^  +  ...  =  0,    als   auch   die   Flächendichtigkeit 

4ne^  =  al — al  =s  0.    Die  ttber  eine  nicht  geschlossene  Fläche  a 

ausgedehnten  Integrale /a« da  und   / Pnda    nennt    der  Verf.    die 

Zahl  der  durch  die  Fläche  gehenden  Kraftlinien  (genauer  Pola- 
risationslinien). 

Unter  der  „freien^  (nach  Maxwell  ^scheinbaren^)  Elektri- 
citäts-  and  Magnetismus -Menge  versteht  der  Verf.  die  Grössen 


(7  b) 


+  iii/(iEi-El)ä,, 


^^  =  ^/a.äa  =  ±/(^+...)är 


+  Ä/<«'-«'^'^' 


welche  durch  dieselben  Ausdrücke  dargestellt  werden,  wie  die 
wahre  Elektricitäts-  und  Magnetismus  -  Menge  im  freien  Aether. 

3)  0 Ruhende  Elektricität  und  ruhender  Magnetismus^.  Sind 
die  zeitlichen  Aenderungen  und  die  Leitungsströme  Null,  so 
gehen  die  Gleichungen  (5a)  in  den  Leitern  tlber  in  £^  =  £y  =£«=0. 
In  Nichtleitern  gehen  sie  Aber  in 


-v^ 3-^  =  0  etc.,  also  E, 

M         dy  ' 


=  —  -^  etc. 
ax 


Die  Raum-   und   Flächendichtigkeit   der   freien   Elektricität   ist 
nach  Gleichung  (7  b) 

1     .  1  fdq>,       d(p,\ 


woraus 


"^-It^^^/t"' 
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Ferner  folgt  aus  den  Oleichangen  (7)  fflr  einen  isotropcD 
Körper 

Dieselben  Gleichungen,  nur  mit  fi  statt  Kj  gelten  anch  fllr  rohen- 
den  Magnetismus,  nur  dass  in  einem  temporären  Magneten  nach 
Gleichung  (2)  «^  =  c^  =  0  ist 

4)  „Stationäre  Strömung.*'  In  einem  heterogenen  Körper 
können  elektromotorische  Kräfte  E'  auftreten,  in  Folge  deren  die 
sieh  selbst  überlassene  Kraft  E  nicht  auf  Null,  sondern  aaf  £' 
abfällt;  daher  setzt  der  Verf.  fttr  diesen  Fall  in  den  Gleiehnngen 

(5)  und  (6  b) 

In  einer  elektromotorischen  Grenzschicht  zweier  yerschiedenen 
Medien  wird  £«  =  oo,  dagegen  bleibt  /Endn=  ^j,  endlich;  da 
nun  tiff  endlich  bleiben  rouss,  so  wird  auch  E«  unendlich  und 

ßEn-El.)dn  ^  0, 

also 

jEndn  s=  SP,,, 

welche  Gleichung  noch  zu  den  Grenzbedingungen  (6)  hinzukommt 
Findet  also  in  einem  System  isotroper  und  homogener  Leiter, 
zwischen  denen  aber  elektromotorische  Grenzflächen  yorkommeD, 
eine  stationäre  Strömung  statt,   so  folgt  aus   den  Gleichungen 

(5  a),  (5  b): 

^--—1^^  "--^*^te'  -Är+'--^°' 

also  J(p=^0]  ferner  ist  an  einer  nicht  elektromotorischen  Orenx- 
fläche  Un  continuirlich,  also 

und  an  einer  elektromotorischen  Grenzfläche 
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5)  9 Magnetkraft  statioDärer  Ströme''.  Der  bloss  ron  statio- 
nären Strömen  herrflhrende  Teil  der  Magnetkraft  genügt  naeh 
(öa)  der  Gleiehang 

d  /  da. 


^(^  +  •■•)  =  0, 


also  wegen  des  stationären  Zostandes  auch  der  Oleiekung 

da. 


düB 
ferner  ist  nach  Gleichung  (5  b) 


+  •••  =  0; 


*^JL^J^^4nAu,. 


di         dy 

Setzen  wir  also  die  über  den  ganzen  unendlichen  Raum  ausge- 
dehnten Integrale 

y-^dr'  =  F.  etc., 

wo  F  das  Vectorpotential  heisst,  so  wird 

dFy        dF, 


""'  -  ^\-di — -dfr 

In  einem  System  von  stationären  Strömen  und  permanenten 
Magneten,  in  welchem  keine  magnetisirbaren  Medien  Torkommen, 
also  /i  =  1  ist,  ergiebt  sich ,  wenn  \p  das  Potential  der  perma- 
nenten Magnete,  m  ==  —  -r--  J\p  ihre  Raumdichtigkeit  bezeichnet, 
die  magnetische  Energie 

=  -^f(F,u,-\-'.-)dt  +  \fmtpdT  =  W,-\-W„, 

wo  W,  die  elektrokinetische  Energie  des  Stromsystems,  Wm  die 
innere  potentielle  Energie  der  Magnete  bezeichnet;  fOr  zwei  lineare 
Ströme  ist 

W,  =  <^'ff—  C08  (d»,  dt)  ds  dt'. 
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Die  Verschiebang  von  constant  gehaltenen  Strömen  gegen  per- 
manente Magnete  bewirkt  also  keine  Aenderang  von  W.  Bei 
Verschiebung  der  Ströme  gegen  einander  ist  die  verbraocbte 
ponderomotorische  Arbeit  gleich  —  dJf,  =  —  dIF,  also  nicht  das 
Aequivalent  des  Zuwachses  von  W]  dieses  Aequivalent  wird  be- 
kanntlich durch  die  Induction  geliefert. 

6)  „Induction".  Nach  Gleichung  (5a)  treten  in  einem  veräo- 
derlichen  Magnetfelde  elektrische  Kräfte  auf,  deren  über  einen 
geschlossenen  linearen  Leiter  s  erstreckte  Summe  sieh  als  elek- 
tromotorische Kraft  äussert.  Dieser  Integralwert  ist  nach  Glei- 
chung (5  a) 

(8)     E,  =fE.äs  ^/[(^-^)cosn.  +  ..]äa 


=  -^4/«"*'=-^*' 


WO  q  die  Anzahl  der  durch  die  Stromfläche  a  gehenden  Polari- 
sationslinien  bezeichnet.  Lbg. 


H.  Hbrtz.     Ueber  die  Grundgleichungen   der  Elektro- 
dynamik für  bewegte  Körper.    Wiedemann  Ann.  XLI.  369-399. 

1)  Der  Verf.  geht  von  folgender  Annahme  aus:  Die  Materie 
uod  der  in  ihr  befindliche  Aether  bewegen  sich  gemeinaam  mit 
den  Geschwindigkeits-Gomponenten  r«,  t^y,  v«,  und  der  Einfluss 
dieser  Bewegung  auf  die  AenderuDg  des  elektrischen  und  mag- 
netischen Zustandes  besteht  darin,  dass  die  elektrischen  und  mag- 
netischen Polarisationslinien  mit  der  Materie  fortgeführt  werden, 
als  ob  sie  an  derselben  fest  hafteten.  Die  ganze  in  der  Zeitein- 
heit stattfindende  Aenderung  der  Anzahl  aa^  der  durch  ein  aof 
der  a;-Axe  senkrechtes,  bewegtes  Flächenelement  a  gehenden 
magnetischen  Polarisationslinien  besteht  also  aus  derjenigen, 
welche  durch  die  in  diesem  Punkte  wirkende  elektrische  Kraft 
hervorgebracht  wird,  und  welche  nach  Gleichung  (5a)  der  vor- 
hergehenden Abhandlung 

=         g  (  dEy        dE,  \ 
A^   dz  dy  J 

ist,    und  aus  der  durch  die  Bewegung   allein  hervorgebrachten, 
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welche  nach  der  obigen  Hypothese  Null  ist.  Andererseits  be- 
steht die  ganze  durch  a  dividirte  Aenderungsgeschwindigkeit  von 
aa^  aus  folgenden  Teilen: 

a)  Die  von  der  Bewegung  von  o   unabhängige  Aenderung 

von  Og  in  dem  ruhenden  Raumpunkte  ist      .*  » 

dt 

b)  Die  Aenderung  durch  parallele  Verschiebung  von  a  ist 
da^c  da^ 


dog       .    da^       ,    da^ 


e)  Die  Aenderung  durch  Drehung  von  o  ist  gleich  an—a^^ 
wo  fi  die  neue  Normale  von  a  bezeichnet.  Die  Drehung  um  die 
der  y-Axe  parallele  Aze  um  einen  Winkel  q>  giebt 

fl»— «x  =  «ajCos^p— fl^sinqp— Oa.  =  — ««siu^)  =  — ö,— ^• 

uJS 

Die  Drehung  um  die  der  i5-Axe  parallele  Axe  um  einen  Winkel 
y}  giebt 

*  dv 

ön— öx  =  OasCOS^-f-AySillV^  —  ^x  =  OySiui^  =  —  Oy       ."^    ■ 

ay 
d)  Die  Aenderung  durch  eine  Ausdehnung  da  von  a  ist 
du  a« 


""Ä 


a  dycte 


[.,(l4-^)-<l  +  ^)-clH 


Die  ganze  Summe  dieser  Aenderungen  ist 

^''A  dy    +    da  ^  ~     d/     +*'V  da?    +    dy    +    ds  / 

+  -^  (flx  Vy—Oy  0,)  —  -^  (a,v, — o,  «?.)• 

Wir  erbalten  auf  diese  Weise  aus  Gleichung  (5  a)  und  analog 
aas  Gleichung  (5  b)  die  Gleichungen 

/'1^  <^a«     ,  ^  C  ^x    ,    düy    ,    da^  >^  ,    dg,        <<gy 

(1)         -dT  +  "A-di- +  "dT  +  "dr>' + -^1 dT 

-         1  /  dEy        dE,  \ 
~        A\  da         dy  r 
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*xt 


WO 


(3)       a,  =  öy «'»  -  «**'y»     '*»  =  Py».  — P.«>y. 

2)  Setzen  wir 

E, — A^x  =  £«»     öx  +  ^P»  =  Ox, 
und  bezeichnen  die  Raumdicbtigkeit  der  wahren  Elektricit&t  und 
des  wahren  Magnetismus  mit  «  und  m,  so  gehen  die  Oleiohon- 
gen  (1)  und  (2)  Ober  in 

(2.)      4^+4,..+4...,)=#-^- 

A^x  ist  die  nach  der  gewöhnlichen  Theorie  durch  die  Bewegung 
der  Materie  im  Magnetfelde  erzeugte  elektromotorische  Kraft; 
— APx  ist  eine  Magnetkraft,  welche  in  einem  Isolator  bei  seiner 
Bewegung  durch  die  elektrischen  Polarisationslinien  hindurch 
entsteht,  und  welche  die  Beobachtung  noch  nicht  nachgewiesen 
hat.  Zu  der  Kraft  A^  tritt  eine  elektrische  Kraft  £'  hinzu, 
welche  nach  Gleichung  (ia)  aus  folgenden  Teilen  besteht:  dem 
gewöhnlich  als  Fernkraft  elektrischer  Massen  betrachteten  Teil, 
welcher  übrig  bleibt,  wenn  die  linken  Seiten  der  Gleichung  (la) 
verschwinden,  und  welcher  ein  Potential  besitzt;  ferner  aas  einer 

den  Gliedern  —^  etc.  entsprechenden  Kraft,  der  elektromoto- 
rischen Kraft  der  Aenderung  des  Feldes,  deren  Linienintegral 
um  eine  bewegte  Gurve  s  gleich  der  mit  — A  multiplicirten  Aen- 
derung der  Anzahl  der  durch  die  ruhende  Gurve  9  gehenden 
Kraftlinien  ist;  und  aus  einer  yon  der  Bewegung  des  wahres 
Magnetismus  m  mit  der  Materie  herrtthrenden  elektromotoriseheo 

Kraft,   deren  Linienintegral  um  die  Curve  t  =  —  4aii  /mt^da 

ist.  Die  Magnetkraft  a*  besteht  nach  Gleichung  (2a)  aus  der 
Potentialkraft  magnetischer  Massen  und  aus  einer  Kraft,  welche 
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sich  aas  der  Magnetkraft  der  Ströme  im  rahenden  Mediam  er- 
giebt,  wenn  man  in  die  Ströme  aaeh  die  Aenderang  der  elektri- 
schen Polarisation  and  die  convective  Bewegung  der  wahren 
Elektrioitftt  «  einbegreift 

3)  Da  in  der  rahenden  Materie  der  wahre  Magnetismus  und, 
soweit  keine  LeitungsstrOme  vorkommen,  auch  die  wahre  Elek- 
tricität  sieh  nicht  ftndert,  und  da  bei  der  Bewegung  der  Materie 
die  Polarisationslinien  an  der  Materie  haften,  also  auch  der 
wahre  Magnetismus  und  die  wahre  Elektricität,  welche  durch 
die  Enden  der  Polarisationslinien  bestimmt  sind:  so  ftndert  sich 
auch  in  jedem  bewegten  Substanzpunkte  der  wahre  Magnetismus 
nicht,  ebenso  die  wahre  Elektrioitftt  da,  wo  keine  Leitungsströme 
vorhanden  sind,  wie  sich  auch  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 
ergiebt  Ferner  setzt  sich  die  ganze  Aenderungsgesohwindigkeit 
der  Anzahl  der  Polarisationslinien,  welche  durch  eine  mit  der 
Materie  bewegte  Curve  $  oder  eine  von  derselben  umschlossene 
Flftche  a  gehen,  zusammen  aus  der  durch  die  elektrische  Kraft 
E  bei  ruhender  Materie  hervorgebrachten,  welche  nach  Gleichung 

(8)  der  vorhergehenden  Abhandlung  =  — j-jE^ds  ist,   und  aus 

der  durch  die  Bewegung  der  Curve  allein  veranlassten,  welche 
Null  ist;  folglich  ist  das  Linienintegral  der  elektromotorischen 
Kraft  über  eine  geschlossene  Curve  $  gleich  der  mit  ^Ä  roulti- 
plicirten  Aenderungsgeschwindigkeit  der  Anzahl  der  Polarisa- 
tionslinien, welche  durch  die  mit  der  Materie  bewegte  Curve 
gehen,  also,  wenn  d  die  von  der  Bewegung  der  Curve  unab- 
hängige, ö  die  durch  ihre  Bewegung  allein  eintretende  Aende- 
rang bezeichnet: 

(3)       /E.d.  =  -a{±  +  ^)/a.äo, 

wie  sich  ebenfalls  aus  Gleichung  (1)  ergiebt  Die  Gleichung  (3) 
gilt  auch,  wenn  die  Curve  s  allein  sich  durch  die  ruhende  Ma- 
terie bewegt,  falls  durch  diese  Bewegung  die  magnetische  Pola- 
risation nngeftndert  bleibt,  da  man  sich  dann  die  umgebende 
Materie  mitbewegt  denken  kann. 

4)  „Gleitflftchen*'.     Als  solche  beseicbnet  der  Yerf,  Flftchen^ 
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an  deren  beiden  Seiten  die  tangentialen  Gomponenten  der  Ge- 
schwiAdigkeit  v  discontinnirlieh  sind,  während  die  normale  Com- 
ponente  immer  eontinuirlich  sein  muss;  auch  Eya^pjO^  u  können 
hier  diBContinuirlich  sein.  Eine  solche  Gleitfläche  betrachtet  der 
Verf.  als  eine  unendlich  dOnne  Uebergangsschicht,  in  welcher  die 
Grössen  sich  sehr  rasch,  aber  eontinuirlich  und  so  ändern,  dass 
die  Gleichungen  gültig  bleiben;  hier  sind  also  £,  a,  p,  a,  tf,  o 
endlich,   also  auch  ihre  tangentialen  Differentialquotienten;    da- 

gegen  können  die  normalen  Differentialquotienten   --p- 

—~-   unendlich  sein ,  aber  so,  dass  J^-t-  dn  =^  /",  —  f^    endlich 

-T-^  du  =  0   ist.     Nehmen  wir  einen  Punkt   einer 

Gleitfiäche  zum  Anfangspunkte  von  sich  mit  dem  Punkte  bewegen- 
den Coordinatenaxen ,  seine  Normale  zur  s-Axe,  so  geben  die 
auf  die  x-  und  y-Axe  bezüglichen  Gleichungen  (1) 


.       ausser 
an 


/ 

1 

/ 


oder  da  die  relative  Geschwindigkeit  r«  innerhalb  der  Schicht 
unendlich  klein  ist, 

1  1 

und  ebenso  folgt  aus  den  Gleichungen  (2) 

fp'~t <*» = -  j  («^-«^).  fp- ^  * = 4-  («-  -  «i) 

Befindet  sich  auf  der  Gleitfläche  keine  Flächendichtigkeit  von 
wahrem  Magnetismus  oder  wahrer  Elektricität,  so  sind  a«  und  p: 
eontinuirlich,  und  die  vorstehenden  Gleichungen  gehen  über  in 

o,(r5-ri)  =  -^(E^-EJ)  etc. 

5)  Schliesslich  berechnet  der  Verf.  aus  dem  Ausdrucke  flir 
die  magnetische  Energie  die  in  dem  System  Wirkenden  pondero* 
ipotorischen  Druckkräfte;,  die  sich  ergebenden  Ausdrücke  anter* 
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scheiden  sich  von  den  Maxweirschen  namentlich  dadurch,  dass 
die  tangentialen  Druckkräfte  Xy  und  Y^  etc.,  welche  bei  Max- 
well yerschieden  sind,  hier  gleiche  Werte  haben.  Lbg. 


E.  CoHN.     Zur  Systematik  der  Elektricitätslehre.    Wiede- 

demaoo  Add.  XL.  625-639. 

Die  vorliegende  Abhandlung,  welche  fast  gleichzeitig  mit 
der  ersten  der  vorstehenden  Abhandlungen  von  Hertz  erschienen 
ist,  verfolgt  einen  ganz  ähnlichen  Gedankengang  wie  diese. 
Der  Verf.  setzt  die  Energie  der  Volumeneinheit  in  einem  beliebigen 
Medium  (die  Bezeichnungen  sind  aus  denen  der  Hertz'schen  Ab- 
handlung ohne  weiteres  verständlich) 

(1)        W  =  iE'  +  iU' 

und  nimmt  als  die  Grundgleichungen  an  (fUr  ein  linkshändiges 
Axensjstem) 

(2b)       (^  +  4)E.=  -.(a_^.), 

WO  V  (die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  Störung)  und  7 
(die  Relaxationszeit)  innere  Gonstanten  des  Mediums  sind ;  durch 
Einsetzung  anderer  Gonstanten  werden  diese  Gleichungen  mit 
den  Gleichungen  (4a),  (4b)  von  Hertz  identisch.  Daraus  folgt 
für  ein  beliebiges  Volumen  r  mit  der  Oberfläche  a  und  der 
äusseren  Normale  n 

^fwdt  =  -yy£MT+  Fy  [(i«fyE,— Jtf,Ey)cosfw?  +  .  .](ia. 

Ist  nun  da  ein  Element  der  Grenzfläche  zweier  verschiedenen 
Medien,  und  nehmen  wir  die  a;-Axe  senkrecht  auf  da^  so  muss, 
damit  die  Energieströmung  auf  beiden  Seiten  von  da  dieselbe 
sei,  VMyEs  und  VM^Ey  continuirlich  sein;  um  dies  zu  erreichen, 
setzt  der  Verf. 

(3)         V  =^€v 
und  nimmt  für  jede  in  der  Trennungsfläche  liegende  Richtung  s 
sVg  und  vMg  continuirlich  an;    dann   wird  man  auch  in  einem 
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nicht  homogenen  Mediom  die  Oleichongen  (2)  schreiben  können 

WO  u  der  „Gesamtstrom*'  heisst;  daraus  folgt  dann  weiter,  dass 
an  einer  Trennungsfl&che  aaeh  ti«  nnd  -^  (—)  eontinairliek  sind. 
Weiter  folgt  aus  diesen  Gleichungen 

®       s[|(t')  +  -]  =  o,     ^  +  -  =  0. 

E     M 

Die  Vectoren  — ,  — ,  m  lassen  sich  darch  die  Anzahl  yon  au  ihnen 

parallelen  Linien  darstellen,  welche  durch  eine  auf  ihnen  senkrechte 
Flächeneinheit  hindurchgehen,  und  welche  der  Verf.  elektrische 
und  magnetische  Kraftlinien  und  Stromlinien  nennt;  dann  kua 

man  die  Gleichung  (ö)  sowie  die  Gontinuität  von  -nC-^J    und 

tfi,  so  aussprechen:  Endpunkte  von  Stromlinien  befinden  sich 
weder  im  Innern  eines  Mediums  noch  auf  der  Trennungsfl&che 
zweier  verschiedenen  Medien,  und  die  Endpunkte  magnetischer 
Kraftlinien  haben  sowohl  im  Innern  als  auch  auf  der  Trennungs- 
fläche  eine  unveränderliche  Lage.  Setzen  wir  femer  die  Anxahl 
der  von  der  Volumeneinheit  ausgehenden  elektrischen  Kraftlinien 

so  folgt  aus  Gleichung  (4  b) 

Je  nachdem  T  endlich  oder  unendlich  ist,  je  nachdem  also  ^ 
mit  wachsender  Zeit  gegen  Null  convergirt  oder  unveränderlich  ist, 
heisst  das  Medium  ein  Leiter  oder  ein  Nichtleiter.     Da  aa  der 

Trennungsfläcbe  zweier  Nichtleiter  nach  Gleichung  (4b)  -^(^— } 

continuirlich  ist,  so  folgt:  Aus  einem  beliebigen  Anfangszustande 
geht  immer  ein  Zustand   hervor,   in   welchem   die   elektrischen 
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Kraftlinien  im  Innern  der  Leiter  keine  Endpunkte  haben,  im 
Innern  der  Nichtleiter  und  an  der  Trennungsfläehe  zweier  Nicht- 
leiter unveränderliche  Endpunkte. 

Der  Best  der  Abhandlang  beBohäftigt  sich  mit  der  Ableitung 
weiterer  erfahrungsmässiger  Folgerungen  über  statische  Zustände 
und  stationäre  Strömung.  Lbg. 


J.  Stefan.     Ueber  elektrische  Schwingungen  in  geraden 

Leitern.     Wieo.Ber.XGIX.  319-339;  Wiedemann  Ann.  XLI.  400-420. 

1)  Bei  periodischen  Strömen  Yon  grosser  Schwingungszahl 
kann  man  nach  einer  Bemerkung  von  Lippmann  (vgl.  F.  d.  M. 
XXL  1889.  1131)  den  Widerstand  yernachlässigen;  dann  be- 
stimmt sich  die  Verteilung  der  Stromdichtigkeit  im  Querschnitte 
des  Leiters  durch  die  Bedingung,  dass  die  elektrokinetiscbe 
Energie  U  ein  Minimum  ist.  Verzweigt  sich  z.  B.  ein  Strom  in 
zwei  Zweigströme  t,  und  «,,  in  denen  dieselbe  elektromotorische 
Kraft  E  wirkt,  so  ist 

und  bei  Vernachlässigung  der  Widerstände  der  zwei  Zweige 

was  die  Bedingung  dafflr  ist,  dass  U  bei  gegebenem  Werte  von 
^+S  6111  Minimum  ist;  und  dasselbe  lässt  sich  bei  Verzweigung 
des  Stroms  in  unendlich  viele  Stromfäden  beweisen.  Da  man 
ü  au'^h  als  magnetische  Energie  betrachten  kann,  so  lässt  sich 
die  Bedingung  der  Stromverteilung  im  Querschnitte  auch  so  aus- 
sprechen, dass  f&r  einen  constanten  Wert  des  Oesamtstroms  die 
magnetische  Energie  ein  Minimum  wird.  Nun  ist  fQr  einen  ge- 
raden Leiter  von  kreisförmigem  Querschnitte  die  magnetische 
Energie  im  äusseren  Baume  von  der  Verteilung  unabhängig,  in- 
dem der  Strom  so  wirkt,  als  ob  er  in  der  Axe  concentrirt  wäre; 
die  obige  Bedingung  reducirt  sich  also  darauf,  dass  die  mag- 
netische Energie  innerhalb  des  Leiters  ein  Minimum  ist,  was 
bekanntlieh  stattfindet,  wenn  der  Strom  in  einer  unendlich  dünnen 
Schicht  an  der  Oberfläche  des  Leiters  concentrirt  ist,  da  dann 
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im  Inneren  der  Stromröhre  die  Magnetkraft  und  also  aach  die 
magnetische  Energie  Null  ist.  Dasselbe  kann  man  bei  dünnen 
Drähten  auch  in  dem  Falle  annehmen,  wo  die  Intensität  nicht 
auf  der  ganzen  Länge  eines  Stromfadens  denselben  Wert  bat, 
da  die  Selbstinduction  in  einem  Stflcke  des  Drahtes  hauptsächlich 
von  der  Aenderung  des  Stroms  in  diesem  StQcke  selbst  herrührt. 
Daraus  erklärt  sich  die  bekannte  Beobachtung  von  Hertz,  wo- 
nach sehr  schnelle  elektrische  Schwingungen  nur  längs  der'Ober- 
fläche  des  Drahtes  stattfinden  und  vom  Widerstände  und  der 
magnetischen  Beschaffenheit  unabhängig  sind.  ' 

2)  Ist  der  Widerstand  nicht  zu  vernachlässigen,  so  ist  die 
Stromverteilung  eine  andere;  der  Verf.  ftlhrt  für  dieselbe  die  in 
einer  früheren  Abhandlung  (Wien.  Ber.  XCV.  1887)  aufgestellten 
Gleichungen  an.  Bezeichnen  l  und  a  Länge  und  Radius  des 
geradlinigen  Drahtes,  a  seinen  specifischen  Widerstand,  fi  seine 
magnetische  Permeabilität,  u  die  Stromdichtigkeit  in  der  Ent- 
fernung Q  von  der  Axe,  u^  ihren  Wert  an  der  Oberfläche,  J  den 
Gesamtstrom,  E  die  im  ganzen  Querschnitt  als  constant  betrach- 
tete äussere  elektromotorische  Kraft, 

2/ 


L  =  2/(log|^-l) 


0)        ^  =  :r^G4  + 


den  Inductionscoefficienten  des  axialen  Stromfadens  auf  einen 
Stromfaden  an  der  Oberfläche,  so  lauten  diese  Gleichungen 

c/tt_    a   rd*u        1  du\ 

~di  "  4niÄ\dö^  '^  ~Q  dQ  ^ 

und  an  der  Oberfläche 

(2)         £  =  /au,+L^. 

Der  Verf.  löst  diese  Gleichungen  für  den  Fall  einer  grossen 
Schwingungszahl,  wo  die  Stromdichtigkeit  nur  in  geringer  Tiefe 
unter  der  Oberfläche  einen  merklichen  Wert  hat,  und  knQpft 
daran  numerische  Berechnungen  des  scheinbaren  Widerstandes 
und  Selbstinductions-Goefficienten,  welche  ganz  andere  Werte 
ergeben  als  fflr  gewohnliche  Ströme.  In  der  Höhlung  eines 
röhrenförmigen,  von  einem  periodischen  Strome  durchflossenen 
Leiters  ist  die  totale  elektromotorische  Kraft,   welehe  aas    der 
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äusseren  und  der  des  Leiters  besteht,  sehr  klein;  der  Verf.  be- 
schreibt Versuche,  welche  er  über  diese  Schirmwirkung  einer 
Stromröhre  angestellt  hat.  Lbg. 


J.  Stbfan.     Ueber  die  Theorie  der  oscillatorischen  Ent- 
ladung.   WieD.Ber.  XGIX.  534*548;  Wiedemann  Ann.  XLI.  421-434: 

Der  Verf.  behandelt  den  Entladungsstrom  eines  Condensa- 
tors  in  einem  dicken  Draht,  indem  er  dafOr  die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  der  vorhergehenden  Abhandlung  benutzt,  nämlich,  wenn 
Pj  und  P,  die  Potentiale  auf  den  Condensatorplatten  zur  Zeit  t 
bezeichnen : 

und  an  der  Oberfläche 

dJ 


(2)      P,-P,^lau,+L  ^^ 

Mit  Hülfe  der  Gleichung 

J--L        j^        , 

wo  C  die  Capacitftt  des  Gondensators ,  kann  man  die  Gleichung 
(2)  auch  in  folgende  umformen,  wenn  man 

CL  ""'         ah    ~   ^ 
setzt: 

(^•'    (^+"')(-^),+-^^-=<'- 

Der  Verf.  löst  diese  Gleichungen  fdr  den  Fall,  dass  die  Strom- 
dichtigkeit nur  in  einer  im  Vergleich  zum  Radius  a  des  Drahtes 
sehr  geringen  Tiefe  x  unter  der  Oberfläche  einen  merklichen 
Wert  hat,  in  welchem  Falle  die  Gleichungen  übergehen  in 
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Zu  diesem  Zweek  tetet  er 


•1  =  -^/    '^^  e-iy(x+2f,yk0df,, 

welcher  Ausdruck  der  Gleichung  (3)  und  der  Bedingung  m  =  0 
fftr  <  =  0  genflgt,  und  bestimmt  die  Function  f  mittels  der  Glei- 
chung (3a).  Es  ergiebt  sieh,  dass  der  Gesamtstrom  /  ans  zwei 
oscillatorischen  Bewegungen  mit  abnebmender  Amplitude  be- 
steht, von  denen  die  eine  viel  frfther  erlischt  als  die  andere. 

Lbff. 

E.  Lechbr.      Eine    Studie    über    elektrische    Resonanz* 

ersebeinungen«       Wien.  Ber.   XCIX.   340-361;   Wiedemuin  Adil 
XL[.  850-870. 

1)  Gegenüber  den  Platten  A^  A'  eines  etwa  1  m  langen 
Hertz'schen  Erregers  befinden  sich  die  Platten  0,  B'  des  R^ona- 
tors,  von  denen  zwei  parallele  Drähte  von  mindestens  4nii  Länge 
und  10 — 50  cm  Abstand  ausgehen;  über  die  dem  Erreger  abge- 
wandten Enden  dieser  Drähte  ist  eine  Geissler'sche  Röhre  ohne 
Elektroden  gelegt,  welche  in  Folge  der  Potentialdifferens  zwi- 
schen den  Drahtenden  leuchtet  Ueberbrückt  man  nun  die  Pa- 
rallel drfihte  an  irgend  einer  Stelle  durch  einen  Draht,  so  ver- 
schwindet das  Leuchten,  ausser  wenn  die  Brücke  an  gewissen 
Stellen  aufgelegt  ist.  An  einer  solchen  Stelle  kann  man  die 
Drähte  durchschneiden  und  ihre  Enden  durch  eine  zweite  Brü<ie 
verbinden,  ohne  das  Leuchten  zu  beeinträchtigen;  femer  bleibt 
die  Röhre  leuchtend,  wenn  man  sie  beliebig  bis  in  die  Nähe  der 
Brücke  verschiebt,  wird  aber  dunkel,  wenn  man  die  Drähte  hinter 
der  Röhre  verkürzt,  und  wird  dann  erst  beim  Zurückschieben  der 
Brücke  nach  BB'  hin  wieder  leuchtend.  Hieraus  folgt,  daas  die 
Bedingung  für  das  Leuchten  der  Röhre  die  ist,  dass  die  zwei  in  der 
Brücke  zusammenstossenden  Drahtkreise,  in  deren  zweitem  durdi 
die  in  der  Brücke  stattfindende  Hauptschwingung  eine  secundäre 
Schwingung  erzeugt  wird,   sich  in  Resonanz  befinden  mfissen. 

2)  Die  Drahtenden  werden  mit  zwei  Condensatorplatten  ver- 
bunden, über  welche  die  Röhre  gelegt  wird;   über  zwei  benadn 


GapitelS.    Elektricitat  nnd  Magneüsmas.  1121 

harte  Stellen  der  zwei  Drähte,  an  deren  jeder  eine  Ueberbrttekung 
das  Leuchten  bewirkt,  werden  zwei  Brücken  /9,  ß*  gelegt,  wo- 
durch das  Leuchten  ungeändert  bleibt;  da  nun  die  Mitte  jeder 
Brücke  ein  Knotenpunkt  des  Potentials  sein  muss,  so  ist  die 
Länge  des  aus  beiden  Brücken  und  den  zwischenliegenden 
Drähten  bestehenden  Kreises,  welche  1964  cm  betrug,  gleich  einer 
Wellenlänge  1,  und  die  Schwingungsdauer  %  ist  dieselbe  wie  in 
dem  aus  /}'  und  den  zwei  Drahtenden  bestehenden  Kreise. 
Letztere  aber  lässt  sich  berechnen   aus  dem  Selbstpotential  der 

Strombahn,   nämlich   L  =  2l\\og }),  und  aus  der  Gapaci- 

tat  des  Gondensators  C=-rT-i    wo  R  der  Radius   und   i  die 

4o 

Entfernung  der  Condensatorplatten ;   es  ist  nämlich,  wenn  o  die 

Lichtgeschwindigkeit  bezeichnet, 

2n 


X 


=  ^}fCL. 


V 

Ist  also  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  im  Draht  gleich  der 
in  der  Luft,  so  muss  l  =  2nYCL  sein,  und  in  der  That  er- 
gab die  Rechnung  2n^CL  =  2034  cm,  was  mit  dem  obigen  Werte 
X  =  1964  cm  übereinstimmt.  Lbg» 


M.  Planck.  Ueber  die  Erregung  von  Elektricitat  und 
Wärme  in  Elektrolyten.  WiedemanD  Ann.  xxxix.  161-186. 
Der  Verf.  betrachtet  eine  von  einem  galvanischen  Strome 
durchflossene,  ungleichmässig  concentrirte  Lösung  beliebig  vieler 
Elektrolyte,  wobei  er  die  Annahme  von  Nernst  (Zeitschr.  f.  pbys. 
Chemie  II),  dass  schon  von  Anfang  an  im  Innern  keine  freie 
Elektricitat  auftrete,  fallen  lässt. 

1)  Es  sei  eine  ungleichmässig  concentrirte  wässerige  Lösung 
beliebig  vieler  binärer  Elektrolyte  gegeben,  welche  so  verdttnnt 
ist,  dass  man  alle  Ionen  als  dissociirt  und  also  an  der  Elektri- 
citätsleitung  teilnehmend  annehmen  kann.  Für  den  5^®°  Elektro- 
lyten bezeichne  o,  und  t>«  die  Beweglichkeit  des  positiven  und 
negativen  Ions  (d.  h.  die  durch  die  mechanische  Krafteinheit 
einem  Oramm-Aequivalent  —  (ß-A)  —  erteilte  Geschwindigkeit), 

Portaohr.  d.  Math.  XXII.  S.  71 


1 122  XT*  AbBchnitt.    Mathematische  Physilc. 

c<  und  Cg  die  CoDcentration  in  irgend  einem  Punkte (i:, y, s),  d.h. 
die  Anzahl  {G-A)  in  der  Volumeneinheit,  p«  und  p«  den  osmoti- 

Bcheu  Druck,  also  Pt^p^c,^  P<=Po^«)  ^^  Po  ^^^^  ^^  ^'^^  1^^^° 
gleiche  Constante  ist;  femer  qp  das  elektrostatische  Potential,  t 
die  mit  \{Q'A)  verbundene  Elektricitfttsmenge.  Die  osmotische 
Kraft   nach  irgend  einer  Richtung  v  auf  die  Volumeneinheit  ist 

=  —~.  die  elektrostatische  Kraft  = — ec,~^,  also   die  Ge- 
dv  ^  dp 

samtkraft  auf  die  Volumeneinheit 

Die  dadurch  hervorgebrachte  Geschwindigkeit  ist  ir«  =  — ^  r,, 

mithin  die  in  der  Zeiteinheit  durch  eine  auf  v  senkrechte  Flächen- 
einheit gehende  Anzahl  (G-Ä) 

(a)     ^,  =  ip,c,  =  Ä,c,  =  —  -^ (ptf>0—  y- ^*Ps  -^• 
Setzen  wir  also 

(1)     r==:jsv.p.,   f'  =  ^ü;p;, 

so  ist  die  Anzahl  (G  -  A)  aller  in  der  Zeiteinheit  durch  eine  aof 
y  senkrechte  Flächeneinheit  hindurchgehenden  positiven  und  nega- 
tiven Ionen  (für  die  in  entgegengesetzter  Richtung  durchgehendes 
Ionen  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen): 

und  die  Stromdichtigkeit 

Die  Leitungsfilhigkeit  ist  also  —  (F-f  K'),  und  in  Folge  der  un- 

Po 

gleichmässigen  Goncentration  tritt  ausser  dem  Potentialgeftlle 
noch  in  jedem  Punkte  eine  elektromotorische  Kraft 

F^     Po     1      d(r^r') 
'^  -      «    K+r       dv 
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auf;  im  stromlosen  Zastande  mass  also  überall  ein  Potentialgefälle 

— ^  =  E  vorhanden  sein. 
dp 

2)  Da  die  in  der  Zeiteinheit  in  die  Volumeneinheit  eintretende 

Anzahl  (G-A)  positiver  Ionen  der  Art  s  gleich-^  = -^  ist,  so 

ergeben  sieh  aus  Gleiehung  (a)  die  Bewegungsgleiehungen 

Misst  man  g>  und  die  Dichtigkeit  g  der  freien  Elektricitat  in 
magnetischem  Mass,  wodurch  e  =  9628  wird,  und  bezeichnet  mit 
^a  und  Qa  die  Werte  in  elektrostatischem  Mass,  mit  K  die  Di- 
elektrioitätsconstante  des  Wassers  in  elektrostatischem  Mass  (=80 
nach  Cohn),  so  ist 

ro 

oder  da  -^  =  -5^  =  jc(=  3.10")  ist, 
9         9o 

(b)      KJg>  =  ^4nx'Q  =  -  ^^  2;(p,-p;), 

Po 

mithin  nach  Gleichung  (4): 

Sind  also  fHr  einen  bestimmten  Anfangszustand  die  p«  und  q> 
bekannt,  so  ergiebt  sich  für  den  folgenden  Augenblick  g>  aus 
Gleichung  (5),  die  p,  aus  Gleichung  (4)  etc.  Wegen  des  grossen 
Wertes  von  x'  ändert  sich  g>  ungemein  rasch,  d.  h.  das  System 
ladet  sich  fast  momentan  mit  freier  Elektricitat;  während  dieses 
„Ladungsvorgangs^  kann  man  in  Gleichung  (5)  die  Goncentrationen 
als  unveränderlich  ansehen.  Dann  folgt  der  langsam  verlaufende 
„Diffusionsvorgang^,  während  dessen  q>  beständig  der  Gleichung 
(5),  worin  die  linke  Seite  Null  zu  setzen  ist,  genügt,  d.  h.  der 

71* 
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Gleichung 

(5a)     JiV-V)^  J.[^((F+r)^)  + ...]  =  0; 

daraus  folgt  fttr  einen  beliebigen  Raum  mit  der  Oberftftche  a  und 
der  Normale  v 

d.  h.  nach  Gleichung  (3)  fupda  =0;  also  in  einen  geschlosaenen 
Raum  strömt  im  ganzen  keine  Elektricit&t  ein  noch  aus.  Femer 
igt  ^  =  —  -j — |-  Jq>  immer  sehr  klein,  aus  Gleichung  (b)  folgt 

also  mit  grosser  Annäherung 

Spt  =  2pi    oder    2c,  =  5c;. 
Durch  die  Gleichung  (5a)  und  durch  die  von  aussen  eintreten- 
den Ströme,  d.  h.  nach  Gleichung  (3)  durch  die  Werte  von  -~- 

an  der  Oberfläche,  ist  bei  gegebener  Zusammensetzung  der 
Lösung  q>  bis  auf  eine  additive  Gonstante  bestimmt;  da  nun  die 
Gleichungen  (3),  (4),  (5a)  ungeändert  bleiben,  wenn  man  alle  p, 
und  den  Wert  von  u^  an  der  Oberfläche  mit  einem  Factor  b 
multiplicirt,  dagegen  q>  ungeändert  lässt,  so  bleibt  durch  jene 
Aenderung  9  ungeändert,  was  ein  von  Nemst  aufgestellter 
Satz  ist. 

3)  Wärmeentwickelung.    Die  Energie  der  freien  Elektricität 
ist  verschwindend  klein,  da  sie 

ist.  Die  potentielle  moleculare  Energie  sowie  die  elektromoleeu- 
]are  Energie  ist  Null,  da  die  Ionen  dissociirt  sind  und  ihre  Ladnof 
beibehalten;  und  auch  die  kinetische  Energie  kann  man  vernach- 
lässigen. Daher  ist  der  Energiezuwachs  in  irgend  einem  Raum- 
teile  T  gleich  der  erzeugten  Wärme ;  andererseits  ist  er  gleich  der 
von  aussen  in  den  Raum  eingeführten  Arbeit.  Die  eingeffihrte 
elektrische  Arbeit  ist  gleich  der  durchgegangenem  Elektricitäts- 
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menge,  maltiplicirt  mit  ihrem  Potential-Abfälle,  also,  wenn  v  die 
innere  Normale  der  Oberfläche  des  Baumes  bezeichnet, 


Ä   luytpda. 


Die  durch  der  eintretende  Druckarbeit  A  ist  gleich  dem  Druck 
mal  der  Volumenverminderung;  letztere  ist  fttr  irgend  eine  Art  von 
Ionen  =to«c{a,  wo  w^  die  Geschwindigkeit,  also  nach  Gleichung 
(a)  die  Arbeit  A^  =  ptW,do  =  p^Ngda^  mithin  fQr  alle  Ionen 
A  =  p^Nyda,    Folglich  ist  die  erzeugte  Wärme 


(6)      W  ^ß<pur+p,N,)da. 


Sie  besteht  also  aus  der  durch  die  durchgehenden  Ströme  und 
aus  der  durch  die  Bewegung  der  Materie  erzeugten;  letztere  ist 
dieselbe,  als  wenn  jedes  (G-A)  der  positiven  und  negativen 
Ionen  eine  Wärmemenge  p^  mit  sich  führte. 

4)   Sind  alle  Grössen  bloss  von  x  abhängig,   so  gehen  die 
Gleichungen  (öa)  und  (3)  Aber  in 

die  Stromdichtigkeit  u^  ist  also  eine  blosse  Function  der  Zeit, 
z.  B.  constant,  wenn  ein  constanter  Strom  durch  die  Lösung  ge- 
schickt wird.  Ist  ausserdem  nur  ein  einziger  Elektrolyt  vorhan- 
den, so  geht  diese  Gleichung  über  in 

_  *^=  Po  P-P'  <<logP  .  Po  1 

dx         e   e+v'      dx     "^    «'(«  +  ©')    p       ' 

und  die  zwei  Gleichungen  (4)  reduciren  sich  auf  die  von  dem 
durchgehenden  Strome  unabhängige  Diffusions^Gleichung 

dp   _     2f>t'         d^p 
dt    ■"    v+v'  ^'  dx'  ' 

Der  Verf.  wendet  diese  Gleichung  auf  den  Fall  zweier  sich  be- 
rührenden Lösungen  desselben  Elektrolyten  von  anfangs  gleich- 
massiger  Concentration  an,  durch  welche  ein  Strom  geht. 

Lbg. 


1126^  ^I*  AbBcboitt.    MathemaÜBche  Physik. 

M.  Planck.     Ueber  die  Potentialdifferenz  zwischen  zwei 
verdünnten  Lösungen  binärer  Eiektrolyte.      WiedemuB 

Aon.  XL.  561-576. 

Unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  der  vorhergehenden 
Abhandlung  werden  statt  der  osmotischen  Drucke  p«  die  Concen- 

trationen  c.  =  —  eingefflhrt,  und  die  Gesamteoncentration  wird 

Po 

gesetzt: 

ein  Strom  soll  nicht  durch  die  Flfissigkeit  hindurchgeben.  Die 
dortige  Gleichung  (5b)  lässt  sich  nicht  zur  Berechnung  der  Po- 
tentialdifferenz an  der  Grenze  zweier  verschieden  zusammenge- 
setzten Lösungen,  z.  B.  zweier  verschiedenen  Eiektrolyte,  anwen- 
den,  da  sie  die  c,  als  continuirliche  Functionen  von  x  voraus- 
setzt.   Der  Verf.  nimmt  daher  eine  Grenzschicht  von    der    sehr 

kleinen  Dicke  d  an,  in  welcher  die  -^  und    -^  sehr  grosse, 

aber  endliche  Werte  haben;  nach  Gleichung  (4)  sind  hier  auch 

de 
die  — i^  sehr  gross,  es  tritt  also  sehr  schnell  ein  —  der  Beob- 
dt 

de 
achtung  allein  zugänglicher  —  Zustand  ein,  in  welchem  die       ' 


dt 

de 
endliche  Werte  haben,   welche  gegen  die  -^-^     vernachlässigt 

werden  können.  In  diesem  annähernd  stationären  Zustande  gehen 
die  Gleichungen  (4)  von  x  =  0  bis  a?  =  d,  indem  wir  mit  ^,  A, 
von  t  abhängige  Integrationsconstanten  bezeichnen,  Aber  in 

/<N  de,    ,         dq>         ,  dcj  ,  dq> 

Daraus  folgt,  wenn  wir  2A,  =  A,  SA',  =  A'  setzen, 
W      ^-Po  ^  +«c  ^.     -4  -P.  ^       «c^, 

A+4'  =  2p,  * 


also 

,.,.  A-\-A'  c,—c. 
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WO  Cj  und  c,   die  Gesamteoncentrationen  für  x=^0  und  x  =  d 
bezeichnen.    Ferner  folgt  aas  Gleichung  (2) 

(4)        -^  =    ^-"^'    ^    1         {A'-A')d 
^^         dx  2sc      ""    2«    (c,— c,)a?  +  dcj' 

WO 


£  =  (^) 


Setzt  man  F^:^»«^?«,   F' =  JITd^c^,  so  folgt  aus  Gleichung  (1) 

nach  Gleichung (5b)  der  vorhergehenden  Abhandlung;  setzt  man 
also 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (1) 

Setzt   man   in  der   ersten   dieser   Gleichungen    den    Wert  von 

— ^  aus  (4)  ein,  so  lässt  sich  dieselbe  leicht  integriren,  und  aus 

den  Gleichungen  für  die  Werte  F,  und  F,  für  x  =  0  und  x  ^  d 
lässt   sich    die  Integrationsconstante   eliminiren;    verfährt   man 

ebenso  mit  der  zweiten  Gleichung  (6),  setzt  -^  =  A  und  drückt 

(A—A*)d  durch  |  aus,  so  ergiebt  sich  schliesslich 

m      ^'»g-^.   -  *g-l    log*- logg 

^^     F;-F;g  ""    *-§    iog*+iogr 

aas  welcher  Gleichung  |  zu  bestimmen  und  in  Gleichung  (5) 
einzusetzen  ist.  In  dem  speciellen  Falle  zweier  verschieden  con- 
centrirten  Lösungen  eines  einzigen  Elektrolyten  wird 

F  F' 

y      —     yt     —  "» 

und  Gleichung  (7)  geht  über  in 

los«  =  Vf^ '•*»*' 
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also  Gleichung  (5)  in  die  bekannte  Gleichung 

9^j— ^Pi  =  — — n — log-^- 


Lbg. 


F.  RiCHARZ.  Ueber  die  galvanische  Polarisation  von 
Platinelektroden  in  verdünnter  Schwefelsäure  bei 
grosser  Stromdichtigkeit     Wiedemann  add.   xxxix.   68>88, 

201-235. 

1)  Bei  so  kleinen  Elektroden,  wie  sie  der  Verf.  beoatzte, 
ist  die  Ohm'sche  Methode  der  Einschaltung  eines  Widerstandes 
nicht  anwendbar,  weil  die  elektromotorische  Kraft  und  der 
Widerstand  nicht  constant  sind,  wovon  sich  der  Verf.  auch  durch 
die  Beobachtung  Überzeugte.  Namentlich  der  Widerstand  der 
ZersetzuDgszelle  nimmt  mit  wachsender  Intensit&t  bedeutend  ab, 
einmal  wegen  der  starken  Erw&rmung  der  Flflssigkeit  um  die 
Elektroden,  welche  bis  zum  Sieden  gehen  und  ein  auch  schon 
von  andern  Physikern  beobachtetes  Leidenfrost'sches  Phänomen 
hervorbringen  kann ;  ferner  in  Folge  der  bei  grösserer  Intensität 
vermehrten  Leichtigkeit  der  Gasentwickelung;  endlich  in  Folge 
der  Arbeitsleistung  der  Diffusion  aus  den  gesättigten  Schiehtoi 
um  die  Elektroden  nach  den  ferneren,  ungesättigten  hin« 

2)  Der  Verf.  wendet  folgende  Methode  an.  Im  Nebenschluss 
des  die  Zersetzungszelle  enthaltenden  Hauptkreises  befindet  sich 
ein  Galvanometer  mit  einem  im  Vergleich  zu  dem  der  Haupt- 
leitung sehr  grossen  Widerstände,  sodass  anfangs  nur  ein  ganz 
schwacher  Strom  durch  das  Galvanometer  geht;  in  einem  be- 
stimmten Moment  öffnet  ein  Helmholtz'scher  Pendelunterbrecher 
den  Zweig  zwischen  Hauptleitung  und  Galvanometerleitung  und 
unterbricht  nach  einer  sehr  kurzen  Zeit  t  auch  die  Galvano- 
meterleitung. Ist  während  der  Zeit  v  nun  t  der  Strom,  A  die  elek- 
tromotorische Kraft  im  Hauptkreise,  P  der  Selbstinduotions-Coef- 
ficient  des  Galvanometers,  W  der  Widerstand  der  ganzen  Leitung 
gleich  dem  des  Galvanometers,  so  ist 

A==Wi  +  P^^, 
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woraus,  wenn  t^  den  schwachen  Strom  im  Galvanometer  zu  Be- 
ginn der  Zeit  %  bezeichnet, 

0  0  u 

p 

mit  Vernachlässigung  des  kleinen  Wertes  von  ^-       Bezeichnet 

man  mit  J7,  B'j  W  die  Werte   von  /  td/,  wenn  sich  im  Haupt- 

u 
kreis  einmal  die  Batterie  £  nebst  der  Zersetzungszelle,  dann  die 
Batterie  allein,  dann  ein  Normalelement  N  befindet,  so  ist 

WH  =^f\E'-p)dt,     WH'  =  Er,     WW  =  JVt, 
woraus 

u 

H^  H'y  W  wurden  in  der  gewöhnlichen  Weise  aus  dem  Strom- 
stosse  des  Galvanometers  bestimmt;  die  Beobachtung  ergab  dann 
den  der  Zeit  %  entsprechenden  Mittelwert  der  Polarisation,  welche 
rasch  abfällt.  Aus  diesen  Mittelwerten  für  verschiedene  Zeit- 
intervalle T  (0,008  bis  0,0006  See.)  lässt  sich  unter  Voraussetzung 
eines  linearen  Abfalls  von  p  während  der  Zeit  %  der  Anfangs- 
wert p«  berechnen;  derselbe  ergab  sich  nicht  höher  als  etwa 
2,5  D.  Lbg. 

F.  Strbintz  und  G.  Nkümann.      Beiträge    zur  Theorie 
des  Secundärelements.     Zweite  Mitteilung.      Wiedemano 

ADD.  XLI.  97-112. 

Um  das  elektromotorische  Verhalten  der  verschiedenen  Blei- 
verbindungen, welche  im  Secundärelement  möglicherweise  in 
Wirksamkeit  treten  können  (die  verschiedenen  Oxydationsstufen 
und  das  Sulfat)  zu  prüfen,  wurde  die  betreffende  Substanz  S  in 
zwei  Glasröhren  eingepresst,  von  denen  die  eine  mit  einer  Platin-, 
die  andere  mit  einer  Blei-Elektrode  versehen  war,  und  die  eine 
oder  andere  Elektrode  mit  dem  einen  Quadrantenpaare  eines 
Elektrometers,   die   in  Schwefelsäure   stehende  Zinkplatte  eines 
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anderen  Gefässes  mit  dem  zweiten  Qaadrantenpaare  verbuDden; 
die  Substanz  und  die  Schwefelsäure  standen  durch  einen  mit 
Schwefelsäure  getränkten  Wollfaden  mit  einander  in  Verbindang. 
Der  Unterschied  der  zwei  Potentialdifferenzen  des  Elektrometers, 
wenn  einmal  die  Platinelektrode,  das  andere  Mal  die  Bleielek- 
trode angewandt  wird,  ist  dann 

(P6,ft)  +  (ft,S)+(S,P6); 
ist  dies  Null,  so  gehorcht  die  Substanz  S  dem  Spannungsgesetze, 
leitet  also  metallisch.  Dies  fand  nur  bei  dem  Superoxyd  statt, 
während  sich  bei  allen  andern  Substanzen  elektrolytische  Lfeitung 
zeigte.  Weitere  Versuche  mit  einer  reinen  oder  durch  Liegen 
an  der  Luft  mit  Suboxyd  bedeckten  Bleiplatte  in  Schwefelsäure, 
combinirt  mit  einer  Zinkplatte,  ftthrten  zu  dem  Schluss,  dass 
nach  vollendeter  Ladung  des  Secundärelements  die  Oberfl&ebe 
der  positiven  Platte  aus  reinem  Superoxyd,  die  der  negativen 
aus  Blei  mit  absorbirtem  Wasserstoff  besteht,  und  dass  bei  der 
Entladung  die  Oberfläche  der  negativen  Platte  zunächst  in  Sulfat, 
dann  teilweise  in  Superoxyd  übergeht,  das  Superoxyd  der  posi- 
tiven Platte  oberflächlich  in  Sulfat.  Lbg. 


A.  Hbydweiller.      Ueber  die  galvanische  Äusmessang 

langer  Drahtspulen.      Wiedemann  Ann.  XLI.  876-888. 

Die  Abhandlung  enthält  eine  Hodification  der  von  Kohl- 
rausch angegebenen  Methode,  durch  welche  dieselbe  auch  fUr 
beliebig  lange  Spulen  brauchbar  wird.  Es  werden  die  Drehungs- 
momente der  Spule  auf  eine  Tangentenbussole  in  der  ersten 
oder  zweiten  Hauptlage  beobachtet,  wenn  die  Spule  und  die 
Bussole  von  demselben  Strom  einmal  in  gleicher,  dann  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  durchflössen  werden,  und  zwar  bei  zwei 
verschiedenen  Entfernungen;  daraus  ergiebt  sich  die  Länge  und 
der  Windungsradius  der  Spule.  Lbg. 

W.  6.  Hankbl.     Die  galvanische  Kette,     wiedemaon  ado. 

XXXIX.  369-389;  Leipz.  Ber.  XLI.  378-399. 

Schon  in  F.  d.  M.  XXL  1889.  1142  besprochen. 

Lbg. 
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Th.  LiBBiscH.     üeber  thermoelektrische  Ströme  in  Kry- 

stalleD.       WiedemaDD  Ann.    XXXIX.   390-394;    Gott.  Nachr.   1889. 
531-585. 

Siehe  F.  d.  M.  XXI.  1889.  1176.  Lbg. 


E.  Warburg.    Zur  Theorie  der  galvanischen  Polarisation, 
insbesondere  der  capillar  -  elektrischen  Erscheinungen. 

Wiedemann  Ann.  XLI.  1-17. 

1)  Ein  Elektrolyt,  z.  B.  Scbwefelsäare,  befinde  sieb  zwischen 
zwei  Quecksilber- Elektroden,  einer  H^  mit  sebr  grosser,  unver- 
änderlicber  Oberfläche,  einer  H  mit  kleiner,  veränderlicher  Ober- 
fläche $]  zwischen  iboen  werde  durch  eine  äussere  elektro- 
motorische Kraft  eine  beliebige  Potentialdifferenz  K^—  V  =  y 
aufrecht  erhalten ;  nach  einem  kurzen  Strome  tritt  dann  ein  elek- 
trischer Gleichgewichtszustand  ein,  in  welchem  die  äussere  Poten- 
tialdifferenz durch  eine  elektromotorische  Kraft  der  Polarisation 
aufgehoben  wird.  Nach  der  Theorie  von  Helmholtz  entsteht 
diese  Polarisation  dadurch,  dass  der  polarisirende  Strom  ein 
Ladungsstrom  ist,  d.  b.  dass  die  Ionen,  ohne  ihre  Ladung  abzu- 
geben, die  Dichtigkeit  g  der  elektrischen  Doppelschicbt  an  H 
ändern,  indem,  wenn  q  die  von  H^  nach  H  gegangene  Elektrici- 
tätsmenge  bezeichnet,  dq  =  —  ä(Qs)  ist.  Bezeichnet  nun  a  die 
Oberflächenspannung  auf  ff,  so  ist  die  bei  der  umkehrbaren  Zu- 
standsänderung  aufzuwendende  freie  Energie,  d.  h.  Arbeit  gegen 
äussere  Kräfte,  indem  man  den  Zustand  des  Systems  durch  die 
unabhängigen  Variabein  y  und  $  bestimmt  annimmt, 

(1)        dW  =  ydq  +  ads  =  (a— j/^)d5— «y  j-  dy^ 

woraus,   da  dW  ein  vollständiges  Differential  ist,  Q  =  -^  folgt. 

FQr  das  Maximum  von  a  ist  also  ^  =  0,  mithin  die  Potential- 
differenz an  ff,  wenn  jF  das  Potential  in  der  Flüssigkeit  be- 
zeichnet, F— F=47i(Jp  =  0,  mithin  y=  V^-^F  =  der  natür- 
lichen Potentialdifferenz. 

2)  Der  Verf.  stellt  eine  andere  Theorie  auf;  danach  ist  der 
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polarisirende  Strom  ein  Leitangsstrom,  d.  h.  die  Ionen  werden 
an  den  Elektroden  elektrolytisch,  also  nnelektrisch,  abgeschieden, 
verändern  aber  hier  selbst  die  Potentialdifferenz,  indem  sie  die 
Goncentration  der  Flüssigkeit  an  den  Elektroden,  welche  nach 
früheren  Beobachtungen  des  Verf.  Quecksilbersalz  enthält,  ändern. 
Die  Flüssigkeit  vom  Volumen  v  enthalte  Quecksilbersalz  in  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  y^  ausserdem  aber  auf  B  eine  Ueberganga- 
Schicht,  in  welcher  das  Salz  die  Flächendichte  c  hat;  die  ganze 
veränderliche  Masse  des  Salzes  ist  also,  da  an  ff^  wegen  der 
grossen  Oberfläche  c^  nnd  $^  als  constant  angenommen  werden 
können, 

(2)  M^^vy  +  sc. 
Vor  Eintritt  der  Polarisation  ist  c  eine  blosse  Function  von  y] 
um  dieselbe  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  eine  Quecksilber- 
masse in  der  Flüssigkeit,  ferner  y  nnd  s  unabhängig  von  einander 
veränderlich.  Ist  Fdm  die  aufzuwendende  Arbeit,  um  die  Salz- 
menge dm  aus  einem  bestimmten  Normalzustande  in  die  Flfissig- 
keit  überzuführen  und  gleichmässig  zu  verteilen,  so  ist  die  (fkr 
die  umkehrbare  Zustandsänderung  (dy,  ds)  aufzuwendende  Arbeit 

dW  =  FdM  +  ad$  =  (vF  +  sF^)dy+(Fc  +  a)d9, 

y 

woraus,  da  dW  ein  vollständiges  Differential  und  o,  c  sowie  die 
freie  Energie  F  der  Lösung  blosse  Functionen  von  y  sind, 

^^^         ^--Ty' 

Es  mögen  nun  nach  dieser  Gleichung  im  Gleichgewichtszostande 
zwei  Werteu  y^y  y  die  Werte  c^,  c  entsprechen,  und  es  werde 
beim  Zustand  {y^^  c)  eine  Salzmeuge  dm  auf  umkehrbarem  Wege 
bei  constanter  Temperatur  und  Druck  von  der  Oberfläche  des 
Quecksilbers  ins  Innere  der  Flüssigkeit  gebracht.  Um  die  dazu 
nötige  Arbeit  zu  berechnen,  werde  zuerst,  während  c  ungeftndert 
bleibt,  7o  auf  y  gebracht,  wozu,  wenn  m^  und  m  die  y^  und  y 

/in 
Fdm    nötig    ist 

Dann  werde  dm  von  der  Oberfläche  ins  Innere  gebracht,  was 
wegen  des  Gleichgewichtszustandes  (y^  c)  eine  umkehrbare  Zu- 
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staDdsänderuDg  ist  und  die  Arbeit  p-j—dm  erfordert.    Schliess- 

am 

lieh   werde  die  Masse  m-|-dm  auf  ffig-fdin   gebracht|   wozu   die 
Fdm  nötig  ist.    Die  ganze  Arbeit  ist  also 

m+Sm 

Fdm+y  Fdm  +  p^dm  =  (F,-F+p^)3m. 

3)  Sind  nun  anfangs  ff,  und  H  leitend  verbunden,  sodass  an 
beiden  der  natürliche  Zustand  (y^,  cj  herrscht,  und  geht  in  Folge 
Einschaltung  der  elektromotorischen  Kraft  y  ein  Leitungsstrom 
Yon  ffo  nach  ff,  so  wird  an  H  durch  den  ausgeschiedenen 
Wasserstoff  Salz  zersetzt  und  Quecksilber  ausgeschieden,  wo- 
durch e^  in  c  Qbergeht;  an  J?^  wird  Schwefelsäure  ausgeschieden 
ood  Salz  gebildet,  wobei  wegen  der  grossen  Oberfläche  c^  sich 
nicht  merklich  ändert;  die  Zustandsänderung  besteht  also  darin, 
dass  von  der  Oberfläche  von  H  auf  die  von  H^  Salz  flbergeftthrt 
wird.  Während  die  Elektricitätsmenge  dq  von  A^  nach  B  und 
die  Salzmenge  adq^  wo  a  das  elektrochemische  Aequivalent  des 
Salzes,  von  H  nach  H^  übergeht,  denken  wir  uns  diese  Zustands- 
änderung so  bewirkt,  dass  die  Salzmenge  adq  bei  ff,  wo  der 
Zustand  (y^^  c)  herrscht,  von  der  Oberfläche  ins  Innere,  und  bei 
ff^,  wo  der  Gleichgewichtszustand  (y^j  c^)  herrscht,  aus  dem 
Innern  auf  die  Oberfläche  gebracht  wird;  die  dazu  nötige  Arbeit 
ist  nach  Gleichung  (4) 

dW  =  (^F,-F+p^)adq^p^ladq  =  (P,^F)adq, 

während  nach  Gleichung  (1)  dW  =  ydq  ist;  die  PotentialdifFe- 
renz,  welche  der  Polarisation  das  Gleichgewicht  hält,  ist  folglich 

(5)        y  =  a[F(yJ-F(y)], 

wo  /o  und  y  die  den  Flächendichtigkeiten  c^  und  c  beim  Gleich- 
gewicht entsprechenden  Raumdichtigkeiten  sind.  Aus  den  Glei- 
chungen (5)  und  (3)  folgt 

dy  _  _     dF(y)  _  a  da 
dy  dy  c  dy^ 
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oder 

(6)         J  =  -^. 

Setzt  man  nach  Lippmann  -r-x  =  Const.  =  —  it,    so    folgt    aus 

Gleichung  (6)  Cg— c  =  aly^   und  fSr  das  Maximum  von  a,    wo 
c  =  0  ist,  c^  =  aXym-  Lbg- 

A.  SoKOLOFP.       Zur    Theorie    der    Polarisationsströme. 

Arbeiteo  der  pbys.  Section  der  EaiBerlicheD  Gesellschaft  far  Frenode 
der  NatarkuDde.    Moskau.  III.  Hft2.  22-48.  (1890.)  (Rassisch.) 

Der  Verfasser  giebt  eine  kurze  Uebersicht  über  den  gegen- 
wärtigen Zustand  der  Frage  nach  der  Polarisation  der  Elektro- 
den, gedenkt  des  Versuchs  Witkowsky's,  eine  mathematische 
Theorie  der  Polarisationsstrl^me  zu  geben,  und  fObrt  die  von 
diesem  Gelehrten  gefundenen  empirischen  Formeln  für  die  In- 
tensität des  Stromes  der  Polarisation  und  Depolarisation  im  Ver- 
hältnis zur  Zeit  an.  Danach  legt  der  Verf.  seine  eigene  Theorie 
der  Polarisation  dar  und  wendet  sie  auf  die  folgenden  drei  Fälle 
an:  1)  wenn  nur  auf  einer  Elektrode  Gas  entwickelt  wird,  2) 
wenn  beide  Elektroden  Gas  entwickeln,  und  3)  wenn  auf  der 
einen  Elektrode  Gas  entwickelt,  auf  der  anderen  ein  fester  Elek- 
trolyt ausgeschieden  wird. 

Herr  Sokoloff  stellt  sich  das  Voltameter  als  ein  Paar  cylio- 
drischer,  durch  eine  enge  Rohre  verbundener  Gefässe  vor,  aaf 
deren  Böden  sich  runde  Platten  befinden,  welche  die  ganze 
Fläche  der  Basis  einnehmen  und  als  Elektroden  dienen;  sowohl 
die  unteren  Flächen  der  Platten  als  auch  die  an  denselben  festgelöte- 
ten Drähte  der  Leiter  sind  mit  einer  isolirenden  Schicht  bedeekt 
Die  auf  jeder  der  Elektroden  sich  entwickelnden  Gase  diffiin- 
diren  nach  oben  durch  die  über  der  Elektrode  sich  befindende 
Flüssigkeitssäule  und  steigen  dann  von  der  Oberfiäche  der  FlQssig- 
keit  in  die  Luft. 

Setzt  man  voraus,  dass  die  Diffusion  des  Gases  nach  den 
Gesetzen  der  Wärmeleitung  vorgeht,  und  dass  die  elektromo- 
torische Kraft   der  Polarisation    proportional   der   Dichtigkeit  } 
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des  sich  auf  der  Oberfläche  ausscheidenden  Gases  ist;  nennt  man 
Q  die  Dichtigkeit  des  Gases  in  anderen  Schichten  der  Flüssig- 
keit, £  die  elektromotorische  Kraft  der  Batterie,  r  den  Wider- 
stand der  Kette,  %  die  Intensität  des  vollen  Stromes,  a  die  Gon- 
staute  der  Diffusion,  und  richtet  man  die  positive  is-Axe  vom 
Boden  des  Gefässes  nach  oben,  so  erhält  man  mit  dem  Verf.  die 
folgenden  Gleichungen  fttr  den  ersten  Fall: 

(wo  p  die  Constante  der  Polarisation  bedeutet).  Ausserdem  muss 
auf  der  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  also  wenn  z  =  l  ist, 
^  =:  0  sein  und  beim  Beginn  des  Experiments,  wenn  <  =  0,  über- 
all ^  =  0  sein. 

Der  Verf.  löst  diese  Gleichungen  und  leitet  für  q,  q^  t  Aus- 
drücke in  der  Gestalt  unendlicher  Reihen  ab.  Nimmt  man  aber 
die  Constante  der  Diffusion  a'  als  unendlich  klein  an,  so  erhält 

man   folgende  Ausdrücke   fQr   q  und  t: 

E  /.       26a    /*     «-«•'     _,  \ 

t  = 


wo  t  die  Fläche  der  Elektrode,   y  das  elektrochemische  Aequi- 
yalent  des  sich  entwickelnden  Gases  und 

6  =  4,  ;.  =  -eL 

a'  '    '^         r« 
Die  hier  vorkommenden  Integrale  können  durch  das  Integral 

(j 

ausgedrückt   werden,    so  dass  q  und  t  sich  in  folgender  Weise 
darstellen  lassen: 

«  =  -M'('-^«(^vi))!, 


f    = 


V 
E    ia'  K 


f^r 


\T^'-H^-v;<ty^'))\ 


1136  II.  Absohnitt.    Mathematische  Physik. 

In  den  ersten  Augenblicken  der  Polarisation,  so  lange  die  Grösse 

—VT  noch  so  klein  ist,  dass  ihre  f&nften  und  höheren  Potenzen 
a  ' 

yerachlftssigt  werden  können,  erhält  man  ftlr  q  und   t   folgende 
angenäherte  Ausdrücke: 

das  heisst  also,  dass  in  den  ersten  Augenblicken  die  Dichtigkeit 

des  Gases  proportional  |/7  wächst,  die  Stromstärke  aber  propor- 
tional derselben  Grösse  abnimmt. 

Bei  genügend  grossem  <,  wenn  — 1/7  wegen  des  geringen 

Wertes  von  a  sehr  gross  wird,  können  q  und  •  näherungsweise 
so  dargestellt  werden: 


i  =  — 


d.hg  und  t  sind  schon  umgekehrt  proportional  yT,  und  da  das 
Product  fir  von  r  unabhängig  ist,  so  hängen  die  beiden  ersten 
Glieder  im  Ausdrucke  für  t  von  dem  Widerstände  der  Kette 
nicht  ab. 

Wird  das  dritte  Glied  im  Ausdrucke  für  i  vernachlftsaigt^ 
so  ergiebt  sich  die  Formel  von  Witkowsky. 

Bei  der  Behandlung  der  Fälle  der  zweiten  Art,  wenn  also 
Gas  an  beiden  Elektroden  entwickelt  wird,  gelangt  der  Verf.  zu 
Lösungen,  die  derjenigen  der  Fälle  erster  Art  analog  sind.  In 
Fällen  der  dritten  Art,  wenn  auf  einer  der  Elektroden  ein  fester 
Elektrolyt  ausgeschieden  wird,  findet  der  Verf.,  dass  in  den 
ersten  Augenblicken  nach  dem  Schliessen  des  Stromes  die  Dich- 
tigkeit Q  des  Gases  und  die  Oberflächendichte  des  festen  Elek- 
trolyten mit  y7  proportional  wachsen,  die  Stromstärke  t  aber  pro- 
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portional  derselben  Wurzel  abnimmt;  ist  i  sehr  gross  gegen 
— p,  so  nimmt  die  Dichtigkeit  q  des  Gases  umgekehrt  propor- 
tional mit  yi  ab ,  die  Oberflädiendichte  des  festen  Elektrolyten 
wächst  nach  demselben  Gesetze,  die  Stromst&rke  nimmt  aber  umge- 
kehrt proportional  zu  Yi^  ab,  so  dass  q  und  i  zu  verschwinden 
streben,  die  Dichtigkeit  des  Elektrolyten  aber  gegen  einen  be- 
stimmten Grenzwert  convergirt.  Bb. 


S.  SwBTOWiDOPF.     Ueber  die  hydrodynamiscken  Analo- 
gien des  Magnetismus  und  der  Elektricität.  Arbeiten  der 

phj8.  SectioD   der  Eaiserlicheo  GeflelUchaft   for  FreüDde   der  Natur- 
kande.    Moskau.  III.  Hft.  1.  84-89.  (Bussiach.) 

S.  SwETOWiDOFF.     Entwurf  der  kinetischen  Hypothese 
der  Elektricität  und  des  Magnetismus.  Arbeiten  der  Yiii. 

YerBammloDg  der  msBischen  Naturforscher  and  A erste.  1890.  St.  Peters- 
burg. Physik.  20-23.  (Russisch.) 

Hier  wird  bewiesen:  1)  dass  derjenige  Zustand  des  inter- 
moleeularen  Mittels,  welcher  nach  Maxwell's  Untersuchungen  für 
die  Erklärung  der  Fernwirkungen  von  Magneten  gentlgt,  der 
Existenz  einer  Strömung  zugeschrieben  werden  kann,  welche  im 
Aether,  als  einer  Flüssigkeit,  stattfindet,  und  der  das  Oeschwiu- 

digkeitspotential  g>  =  —==-  P  entspricht,   wo  P  das  Potential 

yAng 

der  magnetischen  Kräfte  und  q  die  Dichtigkeit  der  Flttssigkeit 
bedeuten;  2)  dass  man  sich  theoretisch  eine  solche  Strömung  im 
Kaume  zwischen  den  elektrisirten  Leitern  vorstellen  kann,  dass 
die  ihr  entsprechenden  Wirbelfäden  mit  den  Kraftlinien  des  elek- 
trostatischen Feldes  zusammenfallen.  Bb. 


W.   Stschegljajbw.     Zur  Frage  über  die  Veränderung 
des  Widerstandes  im  magnetischen  Felde.    Arbeiten  der 

phys.  SectioD   der  Eaiserl.  Gesellschaft  fnr  Freunde  der  Naturkunde. 
Moskau,  in.  Hft.  2.  4-9.  (Russisch.) 

Fortachr.  d.  Math.  XIII.  3.  12 


1138  XI.  Äbsohnitt.    Matbematisohe  Physik. 

Der  Verf.  geht  von  den  bei  Maxwell  im  'Treatise  on  elec- 
tricity  and  magnetism  angeftihrten  Relationen  zwischen  den 
elastischen  Spannungen  und  den  Gomponenten  der  magnetiacheD 
Induction,  der  magnetischen  Kraft  und  des  Stromes  aus  und 
zeigt,  dass  bei  dem  Magnetisiren  in  der  Stromrichtung  der  Wider- 
stand des  Leiters  wächst,  dagegen  bei  dem  Magnetisiren  senk- 
recht zur  Richtung  dcQ  Stromes  proportional  dem  Quadrate  der 
magnetisirenden  Kraft  abnimmt.  Indem  der  Verf.  weiter  die 
Gomponenten  der  elektrischen  Verschiebung  in  Betracht  zieht, 
beweist  er  die  Existenz  der  elektromotorischen  Kräfte,  welche 
Hairs  Phaenomen  hervorbringen.  Bb« 


Ulbricht,      üeber  einige  wichtige  elektrische  Erschei- 
nungen und  ihre  mechanische  Deutung.    ciFiüDg.  xxxvr. 

318  -  321. 

Der  Vortrag  beschäftigt  sich  mit  dem  Vergleich  elektrischer 
und  hydrodynamischer  Erscheinungen.    Es  wird  z.  B.  die  Formel 

verglichen  mit  den  Formeln,  welche  fär  den  Durohfluss  durch 
eine  mit  porösem  Material  gefüllte  Rohre  gelten.  Des  weiteren 
vergleicht  der  Verf.  die  Formel  fQr  die  Entladung  des  Conden- 
sators  mit  den  Schwingungen  einer  FlDssigkeit  in  ccoamoni- 
cirenden  Gefässen.  F.  K. 

Sir  W.  Thomson.     Ou   the  time- integral  of  a  transient 
electromagnetically  induced  current.   Phil.  Mag.  (5)  xxix. 

276-280. 

Der  Verf.  entwickelt  im  Texte  die  Ansicht,  dass  das  Zeit- 
integral  des  Schliessungsstromes  grosser  sein  mQsse  als  das  des 
OefTnungsstromes,  nimmt  indessen  dieselbe  in  einer  Nachschrift 
zurück.  Ist  nämlich  u>*  der  Widerstand  und  L'  der  SelbstindiMS 
tions-Cöefficient  des  secundären  Kreises,  M  der  gegenseitige  In- 
duetionsGoefficient,  t'  die  inducirte  Stromstärke,  so  ist 


dt  dt 
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Ist  Dach  der  Zeit  r  also  t  constant  und  t'  =  0  geworden,   so 
wQrde,  wenn  uf  constant  w&re, 

(1)  uf  fidx  =  *(<,-!.), 
u 
also  f&r  beide  Ströme  gleich  •\Jii%  sein.  Diese  Annahme  aber 
hielt  der  Verf.  ursprünglich  nicht  flDr  richtig,  da  der  Schliessungs- 
strom langsamer  verlaufe,  sich  daher  in  grössere  Tiefe  erstrecke 
und  folglich  f&r  ihn  to'  einen  mit  der  Zeit  veränderlichen  und 
im  Mittel  kleineren  Wert  habe  als  beim  Oeffnungsstrome.  In  der 
Nachschrift  dagegen  rechtfertigt  er  die  gewöhnlich  angenommene 
Gleichung  (1)  folgendermassen.  Denken  wir  uns  den  secund&ren 
Strom  in  einzelne  Stromfäden  von  dem  Querschnitte  d^',  dem  Wider- 

Stande  —ttt   nnd  der  Stromdichtigkeit  v!   zerlegt,   so   ist   fUr 

irgend  einen  dieser  Stromfäden,  für  den  statt  If  der  Wert  fi  gilt, 

wo  5  die  elektromotorische  Kraft  der  Stromscbwankungen  aller 
Obrigen  Stromfftden  beseichnet.    Da  nun 

du' 


/'^*  =  0.      /sA=-0, 


U 


fio  folgt 


a 


was  wieder  die  Gleichung  (1)  giebt.  Lbg. 


J.  J,  Thomson.     Od  the  passage  of  electricity  through 

bot  gases.     Phil.  Mag.  (5)  XXIX.  358-366,  441-449. 

1)  Der  Yerf.  geht  von  der  Annahme  aus,  dass  der  Durch- 
gang der  Elektricität  durch  ein  Gas  auf  einer  Spaltung  seiner 
Moleetlle  in  Atome  beruhe,  welche  ihre  entgegengesetzten  Lftdun- 
gen  mit  sich  ftthren.  Dadurch  erklärt  sich  die  bekannte  That- 
BAche,  dass  ein  Gas,  durch  welches  eine  elektrische  Entladung 
geht,  f&r  die  kleinste  fremde  elektromotorische  Kraft  leitend 
wird.     Ueber  eine   andere  Art   der  Spaltung  der  GasmolecQle, 

72* 
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nftmliefa   durch  TemperatarerhöbuDg,   bandeln  die  yorliegenden 
Versuche. 

Das  Gas  befand  sieb  in  einer  sieben  Zoll  langen  Platio- 
röhre,  welche  in  einem  Ofen  bis  znm  Glflhen  erhitzt  wurde,  und 
in  deren  beide  Enden,  durch  Glasröhren  isolirt,  die  Elektroden 
hineinragten;  im  Kreise  befand  sich  eine  Danieirscbe  Batterie 
und  ein  Galvanometer.  Die  Lieitung  begaun  immer  erst  bei  Rot- 
glut. In  vielen  Gasen  (Luft,  Stickstoff,  Kohlensäure,  Wasser- 
dampf)  war  sie  so  gering,  dass  der  Verf.  sie  durch  Zerstftaboag 
der  Elektroden  verursacht  h&lt.  In  anderen  (Joddampf,  Salmiak- 
dampf,  HCl,  KCl,  NaCl)  sehr  bedeutend;  bei  letzteren  ist  eine 
Dissociation  bei  höherer  Temperatur  teils  bekannt,  teils  wurde 
sie  vom  Verf.  nachgewiesen.  In  den  F&llen,  wo  trotz  eintreten- 
der Dissociation  keine  Leitung  nachzuweisen  war  (z.  B.  Wasser- 
dampf und  Ammoniak),  sind  wahrscheinlich  die  Dissoeiations- 
Producte  nicht  Atome,  sondern  MolecQle.  Auch  Metalldftmpfe, 
welche  sich  in  einem  irdenen  Tiegel  entwidLolten ,  wurden 
untersucht;  dieselben  leiteten  teils  gar  nichts  teils  besser  als  Luft, 
am  besten  K  und  Na.  Da  die  meisten  Metalle  einatomig  sind,  so 
scheint  es,  dass  ihre  Atome  die  Fähigkeit  besitzen,  eine  elek- 
trische Ladung  anzunehmen  und  abzugeben. 

2)  Ueber  die  Leitungsf&higkeit  der  Luft  wurden  besondere 
Versuche  angestellt,  bei  denen  eine  an  beiden  Enden  offene  Pla- 
tinröhre durch  einen  galvanischen  Strom  zum  GlQhen  gebracht 
wurde.  Es  zeigte  sich  eine  starke  oder  gar  keine  Leitung,  je 
nachdem  sich  die  positive  Elektrode  am  oberen  oder  unteren 
Ende  der  Röhre  befand;  danach  scheint  der  Strom  ein  Convec- 
tlonsstrom  zu  dein,  bei  welchem  die  aufsteigende  Luft  negative 
Elektricit&t  mit  sich  führt. 

3)  Wurde  bei  einem  gut  leitenden  Gase  die  eine  Elektrode 
aus  der  Platinröhre  entfernt  und,  nachdem  sie  sich  abgekühlt 
hatte,  wieder  eingesetzt,  so  begann  die  Leitung  erst  wieder,  nach- 
dem die  Elektrode  abermals  glflhend  geworden  war. 

4)  Eine  Polarisation  des  Gases  durch  den  durchgegangenen 
Strom  war  nicht  zu  entdecken.  Lbg, 
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J.  J.  Thomson.  Some  experimente  oq  tbe  velocity  oi 
traosmission  af  eleetric  distarbances,  and  tfaeir  appü- 
cation  to  the  theory  of  tbe  Btriated  discbarge  of  gases. 

Pbü.  Mag.  (6)  XXX.  129-140. 

1)  Um  die  Annahme  zu  prüfen,  dass  die  Fortpflanzungs- 
gesehwindigkeit  elektrischer  Schwingungen  l&ngs  eines  Drahtes 
gleich  der  Lichtgeschwindigkeit  in  dem  umgebenden  Dielektricum 
ist,  Iftsst  der  Verf.  den  Draht  sich  in  einem  Punkte  B  in  zwei 
Zweige  BM^  BM'  yon  den  Längen  /  und  /'  spalten,  deren  Enden 
JT,  M'  durch  eine  Funkenstrecke  verbunden  sind;  das  Minimum 
der  Funkenstreoke  findet  statt,  wenn  die  Potentiale  in  M  und  jf' 
gleich  sind.  Ist  v  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in  dem  mit 
Luft  umgebenen  Zweige  /,  v'  in  dem  mit  einem  andern  Dielek- 
tricum umgebenen  Zweige  T,  ferner  qp^cosnl  das  Potential  in  8, 
P  und  F  das  Potential  in  M  und  M\  so  ist 

9oCOSfl<  =  Pcos —  =  P'cofl 


beim  Minimum  der  Funkenstrecke  muss  also    —  =  — j-    sein. 

Durch  Veränderung  von  /  ergab  sich  in  Paraffin  —  =  —  =  4:5,4, 

in  Schwefel  —  =  4:6,81,  welche  Zahlen  nahezu  gleich  den  reci- 

proken  Quadratwurzeln   aus   den  Dielektricitätsconstanten  sind, 
wodurch  die  obige  Annahme  bestätigt  wird. 

2)  Aus  noch  nicht  beendigten  Versuchen  scbliesst  der  Verf., 
dasB  auch  in  Gasen  die  Elektricität  sich  mit  einer  der  Lich&- 
gesch  windi^eit  vergleichbaren  Geschwindigkeit  fortpflanzt.  Nimmt 
man  nun  an,  dass  hierbei  die  Elektricität  durch  die  geladenen 
Atome  fortgeführt  wird  (vgl.  die  vorhergehende  Abhandlung),  so 
kann  man  schwerlich  voraussetzen,  dass  hierbei  die  Atome  sich 
mit  Lichtgeschwindigkeit  bewegen,  da  dann  die  ihnen  mitgeteilte 
kinetische  Energie  grösser  sein  würde  als  die  potentielle  elek- 
trische Energie  der  Leiter,  zwischen  denen  die  Entladung  über- 
geht. Der  Verf.  stellt  daher  folgende  Theorie  auf.  Durch  die 
elektromotorische  Kraft  werden  zunächst  die  Gasmolecflle  in  der 
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N&be  der  etnen  Elektrode,  &  B.  der  negativeii,  auf  einer  gewissen 
endliehen  Strecke  gespalten,  und  ein  poeitiYes  Atom  begabt  skk 
an  die  Elektrode,  worauf  die  ftbrigen  Atome  der  Kette  sich 
wieder  vereinigen.  Findet  diese  Wiedervereinigong  in  einer  Zeit 
T  statt,  und  soll  die  Entladung  mit  der  Lichtgeschwindigkeit  F 
fortschreiten,  so  mnss  die  Wiederrereinigong  auf  einer  Strecke 
VT  stattfinden  und  am  anderen  Ende  derselben  ein  negatiTes 
Atom  ausgeschieden  werden,  welches  dann  gewissermassen  die 
negatiTC  Elektrode  für  eine  weitere  Fortsetzung  der  Entladung 
bildet.  So  lOst  sich  die  ganze  Entladungsbahn  in  einzelne  „Grott- 
hus^sche  Ketten^  von  der  Länge  VT  auf,  deren  Enden  die  Grenz- 
flächen je  einer  der  Schichten  bilden,  aus  denen  die  geschichtete 
Entladung  besteht.  Hiermit  stimmt  die  Wirkung  eines  Magneten 
auf  die  Schichten  ttberein,  indem  sich  dabei  jede  einzelne  Schiebt 
wie  ein  biegsamer  Leiter  mit  befestigten  Enden  verhält.  Nimmt 
man  für  T  die  zum  Durchlaufen  des  halben  mittleren  Molecalar- 
abstandes  mit  der  mittleren  moleoularen  Geschwindigkeit  nötige 
Zeit,  so  ergiebt  sich  für  die  Dicke  VT  der  Schiebten  in  der  That 
ein  Wert  von  der  Ordnung  des  beobachteten.  In  der  Zeit,  wo 
zwischen  den  Enden  einer  Schicht  eine  Elektricitätsmenge  1 
Übergeht,  ist  die  geleistete  elektrische  Arbeit  gleich  der  Poten- 
tialdifferenz 9  zwischen  den  Enden  der  Schicht;  diese  mnss 
gleich  dem  durch  die  chemischen  Aenderungen  eintretenden  Zu- 
wachs w  der  potentiellen  Energie  sein,  den  man  als  constant  an- 
nehmen kann.  Befinden  sich  also  n  Schichten  zwischen  den  Elek- 
troden, und  ist  K  das  Potentialgef&lle  zwischen  der  ersten  Schicht 
und  der  Kathode,  so  ist  die  Potentialdifferens  zwischen  den  Elek- 
troden, wenn  zwischen  ihnen  die  Entladung  stattfindet, 

P  =  K-^nm. 

Ist  folglich  I  die  Entfernung  der  Elektroden,  X  die  Dicke  einer 
Schicht,  X^  die  Dicke  der  Schicht  an  der  Kathode,  so  ist 

X     ' 

mithin 
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d.  h.  das  EntladuDgspotential  ist  eine  lineare  Function  der  Fun- 
kenlänge, was  mit  den  Beobachtungen  von  Paschen  (Wied.  Ann. 
XXXVII)  übereinstimmt.  Lbg. 


A.  B.  Basset.      An  electromagnetic   tbeory   of  quartz. 

Phil.  Mag.  (ö)  XXX.  152-160. 

1)  Der  Verf.  untersucht  einen  Erystall  mit  drei  zu  Coordinaten- 
ebenen  genommenen  Symmetrieebenen,  welcher  Rotations-Polarisa- 
tion  zeigt,  wenn  die  Wellennormale  mit  einer  der  drei  Erystallaxen 
zusammenßlllt;  diese  Rotationen  werden  durch  drei  Constanten 
P«)  Py,  Ps  bestimmt.  Die  a;-Componenten  der  dielektrischen  Ver- 
schiebung, der  elektromotorischen  Kraft  und  der  magnetischen 
Induction  seien  f^,  £«,  a«.    Statt  der  Maxwell'schen  Gleichungen 

E,  =  -^r-fx  etc.,  wo  ifajj  Ä"»,  Ä"*  Constanten  sind,  setzt  der  Verf. 

(1)     ß,  =  -j^f.  +  (p,fy  -  py  f.)  etc. 
Die  Qbrigen  Gleichungen  sind  die  MaxwelPschen,  nämlich 

,„.         •  dEp        dE, 

(3)        a,  =       '  — 


(4)       4fi/u/;  = 


ds         dy  ' 
da,         da^ 


dy  d» 

d    /dE,        dB,        dE.  \ 
=  ^^'--d^\-d^-^"df  +  -^J 


JET'     ^~^'  dx^^"  dy  ^^'  di 
d 


=  P--jr+P»-xr+P» 


dw    ~  >"  dx  ^''''  dy  ^'"  dz  ' 
80  ergiebt  sich 

2)  In  einem  isotropen  Medium,  in  welchem  die  Wellennor- 
male mit  der  a-Axe    zusammenftllt,    ist  Px  =  Py  =  P*  ^  Pf 
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Ag  —  Ay  =  A.  =  A,  wodurch  die  Oleiehmigeii  (I)  übergdken  ib 

'•  ~         <fe'  "*"  4nfi    da'  '      ''  ~        d»»        4wf.     d»»  ' 
Setzt  man  hierin 

80  ergiebt  sieh 

»'?  =  ^'  +  -^'    '^'  =  ^'-^'    *  =  ±'^' 

and  der  Drehungswinkel  ist  in  erster  Annäherung,  Obereinstim- 
mend mit  dem  Biot' sehen  Gesetze: 


n%  (  \  1   \ 


np       %  np 


3)  Im  Quarz  ist,  wenn  wir  seine  Axe  zur  s-Axe  nehmen, 
p,  =  Py  =  0,  p«  =  p,  -4,  =i4y;  für  eine  auf  der  Axe  senkrechte, 
z.  B.  in  die  x-Axe  fallende  Wellennormale  verschwindet  daher 
das  der  Rotation  entsprechende  Glied  in  den  Gleichungen  (I), 
übereinstimmend  mit  der  Beobachtung.  Legen  wir  die  xs-Ebene 
durch  die  Wellennormale  und  setzen 

^  =  Al  ==  A  =  e^(-^--'^ 

C^  Cy  Cf 

80  folgt  aas  den  drei  Gleichungen  (I) 

(r-^DCP-JJn'-iir)  =  {-^^n\ 

woraus  sich  für  1=0,  »  =  1  wieder  die  zwei  obigen  Werte  von 
F  ergeben. 

4)  Gleichungen  von  derselben  Form  wie  die  Gleichung  (I) 
erhält  man  auch  aus  der  £Iasticitäts-Theorie,  wenn  man  mit  Lord 
Rayleigh  und  Sir  W.  Thomson  annimmt,  dass  die  Beschaffenheit 
des  Aethers  in   einem  ponderabeln  Medium  dieselbe  ist  wie  im 

Vacuum,  und  dass  die  Wirkung  der  Materie  sich  auf  Kräfte 

•■  ••  •• 

reducirt,    wo  ti«,  Uy^  ti«  die  Gomponenten  der  Verschiebung  und 
die  ^  Constanten  sind.    Bezeichnet  man  dann   mit  n   die  Con- 
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stante  der  Starrheit  des  Aethers,  setzt 

rfiia.        dwy         du. 


dx  dy  dz 

und   fügt   dieselben  der  Rotation  entsprechenden  Glieder  hinzu 
wie  in  den  Gleichungen  (I),  so  werden  die  Gleichungen 

/    I      \ "  ^  f   d&  d    /  duy         du,\ 

Lbg. 

J,  A.  EwiNG.     Contributions  to  the  molecular  theory  of 
induced  magnetism.    Pbii.  Mag.  (5)  XXX.  205-222. 

Der  Verf.  sucht  nachzuweisen,  dass  man  bei  der  Theorie 
der  drehbaren  Molecular-Magnete  keine  elastischen  Directions- 
krftfte  oder  Reibungswiderstände  zu  Hölfe  zu  nehmen  braucht, 
sondern  dass  die  Kräfte,  welche  die  magnetischen  Molecttle  auf 
einander  austtben,  genügen,  und  dass  auch  die  Erscheinungen 
der  Hysteresis  sich  aus  der  Instabilität  der  den  intermolecularen 
magnetischen  Wirkungen  entsprechenden  Gleichgewichtslagen  er- 
klären.    Lbg. 

O.  J.  LoDGB.  On  the  electrostatic  force  between  conductors 
coDveying  steady  or  transient  currents.     Phil.  Mag.   (5) 

XXX.  230-243. 

Die  Abhandlung  enthält  einige  (allerdings  nur  näherungs- 
weise) Berechnungen  des  Verhältnisses  der  elektrostatischen  und 
elektrodynamischen  Kraft  zweier  Stromleiter.  Es  mögen  sich 
z.  B.  zwei  Teile  eines  von  demselben  stationären  Strome  i  durch- 
flossenen  Drahtes  parallel  im  Abstände  a  einander  gegenüber- 
stehen, der  eine,  bewegliche,  von  der  kleinen  Länge  /,  der  an- 
dere sehr  lang;  der  Widerstand  zwischen  ihren  einander  gegen- 
überstehenden Mitten  sei  /},  ihre  mittlere  Potentialdifferenz  P=Rij 
die  Elektricitätsmenge  auf  der  Längeneinheit  im  Mittel  e  =  ^-CRty 
wo  C  die  Capacität  der  Längeneinheit,  die  Dielektricitätsconstante 
des  umgebenden  Mediums  K,  sämtliche  Grössen  in  elektrostati- 
schem Mass.  Dann  ist  die  elektrostatische  Anziehung  auf  den 
Draht  /,  wenn  <(r,  a)  =  ;^: 
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ü  -«  ü  ü 

Die   elektrodynamische   Abstossang   ist,    wenn  e  die   Läefatge- 
sch windigkeit  bedeutet: 

also 

U  — « 

folglich 

F'  ~"      JT     ~  *rt>»  ' 

wo  ß,  =  Ae*  den  Widerstand  in  magnetischem  Mass  beseicbnet 
Ist  ^  der  Radius  des  Drahtes,  so  kann  man  setzen 

Jir 


C  = 


41og| 


wodurch  sich  ergiebt 

oder  da,  wenn  s  den  Widerstand  in  Ohm  bezeichnet,  A,  =s  «.  10*, 
»  =  30.10*  ist, 

F       ../       » 


\  4elog  — 


''^         '  12010g  I 

Z.  B.  für  41og—  =  18,4,   »  =  552,    AT  =  1    würden    die    zwei 

Krftfte  Bicb  gerade  aufheben.  Aehnlich  berechnet  der  Verf.  das 
Verhältnis  für  einen  periodischen  Strom,  z.  B.  den  Entladung»- 
Strom  einer  Leidener  Flasche.  Lbg. 


\ 
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R.  Blondlot.     Sur  une  loi  dl^mentaire  de   rinduction 
^lectromagndtiqne.    Almeida  J.  (2)  IX.  177-180. 

Beweis  des  folgenden  „Elementargesetzes^:  Die  Aenderung 
in  der  Magnetisirung  eines  magnetisirten  Elementes  erzeugt  ein 
elektrisches  Feld,  welches,  abgesehen  von  der  Umwandlang  der 
magnetischen  Kräfte  in  elektrische,  mit  dem  magnetischen  Felde 
identisch  ist,  das  nach  der  Formel  von  Biot  und  Savart  ein 
Stromelement  erzeugen  wttrde,  welches  die  Stelle  des  magneti- 
sirten Elementes  einnähme,  und  dessen  Intensität  gleich  der 
nach  der  Zeit  genommenen  Ableitung  des  magnetischen  Mo- 
mentes dieses  Elementes  wäre.  Lp. 


J.  PiONCHON.      Remarque    sur    la    thdorie    des    ölectro- 

mötres   absolus.     Almeida  J.  (2)  IX.  231-2a3. 

Aus  der  Formel  dT  =  ^(Kj— F,)'dC,  in  welcher  F,  und  F, 
die  Potentiale  zweier  Leiter  bedeuten,  dT  die  Arbeit  der  an  dem 
beweglichen  Leiter  angebrachten  elektrischen  Kräfte,  dC  die 
Zunahme  der  Gapacität  des  Systems,  werden  Folgerungen  ftlr 
den  ebenen,  den  cylindrischen  und  den  sphärischen  Gondensator 
gezogen.  Lp. 

A.  Grat.     Od  the  dynamical  theory  of  electromagnetic 

action.      Phil.  Mag.  (5)  XXX.  441455. 

1)  Sind  zwei  Stromkreise  t,,  t,  mit  den  äusseren  elektro- 
motorischen Kräften  E^^  £,  und  den  Widerständen  A^j  A,  ge- 
geben, und  setzt  man  die  elektrokinetische  Energie 

(1)        T=iL,iJ  +  iI,iJ  +  Äv„ 

80  ist  bekanntlich 
(2)        E,-Ä,i,  =  ^(L,i,+Mi,\    E,-fi,f,  =  ^(L,i,+Ifi,). 

Daraus   ergiebt  sich   der  Ueberschuss   der  Arbeit  der  äusseren 
elektromotorischen  Kräfte  über  die  erzeugte  Wärme  dQ: 

(3)        C  =  (E,i,+E,i,)dt--dO  ==  dT+i,i,dM  =  dT+A, 

wo  A  die  Arbeit  der  ponderomotorischen  Kräfte  bezeichnet.    Der 
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Verf.  ttntersaoht  die  Bedingungen,  unter  denen  die  Crlfiiehuiig  (3) 
auch  für  ein  System  eines  Stroms  und  einer  Magnetschale  sowie 
zweier  Magnetschalen   gilt,   indem  er  die   Magnetschale   durch 
einen  Strom  ersetzt  und  f&r  diesen  £=  R=:0  annimmt 
2)  Setzt  man  fUr  ein  System  beliebig  yieler  Ströme 

k      I 

und  beseicbnet  mit  Nk  die  magnetische  Indaetion  durch  die  Strom- 
flftehe  ir,  also,  wenn  B  die  magnetisohe  laduction,  £«  ihre  Com- 
ponente  nach  der  Normale  der  Stromflftehe  Ok  des  Strömet  k 
bezeichnet, 

80  ist 

(6)        T  =  ^£N,i,. 

Die  bekannte  Gleichung 

wo  H  die  Magnetkraft  bezeichnet  und  die  Integration  aicfa  Aber 
das  ganze  Magnetfeld  erstreckt,  leitet  der  Verf.  folgendermaasen 
ab.  Ist  s  eine  beliebige,  den  Strom  k  umkreisende,  geachlossene 
Bahn,  Hk  die  Magnetkraft  dieses  Stromes,  IJb  ihre  Componente 

nach  *,  so  ist  bekanntlich  i^^  -j—  1  Huds.    Nun  kann  man  für 

jeden  Punkt  von  $  eine  andere  durch  ihn  hindurchgehende  und 
durch  den  Strom  k  begrenzte  Fläche  Ok  nehmen,  welche  auf  allen 
sie  schneidenden  Inductionslinien  senkrecht  steht;  dann  wird 

Das  ganze  Magnetfeld  lässt  sich  durch  solche,  durch  den  Strom 
k  begrenzte  Flächen  zerlegen;  ferner  kann  man  statt  jedes  £le* 
mentes  d$  auch  das  einer  anderen  Gurve  nehmen,  welche  in  4em 
betreffenden  Punkte  auf  dem  Elemente  do^^  senkrecht  steht;  dann 
wird  dGkdt  =  dr,  Eu  die  Gomponente  von  ffjb  nach  der  Richtung 
von  J3,  folglich 
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mitbin,  wenn  Hb  die  Compenente  der  gesamten  Magnetkraft  H 
nach  der  Richtung  von  B  bezeichnet, 

T  =  iJSNth  =  ^/BBsdt, 

was,  da  man  die  Richtungen  von  B  und  H  als  zusammenfallend 
annehmen  kann,  mit  Gleichung  (7)  identisch  ist 

3)  Werden  die  Stromstärken  unendlich  wenig  geändert,  so 
ist  nach  Gleichung  (5)  dNk=  /  dBndOk,  folglich  nach  dem 
Yorhergehenden  Beweise 

Nach  Gleichung  (2)  ist  iidNu  die  bei  der  Aenderung  der  Strom- 
stärken aufgewandte  Arbeit  der  Batterie  des  Stromes  k  (oder 
vielmehr  deren  Ueberschuss  ftber  die  erzeugte  Wärme);  folglich 
ist  die  ganze  Batterie- Arbeit 

C  =  ÜikdNi  =  ^  fn.dBdv  =  -^  fnÖBdr, 

während  die  Aenderung  der  elektrokinetischen  Energie  nach 
Gleichung  (7)  ist 

dT  =  ^  fd(HB)dT. 

Die  Differenz 

C-dr  =  IT  =  ^  f(HdB-BdH)dT 

ist  also  derjenige  Teil  der  an  das  Medium  abgegebenen  Energie, 
welcher  nicht  in  elektrokinetische  Energie  verwandelt  wird. 
Wird  durch  die  Ströme  Eisen  zwischen  zwei  Werten  H^^  ff,  der 
Feldkraft  magnetisirt,  so  ist  fttr  kleine  Feldkräfte  TT  >  0,  von 
einem  gewissen  Werte  von  B  an  W <,Q\  im  ersten  Stadium  der 
Magnetisirung  giebt  also  die  Batterie  Energie  an  das  Eisen  ab, 
während  im  zweiten  Stadium  der  Bedarf  an  elektrokinetiseher 
Ekiergie  zum  Teil  nicht  durch  die  Batterie,  sondern  durch  das 
Eisen  gedeckt  wird.  Der  Verf.  sieht  hierin  eine  Bestätigung 
der  Theorie  der  Magnetisirung  von  Ewing  (vgl.  das  obige 
Referat  8.  1145).  Lbg. 
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J.  Trowbridge.     Motion  of  atoms  in  electric  discbarges. 

Phil.  Mag.  (ö)  XXX.  480-483. 

Der  Verf.  sucht  die  Frage  za  entacheiden,  ob  in  einem  Ent- 
ladungsfanken  die  Metallatome  mit  der  Elektricit&t  zwischen  den 
Elektroden  oscilliren.  Findet  dies  statt,  und  ist  v  die  Lieht- 
gesehwindigkeit,  s  die  (positive  oder  negative)  Geschwindigkeit 
eines  Metallatoms  zwischen  den  Elektroden  in  der  Riehtang  der 
Lichtfortpflanzung,  so  ist  das  Verhältnis  der  geänderten  zur  ur- 
sprünglichen Wellenlänge  nach  dem  Doppler'schen  Princip 

Die  Schwingnngsdauer  der  oscillatorischen  Entladung  einer 
Leidener  Batterie  durch  einen  Draht  mit  Fnnkenstrecke  zwisehen 

Eisen-Elektroden,  nach  der  Formel  r  =  2nYCL  berechnet,  war 
=  3 .  10"^  See. ;  durch  ein  Rowland'sches  Gitter  wurde  von  den 
Eisenlinien  ein  Spectrum  entworfen  und  photographirt,  einmal 
wenn  die  Funkenstrecke  auf  den  Spalt  des  Spectroskops  zuging, 
dann  wenn  sie  dem  Spalt  parallel  war.  Im  ersteren  Falle  mussten 
die  Eisenlinien  bei  positivem  Werte  von  s  nach  dem  violetten, 
bei  negativem  nach  dem  roten  Ende  hin  verschoben  werden, 
mussten  sich  also  verbreitert  zeigen.  Da  aber  beide  Photo- 
graphien genau  flbereinstimtnten,  so  schliesst  der  Verf.,  dasa  die 
Metallatome  nicht  mit  der  Elektricität  zwischen  den  Elektroden 
oscilliren,  sondern  nur  durch  die  Erschütterung  zur  Lichtemission 
veranlasst  werden.  Lbg. 

L.  SoHNCKB.     Nachträgliches  zur  Theorie  der  Luftelek- 
tricität.     Eine  Abwehr.     Mnoch.  Ber.  XX.  89-92. 

Der  Verf.  hält  seine  Theorie  der  Luftelektricität  (vgl.  F.  d.  M. 
XX.  1888.  1179)  der  Kritik  von  Exner  gegenüber  in  rollern 
Umfange  aufrecht,  wobei  er  auf  seine  a.  a.  0.  ausgesprochene 
Bemerkung  hinweist,  dass  eine  zum  Zwecke  der  Vereinfachung 
der  Rechnung  von  ihm  gemachte  Annahme  zur  Erklärung  d^ 
Jährlichen"  Periode  des  Potentialgefälles  nicht  ausreichend  9eL 

Lbg. 
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A.  SchOlke.     Elektricität    und   Magnetismus    nach    deo 
neueren  Anschauungen  fttr  höhere  Schulen  dargestellt. 

Pr.  Realgymo.  Osterode  i.  Ottpr. 

Die  Abhandluog  ist  ein  Versuch,  den  Begriff  des  Potentials 
sowie  die  Faraday'schen  Anschauungen  Aber  Kraftlinien  in  den 
Schalunterricht  einzuführen.  Die  Verwendung  des  Potentialbe- 
griffs in  der  Lehre  vom  Magnetismus  und  der  Elektricitftt  im 
Schulunterricht  ist  gerechtfertigt,  aber  nur  auf  der  obersten  Stufe, 
wo  die  Begriffe  der  Arbeit  und  Energie  aus  der  Mechanik  den 
Schalem  soweit  geläufig  geworden  sind,  dass  sie  einen  klaren 
und  auch  quantitativ  bestimmten  Sinn  damit  verbinden  können, 
also  nur  dann,  wenn  die  Elektricit&tslehre,  welche  ihrem  experi- 
mentellen Teile  nach  aus  ftusserlichen  Gründen  auf  der  Unter- 
stufe erledigt  werden  muss,  auf  der  Oberstufe  in  mehr  mathe- 
matischer Behandlung  wiederholt  werden  kann,  wozu  aber  nach 
dem  bisher  —  wenigstens  in  Preussen  —  geltenden  Lehrplan  in 
der  Regel  die  Zeit  fehlen  wird.  Unter  jener  Voraussetzung  dürfte 
gegen  die  Art,  wie  der  Verf.  den  Potentialbegriff  behandelt, 
nichts  Wesentliches  einzuwenden  sein. 

Um  so  schwereren  Bedenken  scheint  mir  die  Art,  wie  der 
Verf.  den  Lehrstoff  der  Unterstufe  behandelt,  zu  unterliegen. 
Was  die  Kraftlinien  betrifft,  so  werden  dieselben  wohl  ziemlich 
allgemein  zur  Darstellung  der  Kraftrichtung  benutzt  und  in  der 
Lehre  vom  Magnetismus  auch  dem  Auge  durch  die  magnetischen 
Curven  sichtbar  gemacht,  ein  Mittel  Übrigens,  welches  immer 
und  namentlich  in  der  Lehre  von  der  Elektricitftt  höchst  unvoll- 
kommen bleibt;  immerhin  aber  werden  sie  selbst  in  der  Wissen- 
schaft bis  jetzt  nur  als  ein  Bild  der  Erscheinungen,  nicht  als 
der  objective  Grund  derselben  betrachtet.  Wenn  dagegen  der 
Verf.  die  Lehre  vom  Magnetismus  auf  der  Unterstufe  mit  der 
Definition  der  Kraftlinien  als  der  Linien,  in  denen  sich  Eisen- 
feile anordnet,  beginnt,  ehe  überhaupt  von  magnetischer  Kraft 
die  Rede  gewesen  ist,  so  ist  dagegen  einmal  zu  bemerken,  dass 
die  Richtung,  welche  ein  kleiner  unmagnetischer  Eisenstab  im 
Magnetfelde  annimmt,  eine  viel  zu  complicirte  Erscheinung  ist, 
um   darauf  die    Definition   der  magnetischen   Kraftrichtung   zu 
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grttnden.  Erst  nachdem  aus  der  Wirkung  zweier  Magnete  aaf 
einander  die  Definition  der  Wirkung  auf  einen  einseinen  Pol, 
d.  h.  der  Magnetkraft  und  ihrer  Richtung,  abgeleitet  und  geteigt 
ist,  dass  ein  Eisenstab  im  Felde  selbst  ein  Magnet  wird,  wird 
es  verständlich,  in  wie  fem  seine  Richtung  die  Kraftricbtung  an- 
giebt.  Falls  der  Verf.  die  Kraftlmien  auch  nur,  wie  bisher  tLblieh, 
als  Bilder  der  Eraftrichtung  betrachtet  wissen  will,  so  thot  er 
das  jedenfalls  in  einer  Weise,  welche  den  Schtller  zu  ein^  nebel- 
haften Hypostasirung  derselben  zu  verleiten  geeignet  ist  Wenn 
es  z.  B.  beisst:  „bei  zwei  entgegengesetzten  Polen  bilden  sieh 
die  Kraftlinien  fast  nur  in  dem  zwisehenliegenden  Raame,  wäh- 
rend sie  bei  gleichnamigen  Polen  in  dem  Zwischenräume  fast 
gänzlich  fehlen',  und  wenn  von  einem  „Druck  senkrecht  gegen 
die  Kraftlinien*'  die  Rede  ist,  wonach  also  die  Kraftlinien  doch 
wieder  nicht  die  Kraftrichtung  angeben,  so  bleibt  dem  Schfiler, 
falls  er  sich  Oberhaupt  eine  Anschauung  bilden  will,  nichta  fibrig, 
als  sich  die  Kraftlinien  als  materielle  Fäden  vorzustellen,  welche 
durch  irgend  welche  geheimnisvollen  Antriebe  die  Bewegungen 
im  Magnetfelde  bewirken.  Aber  vielleicht  —  und  die  Aeusse- 
rung  des  Verfs.,  dass  man  „Faraday^s  Kraftlinien  fiberall,  seine 
Grundanschauungen  nirgends  findet",  scheint  darauf  hinzadenten 
—  beabsichtigt  er  gerade  eine  solche  Hypostasirung  der  Kraft- 
linien; damit  wtlrde  er  in  die  ersten  Anfänge  eine  Hypothese 
einf&hren,  mit  welcher  sogar  die  Wissenschaft  nach  MaxwelFs 
eigenem  Geständnis  bisher  noch  nichts  Rechtes  hat  anfangen 
können,  und  welche  vollends  fltr  den  Tertianer  oder  Secundaner 
ein  inhaltsleeres  Wort  bleibt,  so  lange  ihm  nicht  angegeben  wer- 
den kann,  als  was  er  sich  denn  diese  materiellen  Kraftlinien 
eigentlich  zu  denken  bat.  Dass  in  jedem  Punkt  des  Magnetfeldes 
eine  Kraft  wirkt,  kann  man  ihm  zeigen,  auch  ohne  ihm  dabei 
die  Vorstellung  einer  actio  in  distans  aufzudrängen.  Kraftlinien 
aber,  denen  selbst  eine  Zugkraft,  und  ein  dazwischenliegendes 
Medium,  dem  eine  Druckkraft  innewohnt,  kann  man  ihm  nicht 
zeigen;  denn  eine  Reihe  von  Eisenfeilspähnen  *ist  doch  keine 
Kraftlinie  im  Sinne  eines  objectiven  Grundes  der  magnetisehen 
Erscheinungen!    Uebrigeos  beweist  der  Verf.  selbst  die  lieber- 
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flQssigkeit  dieser  Hypothese,  indem  er  sie  auf  der  zweiten  Stufe 
YoIIstfiodig  fallen  lässt. 

Dieselben  Bemerkungen  gelten  auch  fQr  des  Verfs.  Beginn 
der  Elektricitätslehre:  ^Nach  Faraday  gehen  von  einem  elektri- 
sirten  Körper  Kraftlinien  aus,  welche  in  jedem  Punkte  die  Bich- 
tuDg  der  wirkenden  Kraft  angeben''.    Und  wenn  es  gleich  dar- 
auf beisst:    „Wir  erhalten  die  elektrischen  Erscheinungen  durch 
die  Regel,  dass  überall,  wo  Kraftlinien  in  einen  Leiter  eintreten, 
negative  Elektricität,  wo  sie  austreten,  positive  Elektricität  vor- 
handen ist^,  so  wird  sich  der  Schüler  entweder  die  falsche  Vor- 
stellung bilden,  dass  die  Kraftlinien  den  Leiter  durchsetzen  und 
auf  irgend  eine  ihm  rätselhafte  Weise  die  Elektrisirung  dessel- 
ben hervorbringen,  oder  er  wird  den  Satz  mit  dem  vorigen  um- 
gekehrten Satze:  „wo  Elektricität  vorhanden  ist,  treten  Kraftlinien 
aus  oder  ein",  für  identisch  halten.   Ebenso  verwirrend  und  eine 
—  wenigstens  auf  dieser  Stufe  —  unnötige  Hypothese  enthaltend 
ist  der  weitere  Satz:  „Alle  elektrischen  Bewegungserscheinungen 
lassen  sich  durch  Faraday's  Annahme  erklären,    dass  in  einem 
elektrischen  Felde  ein  Zug  ähnlich  dem  eines  gespannten  Fadens 
in  der  Richtung  der  Kraftlinien,  ein  Druck  in  allen  dazu  senk- 
rechten Richtungen  herrscht". 

Mir  scheint  eine  derartige  Behandlungsweise  der  ersten  An- 
fänge eines  Capitels  der  Physik  eine  neue  Bestätigung  des  Satzes, 
dass  es  im  physikalischen  Unterrichte  weniger  auf  die  etwas 
grössere  oder  geringere  wissenschaftliche  Wahrscheinlichkeit  einer 
Hypothese  —  für  deren  Beurteilung  dem  Anfänger  ja  doch  jeder 
Massstab  fehlt  —  als  darauf  ankommt,  dass  die  Hypothese  aus 
einer  einfachen  und  anschaulichen  Grundvorstellung  die  Erschei- 
nungen möglichst  vollständig  erklärt.  Lbg. 


Sauter.      Ueber    Kugelblitze.     I.    Theorie    der   Kugel- 
blitze«    Pr.  Bealgymn.  Ulm. 

Die  Abhandlung  enthält  eine  Wiedergabe  der  von  verschie- 
denen Physikern  aufgestellten  Erklärungen  der  Kugelblitze,  d.  h. 
derjenigen  Art  des  Blitzes,   welche  sich  von  den  gewöhnlichen 
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Zickzack -Blitzen  haoptBächlich  durch  ihre  mehr  oder  minder 
kugelförmige  Gestalt,  ihre  lange,  bis  zu  mehreren  Minuten  gehende 
Dauer  und  die  geringe  Geschwindigkeit  der  Bewegung  unter- 
scheidet. Eingehender  werden  die  Versuche  von  Plante  be- 
sprochen, welcher  ähnliche  Entladungen  mittels  einer  sehr  star- 
ken Secundärbatterie  hervorbrachte,  und  welcher  daher  die 
Kugelblitze  für  aus  Wasserdampf  und  dessen  Zersetzungsproduc- 
ten  gebildete  leuchtende  Kugeln  hält.  Lbg. 


F.  Neumann.  Die  mathematischen  Gesetze  der  inda- 
cirten  elektrischen  Ströme.  (1845).  Herausgegeben 
von  C.  Nenmann.     (Ostwald's  Klassiker  10.)     Leipzig. 

W.  Engelmano.  96  S.  &<>. 

In  einer  Anmerkung  macht  der  Herausgeber  darauf  auf- 
merksam, dass  die  Neumann'sche  Theorie  der  Induction  sich  auf 
das  Ampire'sche  Gesetz  stützt,  und  dass  die  experimentellen 
Fundamental-Thatsachen,  auf  welche  Ampere  sein  Gesetz  gegrün- 
det hat,  nach  W.  Weber  eigentlich  als  Hypothesen  anzasehen 
sind;  dass  aber  von  diesen  Hypothesen  nur  folgende  notwen- 
dig sind: 

1)  Die  Kraft  ist  proportional  ii'dsds\ 

2)  Sie  ist  nur  abhängig  von  der  relativen  Lage  der  zwei 
Stromelemente. 

3)  Sie  lässt  sich  durch  die  Wirkung  der  Gomponenten  der 
Stromelemente  ersetzen. 

4)  Sie  ist  nach  der  Verbindungslinie  gerichtet. 

Dagegen  sind  die  zwei  weiteren  Hypothesen,  dass  die  Kraft 

proportional  mit  —^  ist,  und  dass  die  Kraft  eines  geschlossenen 

Leiters  auf  dem  Stromelemente  senkrecht  steht,  fiberflttssig,  da  sie 
sich  aus  den  vorhergehenden  mit  ZuhOlfenahme  des  Princips 
der  Aequivalenz  eines  Elementarstroms  und  eines  magnetischeo 
Molecüls  ergeben.  (Vgl.  das  Referat  fiber  die  Abhandlung  tob 
Righi  im  voriiegenden  Bande  S.  1077.    D.  Ref.)  Lbg. 
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Coulomb.  Vier  Abhandlungen  über  die  Elektricität  und 
den  Magnetismus.  (1785-1786).  Uebersetzt  und  her- 
ausgegeben von  W.  König.  (Ostwald's  Klassiker  13.) 

Leipsig.  W.  EngelmaDD.  88  S.  8^. 

Die  AbhandluDgen  enthalten  die  Versuche  mit  der  Drehwage 
und  die  SchwiDgungsversuche  zum  Nachweise  des  elektrischen 
und  magnetischen  Grundgesetzes;  ferner  die  Beobachtungen  Ober 
den  Elektricitäts-Verlust  sowie  den  experimentellen  Nachweis, 
dass  die  Elektricität  sich  nur  auf  der  Oberfläche  verbreitet  und 
sich  auf  zwei  sich  berührenden  Körpern  in  einem  nur  durch  ihre 
Gestalt  bestimmten  Verhältnis  verteilt.  Lbg. 


W.  Thomson.  Gesammelte  Abhandlungen  zur  Lehre 
von  der  Elektricität  und  dem  Magnetismus.  Deutsch 
vonL.  Levy  und  B.  Weinstein.  Berlio.  Springer.  X1V-+-572S.  8». 

Das  Original  ist  zu  bekannt  und  seine  Vortrefflich keit  zu 
anerkannt,  als  dass  eine  Besprechung  notig  erscheinen  könnte. 
Die  Uebersetzung  ist  nach  der  unveränderten  zweiten  Auflage 
angefertigt;  ob  eine  so  wörtliche  Wiedergabe  des  Originals,  auch 
mit  allen,  stellenweise  ziemlich  unbequemen  Bezeichnungen, 
zweckmässig  war,  dürfte  fraglich  sein.  Lbg. 


R.  FsRRiNi.     Sulla  dinamo  compensate.    Lomb.  ist.  Rend.  (2) 

XXIII.  663-675.  

F.  KoLACBK.     Beiträge  zur  elektromagnetischen  Licht- 
theorie.     2^®  Abhandlung.     Wledemann  Aon.  XXXIX.  236-257. 


J.   Bertband.     Le^ons  sur  la  thdorie  math^matique  de 
l'^lectricitö,   professöes  au  College  de   France.     Paris. 

Ganthier-ymars  et  Fils. 

Ausführliche  Anzeige   durch  Hrn.  Duhem   in  Darboux  Bull. 
C2)  XIV.  41-55.  
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£.  Beltrami.     Suir  estensione  del  principio  di  D*Alem- 
bert  all'  elettrodinainica.  Naoyo  Cimento.  (3)  xxvii.  46-52. 
Abdruck  aus  Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  V,.  852-856.  (F.  d.  H. 
XXI.  1889.  1129.)  

W.  N.   Shaw.      Report    on    the    present   State    of   our 
knowledge  in  eleotrolysis   and  electrochemistry.     Brit. 

Ass.  Rep.  1890.  185-223. 

Der  erste  Teil  des  Berichtes  wird  hier  veröffentlicht  Er 
behandelt:  I.  Allgemeine  elektrolytische  Erscheinungen.  IL  All- 
gemein angenommene  Gesetze  und  Principien.  III.  Hypothesen 
und  Theorien  der  Elektrolyse.  Unter  diesem  Titel  bleiben  jedoch 
manche  Dinge  für  eine  spätere  Besprechung.  Auch  andere  Teile 
des  allgemeinen  Themas  sind  noch  zurdckgestellt. 

6bs.  (Lp.) 

0.  J.  LoDGK.     The  Peltier  eflPect,  and  contact  E.  M.  F. 

Natare  XLI.  224-225. 

Im  Anschluss  an  eine  Recension  (Nature  XLI.  5-6}  des 
Buohes  von  Hrn.  0.  J.  Lodge  „Modern  views  of  electricity'' 
(London,  1889),  welches  das  Thema  in  populärer  Weise  behau* 
delt  (vgl.  F.  d.  M.  XX.  1888.  1191)^  ist  zuerst  eine  Entgegnung 
des  Hrn.  Lodge  (ibid.  S.  80),  dann  eine  Erwiderung  des  Beeen- 
senten  (S.  102),  endlich  die  obige  Schlusserklärung  des  Verfaasers 
erschienen.  Es  handelt  sich  um  das  Verhalten  des  absoluten 
Vacuums  gegen  die  Elektrioität,  wortlber  drei  Annahmen  gemacht 
werden:  1)  Ein  vollkommenes  Vacuum  ist  ein  absoluter  Nicht- 
leiter der  Elektricität.  2)  Keine  elektromotorische  Contactkraft 
besteht  zwischen  einem  Metalle  und  einem  Vacuum.  3)  Das  Va- 
cuum besitzt  ein  speeifisches  InductionsvermOgen.  Alle  drei  sind 
notig,  um  alle  Schlüsse  zu  ziehen.  Die  Hypothesen  1)  and  3) 
sind  höchst  wahrscheinlich,  an  2)  kann  Hr.  Lodge  nicht  glauben. 

Lp. 

A.  Pkrot.     Remarque  sur  la  quantit^  de  chaleur  d^gag^ 
par  les  couränto  parcoarant  un  Systeme  de  condactenrs. 

Almeida  J.  (2)  IX.  508-509. 
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„Die  in  der  Gesamtheit  der  Leiter  vermöge  der  Joale'schen 
Wirkung  frei  gemachte  Wärmemenge  ist  ein  Maximum.^     Lp. 


Gr.  Adlbb.     Allgemeine  Sätze  über  die  elektrostatische 

Indnction.     Ezoer  Bep.  XXVI.  179-190,  193-220. 

Abdruck  aus  Wien.  Ber.  1888;  vgl.  F.  d.  M.  XXL  1140. 


6.  Chaperon.     !^qailibres  de  self-induction  et  de  capa- 
cit^s  sur  le  pont  ä  fil  et  k  courants  alternatifs.  Aimeida 

J.  (2)  IX.  485-489.  

J.  A.  Fleming.      The  alternate  curreut  transformer   in 
theory  and  praxis.     VoL  L     The  induction  of  electric 

CUrrentS.     London.  (18890  [Natnre  XLII.  49-50.] 


Tb.  Moore aux.     Sur  la  construction  des  cartes  magn^- 

tiques.    Ann.  de  ohim.  et  phys.  (6)  XXI.  5-42. 

Der  Aufsatz  beschreibt  die  in  Frankreich  jetzt  üblichen  In- 
strumente und  Messmethoden,  durch  welche  es  möglich  wird,  in 
verhältnismässig  kurzer  Zeit  die  magnetischen  Constanten  eines 
Ortes  zu  bestimmen.  Ln  Jahre  1889  wurden  durch  den  Verf. 
ohne  irgend  welche  Hülfe  binnen  32  Tagen  die  magnetischen 
Elemente  an  52  im  Norden  Frankreichs  zerstreuten  Oertern  be- 
stimmt. Lp. 

J.   HOPKINSON.      Magnetism.     Natore  XLI.  249-254,  273-276. 

EröffnungsYortrag  vor  der  Versammlung  der  Elektrotechniker 
am  9.  Jan.  1890;  durch  graphische  Darstellungen  der  bezüglichen 
Gesetze  wird  der  Gegenstand  dem  Verständnisse  nahe  geführt. 

Lp. 

Beport  of  the  Gommittee  on  molecular  phenomena  asso- 
eiated  with  the  magnetisation  of  iron.  (Phenomena 
occurring  at  red  heat.)     Brit.  Ass.  Bep.  1890.  145-160. 
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J.  A.  WiNG.     ContributioDß  to  the  molecular  theory  of 
induced  magnetism.   Lond.  B.  s.  Proc.  XLix. 


K.  Kahle.     Ein  Beitrag  zur  Theorie  von  den  magneti- 
sehen  Kraftlinienströmen.;   Dis».  Marburg.  32  8.  8« 


Fb.  Wächter,     üeber  das  Gewitter  und  die  Anlage  von 

Blitzableitungen.    Mitt.  üb.  Art.  u.  Gen.  XXl.  555-578. 


Capitel  4. 
Wärmelehre. 

A.    Mechanische  Wärmetheorie. 
A.  Rosen.     Sur  la  notion  de  l'^nergie  libre.    stockh.  Ofr. 

555-564. 

Nach  Erwähnung  der  Helmholtz'schen  Definition  des  Begriffes 
„freie  Energie^  eines  Körpers  und  Herleitung  der  von  H.  nach- 
gewiesenen Relationen  zwischen  dieser  Function  und  gewissen 
anderen  f&r  den  Körper  charakteristischen  Grössen  zeigt  der 
Verf.,  wie  man  andere  Functionen  von  analoger  Beschaffenheit 
bilden  kann,  und  welche  Relationen  zwischen  diesen  Fanctionen 
und  den  Grössen  bestehen,  welche  den  Zustand  des  Körpers  be- 
stimmen. Hierauf  folgt  eine  einfache  Anwendung  auf  den  Zu- 
sammenhang zwischen  elektrischer  Endosmose  und  Diaphragma- 
strömen.    Bdn. 

V.  V.  Lang.     Beitrag  zur  mechanischen  Wärmetheorie. 

Wien.  Ber.  XOIX.  899-904. 

Wenn  bei  einer  unendlich  kleinen  umkehrbaren  Zostands- 
änderung  die  elementare  Arbeit  gegeben  ist  durch 

dW  =  A.dx  +  B,dy  -^  ..  +N.dT, 
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80  gelten  nach  v.  Helmholtz  die  Gleichungen: 

WO  P  die  freie  Energie,  S  die  Entropie  bedeutet 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  Anzahl  Gleichungen  von  der  Form 

dA  ^  dB 
dy  ""    dx 

Diese  benutzt  der  Verf.,  um  gewisse  Beziehungen  zwischen  dem 
Dampfdruck  und  anderen  physikalischen  Grössen:  1)  der  Ober- 
flächenspannung, 2)  der  Elektrisirung,  3)  der  elektrischen  In- 
fluenz zu  beweisen,  Beziehungen,  die  J.  J.  Thomson  („Anwen- 
dungen der  Dynamik  auf  Physik  und  Chemie'';  Leipzig  1890) 
auf  andere  Weise  bewiesen  hat.  Sbt. 


F.  Kolacek.     Die  aerodynamischen    Gleichungen    und 
der  erste  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie. 

WiedemaDD  Ann.  XLI.  151-153. 

Verf.  erhebt  Einspruch  gegen  eine  von  Lindner  in  dessen 
Werke  „Theorie  der  Gasbewegung^  ausgesprochene  Behauptung, 
wonach  die  aerodynamischen  Orundgleichungen  mit  den  aus 
wärmetheoretischen  Betrachtungen  sich  ergebenden  Ströroungs- 
formeln  im  Widerspruche  ständen.  Sbt. 


Th.  Gross.  Ueber  die  Anwendung  des  zweiten  Haupt- 
satzes der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  moleculare 
und    im    besonderen    auf    elektrolytische    Vorgänge. 

Ezner  Bep.  XXVI.  473-489. 

Der  Verf.  versucht  zu  zeigen,  „dass  die  Uebertragung  des 
zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  das 
moleculare  Gebiet  aus  theoretischen  und  erfahrungsmässigen 
Gründen  nicht  zulässig  ist.''  Lp. 
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6.  Jager.  Ueber  die  Abhängigkeit  des  specifischen 
Volomenfl  gesättigter  Dämpfe  von  dem  specifischen 
Volumen  der  zugehörigen  FIfissigkeiten  und  der  Tem- 
peratur.   Wien.  Ber.  XGIX.  1028-1035. 

Die  Grundgleichung  der  Hydrostatik  nimmt  durch  Integra- 
tion die  Form  an: 


/ 


vdp  = 


ffi 

9i 


wo  a  die  Arbeit  bedeutet,  die  ein  Holecttl  von  der  Masse  m 
leisten  muss,  um  aus  der  fl&ssigen  in  die  Dampfform  Qberzu- 
gehen.    Die  Beziehung  zwischen  p  und  v  wird  in  der  Form 

cl(l  +  a0.(l+-^) 
P  =  3(fJ— 6) 

vorausgesetzt;  daraus  folgt  für  die  Abhängigkeit  des  specifischen 
Volumens  v^  des  gesättigten  Dampfes  von  dem  specifischen  Vo- 
lumen 0,  der  Flüssigkeit  die  Gleichung: 

+  -r-logn— -^  +  logn--^  =  d. 


v^—b        b      ^     ©,—6  °     ©,  '  1  +  at 

a  bedeutet  den  Ausdehnungscoefficienten  der  Flüssigkeit,  e  d^ 
Temperaturcoefficienten  der  Gapillaritätsconstanten.  Sind  die 
Werte  der  Constanten  fr,  y,  d  bestimmt,  so  kann  für  beliebige 
Temperaturen  das  o,  aus  dem  zugehörigen  v,  berechnet  werden. 
Die  Prüfung  der  Formel  mit  Hülfe  der  von  Winkelmann 
für  Wasser  und  Aether  gegebenen  Zahlen  (Wiedem.  Ann.  IX) 
ergiebt  als  grösste  Differenzen  der  nach  beiden  Methoden  erhal- 
tenen Werte  für  Wasser  1  Proc,  für  Aether  weniger  als  0,1  Proc. 

Sbt 

6.  Jägbr.     Zur  Theorie  der  Dampfspannung.    Wien.  Ber. 

XOIX.  679-682. 

Auf  Grund  feststehender  Ansichten  über  den  flüssigen  und 
gasformigen  Zustand  und  unter  der  Annahme,  dass  das  Mai- 
weirsche  Verteilungsgesetz  wie  fllr  den  gasförmigen,  so  aucfc 
für  den  flüssigen  Zustand  gültig  sei,   entwickelt  der  Verf.   fol- 
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gende,  die  Abhängigkeit  des  Dampfdruckes  d  von  der  Tempera- 
tur t  ansdrttckende  Gleichung: 

d  =  C(l+yt)./"'e-''dx. 

C  ist  ein  constanter  Coefficient,  a  der  AusdehnungscoefficieDt  der 
Gase,  e  der  Temperaturcoeffieient  der  Gapillaritätsconstanten  der 
Flüssigkeit,  y  trägt  dem  Einflasse  der  Aenderung  der  Zahl  der 
Molecüle  in  der  Oberflächeneinheit  und  der  mittleren  Geschwin- 

digkeit  derselben  Rechnung;  &  ist  gleich  y — ^,  wo  a  die  Arbeit 


w»ci 


bedeutet,  die  zur  Ueberwindung  der  Capillarkräfte  nötig  ist, 
wenn  ein  Molecül  (mit  der  Masse  m)  aus  der  Flüssigkeit  in 
Dampf  übertritt,  c  aber  die  mittlere  progressive  Geschwindigkeit 
der  Flüssigkeitsmolecüle  bezeichnet  und  der  Index  0  anzeigt, 
dass  der  betreffende  Wert  für  0^  gemeint  ist. 

Die  für  Wasserdampf  aus  der  Formel  berechneten  Zahlen 
stimmen  mit  den  Beobachtungen  von  Magnus  und  Regnaalt  sehr 
gut  überein.  Sbt. 

6.  Jaoeb.      Die    Geschwindigkeit    der    FlOssigkeitsmo« 

lekeln.      Wien.  Ber.  XCIX.  860-869. 

In  der  vorher  erwähnten  Abhandlung  war  angenommen, 
dass  die  Dampfspannung  der  Zahl  der  Molecüle  in  der  Ober- 
fiächeneinheit,  die  sich  in  Dampf  verwandeln  können,  proportio- 
nal sei;  die  Zahl  der  Molecüle,  die  in  der  Zeiteinheit  aus  der 
Flüssigkeit  in  Dampf  übertreten  und  umgekehrt,  war  nicht  in 
Betracht  gezogen.  Indem  der  Verf.  diese  jetzt  berücksichtigt, 
findet  er  für  die  Dampfspannung  die  Formel: 

d  =  ili,(l-ß0.c,.c;il  +  aO.,/^]/x*-k\^~~^.e-"dx. 

1  +  at 

Hier  ist  ^^(l — ßt)  die  Masse  der  Volumeneinheit  der  Flüssig- 
keit; Cq  und  c'q  bedeuten  die  mittleren  Geschwindigkeiten  eines 
Holecüls  in  der  Flüssigkeit  und  im  Dampfe,  und  die  Gleichung 
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bietet  al8o  die  Möglichkeit,  die  Oeschwindigkeit  eines  Fllteig- 
keitsmolecfils  zu  berechnen.  Indem  für  Wasser  der  Wert  des 
Integrals  durch  ein  annäherndes  Verfahren  bestimmt  wird,  erhält 
der  Verf.: 

d  =  0,523.c,(l-/»0.c.c'..(l  +  o0.r-^  +  -^^Tr^. 

Aus  der  Gleichung  d  = ^ —  folgt  c'^  =  61400  cm  und  dann 

für  die  Flfissigkeit  c«  =  27800  cm. 

Auf  eine  zweite  Weise  findet  der  Verf.  c^  =  26700  cm. 

Mit  Hülfe  von  c  lässt  sich  dann  auch  —  bestimmen,  d.  h. 

die  zur  Ueberwindung  der  Capillarkräfte  erforderliche  Arbeit 
bei  der  Ueberführung  der  Masseneinheit  FlQssigkeit  in  die  Dampf- 
form; für  Wasser  wird  —^  =  25.10'(c.g.s).   Daraus  ergiebt  sich 

fit 

weiter,  dass  der  Druck  im  Innern  des  Wassers  um  1235  Atm. 
grösser  ist  als  der,  welcher  von  aussen  gegen  die  Oberfl&cbe 
ausgeübt  wird.  Fick  berechnete  aus  dem  osmotischen  Drucke 
der  Lösungen  den  inneren  Druck  zu  1221  Atm. 

Zum  Schlüsse  wird  nach  Thomson's  Methode  die  Grösse  der 

3flio 

Flüssigkeitsmolecüle  bestimmt:  der  Durchmesser  wird  3  = , 

o 

und  für  Wasser  d  =  92.10"®  cm  (0.  E.  Meyer  giebt  4410-»  cm 

an).  Sbt 


A.  Wassmuth.      üeber  die  Aenderung  der  specifischeu 
Wärme  mit  der  Temperatur.    Monatoh.  for  Math.  i.  473 -4H). 

Für  den  Fall,  dass  ein  Stab  von  der  Länge  i,  dem  Quer- 
schnitte q  und  dem  Gewichte  1  in  der  Richtung  von  l  einen  Zu^ 
P  erfährt,  ist  das  thermodynamische  Potential  gegeben  durch  die 
Gleichung: 

xjj  =  E(U—T.S)^PJ. 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  und  unter  Benutzung  der 
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Gleichungen  dS  =  •- ^   und  dQ  =  -{dV—A.P.dl)  gelingt  es, 

die  Länge  /,  die  Entropie  5  und  demnächst  auch  den  linearen 
Ausdehnungscoefficienten  a,  den  Elasticitätsmodul  M  und  die 
specifische  Wärme  C  als  Differentialquotienten  von  ip  darzustellen. 
Dann  folgt  weiter  die  Relation 

1       dC       /  ,  .   aa 


=(«'+w)'. 


A.T     dP        V      '    dT 

ans  der  hervorgeht,  dass  sich  C  in  Folge  einer  Dehnung  nur  un- 
bedeutend ändert.  Für  die  Aenderung  der  specifischen  Wärme 
mit  der  Temperatur  wird  die  Gleichung  gefunden: 

wo  ÜTj  eine  Constante  für  den  betreffenden  Körper  bedeutet  und 
K^  =  14,1 .— ^.(6  +  a'— ay).  — (Jlfo  und  a  bedeuten  den  Elasti- 
citätsmodul und  die  Dichte  bei  0^,  a  und  b  sind  die  Functionen 
von  P,  die  in  dem  Ausdrucke  für  a  =  a  +  bt  vorkommen ;  y 
ist  die  relative  Abnahme  des  Elasticitätsmoduls  mit  der  Tempera- 
tur). —  lieber  die  Constante  üfj  hat  zunächst  noch  nichts  Sicheres 
ermittelt  werden  können. 

Der  Verf.  macht  weiter  die  Bemerkung,  dass  den  Beobach- 
tungen gemäss  die  Abnahme  des  Elasticitätsmoduls  mit  der  Tem- 
peratur für  Körper  mit  grösserem  Ausdehnungscoefficienten  grösser 
ist,  und  dass  diese  Thatsache  wohl  im  Einklänge  steht  mit  der 
aus  den  Formeln  abgeleiteten  Relation: 

— =  tj.a  . 

Der  Wert  von  G  wird  6,3. 10^  und  hierbei  ist  die  Zahl  6,3  be- 
merkenswert, die  ja  auch  den  Wert  der  Atomwärme  darstellt. 

Sbt. 


E.  RiECKE.  Beiträge  zu  der  von  Gibbs  entworfenen 
Theorie  der  Zustandsänderungen  eines  aus  einer  Mehr- 
zahl von  Phasen  bestehenden  Systems.  Oött.  Nachr.  1890. 

223-23& 
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E.  RiBCKB.     Specielle   Falle  von  Gleichgewichtserschei- 
nnngen  eines  ans  mehreren  Phasen  zusammengesetzten 

Systems.     Gott  Nachr.  1890.  342-360. 

Verf.  betrachtet  ein  System  von  Körpern ,  die  in  yersehie- 
dener  Weise  ans  einer  bestimmten  Zahl  von  chemischen  Com* 
ponenten  zusammengesetzt  sind,  and  die  sich  gleichzeitig  in 
verschiedenen  Aggregatzuständen  befinden.  Jeden  Teil  des 
Systems,  der  physikalisch  und  chemisch  homogen  ist,  bezeichnet 
er  nach  Gibbs  als  eine  Phase  desselben.  Es  bedeuten  «  die 
gesamte  Energie  des  Systems,  rj  die  gesamte  Entropie,  v  das 
Gesamtvolumen,  m[^  m'„  ...,  m'/,  m'J,  ...  die  Hassen  der  in 
der  erstcD,  zweiten,  • . .  Phase  vorhandenen  chemischen  Compo- 
nenten.  Nach  dem  Princip  von  der  Vermehrung  der  Entropie 
ist  das  System  im  neutralen  Gleichgewicht,  wenn 

De—Tdfi  +  pde  =  0. 

Setzt  man  die  Aenderung  der  Energie  Da  ^  de  +  de^  wo  Se  der 
durch  eine  Aenderung  von  tj  und  o,  de  der  durch  Aenderung 
der  Hassen  bewirkte  Anteil  der  Gesamtveränderung  ist,  so  wird 

di  =  Tdfj  —  pdo^ 

also 

dB  =  fA\dm\  +iM;dm;  +  ...  +  i^'/dm'/ + /u','  rfm';  +  •-  +  -•  =  0. 

Die  Factoren  fi  sind  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
Energie  nach  den  Hassen  und  heissen  nach  Gibbs  die  Potentiale 
der  chemischen  Componenten.  Wenn  die  Bedingung  des  GHeiefa- 
gewichts  nicht  er  fallt  ist,  so  verläuft  der  Process  stets  so,  dass 

2^'dm'-\-Sfi''dm*'  +  ...  <  0. 

Im  Gleichgewichtszustände  müssen  die  Potentiale  der  einzelnen 
chemischen  Componenten,  deren  Zahl  k  sei,  in  sämtlichen  t 
Phasen  je  einen  bestimmten  constanten  Wert  besitzen: 

^',  =^';  =  ^';'  =  ...  =  A''i;  ^;  =  ^';  =  <  =  ...  =  f4;;   ... 

r  II  tft  i 

fik  =  Mk  =/<*  =•••  =  !";. 

Dies  sind  k(i^l)  Gleichungen,  zu  denen  t  Zustandsgleichnogen 
kommen  von  der  Form 
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ft    ^fi 


P  =  r(T,^,  =.,... )=r(r,=?,=f....) 

Es  sind  aber  ik'\-2  UnbekaDüte  vorhanden :  p,  7  and  die  Dichtig- 
keiten  — ;  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  wird  also  genügt, 

wenn  *(• — 1)  +  »  =  tt  +  2,  d.  h.  wenn  t  =  k-\-2. 

„Ist  die  Zahl  der  chemischen  Componenten  gleich  &,  so 
existirt  ein  bestimmtes  System  von  zusammengehörigen  Werten 

des  Druckes,  der  Temperatur,  der  Dichtigkeiten  — ,  bei  welchem 

k-\-2  verschiedene  Phasen  sich  im  Gleichgewichte  befinden. 

Coexistenz  einer  grosseren  Phasenzahl  ist  nicht  möglich,  da 
sonst  die  Zahl  der  Gleichungen  die  der  Unbekannten  übertreffen 
würde.  Ist  die  Zahl  der  coexistirenden  Phasen  kleiner  als  /r-|-2, 
80  bleibt  eine  entsprechende  Zahl  von  Yariabeln  unbestimmt.*' 

Benutzt  man  nun  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  mit 
den  Axen  p  und  T,  so  wird  durch  die  bestimmten  Werte  des 
Drucks  und  der  Temperatur  ein  Punkt  A  der  Coordinatenebene 
bezeichnet,  der  als  ein  Bild  für  den  Zustand  des. Systems  wäh- 
rend der  Coexistenz  jener  ^+2  Phasen  betrachtet  werden  kann. 
Lifasst  man  aber  aus  der  Zahl  der  in  A  coexistirenden  Phasen 
der  Reihe  nach  je  eine  weg,  so  erhält  man  k+2  Curven  in  der 
Coordinatenebene,  die  sich  im  Punkte  A  schneiden  müssen. 
Werden  diese  Curven  mit  </,  c",  . . . ,  (^+^  bezeichnet,  und  zwar 
mit  c*  diejenige,  längs  welcher  die  Phase  h  fehlt,  so  ergiebt  sich 

weiter:  Zwischen  den  Richtungstangenten  (^) ,  (^J ,  — ,  (^J    , 

welche  die  Curven  </,  c",  ...,  i^+^  in  ihrem  gemeinsamen  Aus- 
gangspunkte A  besitzen,  bestehen  k-\-2  Gleichungen,  die  aus« 
drücken,  dass  je  eine  (A4-2)-gliedrige  Determinante  Null  wird. 
Trägt  man  in  jedem  Punkte  der  Curve  cf  senkrecht  zur 
Ebene  der  p,  T  den  zugehörigen  Wert  von  (i[  auf,  so  entsteht 
eine  Raumcurve  A'^  die  die  Beziehung  der  drei  Grössen  p,  7,  fi\ 
darstellt.     Die  Curve  A'  bildet  die  gemeinsame  Schnittlinie  der 
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(*+l)Flächen  /",  f",  ...,  f^»*+2,  läogs  welcher  je  k  Phasen  im 
Gleichgewichte  sind,  aus  deren  Zahl  die  Phase  1  ein  ffir  allemal 
ausgeschlossen  ist.  Solcher  Raumcurren  sind  im  ganzen  k+2 
vorhanden,  in  jeder  von  ihnen  schneiden  sich  k+l  Flächen;  es 
existiren  also  i(&+l)(fc+2)  Flächen,  auf  denen  je  k  Phasen  mit 
einander  im  Gleichgewichte  sind. 

Legt  man  nun  durch  einen  Punkt  B  auf  einer  der  Raum* 
curven,  etwa  A%  eine  Ebene  parallel  zur  Goordinatenebene ,  so 
werden  die  A+1  von  A'  ausstrahlenden  Flächen  in  ft-f  1  Carven 
d*  geschnitten,  und  auf  diesen  Curven  sind  je  k  Phasen  im 
Gleichgewicht;  die  Phase  1  fehlt  auf  allen,  und  alle  Verände- 
rungen des  Systems  sind  der  Bedingung  unterworfen,  dass  das 
Potential  der  ersten  chemischen  Componente  denselben  Wert 
behält  Die  Curven  d  besitzen  also  alle  Eigenschaften  der  Car- 
ven c,  was  die  Neigung  der  Curven  in  ihrem  Ausgangspunkte 
gegen  die  Axen  der  p  und  7  betrifft.  Die  Fortsetzung  dieser 
Betrachtungen  führt  zu  dem  Satze:  „Ein  System  von  t  Phasen, 
in  welchem  die  Potentiale  von  Jlr-)-2 — i  chemischen  Componenten 
festgehalten  werden,  besitzt  dieselben  Eigenschaften  wie  ein 
System  von  fc-f^  Phasen  bei  unbeschränkter  Veränderlichkeit 
der  Potentiale. 

Das  durch  diese  allgemeinen  Sätze  gegebene  Schema  wird 
in  der  zweiten  Abhandlung  auf  specielle  Fälle  angewandt:  1)  auf 
die  Zustandsänderungen  einer  einzigen  Substanz,  beispielsweise 
des  Phosphors;  2)  auf  zwei  chemische  Componenten  mit  fllnf 
verschiedenen  Phasen,  z.  B.  zwei  Substanzen,  die  chemisch  nicht 
auf  einander  wirken,  und  die  sich  im  flüssigen  Zustande  weder 
mischen  noch  lösen;  3)  auf  zwei  Componenten,  die  mit  einander 
ein  Kryohydrat  bilden. 

Es  zeigt  sich  dabei,  dass  zur  vollständigen  Bescbreibang 
der  Erscheinungen  noch  eine  gewisse  Ergänzung  des  Schemas 
erforderlich  ist.  Es  existiren  ausser  den  (die  Räume  mit  be- 
stimmten coexistirenden  Phasen  trennenden)  Hauptgrenzen,  die 
von  den  allgemeinen  physikalischen  Constanten  abhängen,  noch 
„Grenzen  zweiter  Ordnung'',  die  von  den  speciellen  Bedingungen 
des  Versuchs  abhängig  sind.  Sbt 
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E.  RiECKE.     Ueber   stufenweise    Dissoeiation    und    über 
die  Dampfdicbte  des  Schwefels.    Gott  Nachr.  1890.  360-366. 

Die  Theorie  von  Gibbs  wird  angewandt  auf  den  Fall,  dass 
eine  Substanz  sich  stufenweise  spaltet,  und  zwar  so,  dass  die 
gasförmigen  Molecüle  von  ®  in  die  GasmolecQle  %  und  6«  und 
hierauf  die  Molec&le  Z  in  @j,  (S,,  @,  zerfallen.    Verf.  entwickelt 
die  allgemeinen  (der  Raumersparnis   halber   hier   nicht  wieder- 
gegebenen) Gleichungen,    aus   denen  die  Dichten   der  einzelnen 
gasformigen  Bestandteile  sowie   die  Dichte  des  in  Dissoeiation 
begriffenen  Gases  bestimmt  werden  können.    Diese  Gleichungen 
werden  angewandt  auf  die  Dissoeiation  des  Schwefels,  von  dem 
es  nach  den  Untersuchungen  von  Biltz  wahrscheinlich  ist,  dass 
sich  bei  der  Verdampfung  unter  dem  Drucke  einer  Atmosphäre 
zunächst  Holecflle  S^  entwickeln,   dass  diese  sich  dann  spalten 
in  5,  und  S„  und  weiter  auch  die  Molecüle  S^  sich  auflösen  in 
je  drei  HoIecOle  S,.    Die  in  Form  einer  Curve  dargestellten  Er- 
gebnisse stimmen  mit  den  Beobachtungen  gut  überein.       Sbt. 


E.  RiECKB.      Das    thermiscbe    Potential    für    verdünnte 

Lösungen.     Oott.  Nachr.  1890.  437-455. 

Der  Inhalt  dieser  Abhandlung  deckt  sich  zum  Teil  mit  den 
Untersuchungen  von.  Planck  über  verdünnte  Lösungen   (Wiede- 
mann  Ann.  XXXII);  von  besonderem  Interesse  ist  aber  die  An- 
wendung der  von  Gibbs  eingeführten  Potentiale  fi  (der  Differen- 
tialquotienten  der  Energie   nach   den  Massen).     Es  werden  zu- 
nächst   die   Potentiale    der   Gomponenten    eines    Gasgemisches, 
dann  diejenigen  der  Gomponenten  einer  verdünnten  Lösung  be- 
stimmt.   Die  gefundenen  Werte  werden  benutzt  zur  Ermittelung 
der  Gesetze   über   die   Erniedrigung   der   Dampfspannung,   die 
Erniedrigung  des  Gefrierpunktes,  die  Dissoeiation  in  verdünnter 
Lösangy   die  Verteilung   eines  Stoffes   zwischen   zwei  Lösungs- 
mitteln  und   über    den   osmotischen  Druck.    Endlich   wird   die 
Potentialtheorie   (unter  etwas   hypothetischen   Voraussetzungen) 
auch  auf  die  Erniedrigung  der  Löslichkeit  und  das  Henry-Dalton'- 
scfae  Absorptionsgesetz  angewandt.  Sbt. 
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F.  Mann.     Das  Dulong'sche  Gesetz  im  Lichte  der  me- 
chanischen Wärmelehre.      Wunsbarg.  Physik.  •  med.  Ges.,  Ber 

1890.    (Sep.-Abdr.  12  S.) 

Durch  Anwendung  des  mechanischen  Gesetzes  der  lebendigen 
Kraft  auf  die  Molecularbewegung,  die  das  Wesen  der  Wärme 
ausmacht,  begründet  der  Verf.  das  empirisch  gefundene  Dolong'- 
sehe  Gesetz  von  der  Constanz  der  Atom  wärme.  Sbt. 


P.  JouBiN.    Rapport  des  travaux  de  dilatation  et  d'dchauf- 

fement  des  m^taux.    Almeida  J.  (2)  IX.  554-&59. 

Ist  £  der  Elastieitäts-Goefßcient  eines  Metalles,  a  sein  Aus- 
dehnungs-Coefficient,  C  seine  specifische  Wärme,  D  sein  specific 
sches  Gewicht,  so  ist  der  Quotient  Ea :  CD  nahezu  constaat  f&r 
alle  Metalle,  im  Mittel  gleich  0,230,  wie  an  den  bekannten  Zahlen 
bestätigt  wird.  Aus  diesem,  dem  Dulong- Petit 'sehen  Gesetze 
über  die  Atomwärme  vergleichbaren  Satze  werden  mehrere  theo- 
retische Folgerungen  abgeleitet  Lp. 


£.  KoBALD.     Ueber  eine  allgemeine  Form  der  Zostands- 

gleichung.    Wiener  Ber.  XOIX.  817-825. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  dem  allgemeinen  Falle,  wo 
die  Entropie  gegeben  ist  in  der  Form  Af(t-\-u).  Hierin  be- 
deutet A  das  Wärmeäquivalent  der  Arbeitseinheit,  %  eine  Func- 
tion, die  nur  von  der  absoluten  Temperatur,  u  eine,  die  nur  vom 
Volumen  abhängt.  Es  wird  die  Zustandsgieichung  f&r  diesen 
Fall  aufgestellt  und  discutirt.  Durch  Specialisirung  der  drei 
Functionen  f,  r,  u  ergiebt  sich  eine  Reihe  bekannter  Resultate. 

Br. 


A.  Walter.     Ueber  einige  neuere  Ansichten  auf   dem 
Gebiete  der  physikalischen  Chemie.     Fr.  Reftigymo.  Tar- 

QOWitZ. 

Die  Arbeit  ist  nicht,   wie  man   nach   dem  Titel   erwarten 
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könnte,  eine  historiBche  oder  kritische  Besprechung.  Die  neueren 
Ansichten  gehören  vielmehr  dem  Verf.  selbst  an.  Sie  beschäf- 
tigen sich  im  wesentlichen  mit  der  chemischen  Energie  und 
ihrer  Bedeutung  für  die  mechanische  Wärmetheorie.  Das  Streben 
des  Verfassers  geht  dahin,  für  die  in  Betracht  kommenden 
Grössen  und  Probleme,  unabhängig  von  geometrischen  Vorstellun- 
gen über  die  Materie,  rein  analytische  Formulirangen  und  Ge- 
setze aufzustellen.  Einige  solche,  ihrem  Wesen  nach  vollständig 
neuartige  Formeln  werden  mitgeteilt,  jedoch  ohne  Ableitung. 
Weiter  auf  den  Inhalt  einzugehen,  ist  im  Auszuge  nicht  möglich. 

Br. 

P.  DuHBM.     Sur  le  d^placement  de  l'öquilibre.     Touionse 

Ann.  IV.  N.  1-9. 

Einfacher  Beweis   zweier   thermodynamischen  Gesetze  von 
Van  t'Hoff  und  Robin.     Der  Verf.   beweist  die  Gesetze   in   der 
Form:    1)  Erhöht  man  die  Temperatur   eines  im  Gleichgewicht 
befindlichen  Systems,   so  tritt   ein  neuer  Gleichgewichtszustand 
ein,  indem  die  Parameter,  welche  den  Zustand  des  Systems  be- 
stimmen, sich  ändern.    Aenderten  sie  sich  um  dieselben  Grössen, 
während  die  Temperatur  constant  bliebe,   so  würde  die  daraus 
folgende  Aenderung  des  Systems  Wärme   frei   gemacht   haben. 
(Erniedrigt  man  die  Temperatur,  so  ist  es  umgekehrt.)   2)  Wenn 
man    bei   constanter  Temperatur   den   äusseren   Druck   auf  ein 
System  vermehrt,  so  tritt  ein  neuer  Gleichgewichtszustand  ein, 
indem  die  Parameter,  welche  das  System  bestimmen,  neue  Werte 
annehmen.    Würden  sie  dieselben  Werte  annehmen,   ohne  dass 
der  Druck  sich  änderte,  so  mOsste  sich  das  Volumen  des  Systems 
verringern.    (Vermindert  man  den  Druck,  so  ist  es  umgekehrt.) 

Br. 

P.  DuHBM.      Sur  les   dissolutions   d'an  sei  magn^tique. 

Ann.  de  Vio.  Norm.  (8)  Vn.  289-322. 

Es  werden  die  Grundgleichungen  für  das  thermodynamische 
Potential  der  Lösung  eines  magnetischen  Salzes  aufgestellt. 
Unter  der  Annahme,  dass  die  Concentration  nach  Zeit  und  Ort 

PortMhr.  d.  Math.  XXn.  8.  74 
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sich  ändere,  werden  darauf  in  mtihsamen  Rechnungen  die  Be- 
dingungen für  das  Oleichgewicht  discutirt.  Zum  Schlüsse  wird 
angegeben,  wie  man  die  Beobachtung  einer  magnetischen  Losung 
in  communicirenden  Röhren,  deren  eine  zwischen  die  Pole  eines 
Magneten  gebracht  wird,  zur  Prüfung  der  Theorie  verwenden 
könne.  Br. 


Ph.-A.  Guys.     La  Constitution  molöculaire  des  corps  an 
point  critique.    0.  B.  ox.  141-144. 

Bezeichnet  fbr  ein  GasJlf  das  Moleculargewicht,  R  das  spe- 
cifische    moleculare   Brechungsvermögen   und   k  den    kritischen 

Coefficienten,  so  ist  der  Ausdruck  MR .  -r-  fQr  alle  Gase  nahezu 

constant.  Experimentelle  Bestätigungen  werden  angef&hrt  Man 
kann  das  Gesetz  auch  benutzen,  um  das  Moleculargewicht  im 
kritischen  Punkte  zu  berechnen.  Eine  grössere  Abhandlung  Ober 
denselben  Gegenstand  wird  in  Aussicht  gestellt.  Br. 


J.  Stefan.     Ueber  die  Verdampfung  und  die  Auflösung 

als   Vorgänge   der   Diffusion.     Wiedemann  Ann.  XLI.  725-747. 

Durch  die  Einführung  von  molecularen  Grössen,  wie  Anzahl 
der  jlolecUle  in  der  Volumeneinheit,  Molecdlmasse  u.  s.  w.,  an  Stelle 
von  Dichte,  Goncentration  u.  s.  w.  in  die  bekannten  Formeln 
werden  Verdampfung  und  Auflösung  von  einheitlichen  Gesichts- 
punkten aus  als  Vorgänge  der  Diffusion  dargestellt  Br. 


K.  FüCHS.     üeber  Verflüssigung  bei  der  kritischen  Tem- 
peratur.    Exner  Rep.  XXVI.  497-501. 

„Wenn  man  ein  Gas  bei  der  kritischen  Temperatur  oder, 
besser  gesagt,  sehr  nahe  bei  der  kritischen  Temperatur  verflaasigt, 
dann  zeigt  sich  die  auffallende  Erscheinung,  dass  die  erschei- 
nende Flüssigkeit  sofort  einen  bestimmten  Teil  des  Gesamt- 
volumens ausmacht,    dass  also   ihr  Volumen   nicht   vom  Werte 
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0  =  0  an  allmählich  zunimmt.^     Diese  Erscheinung  folgert  der 
Verf.  aus  der  Van  der  Waals'schen  Formel.  Lp. 


K.  FüCHS.     Ein  neues  Element  der  Verdampfungswärme. 

Euer  Rep.  XXYI.  345-349. 

Der  Verfasser  zieht  aus  seinen  Betrachtungen  den  Schluss, 
„dasB  die  erfahrungsmässige  Verkleinerung  der  Cobäsionscon- 
stante  c  bei  steigender  Temperatur  ein  neuer  Wärme  verzehren- 
der Factor  ist".  Lp. 

K.  KraYbwitsch.  Ueber  die  latente  Siedewärme  und 
ihre  Abhängigkeit  von  anderen  beobachtbaren  phy- 
sikalischen Grössen.     Exner  Rep.  XX VI.  581-603. 

Man  bezeichne  mit  r  die  Siedewärme  unter  dem  Drucke  p 

in  Kilogrammen  und  bei  der  absoluten  Temperatur  T,  mit  P  das 

Holeculargewicht,   mit  d  das  specifische  Gewicht  bei  0^   mit  c 

und  a  die  specifische  Wftrme  und  den  kubischen  Ausdehnungs- 

coefficienten  beim  Siedepunkte,   mit  M  und  N  zwei  Constanten, 

deren  gemeine  Logarithmen  0,36222  und  6,27983  sind,  so  stellt 

der  Verf.  die  Formel  auf 

2T    ^,      Ndc 
r  =  — .Älog-^, 

welche  unter  gewissen  Voraussetzungen  in  die  von  Berthelot  und 
die  Ton  Schiff  für  r  gegebenen  Belationen  übergehen.  Im  ersten 
Capitel  wird  die  Anwendung  dieser  Formel  auf  mehrere  Flüssig- 
keiten dargethan;  im  zweiten  dagegen  werden  die  theoretischen 
Gründe  auseinandergesetzt,  welche  zu  ihrer  Entwickelung  ge- 
dient haben.  Lp. 

M.  Demjanoff.      Eine    Notiz    über    Fabrikschornsteine 

aus  Ziegeint     Nachrichten  des  prakt.  Technologischen  Instituts  sa 
8t.  Peteriborg.  1890.  1-32.  (Russisch.) 

Der  Verfasser  geht  von  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
und  den  bekannten  Formeln  der  mechanischen  Wärmetheorie  aus 
und  macht  die  Voraussetzung,  dass  die  Bewegung  der  Gase  im 

74* 
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Schornsteine  ohne  WftnneyerlaBt  vor  sich  geht  Dadurch  ge- 
langt er  zur  Relation 

faYk  =  a 

zwischen  der  Höhe  h  des  Schornsteines  nnd  der  Flftche  oi  seines 
Qaerschnitts;  a  bedentet  hier  eine  gewisse,  durch  die  Bedingun- 
gen des  Problems  bestimmte  Zahl. 

Indem  er  den  Wert  A  der  Gasmenge  bildet,  welche  in  der 
Zeiteinheit  durch  die  FIftcheneinheit  des  Schomsteinquerschnittes 
fliesst,  findet  er  noch: 

1)  dass  kein  absolutes  Maximum  der  Grösse  A  in  der  Hei- 
zung, insofern  dieselbe  von  der  Temperatur  abhängt,  existirt; 

2)  dass  A  in  der  Heizung  nur  relative  Maxima  haben  kann, 
welche  von  dem  in  der  Heizung  herrschenden  Verdflnnangsgrade 
abhftngen ; 

3)  dass  in  den  ersten  Augenblicken  nach  dem  Einwerfen 
frischen  Brennmaterials  die  Heizung  in  Bezug  auf  die  in  sie 
hineindringende  Luftquantitfit  sich  in  weniger  gflnstigen  Bedin- 
gungen befindet,  als  vor  dem  Anschttren; 

4)  dass  hohe  Schornsteine  besser  die  relativen  llaxima 
sichern  als  niedrige. 

Indem  der  Verf.  weiter  die  Bedingungen  der  Festigkeit  des 
Schornsteins  gegen  Winddruck  betrachtet,  gelangt  er  zum  folgen- 
den Ausdrucke: 

Beim  Heizen  mit  Steinkohle  soll: 

k  =  0,046  (^)*. 

beim  Heizen  mit  Holz  soll 

*  =  0.06  (-51)* 

sein,  wo  Q  in  Kubikmetern  die  Menge  der  fBr  das  Verbrennen 
des  Brennmaterials  per  Stunde  notwendigen  Luft  ist,  p  der  Wind- 
druck per  Quadratmeter  Fläche,  n  der  unschftdliche  Druck  per 
Quadratmeter  der  Ziegelmauer.  Bb. 


H.  Lorenz.     Theorie  der  Luftcompression  mit  Einspritz- 

kahlung.      CiviliDg.  (3)  XXXVI.  109-120. 
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Die  Abhandlang  beschäftigt  sich  mit  der  Theorie  der  Druck- 
lafianlagen,  bei  welchen  die  AbfUhrang  der  bei  der  Compression 
auftretenden  Wärme  durch  Einspritzung  von  Wasser  geschieht 
Da  dieses  Verfahren  zunächst  nur  bei  solchen  Anlagen  ange- 
wandt wurde,  bei  welchen,  wie  bei  Oesteinsbohrmaschinen  fttr 
Tannelbauten  und  Bergwerksanlagen,  unbegrenzte  Mengen  von 
Energie  zu  Gebote  standen,  so  legte  man  früher  kein  besonderes 
Gewicht  auf  eine  exacte  Theorie  und  eine  genaue  Berechnung 
des  Wirkungsgrades  einer  solchen  Anlage. 

In  neuerer  Zeit  jedoch,  wo  sich  die  Druckluftanlagen  als 
Mittel  zur  Eraftflbertragung  immer  mehr  Bahn  brechen,  ist  ein 
möglichst  hoher  Wirkungsgrad  und  damit  eine  genauere  Theorie 
wflnschenswert. 

Der  Verf.  bespricht  zuerst  kurz  die  frühere,  auf  Annahme 
einer  adiabatischen  Zustandsänderung  beruhende  Theorie  und  ent- 
wickelt  dann  seine  eigene  Theorie. 

Zunächst  wird  die  Gleichung  zwischen  der  Aenderung  der 
Temperatur  und  des  Volumens  aufgestellt.  Unter  Voraussetzung 
polytropischer  Gompression  wird  der  Wirkungsgrad  berechnet  und 
das  Gesetz  der  Eolbenbewegung  ermittelt,  welches  einer  solchen 
entsprechen  würde.  Zum  Schlüsse  wird  die  Eühlwassermenge 
bestimmt.  F.  E. 


R.  Mehmkb.      Graphische    Tafel    zar    Ermittelung    der 

LeistUDgen   von   Locomotiven.    Centralbl.  der  Baaverw.  X.  418. 

Man  kann  unter  Benutzung  der  Tafel  unmittelbar  die  Werte 
der  verschiedenen  bei  den  Locomotiven  in  Betracht  kommenden 
Grössen  ablesen.  F.  E. 


F.  Gbashof.     Theoretische  Maschinenlehre.     III,  5. 

Hamburg  a.  Leipzig.  L.  Voss.  641-892. 

Diese  Schlusslieferung  des  inhaltreichen  Werkes  über  die 
Kraftmaschinen  bringt  den  Abschluss  der  Theorie  der  Dampf- 
maschinen und  dann  (S.  74Ö-891)  die  Theorie  der  Luftmotoren. 

Sbt 
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D.  8.  Jacobus.  General  solntion  of  the  transmission 
of  force  in  a  steam  engine,  iocluding  friction,  accele- 
ration  and  gravity.    Anoais  of  Math.  v.  6d-88. 

Verf.  giebt  eine  allgemeinere  LöBung  des  Problems,  als 
sie  bisher  zu  Gebote  stand.  Er  setzt  voraus:  dass  der  Hittel- 
punkt der  Kurbelwelle  nicht  notwendig  auf  der  Linie  liegt,  auf 
der  sich  der  Gelenkzapfen  bewegt;  dass  diese  Linie  nicht  not- 
wendig horizontal  oder  vertical  ist;  dass  der  Schwerpunkt  der 
Pleuelstange  nicht  notwendig  auf  der  Linie  liegt,  die  die  Hittel- 
punkte des  Gelenk-  und  Kurbelzapfens  verbindet;  dass  die  Kurbel 
gleichmässig  rotirt;  dass  die  Masse  der  sich  bewegenden  Teile 
beliebig  verteilt  ist;  dass  zwischen  den  bewegten  Teilen  Reibung 
vorhanden  ist.  Sbt 

Weitere  Litteratur. 
W.  Wien.     Die    gegenwärtige    Lage    der    Energielehre. 

Natarf.  Ges.  BremeD.  LXIII.  45-47. 

N.  PiROGow.     üeber  das  Gesetz  Boltzmann's.    Phys.  Ge«. 

St.  Petersburg.    XXII.    1890.   44-83.  (RaBsisch.)     Siehe  Bxner's  Reper- 
torinm.  XXVII. 

N.  PiROGOW.      Die    Grundlebren    der    Thermodynamik. 

Phys.  Ges.  St.  Petersburg.  XXII.  1890.  173-220.  (Rassisch.) 

B.  Galitzine.      üeber  die  kritische  Temperatur.       Phys. 

Ges.  St.  Petersburg.  XXII.  1890.  264-268.  (Rassisch.) 

Zaremba.  Sur  un  probl^me  concernant  l'^tat  calorifique 
d'un^  Corps   solide   homogene   ind^fini.     Tb^se.      Paris. 

Gaatbier- Villars  et  Fils.  73  S.  4<>. 

N.  L.  S.  Carnot.  Reflexions  on  the  motive  power  of 
heat,    etc.     From    the    original    French.      Edited    by 

R.   H.   Thurston.       London.    Macmillan   and   Co.    [Natare  XLII. 
365-366.] 

R.  H.  Thurston.     Heat  as  a  form  of  energy.    Bostoo. 

E.  Pochmann.  ^Wärme  ist  nicht  Kälte  und  Kälte  ist 
nicht  Wärme*.  Wärme-Theorie  für  die  gesamte  or- 
ganische und  unorganische  Welt.    Lin«.  Fink.  25  s.  8^. 
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B.    Gastfaeorie. 

E.  P.  CuLVBRWELL.  Note  on  Boltzmann's  kinetic  theory 
of  gases  and  on  Sir  W.  Thomson'a  address  to  Section 
A,  British  Association,  1884.   Phi).  Mag.  (5)  xxx.  95-99. 

Boltzmann  hat  gezeigt,  dass  bei  jedwedem  Eraftgesetz  zwi- 
schen den  Teilchen  eines  Gases  die  Configuration  des  Gases  un- 
.  geändert  bleibt,  falls  die  Anzahl  der  auf  eine  besondere  Weise 
sich  bewegenden  Teilchen  zu  6~*^  proportional  ist,  wo  /  die  ge- 
samte Energie  eines  auf  jenem  Wege  sich  bewegenden  Teilchens 
ist.    Dies  wird  von  dem  Autor   eine   permanente  Configuration 
genannt.     Der  Beweis  dafür,  dass  ein  System  von  Teilchen,  das 
irgend  welche  gegebenen  Anfangsbedingungen  hat,  im  Verlaufe 
der  Zeit  sich  dieser  permanenten  Configuration  nähert,    ist  nie 
gegeben  worden,   obgleich  Thomson  in  dem  angezogenen  Vor- 
trage geäussert  hat,  er  glaube,  es  sei  streng  zu  beweisen,  dass 
die  ganze  Translations-Energie  eines  vollständig  elastischen  Mo- 
lecttls   endlich   durch   wiederholtes   Anprallen   in   Schwingungs- 
Energie  von  immer  höheren  Enotenteilungen  umgewandelt  wer- 
den müsse,   wenn  jedes  MolecQl  ein    continuirlicher   elastischer 
Körper  ist.    Wenn  dieser  Satz  bewiesen  wäre,    so  schlösse   er 
wahrscheinlich  in   sich,    dass  Boltzmann's   permanente   Configu- 
ration diejenige  ist,    welche  alle   dynamischen  Systeme  endlich 
annehmen.     Der  Verf.    behauptet  jedoch,   es  sei  unmöglich   zu 
beweisen,  dass,  wie  auch  immer  die  Anfangsbedingungen  seien, 
die  Wirkung  wiederholter  intermolecularer  Anpralle  dahin  ziele, 
die  Energie  unter  den  verschiedenen  Graden   der  Freiheit   aus- 
zugleichen, und  zwar  wegen  der  Eigenschaft  der  Umkehrbarkeit, 
welche   alle   vollständigen   und   rein   dynamischen  Systeme   er- 
füllen.    Der   permanente  Zustand   muss   eine   Folge   nicht   der 
^gegenseitigen  Einwirkung  der  MoIecQle  unter  einander,  sondern 
derjenigen  zwischen  den  MolecUlen  und  dem  Aether  sein. 

Gbs.  (Lp.) 
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S.  H.  BuBBURT.     On  some  problems  in  the  kinetic  theory 

Of  gases.    Phil.  Mag.  (5)  XXX.  298-317. 

In  dem  anfänglichen  Teile  dieses  Aufsatzes  wird  das  Gas 
entweder  als  in  Ruhe  oder  als  in  einfacher  Translation  befindlich 
angenommen,  Zustände,  von  denen  jeder  als  der  normale  ange- 
sehen werden  kann.  Ein  weiter  Gebrauch  wird  von  zwei  Varia- 
bein F,  Q  gemacht,  die  wie  folgt  definirt  werden:  V  bezeichnet 
die  Yectorgeschwindigkeit  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes 
zweier  MoIecQle,  deren  Massen  Jlf,  m  sind,  und  wird  ihre  gemein- 
same Geschwindigkeit  genannt.  Bezeichnen  ß,  r  die  Geschwin- 
digkeit bezw.  von  Jlf,  m  bezOglich  dieses  Schwerpunktes,  so  be- 
deutet Q  die  relative  Geschwindigkeit  von  M  und  m  derart,  da&s 

Jlf H  =  mr^    Q  :=:  R^r  ==  — — —  R  =  — ^ —  r.   Es  wird  gezeigt, 

tn  m. 

dass  in  MaxwelFs  Verteilung,  wenn  wir  alle  Paare  von  Mole- 
cUlen  Jlf  und  m  betrachten,  welche  die  gemeinsame  Geschwindig- 
keit V  und  die  relative  Geschwindigkeit  ß-f-r  haben,  fbr  ein 
gegebenes  V  alle  Richtungen  von  R  oder  r  gleich  wahrschein- 
lich sind;  und  dass,  wenn  die  Molecüle  bei  ihrem  gegenseitigen 
Treffen  wie  elastische  Kugeln  anprallen,  dann  ftlr  eine  gegebene 
Richtung  der  relativen  Geschwindigkeit  vor  dem  Treffen  alle 
Richtungen  nach  dem  Treffen  gleich  wahrscheinlich  sind.  Fol- 
gende zwei  Sätze  werden  bewiesen:  Jede  Verteilung  von  Ge- 
schwindigkeiten unter  den  Molecülen,  welche  der  Bedingung  ge- 
ntigt, dass  fttr  ein  gegebenes  V  alle  Richtungen  von  A  gleich 
wahrscheinlich  sind,  bleibt  ungestört  durch  Anpralle  oder  durch 
gegenseitige  Einwirkung  der  Molecüle  und  ist  daher  bei  Ab- 
wesenheit äusserer  Kräfte  stationär.  Und  umgekehrt,  keine  irgend- 
wie geartete  Verteilung  von  Geschwindigkeiten  unter  den  Mole- 
cülen bleibt  ungestört  durch  Anpralle  oder  gegenseitige  Einwir- 
kung der  Molecüle,  wofern  sie  nicht  der  Bedingung  genOgt,  dass 
für  ein  gegebenes  V  alle  Richtungen  von  R  gleich  wahrschein- 
lich sind.  Die  Beweise  erfolgen  zuerst  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Molecüle  als  elastische  Kugeln  zu  behandeln  sind,  und 
dann  unter  der  Annahme,  dass  die  beiden  Molecüle  M  und  m 
auf  einander  mit  endlichen  Kräften  einwirken.   Der  Beweis  fliesst 
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aus  dem  Nachweise,  dass  -^—  =  0,  wo 

H  =  fjydxdyd»{F(logF^l)  +  f(logf--l)}. 

Hierin  bedeutet  F(xj  y,  z)dxdydz  die  auf  die  Volumeneinheit  kom- 
mende Anzahl  von  MolecQlen  von  der  Masse  tf,  deren  Geschwin- 
digkeiten durch  Linien  vom  Ursprünge  nach  Punkten  inner- 
halb des  Elementes  dx  dy  dz  in  (a,  y,  2)  dargestellt  werden, 
f(x\y\%^dx^dy^dz*  die  entsprechende  Zahl  fQr  die  nt.  Danach 
werden  die  Störungen  betrachtet,  bei  denen  das  Gas  durch  die 
Einwirkung  äusserer  Ursachen  in  einem  von  dem  normalen  Zu- 
stande verschiedenen  Verhalten  verharrt.  Die  auf  die  Volumen- 
einheit kommende  Anzahl  von  Molecülen  von  der  Masse  M  mit 
Geschwindigkeiten,  die  durch  Linien  vom  Ursprünge  nach  Punk- 
ten innerhalb  des  Volumenelementes  w^dtodS  (bestimmt  durch 
den  Fahrstrahl  w  und  das  Eugelflächen-Element  dS)  dargestellt 
werden,  wird  in  der  Form  angenommen  F(ja)w*d(adS^  wo 

Hierin  sind  die  Y,-  auf  den  Ursprung  bezogene  Eugelfunctionen, 
die  Ci  Functionen  von  et;,  und  2Ci  Yi  ist  im  Vergleich  zur  Einheit 
eine  kleine  Grösse.  In  den  behandelten  Aufgaben  sind  die 
Kugel functionen  nur  von  der  ersten  und  zweiten  Ordnung.  Die 
Beispiele,  auf  welche  die  Anwendungen  sich  beziehen,  betrefifen 
die  Diffusion,  die  Wärmeleitung  in  einem  einzigen  Gase,  Zähig- 
keit eines  einzigen  Gases,  Beziehung  der  Diffusion  u.  s.  w.  zur 
Temperatur.  Das  folgende  Ergebnis  werde  angeführt :  Unter  der 
Annahme,  dass  die  Molecüle  als  elastische  Kugeln  behandelt 
werden  dürfen,  variirt  das  Verhältnis  der  Wärmeleitung  zwischen 
Punkten  gleichen  Drucks,  aber  ungleicher  Temperatur,  umgekehrt 
wie  zwischen  zwei  Systemen  mit  demselben  Drucke  und  direct 
wie  zwischen  zwei  Systemen  mit  derselben  Dichte,  proportional 
der  Quadratwurzel  aus  der  absoluten  Temperatur.    Gbs.(Lp.) 


P.   G.  Tait.     On  the  foundations  of  the  kiuetic  theory 

of  gases.  IV.     Ddinb.  TruoB.  XXXVI.  257-272, 
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Von  dieser  Abhandlung  war  bisher  nur  ein  Auszog  in  den 
Edinb.  Proc.  veröffentlicht;  sie  bringt  eine  Fortsetzufag  der  Un- 
tersuchungen des  Verfs.  Ober  die  Frage.  Cly.  (Lp.) 


A.  Ritter.  Beitrag  zur  Theorie  der  adiabatischen  Zu* 
Standsänderungen.     Dritte  Abteilung.      Wiedemann  Ann. 

XL.  356-369. 

Den  früheren  Untersuchungen  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  1193) 
war  die  Hypothese  der  discontinuirlichen  Zustandsänderung  zu 
Grunde  gelegt,  und  die  erhaltenen  Oleichungen  waren  sowohl 
auf  den  Fall  der  Compression  als  den  der  Expansion  angewandt 
worden.  Dabei  war  die  Frage,  bis  zu  welcher  Grenze  eine 
solche  Anwendung  zulässig  sei,  unerledigt  geblieben.  Verf.  geht 
nun  von  der  Annahme  einer  continuirlichen  Zustandsänderung 
aus  und  betrachtet  die  discontinuirliche  Aenderung  als  einen 
Grenzfall  der  ersten  insofern,  als  die  zur  Aenderung  notwendige 
Zeit  dann  bis  auf  0  abnimmt.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  HyjK)- 
these  der  discontinuirlichen  Aenderung  auf  die  Compression  un- 
bedenklich angewandt  werden  kann,  aber  nicht  auf  die  bei  der 
rückgängigen  Eolbenbewegung  eintretende  Expansion. 

Es  wird  ferner  die  Geschwindigkeit  berechnet,  die  der  Druck 
der  comprimirten  Luft  dem  zurückweichenden  Kolben  erteilen 
würde,  sowohl  für  den  Fall,  dass  kein  äusserer  Gegendruck  vor- 
handen ist,  als  unter  Berücksichtigung  desselben;  dabei  ergiebt  sieh, 
dass  selbst  bei  bedeutender  Grösse  des  Ueberdrucks  die  Wirkung 
des  atmosphärischen  Gegendrucks  nicht  vernachlässigt  werden 
dürfte.  Sbt 

N.  Schiller.  Ueber  die  verschiedenen  Formen  der 
Gleichung  des  gasförmigen  Zustandes,  wie  dieselben 
sich  nach  den  P^xperimenten  Thomson's  und  Joale's 
über    das   Abkühlen    der  Gase    beim  Ausfliessen    er- 

geben.        Arbeiten  der  VI II.  Versammlang  der  mss.   Naturforscher 
nnd  Aerzte.  1890.  St.  Petersburg.  Physik.  24*29. 

Indem   der  Verf.    annimmt,    dass  die  Geschwindigkeit   des 
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AoBfliesBeiiB  gering  genug  ist,  um  die  Veränderung  der  Energie 
der  sichtbaf-en  Bewegung  vernachlässigen  zu  können,  und  noch 
voraussetzt,  dass  dem  Gase  dabei  keine  Wärme  weder  mitgeteilt 
noch  entzogen  wird,  leitet  er  folgende  allgemeine  Gleichung  fttr 
den  Zustand  des  Gases  ab: 


^  =  </4l^^^+^^''))' 


wo  die  Buchstaben  folgende  Bedeutungen  haben:  v  ist  das  Vo- 
lumen der  Gewichtseinheit  des  Gases,  p  der  Druck,  0  die  abso- 
lute Temperatur,   C  die  Wärmecapacität  des  Gases  bei  constan- 

tem  Drucke,  -j-     das    mechanische    Wärmeäquivalent,    n    eine 

Constante,  die  von  der  besonderen  Beschaffenheit  des  Gases  ab- 
hängt, jP  und  f  sind  willkürliche  Functionen.  Bb. 


N.  ScHiLLBR.  lieber  eine  mögliche,  aus  den  Joule- 
Thomson'scben  Abktthlnngsversuclien  herzuleitende 
Form  der  Zustandsgleicbung  für  Gase.    Wiedemann  Ana. 

XL.  149-156. 

Aus  den  Abktlhlungsversuchen  von  Joule  und  Thomson,  die 
zwischen    den    Druck-   und   Temperaturänderungen   dp  und  dd 

die  Beziehung  d6  =  -zr^P  ergeben,  wird  folgende  Zustandsglei- 
cbung abgeleitet: 

V   = 


p  3A.0' 

(C^  bedeutet  die  Wärmecapacität  bei  constantem  Druck,  und 
zwar  f&r  einen  gewissen  Druck  p^  und  eine  gewisse  Tempera- 
tur 0^]  A  ist  das  Wärmeäquivalent  der  Arbeitseinheit).  Giebt 
man  einer  bei  der  Integration  auftretenden  willkürlichen  Func- 

R                        R 
tion  f(p)  statt   der  Form  —  die  andere |-y,   wo  Ä  und  y 

Constanten  bedeuten,  so  heisst  die  Zustandsgleichung: 

Ä.e        n.fi     , 
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Die  Clausius'sche  Gleiohung  lautet  in  einer  der  vereinfaehten 
Formen : 

R0  C      , 

Der  Unterschied  liegt  nur  darin,  dass  o  durch  y.O  ersetzt  ist; 
das  von  den  Capillarkräften  herrQhrende  Glied  ist  in  beiden 
Gleichungen  von  derselben  Form.  Die  etwas  abgeänderte  Glau- 
sius'sche  Gleichung,  die  in  vollständiger  Form  also  lauten  würde: 

entspricht  durchaus  den  Joule-Thomson'schen  Versuchen,  während 
die  Gleichung  von  Van  der  Waals 

oder  einfacher: 

RO         b     , 

grössere  Abweichungen  ergiebt. 

Nach  den  Untersuchungen  von  Natanson,  der  die  Versuche  von 
Joule  und  Thomson  wiederholte  (Wiedemann  Ann.  XXXI),  wäre 

im  Einklänge  mit  diesem  Ergebnis  stände  folgende  Form  der 
Zustandsgieichung : 

Sbt 

B.  Galitzine.     Ueber  das  Dalton'sche  Gesetz.   WiedemMn 

Ann.  XLI.  588-626,  770-800;    Gott.  Nachr.  1890.  22-29;    Dias.  Str«as« 
bürg.  160  S.  8°. 

Nach  einer  historischen  Uebersicht  über  die  froheren  auf 
das  Dalton'sche  Gesetz  bezüglichen  Arbeiten  beschreibt  der  Verf. 
die  Experimentaluntersuchungen ,  die  er  im  Interesse  der  Frage 
nach  der  Anwendbarkeit  und  des  Gültigkeitsbereiches  jenes  Ge- 
setzes angestellt  hat.     Es  wurde  die  Spannkraft  des  gesättigten 
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Dampfes  von  Wasser,  Aethylätber  und  Chlorätbyl  in  lufterfttUten 
Bäumen  untersucht,  und  aus  diesen  Versuchen  ergab  sich :  1)  dass 
z.  B.  die  Spannkraft  des  Wasserdampfes  in  Lnft  sich  von  der- 
jenigen im  leeren  Baume  auch  bei  Temperaturen  bis  100*  nur 
wenig  unterscheidet;  2)  dass  die  Absorption  des  Wasserdampfes 
durch  die  Oeftsswände  in  langen  und  engen  Gefässen  dessen 
Spannkraft  beträchtlich  vermindert.  (Hierin  hatte  schon  Begnault 
den  Grund  für  die  beobachteten  Abweichungen  vom  Dalton'schen 
Gesetze  gesehen.)  Versuche  über  die  kritische  Temperatur  von 
Gasgemischen  (Aceton  mit  Aethyläther  sowie  Schwefelkohlenstoff 
mit  Aethyläther  in  verschiedenen  Mischungsverhältnissen)  führten 
zu  dem  Ergebnis,  dass  die  beobachteten  Beträge,  um  welche  die 
kritische  Temperatur  bei  der  Anwesenheit  eines  anderen  Gases 
erniedrigt  wurde,  erheblicher  waren  als  die  nach  einer  Formel 
von  Fawlewski  berechneten  Werte. 

Die  bei  den  Gasen  beobachteten  Abweichungen  vom  Mariotte- 
Gay-Lussac'schen  sowie  vom  Dalton'schen  Gesetze  haben  einen 
doppelten  Grund:  zunächst  die  innere  Cohäsion,  zu  der  bei  Gas- 
gemischen noch  eine  „ wechselseitige  Cohäsion"  (Einwirkung  der 
Molecttle  der  verschiedenen  Gasarten  auf  einander)  hinzukommt; 
Bodann  die  räumliche  Ausdehnung  der  MoIecOle,  die  die  mittlere 
Weglänge  verkleinert  und  den  Druck  des  Gases  etwas  erhöht 
(also  von  entgegengesetzter  Wirkung  ist  wie  die  innere  Cohä- 
sion). In  dem  theoretischen  Teile  der  vorliegenden  Arbeit  sucht 
nun  der  Verf.  mit  Hülfe  der  kinetischen  Gastheorie  das  Verhal- 
ten von  Gasgemischen  zu  bestimmen,  was  für  einfache  Gase  ja 
schon  von  mehreren  Autoren  geschehen  ist.  Für  die  innere  Co- 
häsion eines  einfachen  Gases  hat  Clausius  die  Formel  gegeben: 

a  1 


'•=    T 


(f + k) 


% 


Hier  bedeuten  a  und  ß  Constanten,  T  ist  die  absolute  Tem- 
peratur, V  das  Volumen,  v^  dasjenige  bei  0^.  Wenn  nun  die 
Indices  1  und  2  sich  auf  die  einzelnen  Bestandteile  eines  Gas- 
g'emisches  beziehen,  und  wenn  z.  B.  i4„  die  Grösse  bedeutet, 
um  welche  der  Partialdruck  des  zweiten  Gases  durch  die  wech- 
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selseitige  Cobäsion  zum  ersten  Gase  vermindert  wird,  so  sind 
die  Resultate  der  vorliegenden  Untersuchung  durch  folgende 
Gleichungen  auszudrficken: 


a.  1  ,  a 


^M  "~  ~T^'  r   -,  TFj     -^i  — 


Sl 


T 


(Ä+'')  ^'  '  (ööT+'-r 


a.  1  .  a 


yl  .ZI..   I .  A  


it 


Dabei  ist 


(»,). 


Nachdem  auch  der  Einfluss  der  Molecularausdehnung  theo- 
retisch bestimmt  ist,  erhält  der  Verf.  folgende  Schlussformeln 
für  den  Partialdruck  p,  und  p,  eines  jeden  der  beiden  Gase: 

bj  und  63,  Aj  und  ß,  sind  ftlr  jedes  einzelne  Gas  als  bekannt 
anzusehen;  &„  und  6,1  sind  durch  folgende  Gleichungen,  in 
denen  m,  und  m,  die  Massen  der  Molecfile  bedeuten,  bestimmt; 

Ä  _  i^  i/^r±E  /^fe+fey 

'*   -    (t',)«     "^      2m,     •  V         2         /  ' 

Die  Prtlfung  der  Theorie  an  Beobachtungsergebnissen  von  An- 
drews, Guglieimo  und  Musina,  sowie  von  Braun  zeigt  befriedi- 
gende Uebereinstimmung  mit  den  gefundenen  Werten. 

Für  die  durch  Anwesenheit  eines  anderen  Gases  geänderte 
kritische  Temperatur  ergiebt  sich  die  Formel: 

Sbt 
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A.  J.  SwABT.      De    wetten    der   dissocieerende    gassen. 

Dies.  Hoom.  Kapteyn  &  Co.  132  8. 

Die  Dissertation  ist  als  Beantwortung  einer  Preisfrage  ent- 
standen, die  von  der  naturphilosophischen  Facultfit  der  Univer- 
sität zu  Amsterdam  ausgeschrieben  war. 

Sie  handelt  über  die  Dissociationsgesetze  in  Gasen  mit 
Berilcksiehtigung  des  Volumens  und  der  Attraetion  der  Molecflie. 
Der  erste  Abschnitt  giebt  einen  historischen  Ueberblick  über  den 
Gegenstand  und  behandelt  dabei  die  späteren  Untersuchungen 
über  die  Abweichungen  von  dem  Boyle-Gay-Lussac'schen  Gesetze. 
In  den  folgenden  Abschnitten  entwickelt  der  Verfasser  seine 
eigenen  theoretischen  Untersuchungen,  welche  sich  auf  die  Van 
der  Waals'sche  Theorie  stQtzen.  So  behandelt  er  nach  einander 
die  Gleichung  der  Isothermen  und  die  Anwendung  auf  die  Ge- 
schwindigkeit des  Schalles,  auf  die  Spannung  des  gesättigten 
Dampfes  und  der  specifischen  Wärme.  Die  Resultate  der  mit 
vieler  Sorgfalt  entwickelten  Formeln  werden  mit  den  Versuchs- 
ergebnissen verschiedener  Physiker  und  Chemiker  verglichen 
und  die  Abweichungen  erklärt.  G. 


G.  Gboss.     Zar  Diffusion  der  Gase.     Wiedemann  add.  zl. 

424-437.  (Anszng  aus  Dias.  DresdeD  1889). 

Es  wird  eine  Formel  für  den  Diffusionscoefficienten  aufge- 
stellt unter  der  Annahme,  dass  eine  Flüssigkeit  in  ein  Gas  ver- 
dampfe, und  gezeigt,  dass  die  neue  Formel  das  vorliegende 
Beobachtungsmaterial  besser  darstellt,  als  die  von  0.  £.  Meyer. 
Die  Betrachtung  wird  dann  erweitert  auf  den  allgemeinen  Fall, 
vro  ein  Flüssigkeitsgemisch  in  ein  Gasgemisch  verdampft. 

Br. 

A.  Pazienti.      Considerazioni  generali  intorno  alla  ter- 
modinamica.  (Continuazione).     Ven.  ist.  Mem.  zxiii.  5  -  7, 

115-117,  131-133,  147-150. 

Die  Arbeit  enthält   vergleichende  Untersuchungen   der   auf 
theoretischem  und  experimentellem  Wege  gewonnenen  Resultate, 


1184  XI.  AbBchnitt    MathemtitiBche  Physik. 

sofern  sie  die  Ausdehnung  der  Gase  und  die  Fortpflanzung  der 
Schallwellen  in  gasförmigen  Körpern  betreffen.  Sbt 


J.  Arbbs.  Die  Grundformeln  der  dynamischen  Gas- 
theorie mit  Rücksicht  auf  die  Schallgeschwindigkeit 
in  der  Luft,    KomoUu.  17  S.  8«. 


J.  Lemoinb.  Calcul  de  l'accroissement  de  l'^nergie  in- 
terne de  I'unit^  de  masse  d'un  gaz  qui  passe  de  la 
pression  p  k  la  pression  p'  sans  travail  ext^rieur  et 
Sans  Variation  de  tempdrature.    Aimeida  J.  c^}  ix.  99-ioa 


C.    Wärmeleitung  und  Wärmestrahlung. 
P.  Appell.     Sur    la   th^orie    de   la    chaleur.      C.  &  ci^ 

1061-1063. 

Bei  den  Problemen  der  Wärmeleitung  lässt  sich  mittels  der 
Fourier'schen  Formeln  die  Temperatur  für  jeden  folgendeo 
Augenblick  berechnen,  wenn  sie  fflr  einen  Anfangszustand  ge- 
geben ist.  Hier  wird  nun  (für  ein  einfaches  Beispiel)  untersnehL 
ob  dieser  Anfangszustand  als  die  Folge  eines  bestimmten  frAherea 
Zustandes  angesehen  werden  kann.  Verf.  findet,  dass  dies  nur 
dann  zutrifft,  wenn  die  anfängliche  Temperaturverteilung  eise 
ganze,  transcendente  Function  der  Coordinaten  ist. 

Es   folgen   dann   noch  einige  Bemerkungen  Ober  die  Girr 

chung  ^  =  *3~tj  oder,  wie  Verf.  sie  schreibt: 

ö'ii       du      -. 

Wenn   f(x,  y)   eine   Lösung   der   Gleichung   ist,   so    sind   sae^ 
f(aic4-6,  o'y+c)  und  -^.e  ^  f\^ — , j  Lösungen  dersdbes. 
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Jede  iD  Bezug  auf  x  und  y  ganze  Lösung  ist  linear  zusammen- 
gesetzt aus  Polynomen  Vy(aDj  y),  die  definirt  sind  durch  die 
Identität: 

Endlich  gilt  (dem  Green'schen  Satze  in  der  Potentialtheorie 
analog)  die  Gleichung 

//  (ud'v-'e3u)dxdy  =J  (j*^ e ^Jdy—u.vdx^ 

^od'r  =  ^  +  g^.  Sbt. 

M.  J.  BoussiNBSQ.  Calcul  des  temp^ratures  successives 
d'nn  milien  homogene  et  atbermane  indöfini,  qne 
sillonne  une  source  de  chaleur.     G.  B.  cx.  1242-1244. 

Wenn  eine  Wärmequelle  ein  unendlich  ausgedehntes  homo- 
genes und  athermanes  Mittel  von  m  Dimensionen  durchschreitet, 
labei  zur  Zeit  t  sich  an  der  Stelle  ($,  fj, ...)  befindet  und  fOr 
lie  Zeiteinheit  eine  veränderliche,  bekannte  Wärmemenge  F(t)  ver- 
msgabt,  so  ist  die  Temperatur  zur  Zeit  I  im  Punkte  {xj  y,  ...), 
ler  von  ($,17,...)  die  Entfernung  r  hat,  gegeben  durch  die 
i^ormel : 

(2^)-      Jli     iVt-rr 

Sbt. 


).   Chwolson.     Üeber    die    Abhängigkeit    der    Wärme- 
leitangsföhigkeit  von  der  Temperatur.    M^moiresderAcad. 

Imp^r.  des  Sc.  de  St  Pöterab.  (7)  XXXVII.  N.  12.  38  p.  1890. 

Cap.  III  dieser  Arbeit  enthält  eine  Untersuchung  der  statio- 
Iren  Wärmeverteilung  in  einem  Cylinder  fttr  den  Fall,  dass 
e  Temperatur  um  die  Aze  symmetrisch  verteilt  ist.  An  den 
rundflftehen  ist  die  Temperatur  gegeben  als  Function  von  r 
jntfemuDg  von  der  Axe).  Die  Losung  des  Problems  f&hrt  be- 
inntlich  zu  der  transeendenten  Gleichung 

(1)        U,{i)  =  c7.(i5), 

ForUchr.  d.  Math.  ZXU.  S.  75 
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WO   cs=R—  (R  Radios  des  CylinderqaerschDittes,  h  ftussere, 

ff 

k  innere  Leitungsfähigkeit);  J^  und  J^  sind  die  BesserscheD 
Functionen  mit  den  Indices  Null  und  Eins.  Die  Wurzeln  der  Olei- 
chang  (1)  gehen  in  die  Lösung  ein.  Von  besonderer  Wichtigkeit 
ist  die  kleinste  Wurzel  ;s,.  Die  Grösse  c  ist  klein;  flir  ge- 
schwärztes Kupfer  und  ß  =  13  ist  c  etwa  0,0007.  Ein  Nähe- 
rungswert, der  wohl  stets  genügt,  ist 


^  =  v: 


8c 


4  +  c 


Derselbe  giebt 


•'oC».)  =  (i4t)  • 


4+c 


wofür  auch  -^3- —  gesetzt  werden  kann. 


Genauer  ist 


_       12-f6c     ,/    8c 


d 


12+6c+c'  '4+c 

Die  übrigen  Wurzeln  »4  unterscheiden  sich  mit  wachseodem 
t  immer  weniger  von  den  Wurzeln  der  Gleichung  J,(a)=0. 
Für  c  =  0,01  sind  die  Grössen:  9,  =  3,83432,  s,  =  7,01702, 
»,  =  10,17444,  »,  =  13,32445,  »,  =  16,4711,  ä,  =  19,6166. 

Es  sei  <o  die  Temperatur  im  Centrum  und  I'  die  an  der 
Peripherie  eines  Querschnittes.  Für  nicht  äusserst  schlechte 
Wärmeleiter  ist 

Bb. 

O.  Chwolson.     üeber  einen  Fall  von  variabler  Tempe- 
raturverteilung in  einem  Stabe.    EznerRep.  XXYL  150-ld7. 

Um  die  äussere  Leitungsfähigkeit  eines  Stabes  zu  stodireo, 
kann  man  denselben  der  ganzen  Länge  nach  bis  zu  einer  ge- 
wissen Temperatur  erwärmen  und  dann  die  allmähliche  Äbkfih- 
lung  beobachten.  Die  gleichförmige  Erwärmung^  eines  laogeo 
Stabes  ist  nicht  so  ganz  leicht  zu  erreichen,   und  der  Verfasser 
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stellte  sich  daher  die  Frage,  ob  dieselbe  nicht  durch  eine  künst- 
lich erzeugte,  genau  bekannte,  stationäre,  aber  ungleichförmige 
Wärmeverteilung  ersetzt  werden  könnte.  Indem  nun  angenom- 
men t?ird,  die  Temperatur  des  Stabes  von  der  Länge  /  sei  an 
den  Enden  T,  in  der  Mitte  T^  (Ueberschuss  über  die  der  um- 
gebenden Luft)  bei  der  anfänglichen  Wärmeverteilung,  wenn  der 
stationäre  Zustand  erreicht  ist,  berechnet  der  Verf.  die  Zeit,  nach 
deren  Verlauf  die  fernere  AbkQhlung  demselben  Gesetze  folgt, 
das  fBr  den  Fall  der  anfänglich  gleichförmigen  Erwärmung  gilt. 

Lp. 

6.  Jäger.     Ueber  die  Wärmeleitungsfahigkeit  der  Salz- 
lösungen.   Wien.  Ber.  XGIX.  246-265. 

Die  zur  Ermittelung  der  Wärmeleitungsfähigkeit  der  Salz- 
lösungen nach  verschiedenen  Methoden  angestellten  Versuche 
werden  beschrieben  und  deren  Resultate  mitgeteilt.  Aus  diesen 
ergiebt  sich,  dass  sämtliche  Losungen  die  Wärme  schlechter  leiten 
als  Wasser,  und  dass  die  Verminderung  der  Leitungsfähigkeit 
dem  Salzgehalte  direct  proportional  ist 

Verf.  hat  auch  den  von  H.  F.  Weber  aufgestellten  Satz: 
dass  durchsichtige,  nicht-metallische  Flüssigkeiten  bei  gleicher 
Temperatur  nahezu  die  gleiche  Leitungsfähigkeit  haben,  geprüft 
und  durchaus  bestätigt  gefunden. 

Bei  der  Untersuchung  von  Lösungsgemischen  ergab  sich  das 
Gesetz:  Ein  in  Wasser  gelöstes  Salzgemenge  erniedrigt  die 
Wärmeleitungsfahigkeit  des  Wassers  um  einen  Betrag,  welcher 
gleich  der  Summe  der  Verminderungen  ist,  die  jedes  einzelne 
Salz  für  sich  bewirkt.  Sbt. 


W.  Eichhorn.      Ueber    die  Abhängigkeit    der   Wärme- 
leitung der  Gase  von  der  Temperatur.    Wiedemann  Ana. 

XL.  697-719. 

Für  die  Temperaturcoef&cienten  der  Wärmeleitungsfähigkeit 
der  Gase  hatte  Schleiermacher  (Wiedemann  Ann.  XXXIV)  beträcht- 
lich grössere  Werte  erhalten,  als  fräher  Winkelmann  nach  ver- 

76* 
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schiedenen  Methoden  f&r  Luft,  Wasserdampf  und  Kohlenaftare  ge- 
funden hatte.  Der  Verf.  hat  Winkelmann's  Versuche  nach  deaaen 
erster  Methode  mit  Apparaten  aus  dem  neuen  Jenenaer  Glas 
wiederholt  und  die  Untersuchung  auch  auf  Aethylen  ausgedehnt. 
Er  findet  Winkelmann's  Resultate  im  wesentlichen  bestätigt  und 
erklärt  die  Abweichungen  in  Schleiermacher's  Zahlen  dadurch, 
dass  dieser  fflr  die  Wärmeleitungsfähigkeit  nicht  einwurfafreie 
Werte  benutzt  habe.  Die  Goefficienten  sind  für  Luft  und  Wasser- 
stoff 0,002045,  Kohlensäure  0;003732,  Aethylen  0,004714;  oder, 
wenn  die  Zahlen  mit  Rücksicht  auf  die  Veränderlichkeit  der  spe- 
cifischen  Wärmen  des  Glases  und  des  Quecksilbers  corrigirt  wer- 
den: 0,00199;  0,00367;  0,00445.  Sbt, 


J.  Edler.  Untersuchungen  über  die  Abhängigkeit  der 
Strahlung  der  Wärme  und  der  Absorption  derselben 
durch  Glimmerplatten  von  der  Temperatur.   Wiedemmao 

Ann.  XL.  581-560. 

Verf.  benutzte  als  strahlende  Fläche  ein  breites  Thermoele- 
ment (am  besten  erwies  sich  ein  Eisen-Neusilber-Element),  das 
an  der  Lötstelle  erwärmt  wurde,  und  bestimmte  die  Temperatur 
der  Lötstelle  aus  der  Intensität  des  erregten  Stromes.  Die  Strah- 
lung wurde  mittels  einer  Thermosäule  aus  45  Wismut-Antimon- 
Elementen  gemessen.  An  den  erhaltenen  Resultaten  wurden  das 
Strahlungsgesetz  von  Stefan:  S=fc(T}— J^)  und  das  von  Weber: 
S  =  k.Te^^  geprüft,  und  es  stellte  sich  heraus,  dass  der  Wert 
von  k  sich  nicht  constant  erhielt,  sondern  dass  der  nach  dem 
ersten  Gesetz  berechnete  Wert  etwas,  der  nach  dem  zweiten  aber 
recht  beträchtlich  mit  wachsender  Temperatur  zunahm.  Dagegen 
bewährte  sich  ein  vom  Verf.  aufgestelltes  Gesetz:  5  =  i.f.e^ 
oder  logS  — log/  ?=  «  +  a<  (»  =  log*,  a  ==  aloge)  recht  gut;  die 
Schwankungen  in  dem  Werte  von  x  waren  so  ^lein,  daaa  sie 
ganz  wohl  durch  Beobachtungsfehler  erklärt  werden  könnten, 
und  auch  o  ergab  sich  als  hinreichend  constant  n  war  am 
grössten,  wenn  die  strahlende  Fläche  berusst  war,  kleiner,  wenn 
sie  mit  Eisenoxyd,    und  am  kleinsten,   wenn  sie  mit  Zinkweiss 
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flbersogen  war;  und  das  stimmt  mit  den  Beobachtungen  von 
Melloni,  Knoblauch  u.  a.  ttberein.  —  Die  Formel  genttgte  auch 
den  Beobachtungen  von  anderen  Physikern :  aus  einer  Versuchs- 
reihe von  Rossetti  z.  B.  ergab  sich  a  =  0,0020350,  x  —  0,46721, 
und  die  mit  diesen  Zahlen  aus  der  Formel  berechneten  Strah- 
lungswerte  stimmten  gut  mit  den  beobachteten  Werten. 

Verf.  Hess  bei  seinen  Versuchen  auch  die  Wärmestrahlen 
dureh  swei  verschieden  dicke  Olimmerplatten  hindurchgehen,  um 
festzustellen,  ob  die  Absorption  der  Strahlen  von  der  Tempera- 
tur der  Wärmequelle  abhängig  sei.  Es  zeigte  sich,  dass  das 
Verhältnis  der  durchgehenden  Wärmemenge  zu  derjenigen,  die 
der  Thermosäule  ohne  Absorption  zugestrahlt  wurde,  mit  der 
Temperatur  stetig  zunahm.  Das  Ergebnis  steht  mit  dem  von 
Melloni  im  Einklänge,  während  Knoblauch  zu  dem  entgegenge- 
setzten Resultate  gelangt  war.  Sbt. 


J.  ToBBLL.      üeber    die   Ursachen    der  Lauferw'armang 

beim   Feuern.      Mitt.  üb.  Art.  q.  Gen.  XXI.  401-432. 

Die  von  dem  Verfasser  angestellten  Untersuchungen  führen 
mit  ziemlicher  Sicherheit  zu  dem  Schlüsse:  Von  den  verschiede- 
nen Wärmequellen,  welche  die  Erwärmung  des  Laufes  beim 
Schusse  bedingen,  hat  die  Mitteilung  von  Seite  der  Verbren- 
nungsproducte  den  grössten,  die  Reibung  zwischen  Geschoss  und 
Lauf  minderen  Anteil;  die  anderen  Wärmequellen  sind  sehr 
untergeordnet  und  dürften  für  Handfeuerwaffen  wohl  kaum 
1  Proc.  der  gesamten  in  den  Lauf  gehenden  Wärme  darthun. 
Insbesondere  hat  die  von  Longridge  nachdrücklich  verteidigte 
Wärmeerzeugung  durch  Stoss,  oder  die  Umwandlung  der  Form- 
änderungsarbeit des  Laufes  in  Wärme,  nur  eine  geringfügige 
Bedeutung.  Lp. 

J.  Stefan.     Ueber  die  Theorie  der  Eisbildung.    Monatsh. 

f.  Math.  I.  1-5. 

Der  Verf.  behandelt  das  Problem,  den  thermischen  Zustand 
und  die  Dicke  des  Eises  zu  bestimmen,  wenn  angenommen  wird. 
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dass  yon  einem  bestimmten  Zeitpunkte  ab  eine  aaf  0*  abgekfihlte, 
ungestörte  Wassermasse  an  ihrer  Oberfläche  zu  frieren  beginne, 
und  wenn  die  Temperatur  an  der  Oberfläche  als  Function  der 
Zeit  t  gegeben  ist.  Die  Aufgabe  wird  in  der  Fonrier'sehen  Fonn 
aufgestellt  und  im  allgemeinen  Falle  durch  eine  unendliche  Dop- 
pelreihe mit  zwei  willkQrliehen  Functionen  der  Zeit  integrirt. 
Die  eine  willkflrliche  Function  ist  die  Temperatur  an  der  Ober- 
fläche. Die  Bestimmung  der  anderen  aus  der  Grenzbedingnng 
an  der  unteren  Fläche  gelingt  nur  in  den  beiden  Fällen,  wo  die 

Temperatur  an  der  Oberfläche  constant  und  wo  sie  =  — (e** — 1) 

ist.  Im  ersten  Falle  wächst  die  Eisdicke  proportional  der  Qna- 
dratwurzel  aus  der  Zeit,  im  zweiten  der  Zeit  direct  proportional. 
Es  folgen  erweiternde  Betrachtungen  f&r  den  Fall,  wo  das  Wasser 
zu  Anfang  nicht  auf  0°  abgekühlt  war.  Br. 


S.  P.  Langley  and  F,  W.  Vary.     The  temperature   of 

tbe   MoOD.     Phil.  Mag.  (5)  XXIX.  31-54. 

Der  Inhalt  dieser  Abhandlung  hat  eher  ein  physikalisehes 
als  ein  mathematisches  Interesse,  ist  aber  in  jener  Beziehnng 
yon  sehr  grosser  Bedeutung.  Es  dürfte  sich  verlohnen,  das 
Hauptergebnis  der  Untersuchungen  nach  der  Schätzung  der  Ver- 
fasser anzufahren,  nämlich  dass  die  mittlere  Temperatur  der  von 
der  Sonne  belichteten  Mondfläche  viel  niedriger  ist,  als  man  an- 
genommen hat,  und  wahrscheinlich  den  Nullpunkt  unserer  Ther- 
mometer (C  oder  Ä)  nicht  bedeutend  übertrifft.         Gbs.  (Lp.) 
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Zwölfter  Abschnitt 

Geodäsie,  Astronomie,  Meteorologie. 

Capitel  1. 

Geodäsie. 
W.  Jordan.      Handbuch    der   Vermessungskunde.     III. 

3.    Auflage,     stattgart.  J.  B.  Metzier.  VIII  n.  549  4-498.  8<>. 

Die  beiden  ersten  Bände  der  3.  Auflage  des  bekannten 
Jordanischen  Handbuchs  der  Vermessungskunde  sind  bereits  in 
den  F.  d.  M.  XX.  1888.  1227-1228  besprochen  worden.  Der 
vorliegende  III.  Band  behandelt  die  Landesvermessung  und  die 
Orundaufgaben  der  Erdmessung  und  umfasst  in  erweiterter 
Form  ungefähr  dasselbe  Gebiet,  wie  der  II.  Band  der  2.  Auflage 
von  1877.  Die  ersten  sieben  Capitel  enthalten  die  Technik  und 
die  mathematischen  Theorien  der  Triangulirungen  erster  Ord- 
nung mit  den  Coordinatensystemen  für  Landesvermessungen. 
Sie  werden  jedem,  der  mit  solchen  Arbeiten  zu  thun  hat,  einen 
ausgezeichneten  Wegweiser  nach  jeder  Richtung  hin  abgeben. 
Die  in  den  Gapiteln  VIII  bis  XII  betrachteten  Grundlagen  der 
neueren  Erdmessungstheorien  werden  dagegen,  trotzdem  Verf. 
häufig  auch  eigene  Wege  wandelt,  dem  wissenschaftlichen  Geo- 
däten Helmert's  Werk  nicht  ersetzen  können.  Den  Schluss  bil- 
den 17  besonders  paginirte  numerische  Hülfstafeln.         Bö. 
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W.  Jordan.  L'arte  di  misurare.  Parte  I.  Calcoli  di 
compensazione  col  sistema  dei  minimi  quadrati.  Tra- 
duzione   sulla   3^   edizione   originale  di  E.  Ferrero  e 

M.    Albenga.     Torino.  Loescher.  XI  +  a41n.[10]&     (Die  leutereo 
enthalten  numerische  Tabellen.) 


A.  Baule.     Lehrbuch   der  Vermessungskunde.       Leipzig. 

B.  6.  Tenbner.  X  u.  404  S.  8^ 

Im  Vergleich  zu  andern  Lehrbüchern  der  Vermessangskonde 
(Bauernfeind,  Jordan  u.  s.  w.)  besitzt  das  vorliegende  nur  einen 
massigen  Umfang.  Der  Verf.,  Professor  an  der  Forstakademie 
zu  Münden,  hat  sich  bestrebt,  in  möglichst  knapper  Form  alles 
zu  besprechen,  was  für  den  Landmesser,  Techniker,  Forstoiann, 
Militär  zur  Ausführung  von  Vermessungen  zu  wissen  notwendig 
ist.  lieber  die  Ausgleichungsrechnung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  giebt  er  indessen  nichts,  während  ein  Lehr- 
buch der  Vermessungskunde  unbedingt  Anweisungen  fllr  die 
Discussion  und  die  Kritik  der  Beobachtungen  geben  muss.  Ebenso 
vermisst  Ref.  eine  Anleitung  zur  Berechnung  und  UebertriEigang 
geographischer  und  geodätischer  Coordinaten,  Operationen,  die 
jedem,  der  eigene  Vermessungen  an  die  allgemeinen  Landes- 
vermessungen nach  den  vorhandenen  Vorschriften  anzaschlieBsen 
hat,  geläufig  sein  müssen.  Wenn  daher  auch  die  Absicht  des 
Verfs.,  für  den  Fachmann,  z.  B.  den  Landmesser,  ein  Lehrbuch 
zu  schreiben,  nicht  erreicht  ist  und  der  Sachlage  nach  aof  so 
wenig  Raum  nicht  erreicht  werden  konnte,  so  glaubt  Ref.  gleich- 
wohl, das  Buch  allen  denen,  für  welche  die  Vermessungskunde 
nur  Nebenfach  ist,  wie  z.  B.  den  Forstmännern,  empfehlen  zu 
dürfen. 

Das  Buch  zerfällt  in  drei  Abteilungen.  Nach  einer  kurxen 
historischen  und  orientirenden  Einleitung  giebt  die  erste  Ab- 
teilung die  Lehre  von  den  Messinstrumenten,  die  zweite  die  Lehre 
von  den  Messungen,  und  die  dritte  enthält  die  Elemente  der 
Lehre  vom  Planzeichnen. 

Für  den  vom  Ref.  eingeschränkten  Leserkreis  ist  die  erste 
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Abteilung  besonders  von  Wert.  Zwar  werden  nur  Typen  der 
Hauptinstrumente  beschrieben  und  abgebildet,  dieselben  aber  in 
ihren  einzelnen  Bestandteilen  und  deren  Anwendung  ausführlich 
behandelt.  Hier  ist  als  charakteristisch  der  Schlussparagraph 
zu  erwähnen,  der  Vorschriften  über  die  Behandlung  der  Instra- 
mente in  und  ausser  dem  Gebrauche  giebt.  Den  Inhalt  des 
zweiten  Abschnittes  bildet  die  Besprechung  der  einfachsten 
geodätischen  Operationen  in  ganz  elementarer  Form  und  durch 
Beispiele  erläutert.  Ein  Anhang  enthält  eine  Reihe  von  Fragen, 
wie  sie  wohl  dem  Forstcandidaten  im  Examen  yorgelegt  werden 
können,  zugleich  mit  dem  Hinweis  auf  die  Seiten  des  Buches, 
wo  dieselben  behandelt  sind.  Bö. 


J.  LOroth.     lieber  die  Bestimmung  der  Erdgestalt  durch 
Verbindung    von    astronomisohen    und    geodätischen 

Messungen.    Jordan  Z.  f.  Y.  XIX.  353-362. 

Vermittelst  der  astronomisch  bestimmten  Breiten  und  Längen 
kann  man  die  Erdoberfläche  auf  eine  andere  beliebige  Fläche, 
die  Bildfläche,  derart  abbilden,  dass  die  Lotlinie  des  Erdortes 
und  die  Normale  des  entsprechenden  Ortes  der  Bildfläche  parallel 
werden.  Die  entsprechenden  Heridianebenen  sind  dann  eben- 
falls parallel.  Jeder  Tangente  in  einem  Erdorte  O  kann  ferner 
eine  Tangente  im  entsprechenden  Punkte  o  der  Bildfläche  in 
bestimmter,  aber  willkürlicher  Weise  entsprechend  gesetzt  werden. 

Um  zu  einer  Bestimmung  der  Fläche  zu  gelangen,  nimmt 
Verf.  zunächst  an,  dass  die  Azimute  entsprechender  Tangenten 
immer  gleich  seien.  Hierdurch  kommt  man  schliesslich  auf  eine 
partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  in  die  die  Fun- 
damentalgrössen  dritter  Ordnung  der  Bildfläche  eingehen,  deren 
Integration  dem  Verf.  aber  nicht  gelungen  ist. 

Führt  man  aber  noch  die  weitere  Bedingung  ein,  dass  die 

Bogenlängen  entsprechender  Gurven  auf  der  Erde  und  auf  der 

Bildfläche  in  constantem  Verhältnisse  stehen,  so  folgt,  dass  die 

£rde    entweder    direct   oder   symmetrisch   der  Bildfläche   ahn« 

lieh  ist. 
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Da  nun  der  Seemann  den  zu  fahrenden  Curs  einer  Abbil* 
dang  der  Erde  auf  die  Himmelskugel  entnimmt,  die  anter  Hin- 
zuziehung der  Compass-  und  Logbeobachtungen  sehr  nahe  den 
eben  genannten  Voraussetzungen  entspricht,  und  er  so  sieher 
zum  gewünschten  Ziele  kommt,  so  lässt  sich  schliessen,  daas 
die  Meeresfl&che  nahezu  Teil  einer  Kugelfläche  ist 

Verf.  nimmt  ferner  statt  der  letzten  Voraussetzung  aber  die 
Bogenlängen  an,  dass  nicht  nur  entsprechende  Tangenten  gleiche 
Azimute  haben,  sondern  dass  auch  die  Azimute  entfernter  Orte 
auf  der  Erde  und  auf  der  Bildfläche  gleich  sind.  Dann  ist  die 
Erde  entweder  der  Bildfläche  ähnlich,  und  die  Lotlinien  sind  die 
Normalen  der  Erdoberfläche,  oder  die  Bildfläche  muss  eine  Kugel 
bezw.  eine  solche  beliebige  Fläche  sein,  deren  Lotlinien  alle 
durch  denselben  Punkt  gehen. 

Schliesslich  macht  der  Verf.  die  Annahme,  dass  ausser  der 
Gleichheit  der  Azimute  entsprechender  Tangenten  vorausgesetzt 
werde,  dass  die  Bildfläche  eine  Rotationsfläche  sei.  Es  ergeben 
sich  dann  entweder  Gleichungen,  die  keine  einfache  Deutung 
zulassen,  oder  man  wird  auf  die  Kugel  und  solche  beliebigen 
Flächen  geführt,  deren  Lotlinien  wie  vorher  alle  durch  denselben 
Punkt  gehen. 

Uebrigens  hat  Ref.  mehrere  Entwickelungen  des  Verfs.  nicht 
vollständig  zu  verificiren  vermocht,  insbesondere  ist  ihm  ,eine 
ganz  beliebige  Fläche,  deren  Lotlinien  alle  durch  denselben 
Punkt  gehen*^,  unverständlich.  Bo. 


W.  Hergesell,  üeber  die  Formel  von  G.  G.  Stokes 
zur  Berechnung  regionaler  Abweichungen  des  Geoids 
vom  Normalsphäroid.  Ein  Beitrag  zu  den  neaeren 
Untersuchungen  Über   die  Gestalt   der  Erdoberfläche. 

Pr.  GymD.  Bachsweiler.  21  S.  49, 

G.  G.  Stokes  hat  1849  in  seiner  Abhandlung  „On  the  Varia- 
tion of  Gravity  at  the  Surface  of  the  Earth"  eine  Formel  abge- 
leitet, welche  gestattet,  die  regionalen  Abweichungen  des  Geoids 
vom  Normalsphäroid   zu   berechnen.     Zur  scharfen  Auswertung 
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dieser  Formel  ist  indessen  die  Kenntnis  der  Schwerkraft  auf 
der  ganzen  Erdoberfläche  notwendig.  Der  Verf.  will  nun  unter- 
suchen, ob  nach  erneuter  Discussion  und  Umformung  der  Formel 
eine  praktische  Anwendung  derselben,  unter  Berücksichtigung 
der  far  uns  erreichbaren  Kenntnis  des  Verlaufs  der  Schwerkraft, 
möglich  sei.  Er  kommt  hierbei  zu  folgenden  Resultaten :  „  1.  Eine 
wirkliehe  Berechnung  der  Abweichung  des  Geoids  vom  Sphäroid 
mit  HOlfe  der  Formel  von  Stokes  für  irgend  einen  Punkt  der 
Erdoberfläche  ist  bis  jetzt  und  auch  in  absehbarer  Zeit  nicht 
möglich.  Dagegen  wird  man  sie  an  denjenigen  Stellen,  wo 
starke  Abweichungen  stattfinden,  benutzen  können,  um  zu  ent- 
scheiden, ob  eine  Hebung  oder  eine  Senkung  des  Geoids  statt- 
hat. —  2.  Sie  bestätigt  die  Hypothese  von  Faye,  nach  welcher 
unter  dem  Meeresboden  eine  bedeutende  Verdickung  und  Ver- 
grösserung  der  Dichtigkeit  der.  Erdkruste  vorhanden  ist.  — 
3.  Schliesslich  kann  sie  dazu  dienen,  die  Grenzen  zu  bestimmen, 
zwischen  denen  die  Abweichungen  des  Geoids  vom  Normal- 
sphäroid  liegen.^ 

Der  Verf.  leitet  zunächst  die  Formel  von  Stokes  im  Anschluss 
an  Helmert  ab,  wobei  er  jedoch  statt  der  Abweichung  Jg  der 
wirklichen  Schwerkraft  g  gegen  die  normale  y  diese  Schwer- 
kräfte selbst  einfuhrt.  Hierdurch  gelingt  es  ihm,  das  von  der 
normalen  Schwerkraft  abhängige  Doppelintegral  zu  eliminiren 
und  durch  Einführung  von  Mittelwerten  der  Schwerkraft  für 
gleiche  sphärische  Abstände  von  dem  zu  untersuchenden  Funkte 
das  von  der  wirklichen  Schwerkraft  abhängige  Glied  in  üblicher 
Weise  auf  ein  einfaches  Integral  zu  reduciren.  Für  die  nunmehr 
ermöglichte  Untersuchung  des  Verlaufs  der  Werte  des  letzteren 
sind  sodann  drei  getrennte  Zonen  auf  der  Erdoberfläche  zu 
unterscheiden. 

Das  erste  Resultat  des  Verfs.  ist  indessen  nicht  als  erwiesen 
zu  betrachten.  Er  berechnet  nämlich  für  einen  Pol  der  Erde 
nach  der  von  ihm  umgeformten  Formel  von  Stokes  die  Erhebung 
JV  unter  der  Voraussetzung  g  =  y^  indem  er  annimmt,  dass  y 
von  5  zu  5  Grad  sphärischen  Abstand  gegeben  ist.  Wäre  dieser 
Abstand  von  5  Grad  ausreichend,  so  mttsste  eine  gut  angelegte 
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mechanische  Quadratur  iV  =  0  ergeben.  Verf.  findet  jedoch 
N  =  80m  und  schliesst  daraus,  dass  die  Schwerebestimmnogen 
ziemlich  dicht,  etwa  in  einem  sphärischen  Abstände  von  2  bis 
3  Grad  auf  der  ganzen  Erdoberfläche  angestellt  werden  mllssten, 
um  die  Stokes'sche  Formel  praktisch  nutzbar  zu  machen.  Verf. 
übersieht  jedoch,  dass  man  bei  einer  etwaigen  praktischen  An- 
wendung der  Formel  jedenfalls  auf  die  ursprüngliche  Stokes'- 
sche Form  zurQckgehen  muss,  und  dass  hierbei  die  von  ihm 
constatirten  Fehler  der  mechanischen  Quadratur  im  Verhältnis 
von  g  zu  Jg  verkleinert  auftreten  werden.  Hiernach  ereeheint 
die  Ansicht  Helmert's,  dass  die  Stokes'sche  Formel  für  einzelne 
günstig  gelegene  Orte  in  nicht  allzn  femer  Zeit  mit  Erfolg  an- 
gewendet werden  könne,  nicht  widerlegt. 

Auch  das  zweite  Resultat  ist  nicht  ganz  zwingend.  Die 
vorhandenen  Erscheinungen,  z.  B.  die  ziemlich  wahrscheinliche 
Erhebung  des  Qeoids  nördlich  der  Marschallsinseln  und  östlich 
der  Ladronen,  würden  sich  auch  durch  andere  Hypothesen  als 
die  Faje'sche  erklären  lassen. 

Die  Abweichungen  des  Geoids  vom  Normalsphäroid  endlich 
liegen,  nach  des  Verfs.  Angaben,  sicher  überall  unter  2800m, 
mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  aber  sind  sämtliche  Abweichungen 
kleiner  als  400  m.  Bö. 


O.  Callandreau.  Ecart  entre  la  surface  de  la  Terre 
suppos^e  fluide  et  celle  d'un  ellipsoide  de  rävolation 
ayant  mlmes  axes.    c.  B.  GX.  993-991 

Infolge  von  Arbeiten,  die  Tisserand  und  Radau  1884  und 
1885  in  den  Comptes  rendus  veröffentlicht  haben,  wird  der  Verf. 
zu  einer  Vervollkommnung  der  von  ihm  im  XIX.  Bande  der 
Annales  de  TObservatoire  de  Paris  gegebenen  Lösung  der  frag- 
lichen Aufgabe  gefllhrt.  Die  Maximaldepression  der  flüssigen 
Erde  gegen  das  Revolutionsellipsoid  erreicht  hiernach  unter  45^ 
Breite  höchstens  9,1  m,  übereinstimmend  mit  dem  Resultate,  das 
Helmert  im  II.  Bande  seiner  höheren  Geodäsie  gefunden  hat 

Bö. 
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W.  Jordan.      Die   algebraischen    Constanten    des    Um* 

drehungS-EUipsoids«     Jordan  z.  f.  Y.  XIX.  18*21. 

Sind  a  und  b  die  Halbaxen  der  Meridianellipse,  so  treten 
in  geodfttisehen  Entwickelungen,  neben  anderen,  hauptsächlich 
die  Grössen 

Q^  ~ und    e«  == — 

a  a' 

auf.    Verf.  macht  darauf  aufmerksam,   dass  auch  die  analogen 

Grössen 

^  =  __     und     e'>  =  ><^^ 

hftufig  von  Vorteil  sein  können.  Dieses  steht  damit  im  Einklänge, 
dass  beim  Umdrehungs-Ellipsoid  die  Umdrehungsaxe  von  vorn- 
herein offenbar  die  bevorzugte  ist.  Bö. 


W.  Laska.      lieber   die  Anwendung  der  neueren  Geo- 
metrie auf  die  Vermessungskunde.     Jordan  z.  f.  v.  xix. 

385-388. 

Die  Aufgabe,  eine  Gerade  Aber  ein  bestehendes  Hindernis 
ZQ  verlängern,  wird  auf  zwei  Arten  vermittelst  der  Doppelver- 
bftltnisse  gelöst  Bö. 

J.  Bischoff.     Bestimmung  der  EUipsenaxen  eines  Ver- 

ticalflohnittes.      Jordan  Z.  f.  V.  XIX.  147-149. 

Ableitung  der  bekannten  Formeln  durch  einfache  geometri- 
sche Betrachtungen.  Bö. 

BiNT.     Methode  de  correction  pour  la  triangulation  d'une 
carte  g^ographique  ou  topographique.     Assoc.  Fraa^.  Li- 

moges  XIX.  897-910. 

Nach  der  vom  Verfasser  auf  S.  291  der  Verhandlungen  ge* 
gebenen  Uebersicht  giebt  die  Methode  ein  sicheres  VerfabreSi 
um  mit  Hülfe  sweier  endgültigen  allgemeinen  Formeln  einen 
ausgezeichneten  trigonometrischen  Punkt  zu  bestimmen,  nachdem 
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man  in  praxi  von  diesem  Punkte  aus  einen  Umlanf  im  Horizonte 
nach  einer  gewissen  Anzahl  anderer  Punkte  des  Terrains  ge- 
macht hat,  die  selbst  unvollständig  in  ihrer  Lage  bekannt  and 
auf  die  zu  vervollständigende  Karte  eingetragen  sind.  Im  Grande 
ist  es  eine  sehr  vereinfachte  Anwendung  der  allgemeinen  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate,  wenn  die  Stammgleichungen  nicht 
linear  sind.  Man  betrachtet  dabei  in  der  That  nur  zwei  Unbe- 
kannte, welche  die  Aufgabe  lösen.  Diese  beiden  Unbekannten 
sind  einfache  Dififerentialfunctionen  der  Länge  und  Breite  des 
betrachteten  Punktes.  Diese  ungemeine  Beduction  der  Anzahl 
der  Unbekannten  rtlhrt  ganz  und  gar  her  von  der  vorgängigen 
Aufstellung  und  Ableitung  einer  linearen  Beziehung  zwischen  der 
Aenderung  eines  Winkels  und  den  Aenderungen  der  Goordinaten 
des  Scheitels  dieses  Winkels  (des  betrachteten  Panktes)  und 
zweier  auf  einem  Schenkel  dieses  Winkels  angenommenen  Pankte. 
Die  logarithmischen  Rechnungen,  zu  denen  die  Endformeln  An- 
lass  geben,  sind  etwas  lang,  aber  von  sehr  grosser  Einfachheit 
und  dem  geringsten  Rechner  zugänglich.  Ein  schlagendes  Bei- 
spiel bezQglich  der  Ermittelung  des  Hittelpunktes  eines  regel- 
mässigen Sechsecks  ist  der  vorgelegten  Abhandlung  beigef&gt 

Lp. 

A.  M.  Nbll.     Aequivalente  Kartenprojectionen.  Jordan  z. 

f.  V.  XIX.  577-588. 

Unter  den  äquivalenten,  d.  h.  flächentreuen,  Kartenprojectio- 
nen nehmen  die  von  Bonne  und  die  äquivalente  Eegelprojection 
einen  hervorragenden  Platz  ein;  jedoch  haben  sie  den  Nachteil, 
dass  sie  nur  die  auf  einem  verhältnismässig  schmalen  Streifen 
zu  beiden  Seiten  des  mittleren  Meridians  oder  mittleren  ParalleU 
gelegenen  Gebiete  unverzerrt  erscheinen  lassen.  Verf.  leitet  nun 
aus  diesen  beiden  Projectionen  eine  neue  äquivalente  ab,  die  so 
zu  sagen  zwischen  ihnen  die  Mitte  hält  Eine  f&r  Europa  und 
Afrika  durchgeflihrte  Berechnung  der  Goordinaten  der  Schnitt- 
punkte der  Meridiane  und  Parallelkreise  für  Intervalle  von  5* 
zeigt  den  Nutzen  dieser  neuen  Projectionsart,  während  für  Asieo 
ihre  Mängel   schon    in    merkbarer  Weise   hervortreten    werden. 
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(Vgl.  die  Referate  Aber  äquivalente  Abbildungen  S.  829ff.  dieses 
Bandes.  Red.)  Bo. 

J.  H.  Franke,     lieber  die  Transformation  rechtwinklig- 
sphärischer (geodätischer)  Coordinaten  auf  neue  Nor- 

malponkte.     Astr.  Nachr.  OXXYI.  Nr.  3022.  353-358. 

Will  man  ein  System  rechtwinklig- sphärischer  Coordinaten, 
wie  sie  Soldner  in  die  Geodäsie  eingeführt  hat,  auf  einen  neuen 
Nullpunkt  beziehen,  so  sind  f&r  den  Fall,  dass  man  auch  hier 
als  Coordinatenaxen  den  Meridian  und  sein  Perpendikel  wählt, 
die  dazu  nötigen  Formeln  allgemein  bekannt.  Verf.  glaubt  aber, 
dass  es  fttr  viele  technische  Zwecke  praktischer  wäre,  für  das 
neue  System  als  Ordinatenaxe  den  Ordinatenkreis  des  neuen 
Normalpunktes  N  im  ursprünglichen  System  und  als  Äbscissen- 
axe  den  hierzu  senkrechten  Schnitt  in  iV  anzunehmen.  Die  für 
diesen  Fall  vom  Verf.  entwickelten  Transformationsformeln  sind 
in  der  That  sehr  einfach  und  zeigen  für  manche  technische  Lan- 
desvermessungszwecke grosse  Vorteile  gegenüber  den  gewöhn- 
lich angewandten  und  vom  Verf.  gleichfalls  entwickelten  For- 
meln.   Dieses  gilt  auch  noch  für  die  Umkehrung  der  Aufgabe. 

Bö. 


J.  S.  CoRTi.  Determinacion  de  la  latitud  de  un  logar 
7  del  azimut  de  una  linea  sin  usar  mas  instrumentos 
qne  un  circulo  azimutal.    Soc.  Argentinea  xxix. 

Der  Verfasser  erörtert  eine  Methode  zur  Ermittelung  der 
Breite  eines  Ortes  auf  der  Erdoberfläche  und  des  Azimuts  einer 
Linie,  bei  welcher  er  bloss  einen  Azimutalkreis  benutzt,  d.  h. 
also  auf  Barometer  und  Chronometer  verzichtet.         Tx.  (Lp.) 


J.  E.  EsTiENMB.     J^tude  sur  les    en'eurs  d'observatiou. 

Rev.  d'Art.  XXXVI.  235-259. 

Der  Verfasser  will  beweisen,   dass  als  bester  Wert  für  das 
Mass  einer  Grösse,  f&r  welche  der  Versuch  Werte  geliefert  hat, 
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die  mit  zufälligen  Fehlern  behaftet  sind,  in  allen  Fällen  der 
^Medianwert^  (valear  mediane)  za  nehmen  ist,  der  dareh  die  fol- 
gende Regel  geliefert  wird:  „Man  ordnet  die  erhaltenen  Werte 
nach  ihrer  Grössenfolge.  Wenn  ihre  Anzahl  ungerade  ist,  so  ist 
derjenige  der  Mitte  der  Medianwert.  Wenn  ihre  Anzahl  gerade 
ist,  80  hat  man  als  Medianwert  die  beiden  der  Mitte  and  jeden 
Z  wischen  wert.  *" 

Capitel  1.  Beweis  der  Regel.  Capitel  2.  Die  Regel  des 
Medianwertes  ist  unabhängig  von  dem  Fehlergesetz  und  muss 
unter  Ausschluss  jeder  anderen  Regel  angewandt  werden,  wie 
auch  dieses  Gesetz  beschaffen  sein  möge.  Capitel  3.  Polgemn- 
gen  aus  der  Regel  vom  Medianwerte.  Nachtrag.  Anwendung 
auf  die  Treffwahrscheinlichkeit  beim  Schiessen.  Von  der  Ein- 
fachheit des  Verfahrens  verspricht  sich  der  Verfasser  sehr  viel, 
ist  auch  von  seiner  Richtigkeit  voll  Überzeugt,  während  andere 
wohl  ihre  Zweifel  festhalten  dflrften.  Lp. 


A.  8hdanow.      Zur   Bestimmung  der  mittleren  Fehler- 
quadrate der  geodätischen  Polarcoordinaten.  Astr.NMhr. 

CXXrV.  Nr.  2976.  401-404. 

W.  Struve  hat  in  seinem  berdhmten  „Are  du  möridien  ete.", 
Bd.  I,  S.  246,  bequeme  Formeln  zur  Berechnung  geodätischer 
Polarcoordinaten  (geodätischer  Linien  und  Azimute)  gegeben. 
Die  Kenntnis  ihrer  mittleren  Fehler  ist  fUr  weitergehende  Unter- 
suchungen sehr  erwünscht.  Struve  sagt  a.  a.  0.,  S.  306,  dass 
Herr  Lindhagen  sich  der  ausgedehnten  Arbeit  der  Bereehnnng 
der  mittleren  Fehler  der  geodätischen  Linien  unterzogen  habe. 
Die  angewandten  Formeln  und  Methoden  sind  nicht  aufgeführt, 
indessen  fUr  den  Fachmann  selbstverständlich.  Herr  Shdanow 
glaubt  nun  sehr  einfache  Formeln  flQr  diese  mittleren  Fehlerqna- 
drate  abgeleitet  zu  haben,  indem  er  die  mittleren  Fehlerqaadrate 
der  in  den  Struve'schen  Formeln  als  gegeben  aaftretenden 
Grössen  als  bekannt  und  von  einander  unabhängig  voraussetzt 
Da  aber  die  zweite  Bedingung  in  Folge  der  Auagleiehung  der 
Dreiecksnetze  nicht  erfQllt  ist,  so  sind  die  entwickelten  Fonndn 
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zwar  einfach,  aber  falsch  und  wertlos.  Sie  w&ren  dann  allein 
unter  gewissen  Modificationen  richtig,  wenn  man  im  ganzen  Drei- 
ecksnetz nur  die  gerade  notwendigen  Stücke  gemessen  hätte. 

Aas  demselben  Gründe  beweist  auch  das  angeführte  ein- 
fache Beispiel  nichts  für  die  Richtigkeit  der  Entwickelungen  des 
Verfs.  Es  wird  also  auch  in  diesem  Falle  fernerhin  nichts  an- 
deres übrig  bleiben,  als  den  Gauss'schen  Algorithmus  zur  Berech- 
nung des  Gewichts  und  des  mittleren  Fehlers  von  Functionen 
gemessener  und  einer  Ausgleichung  unterworfener  Grössen  an- 
zuwenden. Bö. 


N.  Jadanza.      Influenza    degli    error!    strumentali    del 
Teodolite  snlla   misura  delle  distanze  zenitali.    Torioo 

AUi  XXV.  148-152,  429. 

Verf.  leitet  in  einfacher  Weise  eine  Formßl  für  den  Einfiuss 
der  Instrumentalfehler  auf  Zenitdistanzmessungen  ab,  die  aber 
mit  den  in  den  Lehrbüchern  der  Geodäsie  und  Astronomie  (BrOn- 
now,  Ghauvenet,  Jordan)  gegebenen  nicht  übereinstimmt.  Diese 
Formel  beruht  indessen  auf  einem  Irrtum,  wie  auch  in  der  Berich- 
tigungsnote zugegeben  wird.  Bö. 


W.  Jordan.     Bestimmung  eines  Maximalfehlers.     Jordan 

Z.  f.  V.  XIX.  559-569. 

Verf.  hat  die  in  der  sechsten  Stelle  der  siebenstelligen  Lo- 
garithmen der  Zahlen  von  10000—99999  sich  befindenden  Nullen 
abgezählt  und  ihr  Vorkommen  in  den  einzelnen  Golumnen  yon 
je  50  Logarithmen  nach  den  Formeln  der  Beobachtungsfehler 
behandelt.  Wie  zu  erwarten  war,  ist  die  wahrscheinlichste  An- 
zahl solcher  Nullen  in  einer  Columne  von  50  Logarithmen  nahe 
gleich  5  gefunden  worden,  während  die  Theorie  genau  5  ver- 
langt. Ferner  ergiebt  sich,  dass  bei  diesem  scharf  abzählbaren 
Beispiele  für  den  Zweig  der  Fehlercurve,  der  den  negativen 
Fehlern,  d.  h.  den  Werten  unter  5  bis  zur  Null  hin,  ent- 
spricht, der  Maximalfehler  das  2'/^ -fache  des  mittleren  Fehlers 
beträgt.  Bö. 

FoitMhr.  d.  Uath.   XXII.  3.  76 
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W.  Laska.     lieber  die  Auflösung  linearer  Gleichungen 
durch  Annäherung.    Jordan  z.  f.  y.  xix.  46-48. 

Die  Auflösung  linearer  Gleichungen  von  der  Form  der  in  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  auftretenden  Normalgleichungen 
geschieht  am  bequemsten  und  schnellsten  durch  die  Anwendung 
des  Gauss'schen  Algorithmus,  auch  wenn  die  Anzahl  der  Unbe- 
kannten sehr  gross  wird.  Diese  Methode  ist  sogar  f&r  die  Be- 
rechnung von  mittleren  Fehlern  und  von  Gewichten  fast  unum- 
gänglich notwendig.  Trotzdem  glauben  immer  noch  Fachleute, 
unter  ihnen  der  Verf.,  irgend  welche  umst&ndlichen  und  unüber- 
sichtlichen Annäherungsmethoden,  die  ja  theoretisch  ganz  inter- 
essant sein  mögen,  suchen  und  empfehlen  zu  mQssen.  Ref.  würde 
auch  im  vorliegenden  Falle  lieber  und  schneller  zehn  Gleichun- 
gen nach  der  Gauss'schen  Methode,  als  vier  nach  der  dea  Hrn. 
L&ska  auflösen.     •  Ro. 


A.  Venturt.     Sopra  un  caso  generale  di  compensazione 

angolare.      Palermo  Bend.  IV.  269-274. 

Die  Ausgleichung  von  Winkelbeobachtungen  auf  der  Station 
wird  in  allbekannter  Weise  behandelt  und  f&r  die  Schreiber'sche 
Methode  der  Winkelmessungen  specialisirt.  Verf.  unterlässt  es 
indessen,  die  Richtigkeit  der  von  Schreiber  gegebenen  Ausdrucke 
für  die  Fehlerquadratsumme  und  für  die  Gewichte  der  ausge- 
glichenen Richtungen  ebenfalls  nachzuweisen,  obwohl  sie  nicht 
so  ohne  weiteres  zu  erkennen  ist.  Bö. 


C.  Runge.     Der  Schreiber'sche  Satz.     Jordan  z.  f.  v.    xix. 

21  -  24. 

Gegen  den  Beweis  dieses  Satzes  über  die  gdnstigste  Ge- 
wichtsverteilung bei  der  Ausgleichung  tnit  Bedingungsgleiehun- 
gen,  wie  er  von  Schreiber  selbst  gegeben  ist,  lässt  sich  nichts 
einwenden.  Jordan  hatte  (Z.  f.  V.  XVII.  643  u.  ff.;  F.  d.  M. 
XX.  1888.  1232)  versucht,  ihn  auf  dem  sich  zunächst  darbieten- 
den,   vom  Schreiber'schen  verschiedenen  Wege  abzuleiten,    war 
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aber  nicht  zum  Ziele  gelangt.  Hr.  Range  nimmt  diesen  Gedan- 
ken wieder  auf.  Es  gelingt  ihm  in  der  That,  auch  auf  diese 
Weise  einen  eleganten  Beweis  zu  liefern,  der  indessen  drei  Sei- 
ten einnimmt,  während  der  Schreiber'sche  nur  eine  halbe  Seite 
beansprucht.  Bö. 


N.  Jadanza.  Ancora  sal  modo  di  adoperare  gli  ele- 
menti  geodetici  dell'  Istituto  Geografico  militare  ita- 
liano.     Nota  seconda.    Torioo  Atti  xxv.  414-429. 

Die  Formeln  zur  Berechnung  geodätischer  Goordinaten*,  die 
in  der  ersten  Note  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  1208)  entwickelt  waren, 
werden,  wie  Verf.  jetzt  zugeben  muss,  nur  zur  Construction  der 
topographischen  Karte  von  Italien  in  einer  gewissen  flächentreuen 
Projection  angewandt.  Im  allgemeinen  Vermessungsdienste  wer- 
den auch  in  Italien  dieselben  rechtwinkligen  Coordinaten  benutzt 
wie  anderswo.  Diese  vom  Verf.  verschuldete  Verwirrung  ver- 
anlasst ihn^  nun  auch  die  im  italienischen  Kataster  benutzten 
Formeln  zur  Berechnung  gewöhnlicher  rechtwinkliger  geodätischer 
Coordinaten  f&r  kleinere  Entfernungen  in  bekannter  Weise  kurz 
abzuleiten  und  durch  Beispiele  zu  erläutern.  Auch  ßef.  hatte 
schon  in  der  oben  erwähnten  Besprechung  der  ersten  Note  seine 
Verwunderung  über  das  scheinbar  in  Italien  übliche  Coordinaten- 
System  ausgesprochen.  Bö. 


M.  htvY.     Sur   le    nivellement   gdnöral    de   la   France. 

O.  R.  OX.  1233-1288. 

Die  Geschichte  und  die  Methoden  des  1878  ins  Leben  ge- 
rufenen neuen  Hauptnivellements  von  Frankreich  werden  bei 
Gelegenheit  der  Ueberreichung  des  ersten  Bandes  des  Repertoire 
graphique  des  reperes  dieses  Nivellements  an  die  Akademie  kurz 
besprochen;  insbesondere  wird  bedauert,  dass  der  früher  von 
Bourdaloue  angenommene  Nullpunkt  nicht  beibehalten  ist.  So- 
dann werden  die  in  diesem  Höhenverzeichnis  neben  einander  ge- 
gebenen  orthogonalen   und   dynamischen   Goten   erläutert     Die 
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erateren,  in  Deutschland  orthometrisehe  Höhen  genannt,  sind  sehon 
lange  bekannt,  jedoch  hat  Frankreich  sie  zuerst  im  grossen  in 
die  Praxis  eingeführt.  Die  dynamische  Cote  ist  als  die  Arbeit 
der  Schwere  definirt,  wenn  der  materiell  gedachte  Pankt  bis  tm 

Meeresfläche  fällt,  wobei  seine  Masse  gleich   —   (g^    die   Con- 

stante  der  Schwerkraft  an  einem  beliebigen,  ein  f&r  allemal  ge- 
wählten Pankte)  gesetzt  ist.  Hierdurch  erhält  man  Zahlenwerte, 
die  als  Längen  aufgefasst  werden  können  und  auch  nur  wenig 
Yon  den  orthometrischen  Höhen  differiren.  Punkte  gleicher  dy- 
namischer Höhe  liegen  hiernach  auf  derselben  Niveaufläche. 
Jedoch  ist  zu  bemerken,  dass  für  beide  Goten  nur  die  regel- 
mässigen Aenderungen  der  Schwerkraft  berflcksichtigt  sind,  wie 
sie  sich  aus  der  Annahme  ergeben,  dass  die  Niyeauflächen  der 
Erde  Rotationsellipsoide  seien.  Eine  strenge  Berechnung  dieser 
Höhen  würde  die  Kenntnis  des  Verlaufs  der  wirklichen  Schwer- 
kraft längs  aller  Nivellementslinien  voraussetzen.  Bö. 


Ch.  Lallkmand.      La  nouveau   nivellement  g^ndral    de 

la   France.     Assoc.  FraD9.  Limogea  XIX.  919-930. 

Ch.  Lallemand.     L'unification  des  altitudes  et  le  niveau 

des   mers   en    Europe.    Assoo.  Frany.  Limoges  XIX.  930-940. 


A.  Nobile.     Sopra  una  rivendieazione  di  proprieta  scien- 

tifica.     Atti  deir  Accademia  PoDtaaiaoa.  XX.  151-152. 

Der  Verf.  bemerkt,  dass  Hr.  Helmert  bei  der  Veröffentlichung 
der  Resultate  der  Ober  die  jährliche  Variation  der  Breite  in 
Deutschland  aufgestellten  Beobachtungen  (Astr.  Nachr.  Nr.  2963) 
seine  frOheren  Untersuchungen  (von  1883)  ttber  denselben  Gegen- 
stand nicht  erwähnt  hat.  Vi. 

F.  Garibat.     Estudios  de  los  instrumentos  topograficos 

universales.     Mexico  Soc.  Alzate  IV. 
Der  Gegenstand  dieses  Aufsatzes  ist  die  Beschreibung  und 
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der  Gebrauch  der  Instrumente,  welche  die  drei  Coordinaten  jeder 
Ecke  eines  Dreiecksnetzes  liefern.  Tx.  (Lp.) 


S.  FiNSTBRWALDER.      Uebci*    den    mittleren    Böschnngs- 
winkel    und  das   wahre   Areal   einer  topographischen 

Fläche.     MoDcb.  Ber.  XX.  35-82. 

Trotz  mancherlei  mathematischer  Entwickelungen  hat  diese 
Abhandlung  wohl  nur  für  den  Geographen  von  Fach  ein  ge- 
wisses Interesse.  Bö. 


Weitere  Litteratur. 

BiNT.  Procdd^  rapide  permettant  de  v^rifier  ä  priori, 
d'apr^  nne  carte  quelconque,  si  deux  positions  göo- 
graphiques  ölev^es  peuvent  communiquer  par  la  tdl^- 

graphie  optique.     Absoc.  Fraoy.  Limoges  XIX.  910-913. 

J.  DüPLBSSiB.  Trait^  de  nivellement,  comprenant  les 
principes  g^n^raux,  la  description  et  l'usage  des  in- 
struraents,   les  Operations  et  les  applications.     2®  ^d. 

Paria.  XIV +341  S.  (1889). 

C.  L.  Durand  -  Clate,  A.  Pelletan  et  Ch.  Lallemand. 
Lever  des  plans  de  nivellement.  (Operations  sur  le 
terrain.      Operations    souterraines.      Nivellement    de 

haute   pr^cision.)      Paria.  703  8.  (1889). 

Astronomische  Arbeiten  des  k.  k.  Gradmessungs* Bureau, 

ausgeführt  unter  der  Leitung   von  Th.   v.  Oppolzer. 

Nach  dessen  Tode  herausgegeben  von  E.  Weiss  und 

R.  Schräm.     1.  Bd.  Längenbestimmungen.   Leipzig.  Frei- 
tag. VI  n.  75  a.  163  S.  4«. 

C.  W.  VON  Baue.  Mathematische  und  geodätische  Ab- 
handlungen. Zum  70.  Geburtstage  des  Verfassers 
herausgegeben  von  seinen  früheren  Schülern,   stattgart. 

Wittwep.  VIII -f- 236  S.  4«. 
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C.  M.  V.  Baüernfeind.  Elemente  der  Vermessnngs- 
knnde.      Ein    Lehrbuch    der    praktischen    Geometrie. 

7.  Aufl.   2  Bände,     stattgart.  Cotta'sche  Bachhdlg.  Nachf.  XYI  + 
570,  XV  -f-  669  8.  8«. 

0.  M.  V.  Bauernfeind.  Tafeln  über  verschiedene  Gegen- 
stände der  praktischen  Geometrie.  Anhang  der  »Ele- 
mente  der  Vermessungskunde*^.    Stuttgart  Cotu'sche  Bach- 

hdlg.  Nachr.  53  S.  S». 

F.  G.  Gauss.  Die  Teilung  der  Grundstücke,  insbeson- 
dere unter  Zugrundelegung  rechtwinkliger  Coordinaten. 

2.  Aufl.      Berlin,  v.  Decker's  Verlag.  136  4- 60  S. 

RuoTOLO.  Corso  di  Topografia  e  sue  applicazioni.  Vol.  I. 
Planimetria  topografica  con  un  breve  Corso  di  trigo- 
nometria  rettilinea.    Un  vol.  in  8^  con  381  figare  nel  teeto. 

FoBTT.  Geometria  pratica.  11  metodo  dei  minimi  qua- 
drati  e  la  teorica  degli  errori  con  applicazioni  alle 
scienze  d'osservazione,  con  doppia  tavola  litografica. 
11^  ed.  con  un'appendice.    Un  vol.  in  8^ 
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G.  F.  Chambers.  Handbook  of  descriptive  and  practical 
astronomy.  4*^  ed.  Vol.  II :  Instruments  and  practical 
astronomy.     Oxford.  XIX + 558  8. 


M.  VoDüSEK.  Grundzüge  der  theoretischen  Astronomie. 
Zum  Selbststudium  für  angehende  Astronomen  oder 
auch  zur  einheitlichen  Basis  für  Vorlesungen.  Laibaeh. 

V.  Kleinmayr  a.  Bamberg.  VIII -4- 377  S.  8<». 
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C.  A.  YouNG.     The  elements  of  astrononly.    Boston  and 

London.  Ginn  and  Oo.  [Natore  XLI.  485.] 


H.  Andotbr«     Sur  les  formules  g^n^rales  de  la  M^ca- 

niqae  Celeste«      Tonlonse  Ann.  lYK.  35  8. 

Diese  Untersttchung  setzt  sieh  zar  Aufgabe  die  Auffindang 
einer  Methode,   welche  fttr  die  Darstellung   der  Bewegung   der 
Himmelskörper    nur    trigonometrische  Formeln    mit    Ausschluss 
irgend  eines  sftcularen  Oliedes  in  Anwendung  bringt,  und  schliesst 
sich  an  frühere  Arbeiten  der  Herren  Gyldön,  Tisserand  und  Lind- 
stedt  an.    Wie  auch  in  letzteren  die  wichtigste,  ja  die   einzig 
aussehlaggebende  Frage   nach   der  Convergenz  dieser   Darstel- 
lungen gar  nicht  oder  durchaus  unbefriedigend  gestellt  und  be- 
antwortet worden  ist,   so  lässt  auch   hier  der  Verfasser  diesen 
Punkt  ganz  bei  Seite,  indem  er  sich,  wie  er  sagt,  darauf  beschränkt, 
die  praktische  Legitimität  der  erhaltenen  Resultate  festzustellen. 
Soweit  unter  dem  Begriffe  Legitimität  hier  die  richtige  Durchfüh- 
rung der  rein  formalen  Entwickelung  in  allen  ihren  Teilen  ver- 
standen wird,  ist  sie  dieser  Arbeit  eigen;   wenn  aber  der  Verf. 
durch  die  Beschränkung  „au  moins  pour  un  certain  temps"    zu 
verstehen  giebt,   dass  er  die  praktische  Verwertung  seiner  For- 
meln meint,   so  ist  es   dem  Referenten  entgangen,   in  welcher 
Weise  der  Beweis  hier  gefUhrt  worden  ist.    Praktisch  legitimirt 
sind   durch  tausendfachen  Vergleich   der  Rechnungen   mit   den 
Beobachtungen  die  Methoden  yon  Clairaut,  Lagrange,  Laplace, 
Hansen  und  anderen,  wenn  auch  theoretisch  von  ihnen  nament- 
lich die  Convergenzfrage  im  Sinne  des  Mathematikers  gar  nicht 
gestellt  worden   ist  und  darum  theoretisch  die  Legitimität  fehlt. 
Zunächst  werden  die  Differentialgleichungen   in   die   etwas 
umgestaltete  Form  gebracht,  welche  gewöhnlich  die  Laplace'sche 
heisst,  thatsächlich  aber  zuerst  von  Clairaut  angewandt  worden 
ist.    Darauf  wird  aus  den  Beobachtungen  entlehnt,  dass  alle  Pla- 
neten in  demselben  Sinne  um  die  Sonne  laufen,  und  zwar  jeder 
mit  einer  bestimmten  mittleren  Geschwindigkeit,   und  dass  ihre 
Entfernungen  von  der  Sonne  immer  sehr  nahe  derjenigen  bleiben, 
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welche  aas  dieser  Geschwindigkeit  nach  dem  dritten  Eepler'- 
Bchen  Gesetze  folgt  Setzt  man  nun  die  RadienTectoren  n  and 
die  wahren  Längen  wie  folgt  an: 

so  bleiben  nach  den  Beobachtungen  qi  und  A^,  gleich  wie  die 
Sinus  der  Neigung  gegen  eine  feste  Ebene  «,-,  stets  klein,  und 
daher  kann  man  die  Glieder  der  Differentialgleichungen  sämt- 
lich nach  Potenzen  dieser  3n  Grössen  ^«,  Aj,  Si  entwickeln,  wo  n 
d.ie  Anzahl  der  Planeten  ist  Damit  sind  wir  am  Anfange  der 
Gyld^n'schen  „intermediären  Bahn^.  Es  wird  nun  in  bekannter 
Weise  formell  gezeigt,  wie  die  endliche  Auflösung  ausser  den 
Ni  noch  andere  der  Zeit  proportionale  Winkel  (7„  Hi  einfährt, 
welche  gewöhnlich  säcular  periodisch,  hier  aber  a  longue  pöriode 
genannt  werden,  eine  Bezeichnung,  welche  Laplace  in  einem 
anderen  Sinne  gebraucht  hat 

Dann  geht  der  Verf.  auf  die  „elliptische  oder  alte  Theorie^ 
zurück  und  beweist  auch  hier  die  Legitimität  der  Resultate  und 
zugleich  das  Theorem  von  der  säcularen  Unveränderlichkeit  der 
grossen  Axen,  welches  bis  zu  den  zweiten  Potenzen  der  stören- 
den Massen  gilt.  Schliesslich  kommt  der  Verf.  noch  auf  die 
Drehung  der  Himmelskörper,  um  auch  hier  die  Form  der  Eint- 
Wickelung  in  trigonometrische  Reihen  als  legitim  nachzuweisen. 

Zukünftige  Arbeiten  sollen  die  hier  gegebenen  Entwickelnn- 
gen  weiter  ausführen.  .  Dz. 


O.  Callandreau.  Sur  la  r^duction  k  la  forme  cano- 
nique  des  öquations  diff^rentielles  pour  la  Variation 
des  arbitraires  dans  la  thöorie  des  mouvements  de 
rotation.    0.  R.  GXI.  ö93-ö95. 

Unter  Anwendung  der  Bezeichnungen  aus  dem  Traitö  de 
möcanique  Celeste,  T.  II,  des  Hrn.  Tisserand  wird  die  Aufgabe 
in  folgender  Form  ausgesprochen: 

Es  sei  das  kanonische  System  gegeben: 
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dB          du 

dh 

du 

dt    ~    dh   ' 

dt 

dH' 

dG          du 

dg 

du 

dt    -     dg   ' 

dl 

dG' 

dF          du 

dtp' 

du 

dl    ~   du)'  ' 

dl 

~  ~df 

Es  soll  ein  anderes,  ebenfalls  kanonisches  aus  ihm  abge- 
leitet werden,  das  aber  nicht  mehr  mit  der  Unbequemlichkeit  be- 
haftet ist,  t  ausserhalb  der  Zeichen  sinus  und  cosinus  treten  zu 
lassen. 

Indem  der  Verfasser  die  Yon  Serret  erhaltenen  Resultate 
mit  der  Theorie  de  la  Lune  von  Delaunay  yergleicht,  gelangt  er 
zu  dem  folgenden  Systeme,  in  welchem  R  =  U—H  als  mit  der 
neuen  Willkürlichen  A  ausgedrückt  angenommen  ist: 


dA          dR 

du 

dR 

dt    "    du  ' 

dt 

dA' 

dG         dR 

dq»' 

dR 

dt          dq,'  ' 

dt 

dG' 

dF          dR 

dif/' 

dR 

dt          dtf)'  ' 

dl 

dT 

Lp. 

O.  Stonb.     Od  the  mo^ion  of  a  planet,    assuming  that 
the  velocity  of  gravity  is  finita.    Annais  of  Math.  v.  99-102. 

Hr.  Lehmann-Filhes  hat  in  Astr.  Nachr.  2630  (F.  d.  M.  XVI. 
1884.  1096)  die  Hypothese  behandelt,  dass  die  Gravitation  eine 
endliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  besitzt.  Hr.  Stone  geht 
auf  dieselbe  Hypothese  ein,  behält  aber  die  Glieder  mit  A.m  bei, 
welche  in  jener  Arbeit  yernachlässigt  sind,  und  nimmt  weiter 
an,  dass  keine  säcularen  Störungen  durch  die  Bewegung  des 
Sonnensystems  im  Weltenraume  veranlasst  werden.  Nach  den 
Ergebnissen  der  jetzigen  Rechnung  wird  der  Wert  der  Aende- 
rung  der  mittleren  Länge: 

JL=  -6»Um(<-0'. 
Für  die  Erde  giebt  dies  bei  l—l^  =  2000  Jahren  und  einer  Gra- 
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vitationsgeschwindigkeit  gleich  der  Liebtgescbwindigkeit 

JL  =  -16*.  4, 
gegen  die  BeobachtuDg.  Für  den  Mond  ist  JL  tbatsftchlich  posi- 
tiv. „Nichtsdestoweniger  darf  man  es  nicht  als  erwiesen  anneh- 
men, dass  die  Gravitation  nicht  von  den  longitndinalen  Wellen 
in  dem  lichttragenden  Aether  herrühre,  da  die  Geschwindigkeit 
derselben  viel  grösser  sein  kann  als  die  der  transversalen  Wellen, 
welche  wir  als  Licht  und  Elektricit&t  wahrnehmen".  Von  der 
Arbeit  des  Hrn.  v.  Hepperger  (Wien.  Ber.  XGVII,  F.  d.  M.  XX. 
1888.  1251)  scheint  der  Verf.  keine  Notiz  genommen  zu  haben. 

Lp, 

F.  T188BRAND.  Sur  les  mouvements  des  planstes  en 
supposant  TattractioD  repr^entöe  par  Tane  des  lois 
^lectrodynamiques  de  Gauss  ou  de  Weber,     c.b.  cx. 

313-315. 

Nimmt  man  an  Stelle  des  Newton'schen  Gravitationsgesetzes 
eines  der  beiden  Gesetze: 

als  richtig  an,  wobei  natürlich  die  Gonstante  h  ausserordentlich 
gross  sein  muss,   so  ergeben  die  Zusatzglieder  mit  dem  CoefG- 

cienten  -^   Störungen   in   den   elliptischen   Elementen,    welche 

meist  periodisch  und  dann  unmerkbar  sind.  Nur  die  Perihellftnge 
macht  bei  Annahme  von  R^  eine  Ausnahme,  indem  ein  kleines 
säculares  Glied  entsteht.  Die  Gauss'sche  Hypothese  Rg  ergiebt 
für  die  Perihellänge  ein  ähnliches,  aber  beinahe  doppelt  so  grosses 
Glied,  während  noch  das  Element  i  eine  kleine,  aber  unbedeu- 
tende Säcularstörung  entliält.  Es  ist  interessant,  dass  die  An- 
nahme der  Richtigkeit  eines  dieser  beiden  Gesetze  die  von  Le- 
verrier  mit  völliger  Sicherheit  festgestellte  Abweichung  zwischen 
der  beobachteten  und  berechneten  Säoularbewegung  des  Mereur- 
perihels,  welche  ihn  zu  der  Hypothese  des  intramercuriellen  Pia- 
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Deten  yeranlasst  hat,  darchaus  erklären  wttrde,  ohne  sonst  im 
geringsten  die  Uebereinstitnmung  zwischen  Bechnang  und  Theorie 
zu  stören.  Der  Verf.  besohrftnkt  sich  darauf,  dies  zu  sagen,  ohne 
zu  behaupten,  dass  das  Oauss'sche  Gesetz  nun  auch  wirklich  das 
richtige  sei.  Dz. 

M.  Levt.     Sur  l'application  des  lois  ^lectrodynamiques 

au  mouvement  des  planstes.    0.  R.  ox.  545-551. 
M.  LjfevT.      Sur    les    diverses    thöories    de    r^lectricitö. 

0.  R.  ox.  741-742. 

Im  Anschluss  an  die  Arbeit  von  Tisserand  (vgl.  das  vorige 
Referat)  betrachtet  der  Verf.  noch  als  drittes  Gesetz  das  von 
Riemann. 

Das  Potential  P^  der  Kraft  hat  bei  Weber  den  Ausdruck: 

das  Potential  P,  dagegen  bei  Riemann : 
(2)       P.  =  f=^(l-^..) 


=  r^{^-U(tU<^)']) 


Beide  erklären  die  Gesetze  der  geschlossenen  elektrischen 
Ströme  gleich  vollkommen  und  ebenso  also  das  aus  ihnen  zusam- 
mengesetzte Potential 

(3)       P  =  P^  +  a(P,^PJ. 

Legt  man  den  letzteren  Ausdruck  der  allgemeinen  Anziehung 
zu  Grunde,  so  ergiebt  sich  für  die  säculare  Bewegung  des  Peri- 
hels  der  Ausdruck: 

P.W  =  liL(i+a)nt, 

und  man  hat  daher  a  nur  so  zu  bestimmen,  dass  a  mit  dem 
Unterschied  zwischen  der  Rechnung  nach  dem  Newton'schen  Gesetz 
und  der  Beobachtung  übereinstimmt.  Es  folgen  noch  einige  all- 
gemeine Bemerkungen  über  das  allgemeinst  mögliche,  mit  den 
bekannten  elektrischen  Thatsachen  übereinstimmende  elektro- 
dynamische Grundgesetz.  Dz. 


1212         ^11*  AbschDilt.    Geodäsie,  Astronomie,  Meteorologie. 

B.  Mlodziewsky.     Ueber  die  Bestimmang  von  Doppel- 

Sternbabnen.     Arbeiten  der  phys.  SeetioD  der  Kaiser].  Gesellaebaft 
für  Freunde  der  Naturkunde.  Moskau.  III.  Hft.2.  17-19.  (Bnssiach.) 

In  einem  Sternpaare,  das  einen  Doppelstern  bildet,  geben 
die  Beobachtungen  die  auf  der  Himmelskugel  verzeichneten  een- 
traten  Projectionen  der  elliptischen  Bahn  des  einen  Sterns  in 
Bezug  auf  den  anderen  und  des  einen  der  Brennpunkte  dieser 
Bahn.  Der  Verfasser  zeigt,  wie  man  aus  diesen  Datis  die  Lage 
und  Gestalt  der  Bahn  selbst  finden  kann.  Bb. 


J.  J.  Astrand.  Httlfstafelu  zur  leicbten  und  genauen 
Auflösung  des  Keplerschen  Problems.  Mit  einer 
Einleitung  von  H.  Bruns.    Leipzig  1890.  iios.  8^ 

Die  erste  dieser  beiden  Tafeln  ist  nach  aufsteigender  Excen- 
tricität  von  e  =  0,01  bis  e  =  1,00  um  0,01  fortschreitend  geord- 
net, während  M  von  0  bis  20^  in  halben  Graden  und  von  20*  bis 
180^  in  ganzen  Graden  fortschreitet  Die  zugehörigen  Werte 
von  E  sind  bis  zu  0,001  Grad  genau  angegeben  und  daneben 
die  Differenzen  der  £  gebildet  worden.  Diese  Differenzen  dienen 
zur  Interpolation  fQr  die  Jlf ,  während  die  Interpolation  fQr  die 
Excentricitäten  von  dem  Benutzer  der  Tafeln  selbst  ausgeftlhrt 
werden  muss.  Wie  die  Einleitung  zeigt,  genflgt  in  der  Regel 
in  beiden  Fällen  eine  Interpolation  mit  einfachen  Differenzen. 

Die  zweite  Tafel  dient  f&r  sehr  grosse  Excentricitäten,  weil 
hier  die  Anwendung  der  ersten  Tafel  mit  Schwierigkeiten  ver- 
bunden sein  würde.  Sie  enthält  den  Logarithmus  der  HQlfs- 
grosse : 

_   g-BJpE  _  i_   J_   ,     1-3      sin'iB 


siu'E  2      3    '    2.4 


1.3.5      8in*E 
+  2.4.6   '      7       ■** 


auf  sieben  Stellen  und  die  Differenzen,  während  der  Eingang 
der  Tafel  durch  x  =  /sin  £,  von  5,00  bis  9,800  in  Einheiten  erst 
der  zweiten  und  von  8,800  an  der  dritten  Decimale  fortschrei- 
tend, gebildet  wird.  Dz. 
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H.  Bbun8.     Note  zur  Störungstheorie.  Hamb.  Mitt  ii.  1-8. 

Die  absolaten  Störungen  irgend  eines  Grades  in  Bezug  auf 
die  störenden  Massen  werden  durch  Auflösen  eines  Systems 
linearer  Differentialgleichungen  gefunden,  bei  welchem  der  Coeffi- 
cient  der  Unbekannten  für  alle  Grade  derselbe  ist  und  nur 
die  Zusatzglieder  für  jeden  Grad  sieh  ändern.  In  dieser  Note 
wird  eine  sehr  elegante  Form  fQr  die  Auflösung  gegeben,  welche 
freilich  neun  Integrationen  erfordert,  während  sonst  nur  sechs 
solche  notwendig  sind.  Dz. 


H.   Bbuns.      Ueber  das    Problem    der  Säcularstörungen. 

Berl.  Ber.  543-545. 

Beschränkt  man  sich  in  den  Störungsfunctionen  auf  den 
rein  säcularen  Teil,  welcher  für  alle  Planeten  derselbe  ist,  so 
ist  die  Gleichung 

2!lfa  yö^'  cos  7a  •  cos  Ja  =  COUStaut, 

a 

in  welcher  ka  von  den  Massen  abhängige  Constanten,  a«  die 
halben  grossen  Axen  der  Bahnen,  q>a  die  Excentricitätswinkel 
und  Ja  die  Neigungen  der  Bahnen  gegen  eine  feste  Ebene  sind, 
streng  richtig.  Dann  sind  aber  auch  die  Oa  constant,  und  die 
linke  Seite  wird  für  q>a  und  Ja  =  0  ein  wirkliches  Maximum, 
woraus  nach  Dirichlets  Schlussweise  folgt,  dass  diese  Grössen, 
wenn  sie  einmal  zugleich  hinreichend  kleine  Werte  besitzen, 
beständig  klein  bleiben.  Dz. 


C.  V.  L.  Charlibr.     Einige  Bemerkungen  über  die  Con- 
vergenz  der  Reihen  in  der  Störungstheorie.    Astr.  Nachr. 

CXXII,  No.  2913.  16M68. 

Die  Störungsfunction  wird  gewöhnlich  in  eine  doppelt  un- 
endliche Reihe  entwickelt,  welche  nach  den  Sinus  und  Cosinus 
der  Vielfachen  der  mittleren  Anomalien  des  störenden  und  des 
gestörten  Planeten  fortschreiten.  Die  Goefficienten  dieser  Ent- 
^^ickelung,  welche  absolut  und  gleichförmig  convergirt,  kann 
man  fbr  kleine  Werte  der  Excentricitäten  und  Neigungen  nach 
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Potenzen  derselben  ordnen.     Die  Integrale,  welche  von  Laplaee 
in  der  Form: 

sincf 


fo  cofivldt  -  ^^^fo  Bmvtdt 


und  in  ähnlichen  einfachen  Ausdrücken  dargestellt  werden,  in 
denen  Q  die  Störungsfunction  selbst  oder  aus  ihr  abgeleitete  Func- 
tionen sind,  kann  man  natürlich  ebenfalls  in  dieselbe  Form  brin- 
gen.   Dabei  treten  aber  bekanntlich  die  Nenner  auf  von  der  Form 

in  -  j»', 
welche  bei  passender  Wahl  der  ganzen  Zahlen  i  und  j  jeden 
Grad  der  Kleinheit  annehmen  können.  Diesem  Umstände  trägt 
der  Verfasser  dadurch  Rechnung,  dass  er  in  jedem  Gliede  ein- 
zeln eine  Integrationsconstante  hinzufügt,  welche  für  einen  be- 
stimmten Wert  /q  Yon  f  dieses  Glied  verschwinden  lässt.  Damit 
wird  für  jeden  solchen  kleinen  Nenner  ein  entsprechender  kleiner 
Zähler  gebildet  und  für  die  Störung  selbst  eine  für  alle  Werte 
von  /  convergente  Reihe,  aber  nicht  von  gleichmässiger  Convergenz 
hergestellt.  Es  wird  noch  darauf  hingewiesen,  dass  unter  Um- 
ständen die  einzelnen  Störungen,  nach  Potenzen  der  Hassen 
geordnet,  eine  divergente  Reihe  bilden  können,  während  ihre 
Summe  gleichwohl  zu  einer  convergenten  Gesamtreihe  zusammen- 
gestellt werden  mag.  Dz. 

K.   6.  Olsson.      Bemerkungen    über    die    Integrations- 
methoden    der    Zeitreduction    in     der    Gyld^n'schen 

Theorie.    Archiv  for  Math,  og  Natnrvidenslcab.  XIY.  1-10. 

K.  6.  Olsson.     Ueber  die  Convergenz  der  Annäherangen 
in  der  Gyld^n'schen  Störungstheorie,     ibid.  232-239. 

In  dem  erstgenannten  Aufsatze  wird  gezeigt,  dass  eine  in 
der  Gjldön'schen  Störungstheorie  durch  partielle  Integration  er- 
haltene Beihe  flir  die  „Zeitreduction''  unter  gewissen  Umst&nden 
divergirt,  und  dass  die  Anwendung  elliptischer  Functionen  nicht 
geeignet  ist,  diesen  Uebelstand  zu  beseitigen.  Im  zweiten  Auf- 
satze verallgemeinert  der  Verfasser  seinen  Divergenzbeweis,  in- 
dem er  zu  zeigen  sucht,  dass  die  partielle  Integrationsmethode 
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in  der  That  immer  zu  absolut  divergirenden  Reihen  führt. 
Wegen  des  Näheren  muss  aaf  die  Aufsätze  selbst  hingewiesen 
werden.  Bdn. 

0.  Backlund.      Die    kleinen  Divisoren  bei  elementaren 
Gliedern    in    der    Theorie    der    Planetenbewegungen. 

Aatr.  Nachr.  OXXII.  No.  2920-21.  272-302. 

Es  werden  nur  zwei  Planeten  betrachtet  und  die  Differen- 
tialgleichungen ihrer  Bewegung  in  die  von  Tisserand  ausführlich 
auseinandergesetzte  Form  gebracht,  fttr  welche  in  den  Differen- 
tialgleichungen für  beide  Planeten  dieselbe  Störungsfunction  gilt. 
Die  Integrale  werden  in  der  von  Laplace,  Möcanique  Celeste 
Livre  II  Ch.  VI,  angegebenen  Form  angenommen  und  nun  für 
die  Radienvectoren  und  die  Anomalien  andere  Veränderliche 
eingef&hrt.  Darauf  wählt  der  Verf.  aus  der  Störungsfunction  zu- 
erst nur  ein  einziges  Glied  aus  und  bestimmt  die  Integrale  durch 
aufeinander  folgende  Annäherungen,  wobei  das  Hauptgewicht 
auf  die  „elementaren  Glieder^  von  langer  Periode,  welche  bei 
dieser  Art  der  Entwickelung  schon  in  erster  Annäherung  auf- 
treten, gelegt  wird.  Die  ursprünglich  angenommenen  willkürlichen 
Constanten  werden  so  bestimmt,  dass  eine  Irrationalzahl  in  die 
Betrachtung  eingeht,  mit  deren  Hülfe  der  Verfasser  den  Maximal- 
einfluss  der  Divisoren  schätzt  Schliesslich  wird  noch  auf  die 
Bewegung  der  Knoten  eingegangen,  welche  bei  dieser  Art  der 
Betrachtung  durch  eine  letzte  Quadratur  gefunden  wird. 

Dz. 

A.  Weiler.     Die  Störungen  der  Planeten  in  der  neuen 

Theorie.    Astr.  Nachr.  GXXII,  No.  2908-2909.  49-104. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  werden  durch  Ein- 
führung einer  grossen  Zahl  von  neuen  Veränderlichen  umgeformt, 
um  dann  die  Entwickelung  nach  Potenzen  der  störenden  Massen 
folgen  zu  lassen.  Den  Schluss  bildet  eine  Polemik  gegen  die 
Beweisführung  des  Herrn  Gyldän  dafür,  dass  bei  Zugrunde- 
legung der  Ellipse  als  intermediärer  Bahn  die  Störungen  eine 
divergente  Reihe  bilden.  Dz. 


1216         Xn.  AbBchDitt.    Geodäsie,  ABtroDomie,  Meteorologie. 

G.  W.  Hill.     The  secular  pertnrbations  of  two  planete 
moving  in  the  same  plane;  with  application  to  Jnpiter 

and   Saturn.    Anoals  of  Math.  V.  177-213. 

Wenn  nur  zwei  Planeten  in  derselben  Ebene  um  die  Sonne 
kreisen,  so  kann  man  das  Problem  der  Bestimmung  der  Säcular- 
Störungen  auf  eine  einzige  Quadratur  zurückfBhren,  da  in  der 
Störungsfunction  als  Veränderliche  nur  drei  Grössen,  nämlich 
die  beiden  Excentricitäten  und  die  Differenz  der  beiden  Perihel- 
längen,  vorkommen  und  zwischen  ihnen  bereits  zwei  Integrale, 
das  Flächenintegral  und  das  Integral  der  lebendigen  Kraft,  be- 
kannt sind.  Indem  der  säculare  Teil  der  Störungsfunction  mit 
ZuhQlfenahme  der  excentrischen  Anomalie  nach  Potenzen  der 
Excentricitäten  bis  zum  sechsten  Grade  entwickelt  and  alles 
auf  eine  Variable  x  reducirt  wird,  erhält  man  fUr  diese  eine 
Differentialgleichung  yon  der  Form 

dx  _Vföe) 
dt  ""  g>{x)  ' 

wo  f(x)  und  q>(x)  nach  ganzen  Potenzen  von  x  in  Reiben  ent- 
wickelt gegeben  sind.  Durch  Einsetzen  numerischer  Werte  findet 
man  für  Jupiter  und  Saturn,  dass  zwei  Werte  von  x  die  erste  Fanc- 
tion  f(x)  zu  Null  machen,  und  dass  für  alle  dazwischen  liegenden 
Werte  f(x)  positiv  ist  und  q>(x)  sein  Vorzeichen  beibehält.  Hier- 
aus folgt  nach  einer  von  Weierstrass  herrfihrenden  Schluasweise, 
dass  X  und  somit  die  beiden  Excentricitäten  beständig  zwischen 
zwei  festen  Grenzen  sich  bewegen.  Sind  die  Excentricitäten 
und  die  Differenz  der  Perihellängen  bestimmt,  so  ergeben  sich 
durch  eine  letzte  Quadratur  die  Perihellängen  selbst.        Dz. 


J.  V.  Hepperger.  Integration  der  Gleichungen  für  die 
Störungen  der  Elemente  periodischer  Kometen  von 
geringer  Neigung  (Biela'scher  Komet)  durch  die  Pla- 
neten Erde,  Veijus  und  Mercur.     Wien.  Ber.  xccx.  89-103. 

Diese  Arbeit  schliesst  sich  derjenigen  desselben  Verfassers 
in  Bd.  XGIII  der  Sitzungsberichte  an  und  lehrt,   wie  man  mit 
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Aufgeben  der  Strenge  doch  einen  bedeutenden  Teil  der  Störungen 
der  Elemente  finden  kann,  indem  man  innerhalb  gewisser 
Grenzen  das  Differential  der  Zeit  durch  das  des  Längenunter- 
schiedes des  Kometen  und  störenden  Planeten  ersetzt  und  den 
Radiusvector  und  die  Länge  des  Kometen  als  lineare  Functionen 
dieses  Längenunterschiedes  ansetzt.  Dz. 


P.  Harzer.  Ueber  die  Rückwirkung  der  von  dem  Monde 
in  der  Bewegung  der  Sonne  erzeugten  Störungen  auf 
die  Bewegung  des  Mondes.    Astr.  Nachr.  OXXIII,  No.2^l. 

193-200. 

Das  Theorem,  welches  den  Gegenstand  dieser  Abhandlung 
bildet,  liegt,  wie  dem  einen  recht  umständlichen  und  gewundenen 
Beweis  bringenden  Verfasser  entgangen  zu  sein  scheint,  so  nahe, 
dass  wohl  aus  diesem  Grunde  die  Astronomen  seiner  nicht  er- 
wähnt haben  mögen,  wenn  dies  nicht  doch  bereits  irgendwo  ge- 
schehen sein  sollte.  Denn  führt  man  ausser  den  Goordinaten 
a?,  y,  J5  des  Mondes  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  der  Erde 
noch  die  Goordinaten  x'\  y'\  &*'  der  Sonne  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt  von  Erde  +  Mond  ein,  so  werden  die  Gomponenten 
der  störenden,  auf  den  Mond  wirkenden  Kraft  durch  partielle 
Differentiation  der  Function  V  = 

ki-i«)V(^"-(i-i»)*y+(y"-(i-^)y)'+(»"-(i-^)»)* 
^  ^ 

wo   li'  =  -2 ,    u  =  ■^—, —   und   m,  m',  l    die   Massen   des 

Mondes,  der  Sonne  und  der  Erde  sind. 

Entwickelt  man  nun  nach  Kugelfunctionen : 

1  1   ""f  /  r  \** 


also  auch: 


1    «=»       /  r  N" 


y(x"-axy+(if"—ayy+(z"—azy     »•     -=»       ^f" 

ForUchr.  d.  Utfh.  XZII.  3.  <  < 


1218  ^n.  AbtehDÜt    Geodiaie,  AvtroooBie,  Meteorologie. 

SO  folgt  »ofort 

WO  rO*)  die  Zahl  (l-f<>-'— (— f«)^*  iat.  D». 


K.  ßoHLiN.     Ueber  eine  nene   Annähernngsmethode  in 

der   ßtöningStheorie.     Stockh.  Vet  Ak.  Bih.  56  8.  (1889). 


M.  Bnendbl.  Ueber  die  Anwendung  der  Gjiden'schen 
absoluten  St<5ningstheorie  auf  die  Breitenstömogen 
einer  gewissen  Klasse  kleiner  Planeten,  nebst  nume- 
rischem Beispiel    fttr  den  Planeten  (^  Hestia.       Dies. 


Berlin.  26  8.  4^ 


Frhr.   E.   von    Habrdtl.      Die    Bahn    des    periodischen 
Kometen  Winnecke  in  den  Jahren  1858-1886.       Aair. 

Nscbr.  OXXIl,  Ko.2914.  177-186. 

Diese  Abhandlung  beschäftigt  sich  hauptsächlich  mit  den 
Störungen  des  Mercur  auf  den  Kometen  und  mit  einer  sich 
daran  schliessenden  Untersuchung  über  den  wahrscheinlichen 
Wert  dieser  Masse,  welcher  sich  ziemlich  nahe  an  den  von 
Lo  Vorrier  aus  den  Störungen  der  Länge  der  Venus  heraus- 
gerechneten TTT^innr  anschliesst.  Zum  Schluss  wird  der  Komet 
£ncke  herangezogen  und  unter  Annahme  zweier  verschiedenen 
Werte  für  die  Accelerationsconstante  aus  seinen  Störungen  die 
Masse  des  Mercur  berechnet  Dz. 


ß.  BuszYNSKi.  Ueber  hyperbolische  Bahnen  heller  Meteore. 

Dias.  ErlaDgeo.  30  S.  8^ 

Der  Verfasser  beginnt  mit  dem  Satze,  dass  die  neueren 
Rechnungen  fttr  die  Bahnen  der  hellen  Meteore  im  Gegensatz 
zu  den  gewöhnlichen  Sternschnuppenschwärmen  fast  ausschliess- 
lich Hyperbeln  ergeben  haben.  Bedenkt  man  aber,  dass  die 
Zeitangaben   naturgemäss  nur  ungenau  sein  können   und  damit 
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besonders  die  Geschwindigkeit  des  Meteors  in  weiten  Grenzen 
beliebig  angenommen  werden  kann,  so  ist  es  notwendig,  diese 
zu  yariiren.  Nach  Ableitung  der  Formeln  fQr  die  Elemente  der 
Heteorbahn  werden  die  Differentialformeln  für  veränderliche 
Geschwindigkeit  entwickelt.  Die  Schrift  bildet  die  Fortsetzung 
zn:  nUeber  die  Bahnen  der  am  11.  Dec.  1852  nnd  am  3.  Dec. 
1861  in  Deutschland  beobachteten  hellen  Meteore*.  (F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  1102.)  Dz. 

O.  Callandrbau.  ^tndes  sur  la  throne  de  la  capture 
des  comfetes  pöriodiques.    c.  R.  ex.  625-627. 

O.  Callakdrbau.  Etudes  sur  la  th^orie  des  comfetes 
pdriodiques.    G.  R.  GXL  30-31. 

Beide  Abhandlungen  enthalten  eine  kurze  Angabe  über  die 
Untersuchungen  des  Verfassers,  welche  sich  auf  die  periodischen 
Kometen  und  die  Hypothese  beziehen,  dass  ihre  ursprQnglich 
parabolischen  Bewegungen  durch  Jupiter  in  elliptische  umgewan- 
delt worden  seien.  Es  wird  auf  das  Erscheinen  der  ausführlichen 
Arbeit  in  den  Annales  de  rObservatoire  de  Paris  Tome  XX 
hingewiesen.  Dz. 

Hamt.     Remarques  sur  la  thdorie  gdn^rale  de  la  figure 

des   planstes.      Jonrn.  de  Math.  (4)  VL  69-143. 

Nach  einer  Einleitung,  in  welcher  die  Theorie  einiger  von 
Lamö  unter  Zugrundelegung  elliptischer  Raumcoordinaten  auf- 
gestellten Functionen  gegeben  wird,  welche  als  Verallgemeine- 
rungen der  Eugelfunctionen  auf  Ellipsoide  anzusehen  sind  und 
kurz  Lam^'sche  Functionen  genannt  werden,  folgt  die  eigentliche, 
in  drei  Gapitel  geteilte  Arbeit. 

In  dem  ersten  wird  das  Potential  eines  heterogenen  Ellip- 
soids  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  nach  Lam6'schen 
Functionen  entwickelt,  wenn  für  die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte 
diese  Entwickelung  gegeben  ist.  Dann  wird  eine  Anwendung 
auf  das  homogene  Ellipsoid  gemacht  und  ein  sehr  einfacher 
Ausdruck  des  Potentials  in  Lamö'schen  Coordinaten  aufgestellt, 
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von  dem  dann  nachgewiesen  wird,  dass  er  im  Grunde  mit  der 
bekannten  Dirichlet'schen  Formel  zusammenfiElllt  Dann  werden 
die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  drei  Axen  zunächst 
wieder  eines  heterogenen  Bllipsoides  bestimmt  und  nachgewiesen, 
dass  dieses,  falls  die  Dichte  nach  Lamä'schen  Functionen  ent- 
wickelt gegeben  ist,  nur  von  drei  Goefficienten  dieser  Entwicke- 
lung  abhängt.  Darauf  wird  Anwendung  von  diesen  Formeln 
auf  einen  Körper  gemacht,  welcher  begrenzt  wird  von  dnem 
Ellipsoid  und  aus  einem  inneren,  völlig  unbekannten  Kern  be- 
steht,  der  von  einer  Flüssigkeit  allseitig  bedeckt  ist  Ausserdem 
wird  vorausgesetzt,  dass  das  Ellipsoid  sich  gleichmftssig  um 
eine  Hauptaxe  drehe,  so  dass  zum  Potential  der  Anziehung  noch 
das  der  Centrifugalkraft  hinzukommt  und  jenes  Ellipsoid  also 
eine  Niveaufläche  für  das  Gesamtpotential  ist.  Es  ergiebt  sieb, 
dass,  wie  auch  sonst  die  Verteilung  der  Massen  in  dem  Kern 
sei,  doch  der  Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  und  die  freien 
Axen  mit  den  Hauptaxen  des  Ellipsoids  zusammenfallen  müssen, 
dass  ferner  die  Differenzen  der  Trägheitsmomente  um  die  Haupt- 
axen ebenfalls  von  dieser  Verteilung  unabhängig  sind.  Selbst- 
verständlich ist  auch  das  Potential  in  Bezug  auf  alle  fiusseren 
Punkte  durch  Daten  an  der  Oberfläche  bestimmt,  wie  durch  die 
Untersuchungen  von  G.  G.  Stokes  ganz  allgemein  bewiesen 
worden  ist. 

Im  zweiten  Gapitel  wird  eine  Anwendung  auf  das  abge- 
plattete Rotationsellipsoid  gemacht  und  eine  Formel  für  die 
Beschleunigung  g  abgeleitet,  welche  unter  der  Voraussetzung 
eines  unbekannten  Kerns  für  jeden  Wert  der  Abplattung  gilt 
und  für  geringe  Abplattungen  die  bekannte  Clairaut'sehe  Glei- 
chung zwischen  Abplattung,  Unterschied  der  Schwere  am  Aequator 
und  Pol  und  dem  Verhältnis  der  Centrifugalkraft  zur  Anziehung 
am  Aequator  giebt.  Dann  wird  die  Formel  von  Glairaut  und 
Laplace  für  die  Differenz  der  Trägheitsmomente  um  die  grosse 
und  kleine  Axe  und  für  das  Verhältnis  dieser  Differenz  zn  einem 
dieser  Trägheitsmomente  abgeleitet  und  unter  der  Annahme,  dass 
die  Dichte  nach  innnen  niemals  abnimmt,  hieraus  eine  untere 
Grenze  7,39  für  die  Dichte  im  Mittelpunkte  der  Erde  ermittelt. 
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Im  letzten  Capitel  endlich  wird  das  Theorem  bewiesen,  dass 
die  Oberflächen  zweier  Flüssigkeiten  von  verschiedener  Dichte, 
welche  aber  einander  einen  unbekannten  Kern  bedecken,  con- 
focale  Ellipsoide  sein  müssen,  wenn  sie  überhaupt  Ellipsoide 
und  zugleich  Niveauflächen  sind.  Es  wird  bewiesen,  dass  dies 
nur  dann  möglich  wäre,  wenn  inwendig  Schichten  von  geringerer 
Dichte  als  an  der  äussersten  Schicht  vorkämen,  was  für  die  Erde 
kaum  anzunehmen  ist.  Dz. 

Hamy.     Sar  la  th^orie  de  la  figure  des  planstes.      c.  r. 

ex.  124-125. 

Es  werden  einige  Resultate  der  Arbeit  Remarques  sur  la 
theorie  gön^rale  de  la  figure  des  planetes  (siehe  das  vorangehende 
Ref.)  angegeben  und  einige  Bemerkungen  zu  den  Lamä'scben 
Functionen  gemacht.  Dz. 

W.  Sbllmbier.      Die  Sonne    unter    der   Herrschaft    der 

drei  Planeten  Venus,  Erde  und  Jupiter.    Hailea.  8.  1890. 

21  s. 
Die  Planeten  bewirken  auf  der  Sonne  eine  Flut,  welche 
die  grossen  Eruptionen  auf  ihr  nach  Meinung  des  Verfassers 
auslöst.  Durch  Einsetzen  der  Zahlen  folgt,  dass  in  dieser  Hin- 
sicht Venus  und  Jupiter  den  stärksten  Eiufluss,  Mercur  und 
Erde  etwa  einen  halb  so  grossen  Einfluss  haben.  Wird  der 
Mercur  bei  Seite  gelassen,  so  zeigt  eine  einfache  Rechnung, 
dass  nach  etwa  11  Jahren  die  drei  anderen  Planeten  ungefähr 
dieselbe  relative  Lage  zur  Sonne  haben.  Da  im  Jahre  1814  die 
mittleren  Längen  dieser  Planeten  um  ganze  Vielfache  von  180*^ 
sich  unterschieden,  so  muss  hier  ein  Maximum  der  Fluten- 
häufigkeit sein  und  dieses  sich  etwa  alle  11  Jahre  wiederholen, 
was  auch  der  Fall  ist.  Dz. 

A.  Belopolsky,  Ueber  die  Analogie  zwischen  den 
Bewegungen  auf  der  Sonnenoberfläche  und  den  Circu- 
lationen  in  einer  rotirenden  flüssigen  Kugel.     Arbeiten 

der    VIII.  Vereammluug   der   ruBB.    Naturforscher    und    Aerzte.    1.^90. 
St.  Petersburg.  Math,  und  Astronomie.  31-35.  (RnsBisch) 
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Herr  Belopolsky  teilt  die  Resultate  seiner  experimentelleo 
Untersuchangen  über  die  Bewegungen  von  Stearinteilcb^i  lings 
der  Oberfläche  eines  rotirenden  Glasballons  mit,  wdeher  mit 
Wasser  oder  einer  starken  Zuckerlösung  nebst  in  dieser  Flltaig- 
keit  schwimmenden  feinen  Stearinteilchen  gefallt  ist.  Diese  Ex- 
perimente liessen  eine  Analogie  bemerken  zwischen  den  Bewe- 
gungen auf  der  Sonnenoberfläche  (aus  Beobachtungen  der  Sonnen- 
flecken  abgeleitet)  und  den  Bewegungen  einer  FlQssigkeit  mit 
innerer  Reibung,  die  in  einer  kugelförmigen  Höhlung  eines 
rotirenden  Körpers  eingeschlossen  ist.  Herr  Belopolsky  citirt 
in  seinem  Berichte  Herrn  Joukowsky's  Arbeit:  „lieber  die  Be- 
wegung eines  starren  Körpers,  welcher  mit  Flttssigkeit  geffillte 
Höhlungen  hat^,  die  im  XVII.  Bde.  des  Journ.  der  Buss.  Php. 
ehem.  Ges.  ffir  das  Jahr  1885  abgedruckt  ist.  Bb. 


R.  Radau.     Remarques  relatives  k  nne  cause  de  varia- 
tion  des  latitudes.    c.  r.  oxi.  558-559. 

Es  wird  nach  dem  Einfluss  gefragt,  welchen  die  Ebbe  and 
Flut,  sowie  die  Niederschläge,  wenn  sie  sich  in  fester  Form 
irgendwo  auf  der  Erde  anhäufen,  auf  die  Variation  der  Breite 
haben  können,  und  nachgewiesen,  dass  derselbe,  wenn  diese 
Niederschläge  die  Masse  von  etwa  2000  Kubikkilometer  Wasser 
erreichen,  im  Maximum  etwa  0,20"  betragen  kann.  Dz. 


A.  Gaillot.      Sur    les    variations    constat^es    dans    les 
observations  de  la  latitude  d'un  mSme  lien.    c.  R.  cxi. 

559-562. 

Die  in  Potsdam,  Berlin  und  Prag  unternommenen  Beobach- 
tungen über  die  jährliche  Variation  der  Breite  haben  mit  völliger 
Sicherheit  eine  solche  von  +0,25"  um  den  mittleren  Wert  er- 
geben, was  mit  einem  Resultat,  welches  in  Paris  aus  den  Beob- 
achtungen der  Jahre  1856-1861  hergeleitet  worden,  völlig  stimmt. 
Es  werden  zwei  Theorien  für  die  Erklärung  dieser  Erscheinoug 
besprochen.      Die   erste,   dass   die  Rotationsaxe  sich   im  Innern 
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der  Erde  verändert,  so  dass  der  Pol  einen  Kreis  von  etwa 
7 -8m  beschriebe.  Dann  mflsste  die  Variation  der  Breite  ffir  Orte 
Ton  sehr  verschiedener  Länge  allerdings  im  ganzen  von  der- 
selben Grösse  bleiben,  aber  die  Epochen  durchaus  verschieden 
ausfallen,  ja  f&r  Längenunterschiede  von  180^  gerade  entgegen- 
gesetzt sein.  Die  zweite  Theorie  erklärt  die  Breitenänderungen 
aus  den  Refractionserscheinungen,  da  vielleicht  die  Unregel- 
mässigkeiten in  der  Dichte  der  Luft  im  Sommer  anders  ausfallen 
als  im  Winter.  Dann  mQsste  die  Epoche  der  Variation  für  alle 
Orte  dieselbe,  die  Grösse  aber  voraussichtlich  fQr  Orte  ver- 
schiedener Breite  verschieden  sein.  Daher  wird  dem  Vorschlage 
des  Herrn  Fergola  auf  dem  Congress  zu  Rom  zugestimmt,  Orte 
mit  sehr  verschiedener  Länge  als  Stationen  zu  wählen;  die  An- 
nahme desselben  würde  die  Verwerfung  einer  der  beiden  Theo- 
rien entscheiden.  Dz. 


Weitere  Litteratur. 

F.  Folie.     A  roccasion  des  variations  de  latitnde  con- 
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XX.  438-439. 
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plan    ä   la   mesure   pr^cise    des  distances  des  astres. 

C.  R.  CX.  1097-1105. 

R.  DE  SousA  Pinto.     Continua^ao    dos    estudos    instra- 

mentaes.     Coimbra. 

Diese  Schrift  bildet  die  Fortsetzung  einer  anderen  von  dem- 
selben Verfasser,  welche  in  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1206  angezeigt 
ist.  Der  Verf.  führt  die  Untersuchung  der  Meridian fernrohre 
auf  der  Sternwarte  von  Coimbra  weiter  fort.  Tx,  (Lp.) 

A.  A.  MiCHELsoN.      On   the    application  of  interference 

methods  to  astronomical   measurements.      Pbii.  Mag.    (5) 
XXX.  1-21. 
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Capitel  3. 

Mathematische  Geographie  und  Meteorologie. 

S.  Günther.     Handbnch  der  Mathematischen  Geographie 
(Bibliothek  geographischer  Handbttcher).   stattgart.  Engei- 

horo.  XYI  n.  793  3.     Mit  löö  AbbilduDgen.    8<>. 

Das  Buch  ist  dazu  bestimmt,  dem  Geographen  das  Eindrin- 
gen in  die  eigentQmliehe  Methodik  der  mathematischen  Erdkunde 
möglichst  zu  erleichtern,  und  es  ist  deshalb  die  Anwendung 
höherer  Rechnung  auf  diejenigen  Capitel  beschränkt  worden, 
welche  einer  elementaren  Behandlung  nicht,  oder  doch  nur  auf 
grossen  Umwegen,  zugänglich  erscheinen.  In  einer  methodolo- 
gischen Einleitung  wird  die  Aufgabe  der  mathematischen  Erd- 
kunde dahin  präcisirt,  dass  sie  die  Frage,  wo  befindet  sich  in 
gegebener  Zeit  ein  gegebener  Erdort,  allgemein  zu  lösen  habe. 
Damit  sind  aber  drei  Unterabteilungen  von  selbst  gegeben.  Man 
muss  wissen,  welches  die  Grösse  und  Gestalt  der  Erde  ist;  man 
muss,  nachdem  dies  festgestellt  ist,  einen  beliebigen  Punkt  auf 
ein  festes  Coordinatensystem,  das  dem  Erdkörper  selbst  ange- 
hört, beziehen  können;  und  man  muss  drittens  den  Ort  des  An- 
fangspunktes dieses  Coordinatensystems  im  Räume  zu  fixiren 
vermögen.  Im  ersten  Hauptabschnitte  wird  somit  von  der  sinn- 
lichen Anschauung  ausgegangen;  es  werden  die  Gründe  für  die 
sphärische  und  später  fttr  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde  er- 
örtert, und  zuletzt  wird  die  moderne  Theorie  mathematisch  be- 
gründet, dass  das  Geoid,  d.  h.  die  durch  einen  absolut  bewegungs- 
losen Wasserspiegel  gekennzeichnete  Niveaufläche  der  Schwer-  und 
Schwungkraft,  der  geometrisch  regelmässigen  Form  überhaupt 
entbehre.  Dem  zweiten  Hauptabschnitte  sind  folgerichtig  die 
Höbenmessung,  sowie  die  Bestimmung  der  geographischen  Breite 
und  Länge  zugewiesen,  während  im  dritten  die  Bewegungsver- 
hältnisse des  Erdplaneten  —  ältere  Weltsysteme,  Rotation  und 
Revolution,  Kepler'sche  Gesetze,  Präeession  und  Nutation,  Eigen- 
bewegung des  Sonnensystems  -^  in  Betracht  gezogen  worden 
sind.  Gr. 
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O.  ßiKDEL.     Die  Grnndlehren  der  ÄBtronomiftchen  Geo- 
graphie und  ihre  anterrichtliche  Behandlung,   witteoberg. 

R.  Herrose.  XII  n.  178  S.  8o. 

Eine  im  wesentlichen  klare,  aber  etwas  za  weitschweifige 
und  mit  mancherlei  —  zumal  poetischem  —  Ballast  bebfirdete 
populäre  Astronomie,  die  ihren  Hauptzweck,  an  Lebrersemina- 
rien  verwendet  zu  werden,  wohl  erreichen  kann.  Gr. 


J.  Thikdb.     Einftthmng  in  die  Mathematische  Geographie 

and   Himmelsknnde.     Freibnrg  i.  Br.  Herder.  V  a.  62  S.  8^ 

Eine  kurze,  klare  und  nichts  Wesentliches  ausser  Acht  lassende 
Darstellung  der  Grundlehren  der  astronomischen  Geographie, 
durch  gut  gezeichnete,  teilweise  neue  Figuren  erläutert  Nicht 
genagend  erscheint  die  lediglich  auf  einen  Specialfall  bedacht 
nehmende  Erklärung  der  Aberration,  und  verfehlt  ist  der  kurze 
Abschnitt  Ober  die  HercatorProjection,  welche  der  Verf.  mit  der 
gnomonischen  Uebertragung  der  Eugelfläche  auf  den  äquatorialen 
Tangentialcylinder  verwechselt.  Gr. 

E.  Vogt.    Aufgaben  aus  der  Mathematischen  Geographie. 

Pr.  OymD.  Speier  a.  Rh. 

Eine  sehr  brauchbare  und  verdienstliche  Zusammenstellung, 
von  welcher  allerdings  nur  diejenigen  Lehranstalten  vollen  Ge- 
brauch zu  machen  in  der  Lage  sind,  welche  in  der  Ver- 
wendung der  sphärischen  Trigonometrie  nicht  Qber  Besehrän- 
kung  zu  klagen  haben.  Zunächst  erhalten  wir  Beispiele  fiber 
die  Transformation  der  Raumcoordinaten  in  Verbindung  mit 
der  Bestimmung  der  geographischen  Breite  (Methode  von  Dou- 
wes);  hierauf  wird  unter  verschiedenen  Voraussetzungen  die 
Sichtbarkeits-  und  Unsichtbarkeitsdauer  der  Sterne  und  der  Sonne 
berechnet,  woran  sich  dann  wieder  Aufgaben  über  die  Dämme- 
rungsdauer  anschliessen.  Nunmehr  kommt  die  Erdoberfläche  an 
die  Reihe:  es  wird  ermittelt,  wie  man  Distanzen  auf  der  kngel* 
förmigen  Erde  bestimmt,  und  welchen  Teil  der  Erde  man  von 
erhabenen  Punkten  aus  zu  übersehen  vermag.    Sehr  eingehend 


GftpiUl3.    Mathematiicbe  Geographie  und  Meteorologie.       1227 

wird  die  ParallaxenberechnuDg  abgehandelt,  und  aueb  einige 
gnomoniscbe  Aufgaben  finden  sieb  vor,  was  wir  nur  billigen 
können.  Endlieb  begegnen  wir  einer  recht  ausf&hrlichen  und 
doch  in  keiner  Weise  über  den  Standpunkt  eines  Primaners 
hinausgehenden  Darstellung  des  Finsterniscaiculs.  Numerische 
Fälle  sind  allenthalben  beigegeben,  alle  Rechnungen  sind  an 
einfachen  Figuren  versinnlicht;  kurz,  die  kleine  Schrift  eignet 
sich  vortrefflich  dazu,  von  dem  Lehrer  der  mathematischen  Geo- 
graphie neben  dem  natürlich  unentbehrlichen  systematischen  Com- 
pendium  zu  Rate  gezogen  zu  werden.  Gr. 

K.  Heller.  Beitrag  zum  Unterricht  in  der  Mathemati- 
schen Geographie.  Pr.  Bealgymo.  Halberstadt. 
Der  wesentliche  Zweck  dieser  Abhandlnng  ist  der,  eine 
möglichst  elementare,  auch  f&r  Schiller  der  höheren  Klassen  ver- 
ständliche Auflösung  des  Eepler'schen  Problems  zu  erlangen.  Die 
zu  lösende  transcendente  Gleichung  ist,  die  bekannten  Bezeich- 
nungen vorausgesetzt, 

d' — es\n&  =  ; 

n    ' 

indem  mittels  der  Gleichungen 


sm^  =  -V-^ ^     'lod        ,  =  tgA 

l-f-CCOS^)  |/l— c' 

die  zwei  neuen  Winkel  ^  und  X  eingeführt  werden,  kann 
man  an  Stelle  der  ursprünglichen  Gleichung  die  folgende  be- 
trachten : 

,  ,         .    /  sin  A  \ 
q>  =  A  +  arcsin(^ )• 

Der  Verf.  nimmt  die  Reihe  für  aresin  als  bekannt  an,  wogegen 
freilich  die  Mehrzahl  der  Gymnasiallehrer  Protest  erheben  dürfte, 
und  findet  so 

.    /sinA\        sinÄ   .      1       sin'il   .       1.3      sin*A    . 

"""»C-r-)  = -^  +  ^T  • -^  +  2X5- -^ + - 


=  sin^4- -s-ö-sin'^-t- 
if.o 


+  ic'8in2*C08;?(l  +  j8in'd  +  -^8in*^+--) 
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Durch  Einsetzung  und  mehrfache  Umformung  ergiebt  sich  (ange- 
nähert) 

e'  0*  e* 

q>  =  ^4-c8in^+-p8in2*  +  -^8in^-4-8in*^, 

4  ^  o 

oder  zuletzt 

27i<    ,   „     ,     2yil    ,    5    ,  .     4:nt 
(p  = [- 2c  8in J--pc'8in 


n  fi  4  n 


+  _(i38in-j^ — «'°-;r> 


Anwendungen  werden  gemacht,  um  die  Zeitgleichung,  sowie  die 
Aequatorialcoordinaten  eines  Planeten  für  einen  gegebenen  Zeit- 
punkt zu  berechnen.  Gr. 

G.  Egidi.     Note  sulla  soluzione  pratica  di  alcnni  pro- 

blemi   gnomonioi.     Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L.  XLIL  225-238;  XLIII. 
41-52,  63-78. 

Die  behandelten  Aufgaben  sind  durchweg  solche,  welche 
durch  sphärische  Trigonometrie  oder  durch  einfache  BechnuDg 
mit  orthogonalen  Goordinaten  aufgelöst  werden  können;  sie  er- 
wecken also  gerade  kein  höheres  mathematisches  Interesse,  sind 
aber  für  die  Ausgestaltung  der  Gnomonik  an  sich  nicht  unwich- 
tig. Zuerst  wird  die  Zeit  bestimmt,  während  welcher  eine  Son- 
nenuhr überhaupt  von  den  Sonnenstrahlen  getroffen  wird  und 
ihrem  Zwecke  als  Uhr  dienen  kann.  Von  weiteren  Fragen  seien 
die  folgenden  genannt:  Wie  kann  man  Fusspunkt  und  Länge 
des  Stilus  finden,  wenn  solche  nicht  unmittelbar  gegeben  sind? 
Welches  ist  die  vom  Endpunkte  des  Schattens  beschriebene 
krumme  Linie?  Wie  lässt  sieb,  wenn  ein  gewisser  Schattenend- 
punkt nachmittags  gegeben  ist,  derjenige  ermitteln,  welcher  fBr 
den  Vormittag  einem  gleich  hohen  Sonnenstande  entspricht?  Wie 
lässt  sich  der  Winkel  zwischen  consecutiven  Stundenlinien  als 
Function  der  Sonnenhöhe  ausdrücken?  Wenn  der  von  der  Uhr- 
ebene  mit  dem  Horizonte  gebildete  Winkel  bekannt  ist,  welches» 
sind  die  Neigungen  gewisser  Stundenlinien  gegen  den  Horizont? 
Der  Kegelschnitt,  den  der  Endpunkt  des  Schattens  beschreibt, 
ist  Übrigens  schon  oftmals  zum  Gegenstande  eingehender  Unter- 
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sachnngeD  gemacht  worden,  worQber  in  Ghasles'  „Geschichte  der 
Geometrie'^  viele  Mitteilungen  zu  finden  sind.  Gr. 


F.  BucHHOiiTZ.  Die  einfache  Erdzeit  mit  Standenzonen 
und  festem  Weltmeridiane  als  Zifferblatt  ohne  Störung 
der  Tageszeiten  für  alle  Länder  und  Völker  der  Erde. 

Berlin.  Conrad.  31  S.  8^. 

0er  hier  ausgesprochene  und  im  einzelnen  durchgeführte 
Gedanke,  die  sphärische  Erdoberfläche  durch  äquidistante  Meri- 
diane in  Zweiecke  zu  zerlegen,  für  deren  ganzen  Innenraum  die 
Zeit  die  nämliche  sein  soll,  während  immer  an  der  Begrenzungs- 
linie ein  Sprung  von  einer  Stunde  stattfände,  hat  manches  für 
sich,  ist  aber  keineswegs  neu.  Weniger  glücklich  ist  die  Wahl 
des  Ausdrucks  „Stundenzonen",  der  zwar  leider  sehr  verbreitet, 
geometrisch  jedoch  gänzlich  unzulässig  ist,  und  auch  der  Vor- 
schlag, den  Nullmeridian  in  die  Beringsstrasse  zu  verlegen,  hat 
heutzutage  keine  Aussicht  auf  Verwirklichung.  Dem  Verf.  scheint 
es  entgangen  zu  sein,  dass  Bouthillier  de  Beaumont  für  dieses 
Project  seit  geraumer  Zeit  Stimmung  zu  machen  versucht  hat, 
ohne  viel  Entgegenkommen  zu  finden.  6r. 


C.  E.  M.  Rohrbach.  Ueber  mittlere  Grenzabstände. 
Vorschläge  zur  arithmetischen  nnd  graphischen  Dar- 
stellung und  Vergleichung  geographischer  Verhältnisse. 

Petermanii's  Geogr.  MitteilnDgeo.  76-84,  89-93. 

Die  schon  zu  wiederholten  Malen  von  Geographen  und  Ma- 
thematikern gemachten  Versuche,  für  das,  was  unbestimmt  durch 
die  Ausdrücke  „Eüstenentwickelung*'  oder  „Aufgeschlossensein 
eines  Landes  gegen  das  Meer*'  charakterisirt  werden  sollte, 
scharfe  Begriffsbestimmungen  zu  schaffen,  werden  vom  Verf.  ge- 
prüft und  als  zu  wenig  eindeutig  oder  aus  anderen  Gründen  ver- 
worfen. Er  ersetzt  die  für  diesen  Zweck  angegebenen  Formeln 
durch  das  geometrische  Bild,  indem  er  für  jede  Kontur  eine  An- 
zahl „chorigraphischer  Gurven''  construirt.    Man  kann  unendlich 
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viele  EreiBC  von  an  sich  gleichen,  sonst  aber  beliebigen  Halb- 
messern construirt  denken,  deren  jeder  die  KQstenlinie  berflhrt, 
und  die  Enveloppe  aller  dieser  Kreise  ist  dann  eine  Carve  der 
bezeichneten  Art.  Je  ähnlicher  eine  fbr  eine  grössere  KBsten- 
distanz  verzeichnete  chorigraphische  Curve  der  Hauptumrisslinie 
ausfällt,  um  so  schwieriger  gestaltet  sich  im  allgemeinen  die 
Zugänglichkeit  der  inneren  Partien  des  betreffenden  Landes  vom 
Meere  aus.  Gr. 

E.  Reim  ANN.  Beiträge  zur  Bestimmang  der  Gestalt  des 
scheinbaren  Himmelsgewölbes.  Pr.  Gymn.  Hirschberg  i.  schi 
Aelteren  theoretischen  Untersuchungen  über  die  Gestalt  des 
Firmamentes,  wie  sie  besonders  von  Rob.  Smith  und  Drobisch 
vorliegen,  folgt  hier  eine  genaue  autoptische  Bestimmung  nach. 
Mit  Drobisch  nimmt  der  Verf.  das  scheinbare  Himmelsgewölbe 
als  die  Kalotte  einer  Kugel  an,  deren  Hittelpunkt  auf  der  vom 
Standpunkte  des  Beobachters  nach  dessen  Nadir  gezogenen  gera- 
den Linie  gelegen  ist,  so  dass  also  nur,  wenn  a  die  Entfernung 
des  Centrums  vom  Beobachter,  r  den  Halbmesser  der  fraglichen 
Kugel  bedeutet,    das  Verhältnis  a:r   zu   ermitteln  bleibt,    oder 

auch  der  Wert  des  Verhältnisses  Yr*^^^^ :  r.  Letzteren  Wert 
findet  man,  wenn  man  mit  möglichster  Schärfe  den  Höhenwinkel 
misst,  unter  welchem  der  Halbirungspunkt  eines  vom  Zenit  nach 
dem  Horizonte  gezogenen  Hauptkreisbogens  dem  Auge  erscheint; 
alles  Weitere  liefert  eine  Rechnung,  die  bei  Hrn.  Reimann  wesent- 
lich vereinfacht  worden  ist.  Aus  zahlreichen  Beobachtungen  er- 
giebt  sich  der  charakteristische  Winkel  in  Mondscheinnächten 
gleich  27%  in  mondlosen  Nächten  gleioh  30^  an  heiteren  Tagen 
im  Mittel  gleich  22^°,  und  je  nachdem  man  mit  einer  dieser 
drei  Zahlen  in  die  Schlussformel  eingeht,  wird 

J\      TöV        2,80        .  2,27         ,  3,48 

gefunden.  Gr. 

G.  Maurer.    Kosmologie.  II.     Pr.  GymD,  Neuburg  a.  d 

Während  der  erste  Teil  dieser  „Kosmologie^  der  mathema- 
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tischen  Geographie  gewidmet  war,  hat  es  diese  Fortsetzung  mit 
der  physikalischen  Geographie  zu  thun.  Der  siebente  Abschnitt 
handelt  von  der  inneren  Erdwärme  und  ihrer  Messung,  von  ar- 
tesischen Brunnen  (warum  diese  hier?)  und  Thermen,  von  den 
Vulkanen  und  vom  geognostischen  Aufbau  der  Erdkruste,  sowie 
von  den  in  der  Configuration  der  Erde  angeblich  hervortretenden 
Gesetzmässigkeiten;  der  achte  von  der  verticalen  Abnahme  der 
Temperatur  mit  der  Höhe,  von  der  Schneegrenze,  den  Gletschern 
und  Lawinen;  der  neunte  von  der  Verteilung  der  Wärme  auf 
der  Erdoberfläche,  der  zehnte  von  Wind  und  Wetter,  der  elfte 
von  den  Hydrometeoren,  von  Gewitter,  Hagel  und  Quellbildung, 
der  zwölfte  vom  Luftdruck  (etwas  verspätet),  der  dreizehnte  von  den 
Meeresströmungen,  der  vierzehnte  endlich  von  den  atmosphärisch- 
optischen Erscheinungen.  Die  Darstellung  ist  klar,  wird  aber 
durch  die  wenig  systematische  Gliederung  des  Stoffes  hie  und 
da  beeinträchtigt;  auch  sind  die  Vorlagen,  nach  denen  der  Verf. 
arbeitete,  teilweise  schon  veraltet,  wie  z.  B.  das  viel  benützte 
und  für  seine  Zeit  auch  wirklich  recht  verdienstliche  Werk  von 
Zamminer.  So  sind  denn  manche  Abschnitte,  wie  z.  B.  Aber  die 
paläozoische  Gebirgsformation,  ilber  die  physikalische  Theorie 
des  Föhnwindes,  tiber  BeschaflFenheit  der  Nebel bläschen  u.  s.  w., 
mit  den  Ergebnissen  der  neuereu  Forschung  r.icht  in  Einklang 
zu  bringen.  Die  Falb'sche  Hypothese  scheint  der  Verf.  in  einem 
viel  zu  günstigen  Lichte  zu  betrachten.  Gr. 


E.  S.  Wood  WARD.     The   mathematical   theories    of  the 

Earth.      Smithsonian  Inst.  Rep.  (1890).  183-200;  Amer.  Ass.  Adv.  Sei. 
XXXVIII. 

H,  Hennesst.     On  the  physical  structure  of  the  Earth. 

Smithionian  Inet.  Rep.   (1890.)  201-219;    Abdruck  aas  Phil.  Mag.  (5) 
XXII.  233-251,  328-331.  (1886). 

A.  Hoffmann.  Mathematische  Geographie.  Ein  Leit- 
faden zunächst  fitr  die  oberen  Klassen  höherer  Lehr- 
anstalten.   4.  Auflage,   bearbeitet   von  J.  Plassmann. 

Paderborn.  Ford.  Schoeoingh.  VIII  u.  174  S.  8<>. 
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J.  RuBFLi.     Leitfaden    der   Mathematischen   Geographie. 

2.   Aufl.     Bern.  Schmid,  Pranke  u.  Co.  VI  u.  96  8.  8«. 

A.  Bechstbin.  Aufgaben  aus  der  astronomischen  Geo- 
graphie.    Qoriits.  ii  s.  49, 

H.  Fribdbl.  Zur  Darstellung  der  Mondbahn.  Zugleich 
eine  Kritik  der  Mondbahnzeichnungen  in  unseren 
Bttchern  und  Atlanten.    Jena.  Mauke.  8  s.  8». 

L.  Baur.  Elemente  der  Mathematischen  Geographie  zu- 
gleich als  erläuternder  Text  für  die  Wandtafeln  der 

Mathematischen   Geographie.    Ravensburg.  Dom.  vi  n.  36  8.  b\ 

L.  Baur  und  W.  Boehm.    Wandtafeln  zur  Mathematischen 

Geographie.     Ravensburg.  Dom    Drei  farbige  Tafeln.  Qoer  gr.  Fol. 

M.  Gkistbkck.  Leitfaden  der  Mathematischen  und  Phy- 
sikalischen Geographie  für  Mittelschulen  und  Lehrer- 
bildungsanstalten.     11.  Aufl.     Freiburg  i.  Br.   Herder.    VIII  u. 

1(55  S.  8^ 

J.  R.  Boyman.  Grundlehren  der  Mathematischen  Geo- 
graphie und  Uebersicht  des  Weltgebäudes  für  Gym- 
nasien, Realschulen  und  andere  höhere  Lehranstalten. 

Düsseldorf.  Schwann.  56  S.  8». 


J.  Liagre.  Quelques  mots  ä  propos  de  la  uotice  de 
M.  E.  Konkar:  Sur  Tentrafnement  mutuel  de  l'^corce 
et  du  noyau  terrestre  en  vertu  du  frottement  intörieur. 

Beig.  Bull.  (3)  XIX.  54-GO. 

F.  Folie.     K^ponse  ä  la  note  du  g^n^ral  Liagre.      Beig 

Bull  (3)  XIX.  353-361. 

£.  Ronkar.  Sur  Tentrafnement  mutuel  du  noyau  et  de 
r^corce  terrestre  en  vertu  du  frottement     Beig.  BqIi.  (a 

XIX.  431.444. 

E.  Ronkar.  Sur  Töpaisseur  de  T^corce  terrestre  d6duite 
de  la  nutation  diurne.    Beig.  Bali.  (3)  xix  399-431. 
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F.  Folie,  Lagrange,  De  Tilly.     Rapports  sur  ces  m^- 

moires.     Belg.  BdII.  (3)  XIX.  328-338. 

1.  Hr.  Liagre  versucht  eine  explicite  Fassung  der  Hypo- 
thesen, auf  welche  sich  Hr.  Ronkar  in  einer  früheren  Arbeit 
stützt.  Er  meint  übrigens,  dass  der  Erdkern  und  die  Erdrinde 
derartig  in  einander  greifen,  dass  sie  sich  gleichzeitig  und  zu- 
sammen drehen. 

2.  Hr.  Folie  beruft  sich  darauf,  dass  die  Beobachtungen 
der  dem  Pole  zunächst  gelegenen  Sterne  das  Vorhandensein  der 
täglichen  Nutation  zu  beweisen  scheinen.  Damit  sie  möglich  sei 
und  Hr.  Ronkar  Recht  habe,  genfigt  es,  als  Erdkern  den  nicht 
in  die  Erdrinde  eingreifenden  Teil  zu  nehmen. 

3.  Hr.  Ronkar  nimmt  in  der  dritten  Arbeit  der  Ueberschrift 
in  gründlicher  Weise  die  Frage  des  gegenseitigen  Mitführens  der 
Erdrinde  und  des  Erdkerns  wieder  auf. 

4.  In  der  folgenden  leitet  er  aus  der  als  Postulat  angenom- 
menen schwachen  täglichen  Nutation  mit  Hülfe  von  ergänzenden 
Hypothesen  die  Dicke  der  Erdrinde  her. 

5.  Die  Beriehter  betonen  die  von  Hrn.  Ronkar  erzielten 
Ergebnisse,  ohne  die  noch  möglichen  zu  erhebenden  Einwände 
zu  vertuschen.  Mn.  (Lp.) 

E.  Ronkar.  Sur  Tentratnement  mutuel  de  T^corce  et 
du  noyau  terrestre  en  vertu  dn  frottement  intdrieur. 
R^pouse  k  la  notice  de  M.  Liagre.      Beig.  Buii.  (3)  xix. 

746-758. 

C.   Lagrange.     Rapport,     ibid.  734-736. 

Hr.  Ronkar  verteidigt  seinen  Satz,  indem  er  die  Hypothesen 
scharf  bestimmt,  auf  denen  derselbe  ruht;  gerade  dadurch  scheint 
sich  aber  seine  Tragweite  abzuschwächen.  Mn.  (Lp.) 


O.  FisHER.     Physics  of  the  Earth's  crust.     Second  edition. 

London.  Macmillan  and  Co.  XVI  +  391S. 

Eine  sehr  vollständige  und  anerkennende  Besprechung  dieses 

Fortachr.  d.  Math.   XX 11.   3.  78 
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Bucbes,   auf  welche  hier  verwiesen  werden  mag,   steht  in  Phil. 
Mag.  (5)  XXIX.  211-214.  Gbs.  (Lp.) 

S.  Günther.     Die  Knotenlinien  der  Atmo-  und  Hydro- 
sphäre.    Hamb.  Mitt.  Tl.  15-25. 

Berechnet  man  nach  den  Grundsätzen  der  sogenannten  sta- 
tischen Gezeitentheorie  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  der 
anziehende  Himmelskörper  sich  irgendwo  in  der  Verlängerang 
der  Erdaxe  befinde,  die  Fluthöhe  für  einen  unter  der  geographi- 
schen Breite  g>  gelegenen  Ort,  so  wird  dieselbe  durch  eine  Beihe 
dargestellt,  deren  erstes  Glied,  unter  a  eine  Constante  verstan- 
den, den  Wert  a(j^ — sin*^))  hat.  Begnügt  man  sich  also  mit 
einer    Annäherung,     so     ist     die    Fluthöhe    für    die    Polhöhe 

a  =  arc sinj/-)^  =  35^  16'  (appr.)  gleich  Null,  und  die  beiden 
Parallelkreise  von  +35^16'  trennen,  wenn  wir  uns  die  Erdkugel 
von  einem  allenthalben  gleich  dicken  Flflssigkeitsmantel  bedeckt 
denken,  die  Partien,  in  denen  gerade  Flut  herrscht,  von  den 
im  Ebbezustande  befindlichen.  Da  erstens  mehrere  der  Wahr- 
heit nicht  völlig  entsprechende  Annahmen  gemacht  werden  muss- 
ten,  und  da  zweitens  Mond  und  Sonne  vom  Aequator  om  viel 
weniger  als  90^  abweichen,  so  erleidet  das  theoretische  Re- 
sultat natürlich  mehrfache  Abschwächungen;  indessen  sprechen 
doch  hydrographische  und  meteorologische  Anzeichen  dafür,  dass 
in  der  That  den  erwähnten  Parallelkreisen  die  Eigenschaft  von 
Knotenlinien  in  gewissem  Sinne  unter  allen  Umständen  zuge- 
sprochen werden  muss.  Gr. 

8econd  report  of  the  <3onimittee  appointed  to  investigate 
the  action  of  waves  and  currents  on  the  beds  and 
foreshores  of  estnaries  by  means  of  working  models. 

With    18   plates.    Brit.  Ass.  Rep.  512-534. 


G.  H.  Darwin.      On    the    harmonic    analysis    of    tidal 
ubservations  of  high  and  low  water.     Lood.  R.  8.  Proc. 

XLVIll.  27b-340. 
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K.  Weihrauch.     Fortsetzung  der  Neuen  Untersuchungen 
über  die   Bessel'Bche   Formel  und  deren  Verwendung 

in  der  Meteorologie.  (Schriften  heraaeg.  voo  der  Natarforacher- 
GesellBchaft  bei  der  Universität  Dorpat.)  Leipsig.  K.  F.  Koehler. 
78  S.  8» 

Im  Anschlüsse  an  seine  neue  Auffassung  der  Bessel'schen 
Reihe  geht  der  —  inzwischen  leider  verstorbene  —  Autor  auf 
gewisse  specielle  Fälle  ein  und  zeigt  zunächst,  wie  man,  wenn 
die  gegebenen  Beobachtungsdaten  keine  äquidistanten  sind,  ein 
System  von  äquidistanten  Beobachtungen  dem  ersteren  zu  sub- 
stituiren  im  Stande  ist.  Oder  es  können  auch  bloss  Mittelwerte 
vorliegen;  dann  leitet  der  Verf.  aus  diesen  die  Constanten  der 
Reihenentwickelung  ab.  Endlich  wird  diese  Herleitung  auch  für 
den  Fall  noch  angenähert  durchgeführt,  dass  man  von  vorn  herein 
bloss  mit  gewissen  Grenzwerten  bekannt  ist,  zwischen  denen  die 
Constanten  gelegen  sein  müssen.  6r. 


M.  Dechevrbns.  -  Nouvelle  m^thode  de  calcul  pour 
l'interpolation  et  la  correetion  des  observations  m^t^o- 
rologiques.    C.  R.  ox.  1021-1024. 

Die  auch  sonst  nichts  weniger  denn  unbekannten  Bedenken 
gegen  die  Anwendung  der  Bessel-Fourier'scben  Formel  auf  Fra- 
gen der  physikalischen  Geographie  führt  der  Verf.  des  näheren 
aus,  um  sodann  folgende  Modification  in  Vorschlag  zu  bringen. 
Jede  ebene  Gurve  von  periodischem  Charakter  kann  als  Combi- 
nation  von  Sinuscurven  entstanden  gedacht  werden*,  durch  eine 
geometrische  Betrachtung  folgert  der  Verf.  hierauSi  dass  jedes 
Glied  der  Reihe,  welche  er  für.  die  gewöhnliche  Interpolations- 
reihe einsetzen  will,  bloss  die  Form  con8t.8in(fi.45^)(n>l,^8) 
anzunehmen  brauche.  Dass  mit  einer  solchen  Substitution  von 
^con8t.sin(fi.45^)  für  den  bekannten  Ausdruck  a4-&tSin(u,4-tna), 
wo  a  einen  aliquoten  Teil  von  360°  bedeutet,  eine  sehr  ins  Ge- 
wicht fallende  Rechnungsersparnis  erzielt  würde,  leuchtet  ein; 
allein  über  die  dem  neuen  Verfahren  innewohnende  Genauigkeit 
erhält  man  keine  weiteren  Aufschlüsse.  Gr. 
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H.  V.  Hklmholtz.      Die   Energie   der   Wogen    and  d« 

Windes.     Berl.  Ber.  1890.  853-872;   WiedemaDQ  Ann.  XLL  S41-#:: 

Die  UntersuchuDg   der  Vorgänge,    die  sich    an    der  Greaif 
von  zwei  verschieden   dichten,    an  einander  entlang*  strömende!: 
Schichten   von  Flüssigkeit   oder  Lnft   abspielen    (F.  d.  M.  XX 
1274  und  XXI.  1237),    wird  hier  fortgesetzt  und    anter    neaer 
Gesichtspunkten  behandelt.    Es  werden  wieder  stationüre  Wellet 
vorausgesetzt^  und  es  wird  zunächst  angenommen,  dass  die  StnV 
mungsmengen  constant  seien,  nänriich  die  Volumina  von  Fldssi^- 
keit,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  jeden  Querschnitt  zwischen  der 
Wellenfläche  einerseits  und  der  oberen  und  unteren  horizontalec 
Grenzfläche  der  beiden  Flüssigkeiten  andererseits  hindarchstrT^ 
raen.    Der  physikalischen  Bedingung,  dass  der  Druck  auf  beidec 
Seiten  der  trennenden  Wellenlinie  der  gleiche  ist,  entspriebt  die 
mathematische  Forderung,  dass  die  durch  eine  kleine  Aendenins 
der  Grenzlinie  bedingte  Variation  der  Differenz  aus   der   poten- 
tiellen und  kinetischen  Energie,  d(0— L),  vesschwindet.    Die  Ge- 
setze der  stationären  geradlinigen  Wellen  werden  damit  anf  ein 
Variationsproblem  zurückgeführt.     Wird  (D — L  ein  Minimam,  so 
ist  das  Gleichgewicht  der  stationären  Wellenform  stabil.    Nimmt 
dieselbe  Grösse  bei    einer   anderen  Curvengestalt  ein  Maximum 
oder  einen  Sattel  wert  an,    so  ist  das  Gleichgewicht  labil;   und 
dies  giebt  sich  bei  den  Wasserwellen  im  Schäumen  und  Branden 
der  Wellenkämme  zu  erkennen.    (Es  ist  bemerkenswert,  dass  es 
sich  bei  diesem  Problem  um  die  verschiedenen  Fälle  des  Gleich- 
gewichts nicht  bei  ruhenden,  sondern  bei  dauernd  bewegten,  und 
zwar  in  stationärer  Bewegung  begriffenen  Massen  handelt}.  —  Es 
zeigt  sich  ferner,  dass  stationäre  Wellen  von  gegebener  Wellenlänge 
sich    nur    erhalten    können,    wenn    die    Strömungsgeschwindig- 
keiten unterhalb  gewisser  oberer,    aber  auch  oberhalb  gewisser 
unterer  Grenzen  liegen. 

Die  Untersuchung  der  Gleichgewichtsbedingungen  ftlr  die 
Fälle,  dass  die  Geschwindigkeitspotentiale  oder  die  Bewe- 
gungsroomente  constant  erhalten  werden,  führt  auf  eine  voll- 
kommene   Analogie    dieser    Variationsprobleme    mit    den    vom 
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Verf.  in  seiner  Theorie  der  poljcykli sehen  Systeme  entwickelten 
Sätzen. 

Die  erhaltenen  Gleichangen  werden  vereinfacht  unter  der 
Annahme,  dass  die  yertioale  Ausdehnung  der  beiden  Schichten 
sich  der  Grenze  oo  nähert  Dem  entspricht  der  Fall,  dass  der 
Wind  Ober  die  Oberfläche  von  hinreichend  tiefem  Wasser  weht. 
FQr  die  Strömung*sge8ehwindigkeiten  der  Luft  und  des  Wassers 
ergeben  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  das  Bewegungs- 
moment unveränderlich  bleibt,  einfache  Formeln.  Aus  diesen 
folgt  z.  B.,  dass  bei  einer  Windgeschwindigkeit  von  10  m: 
a^  =  9,98709m,  a,  =  0,01291m  und  die  Wellenlänge  A  =  0,082782m 
wird.  Diese  (doch  von  einem  ziemlich  frischen  Winde  erregten) 
kurzen  Wellen  bedeuten  nur  die  erste  Kräuselung  der  Wasser- 
fläche. Aus  dieser  können  sich  erst,  wenn  der  Wind  längere 
Zeit  weht  und  einen  Teil  des  Bewegungsmomentes  langer  Luft- 
strecken  abgiebt,  Wellen  mit  grösseren  Werten  der  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit, Länge  und  Höhe  entwickeln,  und  dies  ist 
offenbar  nur  möglich,  wenn  der  Wind  eine  grössere  Geschwin- 
digkeit hat  als  die  Wellen.  Dabei  wird  der  Wind  auch  Energie 
an  das  Wasser  abgeben,  die  zur  Hebung  der  Oberfläche  und 
zur  Erzeugung  der  lebendigen  Kraft  des  Wassers  verbraucht 
wird.  Auch  daraus  geht  hervor,  dass  erst  lange  Luftstrecken 
vorftberziehen  müssen,  ehe  es  zur  Bildung  grösserer  Wellen 
kommt.  Diese  wird  ähnlich  der  Entstehung  von  Gombinations- 
tönen  das  Resultat  von  mannigfaltigen  Interferenzen  der  verschie- 
denen erzeugten  Wellensysteme  sein. 

Der  Verf.  suchte  die  Folgerungen  der  Theorie  durch  Beob- 
achtungen zu  bestätigen,  die  er  im  April  1890  am  Gap  d'Antibes 
anstellte.  Es  zeigte  sich  in  der  That  ein  Zusammenhang  zwi- 
schen der  Windstärke  und  der  Zahl  der  ankommenden  Wellen; 
diese  Zahl  war  aber  immer  etwas  kleiner,  als  nach  der  Stärke 
des  Uferwindes  zu  erwarten  war,  —  was  dadurch  zu  erklären 
wäre,  dass  der  Wind  auf  hoher  See  stärker  geweht  hätte.  Da- 
bei ergab  sich  auch,  dass  die  Nachwirkung  eines  starken  Windes 
mehrere  Tage  dauern  kann.  Sbt. 


1238  XII.  AbBchoiU.    Geodäsie,  Astroooioie,  Meteorologie. 

W.  V.  Bezold.      Zur  Theorie    der   Cyklonen.      Beri.  Ber 

1890.  1295-1317. 

Die  theoretische  Forschung  richtet  sich  in  der  Meteorologie 
neuerdings  vor  allem  auf  die  Erscheinungen,  die  aus  dem  Zusam- 
menwirken der  allgemeinen  Circulation  der  Atmosphäre  und  der 
localen  Ursachen  fUr  die  Entstehung  und  Fortpflanzung  der  Cy- 
klonen  und  Anticyklonen  hervorgehen.  Die  vorliegende  Abhand- 
lung ist  ein  Beitrag  zur  Lösung  der  hierauf  bezQglichen  Pro- 
bleme, die  in  ihrer  Allgemeinheit  nattlrlich  der  Untersuehong 
ganz  ungeheure  Schwierigkeiten  darbieten. 

Der  Verf.  giebt  nach  einer  einleitenden  Uebersicht  Ober  den 
Umschwung,  der  sich  in  den  Grundanschauungen  über  atmosphä- 
rische  Bewegungen  seit  den  bezflglichen  Arbeiten  von  Ferrel, 
Hann  und  W.  v.  Siemens  vollzogen  hat,  eine  Skizze  von  dem 
vorerwähnten  Zusammenwirken,  insofern  es  in  dem  Verlaufe  der 
mittleren  Jahres-  und  Monatsisothermen  der  Erde  zu  erkennen 
ist.  (Man  sehe  die  Abhandlung  S.  1298-1299  oder  einen  Auszug 
des  Verfs.  in  der  meteorologischen  Zeitschrift  1891,  S.  241  ff.) 
Er  wendet  sich  dann  zu  der  Frage,  ob  bei  gegebenen  Cyklonen 
oder  Anticyklonen  die  Temperatur-  und  Feuchtigkeitsverhältnisse 
alleiu  zur  Erklärung  der  Thatsachen  ausreichen,  oder  ob  die 
Mitwirkung  von  Bewegungen  zu  berQoksichtigen  ist,  die  ausser- 
halb des  betrachteten  Wirbels  oder  des  gerade  betrachteten  Teiles 
eines  Wirbels  liegen.  „Sind  die  Bewegungen  in  der  Cyklone 
ausschliesslich  Folge  der  in  ihrem  Centrum  vorhandenen  Luflver- 
d (Innung,  oder  ist  umgekehrt  die  letztere  ganz  oder  teilweise  die 
Folge  dieser  Bewegungen,  die  alsdann  ihre  Ursache  natQrlieb 
ausserhalb  finden  müssen ?** 

Das  Letztere  triff't  sicherlich  zu,  wenn  der  Wind  in  der  Rich- 
tung der  Isobaren  weht  oder  gar  eine  Componente  gegen  den 
Gradienten  hat;  denn  dann  ist  Arbeit  zu  leisten,  die  unmöglich 
von  der  Gradientkraft  geleistet  werden  kann.  Die  mathematische 
Behandlung  der  Aufgabe  wird  auf  sogenannte  „centrirte  Cyklonen'' 
beschränkt,  d.  b.  auf  Cyklonen  mit  kreisförmigen  Isobaren  und 
mit  Winden,  die  in  die  Richtung  der  Isobaren  fallen. 

Die  einfache  Bedingung  für  die  Erhaltung  eines    centrirten 


r 
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Wirbels  ist: 

Pc+Pi  +  r  =  0, 
wenn  pc  die  üentrifugalkraft,  pi  die  ablenkende  Kraft  der  Erd- 
rotation, r  die  Gradientkraft  bezeichnet.  Die  Summe  ist  eine 
algebraische,  und  den  drei  Grössen  ist  in  den  vier  verschiedenen 
Fällen,  die  möglich  sind,  das  richtige  Zeichen  zu  geben.  Prak- 
tische Bedeutung  hat  unter  den  vier  Fällen  nur  der  eine,  derjenige 
der  cyklonalen  Rotation  mit  einwärts  gerichteten  Gradienten;  in 
diesem  Falle  ist 

p«+pi— r  =  o. 

Pc  und  Pi  können  mit  Hülfe  der  Windgeschwindigkeit  o,  des  Ra- 
dius der  Trägheitsbahn  r,  der  (mittleren)  geographischen  Breite 
q>  und  der  Dauer  der  Erdrotation  T  leicht  ausgedrückt  werden ; 

r 

dann  ergiebt  sich  F  oder  auch  y  =  — ,  also  die  Beschleuni- 
gung  der  Gradientkraft,  in  folgender  Weise: 

y  = h  tJÄ.siny, 


wo 


fc  =  -^  =  0,0001458. 


Andererseits  ist 


wenn  G  der  Gradient,  d.  h.  der  Unterschied  der  Barometerstände 
an  zwei  Punkten,  die  in  der  Richtung  des  grössten  barometri- 
schen Gefälles  einen  Abstand  von  einem  Meridiangrad  haben, 
und  wenn  q  die  in  einem  cbm  Luft  enthaltene  Masse  ist.  Drit- 
tens ist,  wie  der  Verf.  zeigt,  y  =  gAga^  wo  a  der  Winkel  ist, 
den  die  Flächen  gleichen  Druckes  mit  der  Horizontalebene  bilden, 
—  im  allgemeinen  ein  sehr  kleiner  Winkel  (für  ein  bestimmtes 
Beispiel  berechnet  der  Verf.  a  =  0^1' 36''),  so  dass  man  statt 
tga  auch  sina  setzen  könnte;  dann  wäre  die  Beschleunigung  die- 
selbe wie  die  eines  Körpers,  der  ohne  Reibung  auf  den  Flächen 
gleichen  Druckes  hinabgleitet.  —  Die  Gleichungen,  die  man  er- 
hält, wenn  man  die  Werte  von  y  einander  gleich  setzt,    zeigen, 
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das«  zwischen  der  DrackTeiieilang  and  den  Windgesebwindig- 
keiten  bestimmte  Beziehungen  vorhanden  sein  mOssen,  wenn  der 
Wirbel  fortbestehen  soll:  einer  bestimmten  Dmekrerteilang  ent- 
sprechen bestimmte,  sogenannte  „kritische*'  Geschwindigkeiten^ 
gegebenen  Geschwindigkeiten  aber  , kritische  DroekfÜLchen*'  nnd 
diesen  zagehörige  „kritische  Gradienten**.  „Im  centrirteo  Wirbel 
mttssen  die  Druckfl&chen  mit  den  kritischen  Flächen  sosaramen* 
fallen  and  die  effeetiven  Gradienten  gleich  den  kritischen  Gradienten 
sein**.  Je  nachdem  die  Neigung  der  Druckflächen  grösser  oder 
kleiner  als  die  der  kritischen  Flächen  ist,  herrscht  centripetale 
oder  centrifogale  Bewegung. 

Die  Untersuchung  lehrt  nun,  dass  centrirte  Cyklonen,  wenig- 
stens solche,  die  an  der  Basis  eentrirt  sind,  thatsächlich  yorkom- 
men  können  nnd  auch  gar  nicht  zu  den  Seltenheiten  gehören. 
Dagegen  ist  es  höchst  unwahrscheinlich,  dass  die  Cyklonen  auch 
in  grösserer  Höhe  eentrirt  bleiben;  vielmehr  hat  man  dort  cen- 
trifugale  Bewegung  zu  erwarten,  selbst  wenn  sie  gegen  den  Gra- 
dienten erfolgen  sollte.  Alsdann  muss  aber  die  Energie  der 
Bewegung  ihren  Ursprung  anderswo  haben  als  in  dem  betreffen- 
den Teile  der  Cyklone.  —  Es  kann  geschehen,  dass  am  Erd- 
boden centripetale,  von  einer  gewissen  Höhe  ab  aber  centrifogale 
Bewegung  herrscht,  während  die  Cyklone  in  der  Trennungs- 
Bchicht  eentrirt  ist.  Wenn  diese  Schicht  dem  Erdboden  sehr  nahe 
ist,  dann  können  im  Innern  der  Cyklone  durch  saugende  Wir- 
kung des  unteren  luftverdttnnten  Teiles  absteigende  Bewegungen 
herbeigeführt  werden.  Hieraus  ist  vielleicht  das  „Aage  des 
Sturmes*^,  die  in  den  Wetterkarten  zuweilen  nachweisbare  Ab- 
nahme der  Bewölkung  bei  Annäherung  des  Centrums  and  die 
gelegentlich  beobachtete  Trockenheit  im  Innern  der  Cyklone  zu 
erklären. 

Bei  den  Tornados  mflssen  die  kritischen  Flächen  ausser- 
ordentlich grosse  Neigung  haben  und  enorme  Gradienten  vorhan- 
den sein,  wenn  die  Kreisbewegung  nicht  in  eine  centrifugale 
übergehen  soll.  Deswegen  ist  centripetale  Bewegung  und  ein 
Aufsteigen  der  Luft  in  dem  Axenkanal  des  Wirbels  höchst  un- 
wabrnclieinlich.     Absteigende  Bewegungen    sind  wohl    denkbar. 
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aber  nicht  aus  dem  Herabsteigen  des  Wolkenschlauches  zu  fol- 
gern; dies  kommt  daher,  dass  zuerst  oben  eine  sehr  beträchtliche 
Geschwindigkeit  herrscht,  die  dann  Verdünnung  der  Luft  und 
Condensation  des  Wasserdampfes  zur  Folge  hat.  Sbt. 


A.  Spbüng.     üeber  die  Theorien  des  allgenaeinen  Wind- 
systems der  Erde,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  den 

Äntipassat.      Met.  Zeitschr.  YII.  161-177. 

Der  Verfasser  stellt  der  Beihe  nach  dar:  I.  Die  Theorie 
von  Werner  Siemens  (Berl.  Ber.  1886,  „Ueber  die  Erhaltung 
der  Kraft  im  Luftmeere  der  Erde«,  F.  d.  M.  XVIII.  1064). 
II.  Die  Theorie  von  William  Ferrel  („The  motions  of  fluids  and 
solids  on  the  Earth's  surface'',  1858  - 1860).  III.  Eine  Verglei- 
chung  der  theoretischen  Ergebnisse  beider  Forscher.  IV.  Die 
Ergebnisse  der  Theorie,  durch  die  wirklichen  Verhältnisse  modi- 
ficirt,  unter  Bezugnahme  auf  einschlägige  Veröffentlichungen  der 
Herren  Pernter  und  Oberbeck.  Endlich  wird  im  V.  Abschnitte 
der  Abhandlung  der  Versuch  gemacht,  einen  Einblick  in  das 
Wesen  des  Vorganges  zu  eröffnen.  Dabei  wird  betont,  dass  bei 
einer  Verschiebung  von  Luftmassen  in  andere  Breiten  Arbeit 
zu  leisten  ist,  und  dass  diese  Arbeit  in  einer  notwendigen  Ver- 
grösserung  der  kinetischen  Energie  dieser  Luftmassen  zur  Er- 
scheinung kommt.  Lp. 

W.  VON  Siemens.      Ueber    das    allgemeine   Windsystem 

der   Erde.    Berl.  Ber.  1890.  629-638,  Met.  Zeitachr.  VII.  321-328. 

Erwiderung  auf  die  vergleichende  Kritik  des  Hrn.  Sprung 
in  dem  eben  besprochenen  Aufsatze.  Der  Satz  von  der  Erhal- 
tung des  Rotationsmomentes  oder  der  Flächensatz  kann  bei  der 
Luftbewegung  nicht  platzgreifen,  weil  keine  Kraft  vorhanden 
ist,  welche,  wie  bei  den  Centralbewegungen  der  Astronomie,  die 
Erhaltung  der  Flächen  bedingt.  Ferner  kann  auf  geneigten 
Flächen  gleichen  Luftdrucks  ein  Hinabgleiten  der  überlagernden 
Luftschichten    nicht    stattfinden.      Vielmehr    beruhen    alle    Luft- 
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beweguDgeo  auf  Störungen  des  indifferenten  Gleiehgewicbts  der 
Atmosphäre  und  bezwecken  die  Wiederherstellung  desselben. 
Diese  Störungen  werden  bewirkt  durch  Ueberhitzung  der  dem 
Erdboden  zunächst  liegenden  Luftschichten  durch  Sonnenstrah- 
lungj  durch  unsymmetrische  Abkühlung  der  höheren  Luftschichten 
durch  Ausstrahlung  und  durch  Anstauung  bewegter  Luftmassen 
beim  Auftreten  yon  Strömungshindernissen.  Die  Theorie  des 
allgemeinen  Windsystems  wird  am  Schlüsse  in  neun  Sätzen  zu- 
sammengefasst.  Lp. 

M.  Moller.  Die  Anwendung  des  Gesetzes  der  Flächen 
auf  Htmospbäriscbe  Strömungen.   Met.  Zeitschr.  VIL  iii-4i«^. 

M.  Möller.  Verhältnis  der  Luftbewegungen  zur  Ver- 
teilung der  Rotationsmomente  und  der  potentiellen 
Temperaturen  in  der  Atmosphäre.   Met.  Zeiuchr  ViL  4i»-42L 

Der  zweite  Artikel  ist  eine  Mitteilung  aus  einem  autographi- 
schen  Schriftstücke,   enthaltend    einen  Vortrag,    den  Hr.  Höller 
am   30.  Juni  1888   im  Zweigverein   der  Deutschen  Meteorologi- 
schen Gesellschaft  zu  Hamburg  gehalten  hat.    Der  erste  Artikel 
commentirt  die  Abhandlung  des  Herrn  Werner  Siemens:  „lieber 
das  allgemeine  Windsystem  der  Erde"   (vergl.  den  vorangehen- 
den Bericht  S.  1241).     Nach  einer  historischen  Einleitung  wird 
zuerst   in    elementarer  Weise  das  Gesetz  der  Flächen   oder  die 
Erhaltung  des  Kotationsmomentes  erläutert.     Danach  werden  die 
zur  F>haltung  des  Rotationsmomentes  der  atmosphärischen  Luft 
zur  Verfügung   stehenden    Kräfte   aufgesucht.     Der  Verf.    sieht 
hierbei    zunächst   die   Schwerkraft    heran;   denn    „bei    der  Ver- 
schiebung  eines   materiellen  Punktes   vom  Aequator    zum    Pole 
auf  der  Erdoberfläche  senkt  sich  der  materielle  Punkt  in  Rieh- 
tung  der  Anziehungskraft  der  Erde  um  llOOOm.     Die  geleistete 
Arbeit  beträgt  fttr  je  1kg  Masse  den  Wert  llOOOmkg^     Referent 
vermag   die    Bündigkeit   dieses   Schlusses    nicht    anzuerkennen. 
Wenn  die  Erdoberfläche,    wie  man  dies  annimmt,  eine  NiTean- 
fläche  für  das  Massensystem  der  Erde  ist,    so  erfolgt   die    tooi 
Verfasser  angenommene  Verschiebung  lediglich  innerhalb    einer 
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Niyeaafläehe.  Da  aber  nach  den  Fundamentalsätzen  aus  der 
Potentialtheorie  von  einer  Kraft,  die  ein  Potential  bat,  eine  Ar- 
beit nur  beim  Ueber^ange  von  einer  Niveaufläche  zu  einer  an- 
deren geleistet  wird,  so  ist  die  bei  jener  Verschiebung  durch 
die  Schwerkraft  geleistete  Arbeit  Null. 

Die   Bemerkungen   Aber   andere   in    Betracht    zu    ziehende 
Kräfte  beschränken  sich  auf  kurze  Erläuterungen.  Lp. 


SchnbidbmOhl.  Abhängigkeit  der  Rotations  -  Geschwin- 
digkeiten und  der  Rotations  -  Momente  von  der  geo- 
graphischen Breite  und  dem   Bewegungszustande  der 

Luft.      Met  Zeitflckr.  VII.  394-397. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung,  welche  das  Rotations- 
moment (doppelte  Flächengeschwindigkeit)  durch  die  neueren 
Arbeiten  der  Herren  von  Helmholtz  und  Sprung  für  die  theo- 
retische Meteorologie  gewonnen  hat,  ist  vom  Verf.  auf  Wunsch 
der  Schriftleitung  der  Zeitschrift  eine  Tabelle  zusammengestellt, 
welche  einen  Ueberblick  über  die  numerischen  Werte  der  dabei 
in  Betracht  kommenden  Grössen  gestattet.  Lp. 


A.  Kurz.     Einfluss  der  Erddrehung  auf  die  Windrichtung. 

Exaer  Rep.  XXVI.  565-569. 

Vergleich  des  Bruns'schen  Artikels:  „Die  Trägheitsbahn  auf 
der  Erdoberfläche«  (Math.  Ann.  XXII,  F.  d.  M.  XV.  1883.  817) 
mit  der  neunten  Vorlesung  von  Kirchhoff's  Mechanik.  Am 
Schlüsse  bezieht  sich  der  Verfasser  auch  noch  auf  einen  Artikel 
über  eine  elementare  Behandlung  des  Problems  in  den  Blättern 
für  das  bayerische  Realschulwesen  desselben  Jahres.         Lp. 


J.  M.  Perntbr.  Der  Äntipassat  in  den  Tropen  nach 
der  mathematischen  Theorie  der  allgemeinen  Circu- 
lation  der  Atmosphäre.     Met.  Zeitachr.  vil.  177-180. 

Auf  Grund  der  neueren  Theorien  hatte  Ur.  Pernter  in  einem 
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Vortrage  in  Wieo  den  Sats  f&r  die  Tropen  aafgesteUt,  das8  „in 
diesem  Gebiete  der  Antipassat  gänzlieh  fehlt*.  Wegen  des 
Widerspruebes  dieses  Satzes  mit  den  Beobachtungen  kommt  der 
Verf.  auf  die  Frage  zurfick,  um  den  Nachweis  zu  f&bren,  dass 
dieser  vermeinte  Widerspruch  nicht  existirt,  und  dass  daher  der 
Annahme  der  (Oberbeck'schen)  Theorie  nichts  im  Wege  stehe. 

Lp. 

M.  MöLLKR.     Das  allgemeine  Windsystem  der  Erde  and 
der  Krakatau-Ausbruch.    Met  Zeitachr.  vil.  2G5-26$. 

Nach  Hrn.  Sprung  ergeben  die  Theorien  der  allgemeinen 
Luftclrculation,  welche  die  Reibungen  am  jauhen  Erdboden  voll 
berücksichtigen,  nur  massige  Ostwindgeschwindigkeiten  in  äqua- 
torialen Breiten.  Dagegen  ist  gelegentlich  des  Krakatau  •  Aus- 
bruches das  Vorhandensein  sehr  starker  ostwestlicher  Wind- 
Strömungen  für  grosse  Höhen  und  in  bedeutender  Breitenaus- 
dehnung  erwiesen.  Der  Widerspruch  zwischen  der  Theorie  und 
den  Ergebnissen  der  Beobachtung  ist  indessen,  wie  der  Verf. 
zu  zeigen  versucht,  nur  ein  scheinbarer;  der  Gegensatz  entsteht 
durch  den  Vergleich  zweier  der  Jahreszeit  nach  verschiedenen 
atmosphärischen  Zustände.  Lp. 


Ad.  Schmidt.     Ueber  die  doppelte  tägliche   Oscillation 

des    Barometers.    Met.  Zeitschr.  VII.  182-184. 

Der  Verfasser  fasst  die  Ergebnisse  seiner  auf  theoretischen 
Ueberlegungen  beruhenden  Untersuchungen  in  der  Formel  zu- 
sammen: 

-  428in  g» .  sin(2T4- 141,8")  +  216(sin  V--i)sin(2^-f  128,0*), 

in  der  7  die  geographische  Breite,  r  die  Greenwicher  Zeit  be- 
deutet. „Der  erste  Teil  stellt  eine  stehende  Welle  mit  einer 
Knotenlinie  am  Aequator  dar,  bei  welcher  an  dem  einen  Pole 
die  grösstc  Verdichtung  herrscht,  wenn  an  dem  anderen  der 
Luftdruck  am  geringsten  ist.  Der  zweite  Teil  giebt  eine  Schwin- 
gung mit  Knotenlinien  bei  9  =  +36^16',  bei  welcher  die  Phase 
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an   beiden   Polen    gleich    und    entgegengesetzt    derjenigen    am 
Aequator  ist.^  Lp. 

F.  Klitzkowski.      Untersuchungen    über    die   Ursachen 
der  unperiodischen   Luftdruckschwankungen.    Met.  Zeit- 

sehr.  VII.  441-455. 

Auf  Onind  der  Abhandlung  von  Werner  von  Siemens  „lieber 
die  Erhaltung  der  Kraft  im  Luftmeere  der  Erde"  zeigt  der  Ver- 
fasser im  ersten  Abschnitte  seiner  Arbeit,  dass  allein  durch  ge- 
wisse Störungen  des  adiabatischen  Zustandes  der  Atmosphäre 
nach  einiger  Zeit  solche  Druckänderungen  an  der  Erdoberfläche 
bemerkbar  werden  müssen,  welche  den  beobachteten  Luftdruck- 
schwankungen  jeder  Grösse  entsprechen.  Im  zweiten  Abschnitte 
werden  als  Ursachen  der  Störung  des  indifferenten  Gleich- 
gewichts der  Atmosphäre  warme  Luftströme  betrachtet,  welche 
in  Folge  ihres  geringeren  Gewichtes  nach  Verdrängung  der  vor- 
handenen Luftmassen  Druckverminderungen  erzeugen.  Den  In- 
halt des  dritten  Abschnittes  bildet  eine  kurze  Anwendung  der 
Ergebnisse  erstens  auf  den  Aequatorialstrom,  zweitens  auf  feuchte 
Luftströme,  deren  Wasserdampf  überkOblt  ist.  Lp. 


A.  Gadoline.      üeber  das  Gesetz  der  Veränderung  des 

Windes.    Peterab.  Abh.   LXII.  No.4.  1-145.    Mit  5  Figarentaf.   (Rus- 
Bisoh.) 

Lord  Ratleigu.     On    the   vibrations  of  an  atmosphere. 

Phil.  Mag   (.5)  XXIX.  173-180. 

Der  Fall  eines  Gases,  das  dem  Boyle'schen  Gesetze  folgt, 
und  in  welchem  die  Schichten  gleicher  Dichtigkeit  parallele 
Ebenen  sind,  wird  hier  erörtert.  Das  gewöhnliche  Gesetz 
a  =  a^e-^'f''\  welches  die  Dichte  a  in  der  Höhe  ss  liefert,  wird 
zuerst  abgeleitet.  Die  Gleichung  ftlr  die  Bewegung  kleiner 
Schwingungen  in  der  Richtuog  der  (verticalen)  Ä-Axe  wird  dar- 
auf bestimmt  und  unter  gewissen  Einschränkungen  gelöst;  die 
allgemeinere  Gleichung   für  den  Fall,   in   welchem  die  Schwin- 


1246  XIL  Abschoitt.    Oeodasie,  AsiroDomie,  Meteorologie. 

gungen  nicht  auf  eine  Dimension  beschränkt  sind,  wird  dagegen 
später  betrachtet.  Meteorologische  Fragen  werden  im  Verlauf 
der  ganzen  Abhandlung  berücksichtigt.  Gbs.  (Lp.) 


M.  Margulks,     üeber  die  Schwingungen  periodisch  er- 
wärmter  Luft.      Wien.  Ber.  XCIX.  204-227. 

Ihr  wesentliches  Interesse  empfängt  die  vorliegende  Unter- 
suchung durch  ein  Problem  der  Meteorologie. 

Bekanntlich  kann  man  die  Ton  unperiodischen  Einflössen 
befreite  tägliche  Schwankung  des  Barometers  nahezu  ausreichend 
durch  die  Uebereinanderlegung  zweier  Wellenzfige  darstellen, 
von  denen  eine  eine  ganztägige,  die  andere  eine  halbtägige 
Periode  hat.  Während  die  erste  ganz  augenscheinlich  mit  der 
Schwankung  der  Temperatur  im  unmittelbaren  Zusammenhang 
steht,  tritt  die  andere  mit  einer  solchen  Regelmässigkeit  und 
Gleichmässigkeit  auf,  dass  es  schwer  erscheint,  sie  durch  die 
vergleichsweise  geringe  zwölfstttndige  Temperaturwelle  zu  er- 
klären. 

Setzt  man  für  den  Druck  p,  die  Dichtigkeit  fi^  die  Tempe- 
ratur T  die  Werte 

P  =  Po(l+«),      i"  =  iti^Cl-fa),      r=  T,(l+r), 
so  erhält  der  Verfasser  für  horizontale  Schwankungen  die  Glei- 
chung 

dr        '  dz*  ~  dl* 

resp. 

dt*  "  C.  dx*  ~  C,T^    dl*  ' 

welche  fQr  t  oder  Q  gleich  Null  in  die  Newton'sche  oder  Laplace'- 
Bche  Differentialgleichung  Obergehen. 

Setzt  man  die  Temperaturschwankung 


t  =  A8in2«(-i-+|-), 


0 

80  wird 


*  =  ^P^5öT8in2n(-i-  +  |-), 
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WO  e  den  Newton'schen  Wert  der  Schallgeschwindigkeit  be- 
zeichnet.    Ist  F  =  -=-  >  c,    so  ist  dieser  Ausdruck  positiv  und 

um  so  grösser  im  Vergleich  zu  t,  je  kleiner  V  ist. 

Nach  verschiedenen  anderen  Specialfällen  behandelt  der 
Verfasser  die  ganztägige  Welle  bei  rotirenden  Kugeln.  Sind  r 
die  Entfernung  vom  Erdmittelpunkte,  k  die  Poldistanz,  lo  die 
Breite,  so  sind  e  und  t  verbunden  durch  die  Gleichungen:  (S 
Erdradius) 

AT,  de       dh      ^  RT^      de       öc    ,  „ 

^  5-  =  "37  —  2ncosftic, g  .        ^T  =  :n7  +  2ncos w6 

S    o(o       Ol  Shmko  öl        dt  ' 

^fde        ^^\  t       1      /öfrsinw     1    ^^^__(^ 

Man  setzt  nun 

T  =  A((o)9\n(m-\-  A),     e  =  E(w)s\n(nt+k)^     C  =  qp(co)co8(ii<+i), 

c  =  ^(w)  sin  (71/+^)? 
und    bestimmt    die   Functionen    durch    Reibenentwickelung    für 
A(w)  =  CsincD  und  A(w)  =  Csin'w. 

Dann  behandelt  der  Verfasser  die  halbtägigen  Wellen  in 
ganz  ähnlicher  Weise.  Es  ergiebt  sich,  dass,  wie  bei  der  zuerst 
behandelten  und  hier  genauer  wiedergegebenen  Aufgabe,  das 
Verhältnis  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Schwankung 
zur   Schallgeschwindigkeit   von   wesentlichem    Einfluss    auf    die 

Amplitude  der  Druckschwankung  ist.     Liegt  nämlich  4*  =  4-^«r 

unter  11,1,  so  ist  die  Phase  der  Druckschwankung  entgegen- 
gesetzt derjenigen  der  Temperaturschwankung,  und  die  Amplitude 
wird  um  so  grösser,  je  näher  Ak  der  fraglichen  Grenze  kommt. 
Wenn  aber  4tk  grösser  ist  als  11,2,  so  sind  die  beiden  Phasen 
gleich,  und  die  Amplitude  der  Druckschwankung  nimmt  mit  wach- 
sendem 4k  ab.  Zwischen  den  beiden  fraglichen  Werten  liegt 
das  k  der  freien  Druckschwankungen,  bei  welchem  also  erzwun- 
gene Druckschwankungen  eine  unendlich  grosse  Amplitude  haben 
müssten.  Im  vorliegenden  concreten  Falle  hat  für  Tjj=273°,0 
4ä  den  Wert  10,94,  liegt  also  in  der  Nähe  des  kritischen  Wertes. 
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Zum  Vergleich  zieht  der  Verfasser  schliesslich  die  durch 
Sonne  und  Mond  bewirkte  Ebbe  and  Flut  der  Atmosphäre  heran. 

F.  K. 

A.  Schmidt.     Ueber  die  Ursache  der  Abnahme  der  Tem- 
peratur mit  der  Höhe  der  Atmosphäre.    Bökieo  Mitt.  iii. 

23  -  37. 

Der  Verf.  vergleicht  die  Ansichten,  welche  sich  verschiedene 
der  namhaftesten  Meteorologen  (Guldberg  •  Mohn ,  t.  Bezoid, 
Sprung  u.  a.)  hinsichtlich  der  erwähnten  Erscheinung  gebildet 
haben,  und  spricht  sich  gegen  die  meist  übliche  Anwendung  der 
Sätze  der  mechanischen  Wärmetheorie  aus.  Der  danach  berech- 
nete Gradient  der  verticalen  Temperatnrverminderung  stimme 
deshalb  nicht  gut  mit  der  Erfahrung  ttberein,  weil  man  die  spe- 
cifische  Wärme  bei  constantem  Druck  zu  Grunde  lege,  während 
in  Wahrheit  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  in 
die  Rechnung  einzugeben  hätte.  Gr. 


E.  KoRSBLT.  Untersuchuugen  über  das  Gesetz  der  Tem- 
peraturabnahme in  der  Verticalen  auf  Grund  ver- 
schiedener Formeln  zur  barometrischen  Höhenmessang. 

Ezner  Rep.  XXVI.  261-311,  Dies.  Jena.  58  8.  99. 

Mit  Hülfe  der  barometrischen  Höhenformeln  kann  man 
einigen  Aufschluss  über  das  Gesetz  der  Temperaturabnahme  in 
einer  Verticale  erhalten.  Denn  da  die  Ableitung  einer  richtigen 
Höhenformet  und  das  Gesetz  des  Temperaturganges  mit  der 
Höhe,  im  Grunde  genommen,  identisch  sind,  und  man  durch 
trigonometrische  Messungen  die  Höhen  vieler  Orte  bestimmt 
hat  und  noch  bestimmen  kann,  so  ist  es  möglich,  durch  Um- 
kehrung der  Aufgabe  und  gleichzeitige  Anwendung  barometri- 
scher Höhenformeln  aaf  solche  Orte  RttckschlOese  auf  die  Tem- 
peraturabnahme in  verticaler  Richtung  für  diese  Orte  und  f&r 
die  betreffende  Beobachtungszeit  zu  machen.  Dieser  Weg  wird 
vom  Verfasser  eingeschlagen.  Lp. 
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A.  Kurz.     Die  barometrische  Höhenformel.     Zweite  Mit- 
teilung.    Bxner  Rep.  XXVI.  574-579. 

Vom  Verfasser  wird  als  „endgültige  Formel^  aufgestellt: 

».-«.  =  184001og^  il+««+i*  +  ^+ ^}, 

worin,  ausser  den  leicht  verständlichen  Grössen,  k  =  e/b   (e  die 
Feuchtigkeit),  r  der  Erdradius  ist.  Lp. 


W.  Jordan.     Zur  barometrischen  Höhenformel.    Met.  Zeit- 

achr.  VII.  354-355. 

Verweis   auf  die  zweite  Auflage  des  „Handbuchs  der  Ver- 
messungskunde** (1877)  vom  Verf.  betreffs  der  Formel: 

h  =  184001ogy(l+O,0O36650[l  +0,377(^  +  ^)] 

X(l  +O,00265cos25p)(l  +  ^^^~^)- 

Lp. 

J.  Maurer.     Zur  Frage  der  Sternenstrahlung.     Met.  Zeit- 

Bchr.  VII.  18-25. 

Auf  Grund  einer  mathematischen  Betrachtung  und  einer 
kritischen  Besprechung  der  einschlägigen  Beobachtungen  kommt 
der  Verf.  zu  der  Ansicht:  „Alles  deutet  darauf  hin,  dass  die 
Energiemenge,  welche  uns  aus  dem  interplanetaren  Baume  ver- 
möge der  Radiation  von  Körpern  hoher  und  niedriger  Tempe- 
ratur zugestrahlt  wird,  jedenfalls  und  namentlich  im  Vergleich 
zur  Sonnenwärme  und  zur  eigenen  Strahlung  der  Atmosphäre, 
von  der  sie,  obigen  Erörterungen  zufolge,  gar  nicht  zu  trennen, 
ganz  belanglos  ist.  Dass  die  Sternen  wärme  aber  jemals  zur 
Erklärung  gewisser  meteorologischer  Vorgänge  an  der  Erdober- 
fläche, die  eine  ausserirdische,  also  kosmische  Ursache  verlangen, 
mit  Erfolg  herbeigezogen  werden  könne,  daran  ist  noch  viel 
weniger  zu  denken'^.  Lp. 


Fortschr.  d.  Math.  XXII.  3. 
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K.  Weihrauch.     Bildung  von  Tanpnnkt-Mitteln.  Hei.  Zeit- 

sehr.  TU.  429-432. 

Wenn  auch  bei  einer  einzelnen  Beobachtung  der  Taapnnkt 
definirt  ist  als  diejenige  Temperatur,  zu  welcher  der  beobachtete 
Dampfdruck  als  Spannungsmaximum  gehört,  so  gilt  doch,  wie 
der  Verf.  beweist,  diese  Beziehung  niemals  f&r  die  Mittelwerte 
des  Dampfdruckes  und  des  Taupunktes,  sondern  man  hat  viel- 
mehr den  folgenden  Satz:  Zu  dem  als  Spannungsmaximum  be- 
trachteten arithmetischen  Mittel  einer  Reihe  von  Dampfdrücken 
gehört  eine  Temperatur,  welche  immer  höher  ist  als  das  arith- 
metische Mittel  der  den  einzelnen  Dampfdrucken  entsprechendeo 
Temperatur.  Die  Untersuchung  war  veranlasst  durch  einen 
Versuch  des  Herrn  Brückner,  durch  die  Verwertung  von  Taa- 
punkt-Mitteln  die  Frage  zu  beantworten,  ob  die  Temperatur  der 
Schneedecke  an  ihrer  Oberfläche  tiefer  oder  höher  ist  als  der 
Taupunkt  der  darüber  lagernden  Luft.  Lp. 


C.  Crantz,  üeber  eine  Beziehung  zwischen  dem  Newton- 
Weber'schen  Gesetz  und  einigen  meteorologischen  Er- 
scheinungen.   Met  Zeitscfar.  VII.  399-400. 

Die  Beobachtungen  haben  ergeben,  dass  die  Nordlieht- 
erscheinungen  ein  Maximum  zur  Zeit  der  Tag-  und  Kacht- 
gleichen, ein  Minimum  zur  Zeit  der  Sonnenwenden  aufweisen. 
Der  Verfasser  ist  auf  theoretischem  Wege  vom  Weber'schen 
Gesetze  aus  auf  dieselben  Tage  fQr  ein  Maximum  oder  Minimum 
der  elektrischen  Inductionswirkung  der  Sonne  gegenfiber  der 
Erde  geführt  worden,  falls  ein  elektrisches  Potential  auf  ersterer 
vorausgesetzt  wird.  Der  bezügliche  Gedankengang  wird  ent- 
wickelt.    Lp. 

J.  M.  Pernter.      Die  Theorie  des  ersten  Purpurlichtes. 

Ezner  Rep.  XXVI.  406-418,  Met.  Zeitschr.  VII.  41-50. 

Gegen  die  von  Hrn.  Riessling  begründete,  von  Hm.  Riggen- 
bach  eingehender  durchgeführte  Theorie  des  Purpurlichtes  in 
den  Dämmerungserscheinungen  als  eines  Diffractions-Phänomens 
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sind  dureh  die  Herren  Riccö,  Rollo  Rassel  und  E.  Douglas  Ar- 
chibald  Einwände  erhoben  worden.  Der  Verf.  erörtert  alle 
Gründe,  welche  zur  Aufstellung  jener  Theorie  geführt  haben, 
widerlegt  die  Gegengründe  und  kommt  zu  dem  Schlüsse:  ;,Alle 
diese  Einwände  erschüttern  nicht  im  geringsten  die  Eiessling- 
Riggenbach'sche  Theorie,  und  wenn  auch,  besonders  wegen 
Mangels  einer  genügenden  Anzahl  messender  Beobachtungen, 
einzelne  Punkte  heute  noch  nicht  vollständig  erschöpfend  klar- 
gestellt werden  können,  im  wesentlichen  scheint  die  Auffassung 
des  ersten  Purpurlichtes  als  Beugungserscheinung  wohlbegründet 
zu  sein".  Lp. 

G.  Lippmann.     Sur    la   th^orie  et  la   mode  de  Pemploi 
des  appareils  s^isjuographiques.    G.  R.  GX.  440-444. 

Schwingungen  des  Erdbodens  werden  gemeiniglich  durch 
solche  Pendel  notirt,  deren  Aufhängungspunkt  mit  dem  Boden 
fest  verbunden  ist,  während  die  Spitze  der  Pendellinse  auf  be- 
wegtem Papiere  eine  Curve  verzeichnet.  Diese  Curve  ist  nun 
offenbar  das  Ergebnis  der  Uebereinanderlagerung  zweier  Bewe- 
gungen: derjenigen,  welche  der  Boden  gerade  ausführt,  und  der- 
jenigen, welche  die  bereits  oscillirende  Pendelkugel  auch  ohne 
neuen  Anstoss  ausgeführt  haben  würde.  Es  wird  nach  Poincarä 
eine  Differentialgleichung  aufgestellt  und  discutirt,  welche  diesen 
verwickelten  Bewegungszustand  genau  darstellt;  integriren  lässt 
sich  dieselbe  natürlich  nur  angenähert,  doch  genügt  die  eine 
näher  untersuchte  Lösung,  um  aus  ihr  Winke  für  die  beste  Aus- 
führung eines  seismographischen  Pendelapparates  abzuleiten. 

Gr. 


Ch.  Lagrangb.     Ueber  den  Magnetismus  der  Weltkörper. 

Naturwissenschaftliche  Randschan  V.  121-123. 

Der  Artikel  ist  ein  Bericht  des  Referenten  über  eine  Reihe 
von  Arbeiten  des  Verfassers  in  belgischen  Zeitschriften  nach 
einer  zusammenfassenden  Uebersicht  in  Jahrgang  XXIV  der 
Vierteljahrsschrift   der   Astronomischen   Gesellschaft  durch    den 
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Verfasser.  Die  GrandansehauttDg  ist  die,  dass  die  mit  Elek- 
tricitftt  geladene  Sonne  durch  ihre  Rotation  ein  Magnet  geworden 
ist,  in  dessen  Felde  die  Planeten  rotiren  and  somit  dem  inda- 
cirenden  Einflasse  der  Sonne  anterliegen.  Lp. 


T.  Bertelli.     Delle  vibrazioni  sismiche  e  delle  indica- 
zioni  sismometriche.    Nou  i^^.  Rom.  Aec.  P.  d.  N.  L.  AUi  XLii. 

95119,  NoUII»  Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L.  Mem.  VI.  67-221. 


•  . 


Anhang. 


J.  6.  Hagen.     Synopsis  der  höheren  Mathematik.    Erster 
Band.    Arithmetische  und  algebraische  Analyse.     Berlin. 

Feiiz  L.  Dames.  VIII  a.  398  S.  gr.  4^  (1891). 

Ueber  den  Plan  dieses  Werkes,  dessen  Verfasser  Director 
der  Sternwarte  des  Georgetown  College,  Washington,  ist,  be- 
richten wir  am  besten  mit  den  Worten  des  Verfassers  aus  der 
Vorrede. 

Der  Zweck  ist  eine  Rundschau,  eine  Durchmusterung  der 
höheren  Mathematik.  Die  Synopsis  ist  also  weder  ein  Lehrbuch, 
noch  eine  Sammlung  von  Formeln  oder  Tafeln,  sondern  ein 
Nachschlagebuch,  gleichsam  ein  Wegweiser,  der  einen  Ueber- 
hlick  giebt,  einerseits,  wie  die  einzelnen  Teile  dieser  Wissen- 
schaft sich  dem  ganzen  Bau  anfügen,  und  andererseits,  wie  weit 
der  Ausbau  eines  jeden  Teiles  bis  jetzt  gediehen  ist,  mit  Hin- 
weis auf  die  hauptsächlichsten  Bearbeiter  und  mit  Andeutung 
der  noch  vorhandenen  Lücken.  Das  Werk  liesse  sich  demnach 
auch  als  Encyklopädie  der  höheren  Mathematik  bezeichnen.  Als 
Grenze  des  aufzunehmenden  Stoffes  sind  die  massgebenden  Lehr- 
bücher betrachtet,  die,  wenn  auch  Jahrzehnte  hinter  den  Vor- 
lesungen und  Zeitschriften  zurückbleibend,  doch  allein  den 
bearbeiteten  Gegenstand  in  einem  gewissen  Abschlüsse  darstellen. 
Die  Verweisungen  auf  Zeitschriften  und  grössere  Werke  sind 
meist  denselben  Werken  entnommen,  aber,  soweit  dieselben  zu- 
gänglich waren,  sämtlich  nachgesehen  und  berichtigt.    Die  Er- 
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kläruDgen  und  Beweise  der  zaBammengestellten  Definitionea  and 
Sätze  findet  der  Leser  in  den  benutzten  LehrbQchern,  deren 
Titel  jedem  Bande  beigefügt  and  deren  Verfasser  im  Anfange 
jedes  Abschnittes  noch  besonders  namhaft  gemacht  sind.  Sach- 
kundige Leser  werden  begreifen,  dass  die  Ausführung  des  Planes 
die  Kräfte  eines  Einzelnen  beinahe  übersteigt. 

Der  vorliegende  erste  Band  des  Werkes  behandelt  in  zwölf 
Abschnitten  die  Theorie  I.  der  Zahlen,  II.  der  complexen  Grössen, 
IIL  der  Gombinationen,  IV.  der  Reihen,  V.  der  Productreiben 
und  Facultäten,  VI.  der  Kettenbrflche,  VII.  der  Differenzen  and 
Summen,  VIII.  der  Functionen,  IX.  der  Determinanten,  X.  der 
Invarianten,  XI.  der  Substitutionsgruppen,  XII.  der  GleiehungeD. 
Jeder  Abschnitt  ist  wieder  in  eine  grössere  oder  geringere  Zahl 
von  Hauptstocken  zerlegt.  Am  Schlüsse  findet  man  ein  Inhalts- 
verzeichnis, ein  Verzeichnis  der  hauptsächlichsten  benutzten  Werke, 
56  Autoren  enthaltend,  sowie  der  verglichenen  21  Zeitschriften, 
endlich  ein  alphabetisches  Sachverzeichnis  von  14  Seiten. 

Erstaunlich  ist  es  in  der  That,  dass  ein  einziger  Mann  einen 
Stoff  von  solchem  Umfange  hat  bewältigen  können  und  gaten 
Mutes  daran  geht,  in  den  folgenden  Bänden  die  übrigen  Teile 
der  Mathematik  in  einem  Werke  zu  behandeln,  welches  die  An- 
zeige in  Darboux's  Bulletin,  in  Anlehnung  an  die  Vorrede,  nicht 
unpassend  mit  einem  Baedeker  der  Mathematik  verglichen  hat 
Für  den  zweiten  Band  ist  die  Geometrie  in  Aussicht  gestellt. 
Die  Möglichkeit  der  Ausführung  liegt  eben  wohl  darin,  dass  der 
Verfasser  sich  an  die  von  ihm  bezeichneten  Lehrbücher  gehalten 
hat.  Hierin  ist  die  Erklärung  für  die  guten  Eigenschaften  des 
Werkes  gegeben,  das  bei  dem  Mangel  an  übersichtlichen  Zu- 
sammenfassungen in  der  Mathematik  in  der  That  „sowohl  Leh- 
rern wie  Schttler*h  als  willkommener  Leitfaden  dienen"  kann. 
Hierin  findet  man  aber  auch  den  Grund  f&r  manche  Auslassangen, 
manche  Aufnahmen,  manche  eigentQmlichen  Darstellungen.  Beim 
Durchlesen  des  Verzeichnisses  der  benutzten  Werke  sowie  der 
im  Texte  gegebenen  Citate  fragt  man  sich  oft  vergebens, 
warum  denn  nicht  andere  sehr  bekannte  Werke  auch  benutzt 
worden  sind,  insbesondere  diejenigen  neueren  Autoren,  welche, 
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wie  Cantor,  die  Geschichte  der  Mathematik  auBSchliesslich  be- 
handeln. 

Ueber  die  Einteilung  des  Stoffes  und  die  Abgrenzung  der 
Teile  gegen  einander  lässt  sich  erst  dann  urteilen,  wenn  das 
Ganze  vorliegt.  Die  Schwierigkeiten  empfindet  derjenige  am 
lebhaftesten,  welcher,  wie  der  Referent,  alljährlich  vor  derselben 
Aufgabe  betreffs  der  Jahreslitteratur  steht.  Wenn  aber  z.  B. 
die  „Theorie  der  Functionen*'  zwischen  der  Theorie  der  Diffe- 
renzen und  Summen  (mit  Interpolation  und  Differenzengleichungen) 
einerseits  und  der  Theorie  der  Determinanten  andererseits  steht, 
so  dürfte  diese  Anordnung  doch  etwas  wunderbar  scheinen  und 
nur  dadurch  begreiflich  werden,  dass  dieser  Abschnitt  durchaus 
nicht  etwa  die  Functionentheorie  im  gewohnlichen  Sinne  des 
Wortes  behandelt,  sondern  nach  Besprechung  der  allgemeinen 
Definitionen,  nach  Erklärung  der  Functionen  mit  complexen  Ver- 
änderlichen und  ihrer  Eigenschaften  auf  Riemann'scben  Flächen 
nebst  dem  Problem  der  Umkehrung  der  Functionen,  auf  die 
Functionaldeterminanten,  Resultanten  und  Discriminanten,  homo- 
gene, symmetrische  und  alternirende  Functionen  und  die  linearen 
Substitutionen  eingeht,  also  auf  Gebiete,  die  mit  den  nachfolgen- 
den Abschnitten  über  die  Determinanten,  Invarianten,  Substitu- 
tionsgruppen in  der  That  eng  zusammenhängen. 

Die  Ausstattung  des  Werkes  ist  vortrefflich-,  doch  fürchten 
wir,  dass  der  dadurch  bedingte  hohe  Preis  dem  Absätze  Eintrag 
thun  wird.  Lp. 

Des  Ingenieurs  Taschenbuch.  Herausgegeben  vom  aka- 
demischen Verein  „Hütte*.  Fünfzehnte  völlig  umge- 
arbeitete Auflage.  I  U.  IL  Berlin.  Wilhelm  Ernst  and  Sohn. 
X  u.  816,  XVI  u.  728  S.  8». 

Nachdem  im  vorigen  Jahrgange  des  Jahrbuchs  S.  1247  die 
vierzehnte  Auflage  des  Taschenbuchs  angezeigt  ist,  können  wir 
uns  darauf  beschränken,  die  inzwischen  erfolgte  vollständige 
Ausgabe  der  damals  bereits  zum  Teile  erschienenen  fünfzehnten 
mitzuteilen.  Die  Taschenbuch  -  Commission  der  Hütte  hat  sich, 
wie  immer,  bemflht,  das  Werk  mit  den  Ansprüchen  der  Zeit  in 
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Uebereinstimmang  zu  bringen;  allerdings  ist  der  Umfang  des 
Ganzen  dadarch  um  neun  Bogen  vergrössert  worden.  FQr  die 
Leser  des  Jahrbuchs  heben  wir  nur  hervor,  dass  in  der  ersten 
Abteilung  (Mathematik)  zum  grösseren  Teile  wohl  auf  Wunsch 
von  Herrn  Mehmke  hinzugekommen  sind:  sein  zeichnerisches 
Verfahren  zur  Lösung  algebraischer  Gleichungen  ersten  Grades 
sowie  flir  die  näherungsweise  Lösung  von  Gleichungen,  Formeln 
und  Tafeln  für  die  Hyperbelfunctionen,  einige  Curven  höherer 
Ordnung,  Inhalte  von  Flächen  und  Körpern  in  Tafelform  neu 
bearbeitet,  die  Umarbeitung  der  Parallel-Perspective.  Die  Cor- 
rectheit  des  Werkes  hat  seit  der  letzten  Auflage  gewonnen.  Es 
bleibt  indessen  in  dieser  Hinsicht  noch  manches  zu  thun,  und 
da  der  Taschenbuch-Commission  der  Bat  erfahrener  und  tüchtiger 
Männer  nicht  vorenthalten  wird,  so  darf  man  hoffen,  dass  das 
viel  benutzte  Werk  die  ihm  in  dieser  Hinsicht  anhaftenden  Män- 
gel immer  mehr  abstreifen  wird.  Es  ist  ja  sehr  sebwer,  ein 
von  einer  grossen  Anzahl  einzelner  Mitarbeiter  bearbeitetes  Werk 
in  allen  Teilen  gleichmässig  genau  herzustellen.  Daher  ver- 
zichtet Ref.  darauf,  die  von  ihm  gefundenen  Einzelheiten  hier 
besonders  zu  bezeichnen.  Der  Weltruf,  dessen  sich  des  Inge- 
nieurs Taschenbuch  erfreut,  bezeugt  ohnehin  die  Brauchbarkeit 
und  Nützlichkeit  der  getroffenen  Einrichtungen.  Lp. 


A.  Halkowich.     Ueber  Rechenmaschinen.    Mitt.  ab.  Art.  il 

Gen.  XXI.  35-76. 

Auf  Grund  einer  kurzen  historischen  Uebersicht  über  die 
Geschichte  der  Rechenmaschinen  unterscheidet  der  Verf.  zwei 
Typen  von  Rechenmaschinen:  1)  die  Tabellen-Rechenmaschinen 
nach  dem  Gedanken  Babbage's,  resp.  nach  Ausführung  Scbeutz's; 
2)  diejwigen  Rechenmaschinen,  welche  den  Zweck  verfolgen, 
gewisse  Rechenoperationen  (als  Addition,  Subtraotion,  Multipli- 
cation  u.  s.  w.)  fallweise  auszuführen.  Demgemäss  führt  er  das 
Princip,  die  Einrichtung  und  Wirkungsweise  dieser  beiden  Grup- 
pen getrennt  vor,  beginnt  mit  den  bisher  minder  ausgebildeten 
und   für  die  allgemeine   Verwendung   unwichtigeren  Tabellen- 
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Rechenmaschinen  und  schliesst  als  Repräsentanten  der  zweiten 
Richtung  das  Arithmometer  von  Thomas  und  die  Rechenmaschine 
von  Selling  an.  Lp. 

Arnoux.    Calcul  graphique  et  mdcanique.    M^m.  de  la  soc. 

des  Ing.  civ.  189a  I.  361-369. 

Giebt  die  Theorie  verschiedener  Apparate  zur  mechanischen 
Berechnung,  namentlich  der  Integratoren.  F.  K. 


K.  Eisschill.     „Vega^,  ein  Instrument  zum  Ersatz  für 
trigonometrische  Tafeln.     Mitt.  üb.  Art.  u.  Gen.  xxi.  iio-iii 

(Notizen). 

Beschreibung    der    Einrichtung    und    des   Gebrauchs    eines 
Rechenschiebers,  mit  dessen  Hülfe  man  den  Wert  von  cotg;/: 

aus  a  und  ß  in  einfacher  Weise  bestimmen  kann.  Lp. 


G.  F.  Matthews.  Manual  of  logarithms  treated  in 
connection  with  arithmetic,  algebra,  plane  trigono- 
metry,  and  mensuration,  for  the  use  of  students 
preparing   for    army  and   other   examinations    London. 

Macmillan  and  Co.  VIII  + 126  S.  gr.  8°. 

Ein  Schulbuch  zur  praktischen  Unterweisung  im  Rechnen 
mit  Logarithmen.  Wenn  der  Verf.  in  der  Vorrede  über  die  Ver- 
nachlässigung dieses  Unterrichtszweiges  in  England  klagt,  so 
müssen  wohl  die  englischen  AufgabeusammluDgen  anders  geartet 
sein  als  die  deutschen  und  französischen.  Unter  den  vielen  Bei- 
spielcD,  deren  Zahl  das  Vorwort  auf  mehr  als  1300  angiebt,  und 
deren  Lösungen  in  einem  Anhange  sich  finden,  dürften  für  deut- 
sche Lehrer  besonders  diejenigen  interessant  sein,  die  ohne  die 
Hülfe  der  Tafeln  vermittelst  weniger  gegebenen  Logarithmen 
nebst  den  zugehörigen  Differenzen  zu  bearbeiten  sind.    Gerade 
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diese  Art  von  Aofgaben  scheint  für  die' militärischen  PrfifiiDgen 
in  England  sehr  beliebt  zu  sein.  Lp. 


O.  ScHLöMiLCH.     Fünfstellige  logarithmische  nnd  trigo- 
nometrische   Tafeln.      Galvanoplastische    Stereotypie. 

10.  verb.  Aufl.     Braunachweig.  Vieweg  and  Sohn.  VI  a.  151  S.  8^ 

Die  Tafel  zeichnet  sich  durch  ein  bequemes  Format  and 
sehr  deutlichen  Ziffemdruck  aus.  Wenn  die  letzte  Stelle  erhöht 
ist,  so  wird  dies  durch  einen  darflber  gesetzten  Strich  angedeutet 
Die  Haupttafeln  enthalten:  I.  die  Briggs'schen  Logarithmen  der 
natttrlichen  Zahlen  von  1  bis  10909,  IL  die  L&nge  der  Kreis- 
bogen für  die  einzelnen  Grade,  Minuten  und  Secunden  fflr  den 
Halbmesser  1,  IIL  die  natürlichen  goniometrischen  Functionen 
der  Winkel  von  10  zu  10  Minuten,  IV.  Beduction  der  Tangenten 
auf  Tangenten  der  halben  Winkel,  V.  die  Logarithmen  der 
goniometrischen  Functionen  der  Winkel  von  Minute  zu  Minute, 
VI.  Reciproke  Werte,  Quadrat-  und  Kubikwurzeln,  natflrliche 
Logarithmen  und  Ellipsenquadranten.  Lp. 


Brbmkbr's  logarithmisch  -  trigonometrische  Tafeln  mit 
sechs  Decimalstellen.  Neu  bearbeitet  von  Th.  Albrbcht. 

11.  Ausg.     Berlin.  Nicolai'sche  Verlagsfadlg.  XVIII 4-598  8.  8<^. 

L.  ScHRöN.  Siebenstellige  gemeine  Logarithmen  der 
Zahlen  von  1  bis  108000  und  der  Sinus,  Cosinus, 
Tangenten  und  Cotangenten  aller  Winkel  des  Qua- 
dranten von  10  zu  10  Secunden.     21.  Aufl.     Tafel  I 

u.  II  des  Gesamtwerkes  in  3  Tafeln.    Branoschweig.  Vie- 
weg a.  Sohn.  VIII  a.  4,  20  a.  474  S.  Lex.  8<^. 

L.  ScHRöN.  Siebenstellige  gemeine  Logarithmen  der 
Zahlen  von  1  bis  108000.  21.  Aufl.  Taf.  I  des  Ge- 
samtwerkes In  3  Tafeln.  Braanachweig.  Vieweg  o.  Sohn.  VIII 
■4-  4.  20  u.  202  ö.  Lex.  b^. 
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A.  SiCKENBERGER.  Vierstellige  logarithmisch  -  trigono- 
metrische Tafel  zum  Schul-  uud  Handgebrauch.  2.  Aufl. 

MöDcheo.  Th.  Ackermann.  20  S.  1^. 

J.  T.  BoTTOMLET.      Four    figure    mathematical    tables. 

SeCOnd   edition.    London.  Macmillan  and  Co.  [Natare  XLI.  510-511.] 

W.  Cawthorne.      Short   logarithms    and    other    tables. 

4^^  ed.     London.  E.  and  F.  N.  Spon.  [Natnre  XLIL  518.]* 

Lalande.  Tables  de  logarithmes,  ^tendues  ä  sept  d^ci- 
males,  par  Marie,  pr^c^däes  d'une  instruction  par  le 
baron  Reynaud.  Nouvelle  Edition,  augment^e  de  for- 
mules  pour  la  r^solution  des  triangles,    par  Bailleul, 

typographe.     ParJB.  Ganthier-Villars  et  Fils. 


GuiLLEMO  B  Y  Puga.     Tablas  de  refraccion  de  minuto 

en   minuto.     Mexico  Soc.  Alzate  IV. 

Die  erste  Tafel  enthält  den  Logarithmus  der  Brechung  ffir 
jede  Minute  des  Zenitabstandes  von  0^  bis  90°,  die  zweite  den 
Logarithmus  der  Correction  für  den  Luftdruck,  die  dritte  und 
vierte  geben  die  Logarithmen  der  Thermometer-Correctionen. 

Tx.  (Lp.) 

A.  Jaromilek.      Der    mathematische    Schlüssel    zu    der 

Pyramide   des   Cheops.    Wochenschr.  ostr.  Ing.  XV.  188,  193,  203. 

Behandelt  die  Frage,  ob  in  den  Dimensionen  der  Gheops- 
pyramide  die  geometrischen  Kenntnisse  der  alten  Aegypter  zum 
Ausdrucke  gelangen.  F.  E. 

J.  Schubert.   Mathematisches  Repetitorium  für  Studirende 

der   Forstwissenschaft.     Berlin.  J.  Springer.  IV  u.  55  S.  8^. 

Das  Bttchelchen  umfasst  etwa  den  Lehrstoff  der  elementaren 
Mathematik  eines  Realgymnasiums,  giebt  aber  nur  die  Defini- 
tionen, Formeln  und  die  Sätze  an  einander  gereiht  ohne  Beweise. 
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Abel,  N.  H.    Besearches  on  the  series 

m  w(m— 1)  fn(m— !)(>«— 2)  ^,^ 

Adam,  W.  Lehrbach  der  BachstabenrechDODg  and  Algebra.  I  .  .  .  19S 
Adams,  J.  G.     Oo  ceriain  approziroate  formalae  for  calcalating  the 

trajectorieB  of  shot 93^ 

Adler,  A.  1)  Ueber  die  zur  AnsfahruDg  geometrischer  Oonstractioos- 

aufgaben  zweiten  Grades  notwendigen  Hfilfsmittel 621 

2)  Zar  Theorie  der  Mascheroni'schen  Oonstractionen 643 

Adler,  G.    1)   Ueber  die  Veränderang  der  elektrostatischen  Kraft- 

wirkangen  darch  eine  leitende  Wand 1099 

2)  Ueber  eine  Conseqnenz  der  Poisson-Mosotti' sehen  Theorie    .   .  1102 

3)  Allgemeine  Sätze  über  die  elektrostatisbhe  Indaction 1157 

Adrian.    Die  Richtung  einer  geraden  Linie  als  mathematische  Grosse 

betrachtet 572 

Ahlborn,  H.    Zum  Pentagramma  mirificam 667 

Ähren  dt,  A.    1)  Ueber  die  Rectification  der  Krammangslinien  aaf 

Rohrenflachen 782 

2)   Untersnchangen  zur  Theorie  der  Charaktere  der  Krammangslinien 
auf  Röhrenflachen 783 

Alagna,  R.    1)  Oondizioni  perche  una  forma  dell'ottavo  ordine  abbia 

quattro  panti  doppii 114 

2)  Intorno  ad  alcuni  casi  di  multiplicita  delle  radici  dell'  equazioni 
d'ottavo  ordine 114 

Albeggiani,  M.  L.     Osservazioni   suUa   nota   del   Sig.  Caldarera: 

„Sistema  di  circoU  tangenti  a  tre  cerchi*' 720 

Albitzky,  W.  J.    Die  Untersuchung  der  Gleichungen  zweiten  Gra- 
des mit  zwei  Veränderlichen 111 

Alezeiewsky,  W.  P.    Ueber  die  Functionen,  welche  den  Gamma- 
Functionen  ähnlich  sind 439 

Allard ice,  R.  E.    1)  On  some  theorems  in  the  theory  of  nnmbers    202 

2)  On  a  problem  in  permutations 227 

3)  On  a  property  of  odd  and  even  polygons 2S9 

4)  On  some  properties  of  the  quadrilateral 576 

Altmann,  P.    Zur  mathematischen  Zeichensprache 198 

Amaldi,  J.    Dimostrazione  della  periodicitd  nella  espressione  in  serie 

iofioite  delle  grandezze  razionali 214 

d'Ambly,  A.    Pointage  en  direction  dans  le  tir  de  siege 935 
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